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2. Nucené kmity. Uvažujte malé těleso o hmotnosti m, zavěšené na nehmotné pružině o tuhosti k. Souřadnice x nechť
směřuje svisle vzh̊uru, stranový pohyb neuvažujte. Uvažujte odpor prostřed́ı (Fodp=−βẋ, β≥0), t́ıhové pole Země
zanedbejte. Těleso nechť je podrobeno bud́ıćı śıle F sin(Ωt).

Vyjdeme z II. Newtonova zákona pro tlumené závaž́ı:

mẍ =
∑
i

Fi ≡ −kx− βẋ+ F sin(Ωt),

kde posledńı člen odpov́ıdá bud́ıćı śıle; rovnici si přeṕı̌seme do tvaru

mẍ+ βẋ+ kx = F sin(Ωt).

Předpokládejme nyńı, že celkové hledané řešeńı x se skládá z řešeńı xh homogenńı rovnice a partikulárńıho řešeńı xp
odpov́ıdaj́ıćıho pravé straně, x=xh+xp. Dosazeńım dostáváme

(mẍh + βẋh + kxh) + (mẍp + βẋp + kxp) = F sin(Ωt)

Prvńı závorka je z podstaty věci nulová, takže z̊ustává

mẍp + βẋp + kxp = F sin(Ωt).

Poznámka: Jelikož se homogenńı řešeńı zatlumuje (β : t→∞⇒xh→0), v ustáleném stavu bude hrát roli pouze par-
tikulárńı řešeńı.
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Pokuśıme se nyńı nalézt partikulárńı řešeńı:

mẍp + βẋp + kxp = F sin(Ωt).

Zvolme xp=Asin(Ωt+Φ). Dosazeńım źıskáme algebraickou rovnici

[−mΩ2 + k] sin(Ωt+ Φ) + βΩ cos(Ωt+ Φ) =
F

A
sin(Ωt).

Levou stranu lze převést na goniometrickou identitu pro sinus součtu dvou úhl̊u,

√
β2Ω2 + (k −mΩ2)2

[
k −mΩ2√

β2Ω2 + (k −mΩ2)2
sin(Ωt+ Φ) +

βΩ√
β2Ω2 + (k −mΩ2)2

cos(Ωt+ Φ)

]
=
F

A
sin(Ωt),

odkud √
β2Ω2 + (k −mΩ2)2 sin

(
Ωt+ Φ + arc tan

βΩ

k −mΩ2

)
=
F

A
sin(Ωt).
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Nyńı zbývá již jen porovnat levou a pravou stranu. Rovnice√
β2Ω2 + (k −mΩ2)2 sin

(
Ωt+ Φ + arc tan

βΩ

k −mΩ2

)
=
F

A
sin(Ωt).

bude rozřešena, pokud

Φ + arc tan
βΩ

k −mΩ2
= 0 a

F

A
=
√
β2Ω2 + (k −mΩ2)2.

Drobnými úpravami

tan Φ = − βΩ/m

ω2
0 − Ω2

a A =
F/m√

β2Ω2

m2 + (ω2
0 − Ω2)2

.

Povšimněme si, že obě veličiny záviśı na bud́ıćı frekvenci.
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