
F3060 Kmity, vlny, optika - cvičeńı D. Hemzal
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4. Vázané kmity. Uvažujte sadu N stejných malých závaž́ı o hmotnosti m, spojených
lineárně identickými nehmotnými pružinami o tuhosti k; předpokládejte pohyb pouze
ve směru pružin. Počátky souřadnic x[i], popisuj́ıćıch výchylky jednotlivých závaž́ı
umı́stěte do rovnovážných poloh př́ıslušných závaž́ı.

Zapǐsme nejprve pohybové rovnice pro obecné závaž́ı x[i]: toto závaž́ı je ze dvou stran drženo pružinami ke svým
soused̊um, takže dostáváme

i : mẍ = −k
(
x[i] − x[i− 1]

)
− k
(
x[i] − x[i + 1]

)
mẍ = kx[i− 1] − 2kx[i] + kx[i + 1]

V maticovém zápisu

m



...
ẍ[i−1]
ẍ[i]

ẍ[i+1]
...

 = k



. . .

1 −2 1
1 −2 1

1 −2 1
. . .





...
x[i−1]
x[i]

x[i+1]
...


Předpokládejme harmonické výchylky, potom

. . .

1 mω2/k−2 1
1 mω2/k−2 1

1 mω2/k−2 1
. . .





...
x[i−1]
x[i]

x[i+1]
...

 = 0

A co okrajové podmı́nky?
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uchycené závaž́ı volný konec periodická podmı́nka

mẍ[1]=−kx[1]−k
(
x[1]−x[2]

)
mẍ[1]=−k

(
x[1]−x[2]

)
mẍ[N ]=−k

(
x[N ]−x[N−1]

)
−k
(
x[N ]−x[1]

)
a/nebo a/nebo a zároveň

mẍ[N ]=−k
(
x[N ]−x[N−1]

)
−kx[N ] mẍ[N ]=−k

(
x[N ]−x[N−1]

)
mẍ[1]=−k

(
x[1]−x[N ]

)
−k
(
x[1]−x[2]

)


−2 1
1 −2 1

. . .

1 −2 1
1 −2




-1 1
1 −2 1

. . .

1 −2 1
1 -1




−2 1 1
1 −2 1

. . .

1 −2 1
1 1 −2
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Předpokládejme pro určitost soustavu dvou těĺısek s pevnými konci.(
mω2/k−2 1

1 mω2/k−2

)(
x[1]
x[2]

)
= 0

Jedná se o homogenńı soustavu, bude tedy mı́t pouze triviálńı řešeńı (při regulárńı matici soustavy), nebo nekonečně
mnoho řešeńı (při singulárńı matici soustavy). Podmı́nkou singulárnosti je nulovost determinantu,∣∣∣∣mω2/k−2 1

1 mω2/k−2 1

∣∣∣∣ = (mω2/k − 2)2 − 1 = 0

Źıskanou podmı́nku je nejlépe upravit pomoćı rozd́ılu čtverc̊u a obdržet frekvence kmit̊u

ω1 =

√
k

m
ω2 =

√
3k

m

Výchylky závaž́ıček v jednotlivých př́ıpadech źıskáme dosazeńım źıskaných frekvenćı do pohybových rovnic:

x1 = x2 x1 = −x2

Jak dopadne řešeńı stejné soustavy při ostatńıch typech okrajových podmı́nek?
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Pro soustavu dvou těĺısek:

uchycená závaž́ı volné konce periodická podmı́nka(
mω2/k−2 1

1 mω2/k−2

) (
mω2/k-1 1

1 mω2/k-1

) (
mω2/k−2 2

2 mω2/k−2

)
ω=
√
k/m x[1]=x[2] ω=0 x[1]=x[2] ω=0 x[1]=x[2]

ω=
√

3k/m x[1]=−x[2] ω=
√

2k/m x[1]=−x[2] ω=2
√
k/m x[1]=−x[2]
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