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Kapitola 1

Kmity

1.1 Vlastni netlumené kmity

Obecny pripad harmonického pohybu

Pohybova rovnice je

d°F B
kde m je hmotnost oscildtoru, FF = —k7 je elastickd (harmonickd, vratnd) sila, k > 0 tuhost elastické

vazby. Oscildtor (hmotny bod) opisuje obecné eliptickou drdhu v prostoru.

Harmonicky pohyb po primce

Pohybuje-li se oscilator, na ktery pdsobi vratna sila, pouze v pfimce, nazyvame jej linearni harmo-
nicky oscildtor. Pohybova rovnice linedrniho harmonického oscildtoru, kmitajiciho podél osy x, je

2
dx k-0 (1.2)
m

ReSenim této rovnice je Casovd z4vislost vychylky x kmitajiciho hmotného bodu z rovnovéazné polohy
x(t) = Asin(wpt + @), (1.3)

kde A je amplituda vychylky, ¢ je Cas, Wy = \/% je thlova frekvence a @ je pocitecni faze harmonic-
kého pohybu.

Energie kmitu

Celkova mechanickd energie netlumenych harmonickych kmitii (viz obr. 1)), dand souétem potencidlni
pruzné energie a kinetické energie, je rovna

1 1
E= 5kA2 = Emng? (1.4)
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Obrézek 1: Kinetickd (modfe), potencidlni (zeleng) a celkova energie (Cervené) netlumenych harmo-
nickych kmitt x(z) = Asin(wyt).

Fyzické kyvadlo

Fyzické kyvadlo Ize fesit napiiklad pomoci druhé momentové véty J& = M, kde M je vysledny
moment vnéj§ich pasobicich sil, J moment setrvacnosti k ose otd¢eni O a € = ‘;TZ(P je uhlové zrychleni.

Obrazek 2: Fyzické kyvadlo: zakreslena je gravitacni sila, kterd jedind ma nenulovy moment, rameno
této sily, smér tohoto momentu a smér thlového vychylky.

Pohybova rovnice ma pak tvar

d*¢  mg|oT)|
a2 " Jr +m|OT|?

sing =0, (1.5)
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kde moment setrvacnosti k ose otdCeni je podle Steinerovy véty J = Jr +m|OT|?, Jr je moment

vvvvv

V pfiblizeni malych kmltu (sing = @) ziskdme pro dhlovou vychylku z rovnovazné polohy ¢
feSen{

(1) = Posin (w0 + o), (1.6)
kde ®g je amplituda thlové vychylky, ¢ je Cas, wy = % je thlova frekvence a ¢y pocatecni

faze harmonického pohybu.
Redukovana délka fyzického kyvadla je délka matematického kyvadla (hmotny bod na nehmot-
ném zavésu délky [*), které m4 stejnou periodu jako kyvadlo fyzické. ProtoZe thlova frekvence ma-

tematického kyvadla je rovna @y = \/[Z* , plati pro redukovanou délku [*

Jr
m|OT|

(1.7)

1. Napiste pohybovou rovnici télesa o hmotnosti m, na které pasobi sila pruznosti F= (—kx,0,0).
Obecné reSeni rovnice hledejte ve formé
(a) et , kde A je feseni charakteristické rovnice,
(b) linearni kombinace funkci sinus a kosinus,

(c) funkce sinus s obecnou pocétecni fazi ¢.

Ukazte, kdy jsou vSechna feSeni ekvivalentni. dz2 s+kx=0

2. Napiste pohybovou rovnici télesa o hmotnosti m pripojeného k pruziné o tuhosti k a nenulové
délce ! v nezatizeném stavu. Predpokladejte, Ze téleso kond harmonicky kmitavy pohyb
(a) bez treni ve vodorovném smeéru,

(b) ve svislém sméru v tthovém poli g.

Reste metodou nehomogenni rovnice. Urlete tihlovou frekvenci a periodu vlastnich kmitd.
W = \/%
v'3. Cistice kond linedrni harmonicky pohyb kolem bodu x = 0 m. V ¢ase r = 0's m4 nulovou rych-

lost a jeji vychylka je 3,7-1073 m. Je-li frekvence pohybu f = 0,25s~!, najdéte

(a) periodu 7T,

(b) uhlovou frekvenci w,

(c) amplitudu A,

(d) vychylku a rychlost v libovolném case t,

(e) amplitudu rychlosti a amplitudu zrychleni.

Reseni: (a) T =4s, (b) 0 = %s L (©A=3,7-10"%m, (d) x(t) =3,7-10 3 cos (%¢) m, v(t) =
—1,857-10sin (31) m.s™!, (&) vy = 1,857- 102 ms ™!, @, = 9,257% - 10~ ms 2.

v'4. Urcete amplitudu a pocatecni fazi netlumeného harmonického pohybu po piimce. Hmotny bod
mél v&aser =0s vychylkuxy=35cm arychlost vg=20cms™!, jeho frekvence byla f = 15!
A=593cm, ¢p = —32°30



5. V ¢ase t = Os je vychylka &astice rovna xg = 4,3cm a rychlost &astice vo = 3,2m s~ . Hmot-
nost Castice je m = 4kg a celkovd energie Céstice je E = 79,5]. Napiste vztah pro zdvis-
lost vychylky Castice na Case a vypoctéte drdhu Castice za dobu 0,4s od zacatku pohybu.
x=0,05cos (126,17 — Z)m, s = 1,6m

v'6. Urcete periodu malych podélnych kmiti télesa o hmotnosti m v soustavach zndzornénych
na obr. 3] Tuhosti nehmotnych pruZin jsou k; a kp, téleso povaZujte za hmotny bod.

Obrézek 3: Paralelni (a,b) a sériové (c) zapojeni pruZin

T =2m\/7, (a,b) k =k +k, (C)%:%+%_

7. Dvé kulicky o hmotnostech m; a my jsou navzdjem spojeny pruZinou s koeficientem tu-
hosti k. Urcete periodu malych kmitl kulicek vzhledem k hmotnému stfedu soustavy.

mymp
my+my”°

T=2m/% n=

v'8. K nehmotné pruziné o tuhosti k = SONm~! je piivazana nit, na které visi zdvazi o hmot-
nosti 1kg (obr. ). O jakou vzdalenost 1ze posunout zdvaZ{ smérem dold, aby po jeho uvolnéni
vznikly kmity, v jejichZ priibéhu by bylo vlakno stile napjaté? x < % =19,6cm

Obrazek 4: Téleso visici na niti

9. Téleso lezi na desce vykondvajici harmonicky pohyb x(t) = Asin (27t + @) s frekvenci f.
Koeficient statického tfeni mezi télesem a deskou je u = 0,5. Urcete:

(a) Jak velika smi byt nejvyse amplituda kmitd desky, aby téleso po desce neklouzalo, je-li
frekvence kmiti f = 2s~! a deska kon4 kmitavy pohyb v horizontiln{ roving?
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(b) Deska kona harmonicky pohyb ve sméru vertikdlnim s amplitudou A = 5cm. Jakd muize
byt nejvyssi frekvence f, pii niZ jesté téleso neodskoc¢i od desky?
(c) Deska kond pohyb ve vertikdlnim sméru s amplitudou A = 5cm a frekvenci f = 1—7? s~

Vv,

v 10. V U-trubici je homogenni kapalina. Pomoci pistu umisténého v jednom rameni U-trubice posu-
neme kapalinové téleso o vzdalenost x. UkaZte, Ze po uvolnéni pistu zacne kapalina vykondvat
jednoduché harmonické kmity a urcete jejich periodu. Celkova délka kapalinového sloupce

v trubici je L. T =2m, /zL—g

11. Drevény valcovy kil je na jednom konci zatiZzen olovem, takZze miiZze plavat ve svislé poloze
(obr. [3). Kil uvedeme do kmitavého pohybu ve svislém sméru. UkaZte, Ze miZe konat jedno-
duché harmonické kmity a urcete jejich periodu. Neberte v ivahu, Ze dochazi ke tlumeni kmitd.

— d
T_Zn\/;

XY

Obrazek 5: Plovouci kul.

v'12. V uzavieném valci naplnéném vzduchem je pist o hmotnosti m, ktery rozdéluje valec na dvé
stejné Casti délky d. Tlak vzduchu v obou ¢astech je pg. Pist nepatrné vychylime z rovnovazné
polohy o vzddlenost x a potom uvolnime (viz obr. [6)). Pist za¢ne vykondvat kmitavy pohyb.
Vypoctéte periodu kmiti za predpokladu, Ze déj v plynu miizeme povaZovat za

(a) 1zotermicky,

(b) adiabaticky s konstantou k.

_ md _ md
() T =27, /e, (b) T =2, [ 224

13. Odvod’te vztah pro potencidlni energii télesa o hmotnosti m

9



d-x | d+x

Obrazek 6: Pist ve valci.

(a) v tthovém poli popsaném konstantnim zrychlenim g,
(b) podrobeného sile pruznosti F = —kx,

(c) pfi soucasné splnéni (a) a (b). UkaZte, Ze pro celkovou potencidlni energii oscildtoru v ti-
hovém poli dostaneme stejny vysledek jako v (b), pokud x mad vyznam vychylky z nové
rovnovazné polohy v tthovém poli.

(@) Ep_; = mgh, (b) E,_, = tkx?

v 14. Na misku o hmotnosti M zavéSenou na pruZiné s tuhosti k dopadne z vysky A kulicka o hmot-
nosti m a ziistane na misce leZet (viz obr. [7). Tento systém zacne vykondvat kmitavy pohyb.

Najdéte amplitudu kmiti soustavy. A=/ ng + k%nrfj_%)

Obrézek 7: PruZinové vihy

15. Kostka o hmotnosti M = 8kg je zavéSena na pruziné o tuhosti k = 3 - 10°Nm~!. Do kostky je
zespodu vstfelena rychlosti vg = 500ms~! kulka o hmotnosti m = 10g. Kulka uvézne v kostce.

(a) Urcete amplitudu jednoduchych harmonickych kmitu, které zacne soustava konat.

(b) Jakou cast ptivodni kinetické energie kulky priblizné tvofi celkova energie kmitajici sou-
stavy?

kv0

(a)A = 1+ o) —

=0,032m, (b) £

= i = 0,125% (

%» 1)

16. Homogenni ty¢ o hmotnosti m a délce [ (obr. [8]) je na obou koncich podloZzena dvéma stejnymi
pruzinami o tuhosti k. Ty¢ uvedeme do pohybu tak, Ze ji na jednom konci stla¢ime o urci-
tou vzddlenost a vzipéti uvolnime. ReSte pohyb tyCe za predpokladu, Ze neexistuje tlumeni.

10



m, |

Obrézek 8: Ty¢ na dvou pruZinich

2k 6k
Oy =/ O2=1/ %

v'17. Napiste pohybovou rovnici a urcete thlovou frekvenci fyzického kyvadla (téleso o hmotnosti

18.

v'19.

m otacejici se kolem osy neprochdzejici tézistém). TutéZ ulohu feste

(a) pomoci momentové formulace druhého Newtonova zakona,

(b) derivovanim zdkona zachovani mechanické energie,

(c) Lagrangeovymi rovnicemi druhého druhu.
Pouzité postupy aplikujte i na pohyb matematického kyvadla (hmotny bod na nehmotném za-
vesu).

N 2
ReSeni: Pro fyzické kyvadlo obdrzime rovnici J ‘ZTEP +mdgsin @ = 0, kde J je moment setrvac-

Vv

je thel urcujici vychylku z rovnovazné polohy. Uvazujeme-li malé kmity (sin ¢ = @), je thlova
frekvence @ = /mgd/J. Uvazujeme-li o matematickém kyvadle jako o specidlnim piipadu
fyzického kyvadla s momentem setrvaénosti J = md?, je thlova frekvence @ = +/g/d.

V kabiné letadla kmitd matematické kyvadlo délky / = 0,5 m. Urcete periodu jeho kmitd, kona-li
letadlo pohyb

(a) rovnomérny primocary,

(b) vodorovny se zrychlenim a = 2,5ms ™2,

(c) klouZe-li pod dhlem o = 15° vzhledem k horizontélni roviné.
Resent:
(a) T = 2n\/£i 142

(b) T = 27:,4/g2ﬁa2 = 1,40s

() T=2m,/—L— =1.44s

gcosao

Homogenni tenkd ty¢ o hmotnosti M a délce L je pfipevnéna ke stropu tak, ze se mize volné
otacet bez tfeni kolem osy O (viz obr.[9). Ty¢ je kromé toho pfipevnéna ke sténé pomoci pruziny

o tuhosti k. UrCete periodu kmiti tycCe. T =2m,/ %%

11



osa otaceni

Obrazek 9: Kyvadlo s pruZinou

Obrazek 10: Neprosmykujici vélec

20. Na vodorovné pruziné zanedbatelné hmotnosti je pfipevnén tuhy valec o hmotnosti m, ktery se
muze valit bez klouzani po vodorovné roviné (viz obr. . Tuhost pruZiny je k = 3,0Nm~!.
Vilec vychylime z rovnovéazné polohy o d = 0,25 m a uvolnime je;.

(a) Vypoctéte kinetickou energii rotacniho a translacniho pohybu vélce pfi prichodu rovno-
vaznou polohou.

(b) Ukazte, Ze stfed hmotnosti vdlce kond jednoduchy harmonicky pohyb s periodou

3m
T=2 —_—.
T\ 2k

(a) E(0) = 1kd? = 0,0625], Evpy (0) = $kd* = 0,0313]

21. Homogenni ty¢ délky L kyva kolem vodorovné osy, kolmé k tyci. Urcete, pro jakou vzdalenost
d osy otaceni od hmotného stfedu tyce je perioda kmitd tohoto fyzického kyvadla minimalni.

— _L_
d= 75

v'22. Kyvadlo metronomu je lehka tycinka, na jejimz konci je ve vzdalenosti L od osy otdeni umis-
téno télisko o hmotnosti M. Na druhém konci kyvadla je ve vzdalenosti x od osy umisténo
posuvné télisko o hmotnosti m, pomoci kterého 1ze ménit frekvenci kyvadla (viz obr. [T T]). Na-

jdéte vztah pro dhlovou frekvenci metronomu za predpokladu, Ze hmotnosti télisek M a m jsou
g(ML—mx)

bodové a hmotnost ty€inky je zanedbatelna. O =\ Y

©23. Homogenni valcovy kotou¢ o poloméru podstavy R a o hmotnosti M je otacivy kolem vodo-
rovné osy, kterd prochdzi stfedem kotouce kolmo na rovinu podstavy. Na obvod kotouce pfi-
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Obrazek 11: Metronom

Xy

Obrazek 12: Draténa kostra

pevnime télisko o hmotnosti m, které povazujeme za hmotny bod. Kotou¢ s téliskem vytvori
fyzické kyvadlo. Urcete:

(a) dobu kmitu tohoto fyzického kyvadla,
(b) redukovanou délku kyvadla.

Resenti:

_ /R M+2

* 2,
(b) 1+ =MEmp

©24. Draténa kostra z homogenniho tuhého dratu s linedrni hustotou p ma tvar polokruznice
(obr. [12). Priifez dréitu je ve viech bodech stejny. Kostra je sloZena z polokruznice ABC
0 poloméru R = 0,25m a z pfimé casti AC. V poloviné casti AC je kostra zavéSena na
ose O a miZze se kolem ni otdCet bez tieni. Jak velkd bude perioda kmitl tohoto télesa?

_ /2431 R __
T =2m Tn§—1,385

©25. Homogenni ty¢ o hmotnosti m = 1,5kg, visici na dvou vldknech délky L = 90cm (obr. [I3]) byla
pootoCena o maly dhel kolem osy, prochazejici jejim stfedem C. Pfitom se vldkna odklonila
o thel @ = 5°. Po uvolnéni zacala ty¢ vykondvat malé kmity. Najdéte:

(a) periodu kmitu tyce,

13
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Obrazek 13: ZavéSena ty¢

Obrézek 14: ZavéSeny disk

(b) energii kmitavého pohybu tyce.
()T =2m, /é =1,1s (b) E = 3mgLa® = 0,15]

©26. Vypoctéte periodu torznich kmitd tenkého disku hmotnosti m a poloméru R, ktery je zavéSen
na tfech rovnobéznych stejné dlouhych nitich délky L (obr. . T=2m,/ 2L—g

1.2 Skladani kmiti, Fourierova analyza

Skladani stejnosmérnych harmonickych kmita

SloZzenim n stejnosmérnych izochronnich harmonickych kmitl (tj. kmiti se stejnou frekvenci y,
které probihaji po téze piimce)
xi(t) = AiSin((O()l‘ + (Pz) (1.8)

vznikne opét harmonicky pohyb se stejnou frekvenci
x(t) = Asin(wopt + @). (1.9)
Amplitudu A a pocétecni fazi ¢ vysledného pohybu uréime ze vztahii
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A1SIn(w0t+(p1) <

e

+

A=)

\3//-\

[

wv

< %
3
[
‘@
o
<C

>
A,cos(wot+@;) A cos(wot+g,) X

Acos(wet+¢)

Obrazek 15: Fazorovy diagram

2 2
n n
A? = ( Aisin(p,-) +< A,-cos(p,-) , (1.10)
i=1 i=1

n
Z A;sin (07
g = L (1.11)
Y. Aicos @
i=1
Vztahy (I.10) a (I.TT)) 1ze snadno odvodit napiiklad z fazorového diagramu (obr.[I5).
Skladani kolmych harmonickych kmita
Slozenim dvou izochronnich harmonickych kmitti v navzdjem kolmych smérech
x(t) = Asin(wpt), y(t) = Bsin(wyt+ @) (1.12)

vznikne pohyb s trajektorii ve tvaru elipsy (viz obr.[16)

(§>2+ (%)Z‘ZG) (%)"OS‘P:SW‘P- (1.13)

Rozklad periodickych kmitia na harmonické slozky (Fourierova analyza)

Kazdy periodicky pohyb popsany po ¢astech spojitou periodickou funkei f(¢) o periodé T 1ze rozloZzit
do Fourierovy fady

) = % + Y [Amcos(meor) + By sin(mor)], (1.14)

m=1
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x(t)=Asin(w,t) —(p=0 ¢=T1/3 ¢=311/4
y(t)=Bsin(wot+p)  =m=@=11/6 @=T/2  ==@=511/6
A=1B=2 wy=2m @=1/4 @=21/3 ==@=T

Obrazek 16: Skladani kolmych kmitt

ve které @ = 27/T je zdkladni dhlova frekvence. Jeji celistvé ndsobky m® nazyvame vyss$i harmo-
nické frekvence. Koeficienty fady A, a B, lze stanovit ze vzorci

T
2
Ap = ?/f(t)cos(mwt)dt, m=0,1,2, ... (1.15)
0
’ T
By — T/f(t)sin(ma)t)dt, m=1,2,3, ... (1.16)
0

v'27. Odvod’te obecny vztah pro vyslednou amplitudu a fdzovy posuv kmitdni, které vznikne sloZe-
nim dvou stejnosmérnych kmitl o stejné frekvenci, amplitudach A; a A, a pocatecnich fazich

Aj si A» si
01 a ¢ A= \/A% +A3+241A5c08(1 — 92), tgg = glag iR e

28. Urcete amplitudu vysledného harmonického pohybu, ktery vznikne sloZenim dvou stejnosmér-
nych kmitavych pohybt se stejnou periodou a amplitudami 3 a 5 cm. Rozdil jejich fazi je 60°.
A=7cm

29. Jaky pohyb vznikne superpozici dvou stejnosmérnych harmonickych kmiti se stejnymi tdhlo-
vymi frekvencemi @y, jsou-li amplitudy jednotlivych kmiti A; = 1cm a Ay = 10cm? Prislusné
pocatecni faze jsou ¢ =30° a ¢, = 60°.

Regeni: Harmonicky, x(r) = Asin(wot + @), A = 109cm, tg@ = 1,56, ¢ = 57°36'.

30. Hmotny bod kond v jednom sméru dva kmitavé pohyby, které mohou byt popsdny zavislostmi
x1 = Acos (mpt), xy = Acos (2aypt) . Uréete maximdlni rychlost tohoto bodu.  vjqe = 2,7 Ay
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v'31. Najdéte obecnou rovnici trajektorie pohybu, ktery vznikne superpozici dvou navzajem kolmych
izochronnich harmonickych kmitd x(z) = A sin(@ot + ¢1), y(¢) = Bsin(wpt + ¢2), jsou-li jejich
pocatecni faze @1, @a:

@ @1 # @
(b) @1 =@, anebo ¢y = =7
© p=¢pE5

Resent:

(a) Rovnice vysledné drihy je rovnice elipsy
x\2 y 2 X y o
(Z) T (E) —2 <Z) (E) cos(@Q; — @) = sin“ (@ — @2).

(b) Harmonicky pohyb po pfimce y = gx anebo y = —f—jx.

(c) Pro A = B harmonicky pohyb po kruZnici o poloméru A : x> +y> = A2, pro A # B harmo-
nicky pohyb po elipse (%)2 + %)2 =1.
©32. Najdéte drahu vysledného pohybu, ktery vznikne sloZenim dvou navzdjem kolmych kmitavych

pohybi se stejnymi amplitudami 5 cm a se stejnymi periodami, jestlize jejich fazovy rozdil
je 5. Drdhou vysledného pohybu je kruznice o poloméru 5 cm se stiedem S [0,0].

v'33. Pomoci Fourierovy analyzy rozloZte funkce f(¢) a g(¢) znazornéné na obr. |17} V ptipadé funkce
f(t) je znazornéna pouze jedna perioda.

f(t)

g(t)
! 1
0 + t —> O - 1 T T
0 T 2m t 0 m 2n 3n t
Obrazek 17: Trojuihelnikové a pilové kmity
Resent:

f(t) =5 — 25 (cost+gcos3t+5scos5t+..) =3 — 25 ¥ anl) cos[(2n — 1)t]

—
—

sin(2nt)

3=

g)=3-1%
n=1

1.3 Tlumené kmity

Je-1i tlumici sila realizovdna odporem prostiedi zavislym na prvni mocnin€ rychlosti
Fo=-2my— 1.17
o ydt7 ( )

1ze pohybovou rovnici tltumenych kmitd vyjadfit ve tvaru
d’x dx >
— +2y— + wyx = 0. 1.18
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Konstanta y > 0 se nazyva koeficient ttlumu, @y je dhlova frekvence vlastnich netlumenych kmita.
Reseni této pohybové rovnice je v piipadé slabého dtlumu

x(t) = Age V' sin(wt + @), (1.19)

ve kterém A je amplituda tlumenych harmonickych kmiti v Case 7o = 0 a @0 = ,/wg — ¥? jejich
uhlova frekvence.

x(h  x(O=Ac.eVisin(wt+p) w’=we-y’

At)=(x)A,.e Yt

Obrézek 18: Casovy vyvoj vychylky kmitd tlumenych silou linedrn& zavislou na rychlosti

Utlum A je dan pomérem dvou po sobé nésledujicich vychylek na tutéz stranu
A=eT. (1.20)

Logaritmicky dekrement dtlumu 6 je pfirozeny logaritmus ttlumu

8 =InA=9T. (1.21)
Cinitel jakosti Q tlumeného harmonického oscilétoru je bezrozmérnou veli¢inou
0]
=—. 1.22
Q 2y (1.22)

icka ie tlu g ické ilatoru E; se s Casem zmenSuje, pfiCemZ v ramci
Mechanicka energie tlumeného harmonického oscilatoru Ey

periody je vlivem proménné rychlosti oscildtoru disipace energie nerovnomérna (viz obr. [19). Pro
mechanickou energii kmiténi popsaného rovnici[I.19]1ze odvodit vztah

Eq(t) = %mwOZA%e‘ZY’ [1 — (Z)—zz) cos(2(wt + @)) — (L—(;;) sin(2(wt+<p))} :

Zanedbame-li kolisani ztrdt mechanické energie v radmci periody, zmenSuje se mechanickd energie
podle vztahu

1
Eqy(t) = Ege 2V = Emngg e 2", (1.23)

34. Kulicka je zavéSena na pruZiné a ponofena do kapaliny. Naleznéte hodnotu tuhosti pruziny,

pro kterou dochazi ke kritickému tlumeni kmitd.
k _ 971.2”2},2
m

, kde m je viskozita kapaliny, r polomér kulicky, m jeji hmotnost.
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35.

36.

v'37.

38.

x(t) ke

o T 2 = 3Tt

Obrazek 19: Vychylka a mechanicka energie tltumenych kmitd.

Jaky je logaritmicky dekrement dtlumu tlumeného harmonického pohybu, ktery kond hmotny
bod, jestlize za 10s trvani pohybu ztrati hmotny bod 50% své mechanické energie? Jaky
je Cinitel jakosti Q tohoto tlumeného oscilatoru? Perioda tlumeného pohybu je 7T = 2s.
0=0,0093, 0 =453

Pfi pozorovani tlumeného harmonického pohybu bylo zjisténo, Ze po dvou po sobé nésleduji-
cich vychylkach na tutéZ stranu se amplituda kmiti zmenSila tak, Ze jeji nova hodnota byla 0,6
nasobkem hodnoty vychozi a Ze perioda tltumenych kmiti je 7 = 0,5 s. Urcete:

(a) konstantu dtlumu a Cinitel jakosti tohoto oscilatoru,

(b) frekvenci netlumenych kmitu, které by mohly probihat za jinak stejnych podminek.
(@) y=1,02s"1, 0=6,15,(b) fo=2,01s""

Pocatecni amplituda kmitavého pohybu kyvadla je Ag = 3cm. Za dobu ¢ = 10s je amplituda

jiZz jen A; = 1cm. Za jak dlouho bude amplituda A> = 0,3cm? fh = h a2 = 20,965

Kondenzétor o kapacit¢ C = 0,025 uF, ktery je nabit na potencidlni rozdil U = 20V, je
vybijen pfes vodi¢ o induk¢nosti L = 4 uH. Odpor obvodu je R = 1. Vypoctéte kruho-
vou frekvenci vlastnich kmiti obvodu a jeho logaritmicky dekrement dtlumu (viz obr. 20).

R

I
I
C

Obrazek 20: RLC obvod

=1/~ & =316-1005s"", 8 = 28 = 0,249
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1.4 Vynucené kmity

Plsobi-li na tlumeny harmonicky oscildtor vnéjsi harmonicka sila F, = FysinQt, kde Fy je jeji am-
plituda a Q dhlova frekvence, bude oscildtor vykonavat tzv. vynucené kmity. Pohybova rovnice ziska

tvar 5

d“x dx ,» Fy

— 4+ 2Y— 4 wyx = —sinQr. 1.24

ar Ty TN, (1:24)
Obecnym feSenim této nehomogenni diferencidlni rovnice je superpozice vlastnich tlumenych kmitd
a kmitti vynucenych

x(t) = Age” " sin(@t + @) + Ay sin(Qt + ). (1.25)
Amplituda vynucenych kmitl Ay je ddna vztahem
Fy/m
J(@3 -2 1apar

A, = (1.26)

ve kterém wp a @ = 4/ (03 — 72 jsou opét tihlové frekvence vlastnich netlumenych a tlumenych kmitd.
Po utlumeni vlastnich kmitid se vychylka oscildtoru ustdli ve tvaru (viz obr.

x(t) = Ay sin(Qt + ). (1.27)

vlastni

x(t)V\
T \//\VAVA tlumené
X(t)

kmity

nucené
t  kmity

uplny
t  pohyb

Obrazek 21: Vysledny pohyb jako superpozice vlastnich tltumenych a vynucenych kmitd.

Amplitudova rezonance

Zavislost A, (€) dand rovnici (1.26)) pfedstavuje rezonanéni kfivku (viz obr. 22). Kiivka nabyva ma-
xima Ay pro rezonan¢ni thlovou frekvenci €2,

Fy/m
Q = +JoR =292, A =" 1.28
b — =Y ) s (1.28)

Y\ @y — Y
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AV -A Fo/m:5

wo= y=0.25

—— Wo=m, y=0.5
Wo=11, y=1

— Wo=m y=1.5

—— we=1.5m y=0.25
wo=1.5m y=0.5
wo=1.5m y=1
wo=1.5m y=1.5

e e e e e L E e e B o
0 2 4 6 8 Q

Obrazek 22: Rezonanc¢ni kiivky pro rizné oscilatory

v 39.

40.

41.

42.

Odvod’te rovnice nuceného kmitani pro kulicku zavéSenou na pruzin€. Kulicka je ponofena do
kapaliny, a je tedy tlumena. Predpokladejte, Ze odporova sila je tvaru F“Odp = —67nrv (Stokesav
vztah) a vynucujici sila je harmonickd, F, = F sinQt. Urlete frekvenci a amplitudu vlastnich
i vynucenych kmitid, odvod'te vztah (1.26). Pro jaké hodnoty parametrii soustavy dochazi k re-
zonanci?

Reéem’: % +2'}/z—); -+ (1)02)( =g (1 — pkﬂ) + % Sian, kde '}/: 37”[}’7 Wy = \/g, frekvence vlast-

Prul m
nich kmitd je ® = \/@y? — 72, jejich amplituda Ae~ ", frekvence vynucenych kmitd je Q,
F/m
V(02—Q2)2+4y2Q7

jejich amplituda je A, = k rezonanci dojde pro frekvenci vynucujici sily

Q= /a2 — 272

Yev s

Vlivem vnéjsi vertikdlni sily F' = FycosQr kona téleso zavéSené na pruziné staciondrni vy-
nucené kmity podle vztahu x = xocos(Qs — ®). UrCete prici sily F, vykonanou béhem jedné
periody. A = wxoFpsin®

Jaka je rezonan¢ni amplituda a rezonancni frekvence hmotného bodu, ktery kond vynucené
kmity, je-li hmotnost bodu m = 0,1kg, kruhova frekvence vlastnich kmité wy = 20s~!, koefi-
cient Gtlumu y = 3s~! a amplituda vynucujici sily Fp = 10N? A, =84,3cm, @, = 19,545

Té€leso o hmotnosti m = 0,2kg kond vynucené harmonické kmity psobenim sinusové pro-
ménné sily, jejiz amplituda je Fp = 2N. Urcete rezonancni kruhovou frekvenci @, a rezo-
nanéni amplitudu A;, je-1i doba vlastniho kmitani télesa Ty = % a koeficient dtlumu y = 4s~ 1.
Ar=0,18m, 0, =5,7s"!
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1.5 Sprazené oscilatory, struny, tyce

Sprazené oscilatory. Nejméné dva oscildtory jsou spojeny vazbou, kterd mize slouzit k vzajemnému
predavani energie.

Normalni kmity. Libovolny kmitavy pohyb soustavy spraZzenych oscilatori 1ze vyjadrit jako su-
perpozici normalnich kmitd. Pro N sprazenych oscilatort existuje pfi linedrnich kmitech N normal-
nich frekvenci (modii). Pfi kmitani na jednom normdlnim moédu nedochazi k predavani energie mezi
jednotlivymi oscilétory.

Kmity ty¢i a strun. Vychylka u(x,7) libovolného bodu x tyCe (struny) délky L musi spliovat

rovnici
d%u(x,t) 1 d%u(x,t)

=0 1.29
ox2 v or? ’ (1.29)
kde v je rychlost §ifeni zvuku v ty¢&i (strun&). Redenf je tvaru
w
u(x,t) = Asin (—x+ (p> sin (@f + ), (1.30)
%

kde o je vlastni frekvence kmitl, ¢ a y fazové konstanty, A je amplituda. Ze vSech moznych feSeni
(1.30) se vybiraji takové kmitové mddy, které spliiuji okrajové podminky (zadand vychylka a rych-
lost nejméné ve dvou bodech struny ¢i tyce). Frekvence téchto médi w,, n = 1,2,... jsou svazany
s ptisluSnou vlnovou délkou vztahem

2
Ay =T, = v2. (1.31)

n

Pro strunu (ty¢) s riznym uchycenim jsou kmitové médy zakresleny na obrazku

ANIVANIVA
TV N AN

L

Lo o, _2L ; o Ty oy, Ty AL
C eV Mmoo el AEo W=V o A=
0__A""'I""'I""l'i"";"A l""'I""'A"""i"":'i AT
0 0,25L 05L 0,75L L 0 0,25L 051 0,75L L 0 0,25L 0,5L 0,75L L
ty¢ uchycend na obou koncich ty¢ uchycend uprostied ty¢ uchycend na levém konci

Obrazek 23: Kmitové médy tyCe pfi riznych zptisobech uchyceni.
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oA

Pri¢né kmity struny. Rychlost $ifeni je diana vztahem
F
v=y[—, (1.32)
u

kde F je sila, napinajici strunu, a ¢ je hmotnost jeji jednotkové délky.
Podélné kmity tyce. Rychlost Sifeni je ddna vztahem

V=4 [— (1.33)

kde E je Youngliv modul tyce a p jeji hustota.

v'43. Kmitajici systém dvou téles o hmotnostech m je usporadan podle obrazku Predpokladejte,
Ze pro tuhost pruZzin plati k < k. Necht’ x;(z), x2(¢) jsou vychylky téles z jejich rovnovaznych
poloh.

/BN

k K k

Obrazek 24: Dvé t€lesa na pruzinach spojena slabou vazbou.

(a) NapiSte pohybové rovnice pro obé télesa.

(b) Ukazte, Ze zavedenim normélnich soufadnic & = ’%, n = 52 Ize systém separovat
na dvé nezavislé rovnice.

(c) Najdéte obecné feseni obou normdlnich médu & (r) a n(z).

(d) Najdéte obecné feseni pohybu téles xj(¢) a x»(¢) a ukaZte, Ze pro slabou vazbu dochazi
k vyraznému prelévani energie.

44. Dvé stejna télesa o hmotnosti m lezi na hladkém stole a jsou navzdjem spojena pruzZinou s tu-
hosti K. Obé télesa rozkmitdme ve vodorovném sméru. Jak se zméni frekvence vlastnich kmitd
soustavy, pfipevnime-li jedno z téles ke stolu — viz obr. Frekvence se zmensi \/2 krdt.

T\ B

Obrazek 25: Dvé télesa na pruziné

v'45. Napiste pohybové rovnice pro kmity soustavy dvou spfazenych kyvadel (viz obr. 26)), urcete
kmitové mody soustavy.
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46.

: — >

Xp Op OgXg

Obréazek 26: Sprazend kyvadla

Resent:

dxs mg

m? = —TxA — k(x4 —xp)
d

mF-sz = —g.XB—k(XB—XA),

kde x4 (xp) znaci vychylku kulicky A (B) z jeji rovnovazné polohy. Vlastni kmitové mody jsou
_ _ 2 k2
a=/f 0 =/(5)+2(3)

Odvod’te vztah pro okamzitou vychylku p-té kuli¢ky systému na obr. [27] urCete vlastni frek-
vence systému N kuli¢ek a pocet téchto kmitovych médi (kmity se konaji podél osy x). Okra-
jovéa podminka: nultd a N + 1 kuli¢ka maji v libovolném cCase nulovou vychylku.

a\

Xp—1 Xp Xp+1

Obrazek 27: Kulicky vazané pruZinami

S Xani . . d* VIR
ReSeni: Pohybova rovnice m% = k(xp—1 +xp11 — 2xp), jeji fesent je tvaru

x, = Asin(p® + ®)sin(wt + @), po aplikaci okrajovych podminek dostaneme pro vychylku

xp = Asin(pyy) sin(@.t + @) a pro vlastni frekvence vztahy @, = 2@y sin 2(1’\}—11), wy = \/g,
téchto frekvenci je nejvyse N.
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v'47. Homogenni struna délky 2,5 m a hmotnosti 0,01 kg je napjata silou 10 N.

(a) Najdéte frekvenci jejiho nejniz§tho médu.

(b) Jestlize strunu vychylime pficné a v misté¢ vzddleném 0,5 m od jednoho konce se ji do-
tkneme, jaka frekvence zni v tomto ptipadé?

Regent: Pro vychylku struny platf y(x,t) = Asin () sin(wat), kde @, = now;, o =«
tedy (a) f; = 10Hz, (b) s = 5n, tedy jsou povoleny frekvence 50Hz, 100Hz, 150Hz. ..

ml>

48. Homogenni ty€ je upevnéna ve stiedu a oba jeji konce jsou volné.

(a) Najdéte frekvence volnych podélnych kmitd tyce.
(b) Urcete vlnovou délku pro n-ty mod téchto kmitd.

(c) Kde se nachazeji uzly pro n-ty mod téchto kmitd?

Ty¢ ma délku L, je zhotovena z materidlu, jehoZ Youngiv modul je E a hustota je p.

Resent:
(@) @, = (znzl)”\/g
(b) A’ - 2n 1

(C) Xn:m<2n—1:|:2k), k:0,1,2,...,n—1

49. Homogenni ty¢ neni upevnéna a volné€ lezi na drsném stole. Je rozeznéna uderem kladiva ve
sméru délky tyce.
(a) Najdéte frekvence volnych podélnych kmitd tyce.
(b) Urcete vinovou délku pro n-ty mod té€chto kmitu.

Ty¢ ma délku L, je zhotovena z materidlu, jehoZ Youngiv modul je E a hustota je p.

Reseni: Takov4 ty¢ ma volné okraje, okrajové podminky tedy jsou u(0,7) = +A a u(L,t) = £A.

@ o, =nf,/E

(b) A, = % Frekvence je stejnd jako u tyce (struny) uchycené na obou koncich, ale rozloZeni
uzld je jiné - viz obr 28]

AR NIRK

0,25L 05L 0,75L 025L 0,5L O75L

Obrazek 28: Vlastni frekvence tyce upnuté na koncich a volné na obou koncich

©50. Dvé stejné struny napjaté identickym napétim kmitaji na zdkladni frekvenci 100 Hz. Jak se musi
zménit napéti jedné struny, aby vznikly 4 rdzy za sekundu? Pfi zméné napéti se délka struny
nezmeni. klesne 0,9216 krdt
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Kapitola 2

VInéni, akustika

2.1 VInéni

VInénim v latce nebo poli se nazyva Siteni kmitavého rozruchu prostorem (latkou nebo polem).
VInova rovnice popisuje $ifeni netlumenych vin s vychylkou i(7,¢) v prostoru:

L 1 9%ii(#,1)
kde A je Laplacetiv operdtor a v rychlost, jakou se vlny §ifi. Veli¢ina u(7,¢) mize byt i skaldrni.
Pokud se vInéni §ifi rychlosti v ve sméru osy x, ma vlnovd rovnice tvar

9%ii(x,1) B l&zfi(x,t) _
ox? 202

(2.2)

ReSeni vinové rovnice 1| je superpozici viny u4 (x,¢) postupujici v kladném sméru osy x a viny
u_(x,t) postupujici v zdporném sméru osy x :

u(x,t) = cyuy(x,t) +c_u_(x,t) = cLUpy sin(@t — kx) + c_Up_ sin(@t + kx), (2.3)

kde v je tzv. fazova rychlost vinéni, Uy, Uy— jsou amplitudy a w je thlova frekvence vinéni. Symbol
k v rovnici znaci vinové Cislo

k= - (2.4)

Vinova délka A vInéni o periodé T a frekvenci f je

A=vT= (2.5)

Y
+

v'51. Ukazte, Ze rovnice viny u(x,t) = Upsin(kx — @t) je ekvivalentni kterémukoliv z nésledujicich

tvari:
(a) u(x,t) = Upsink(x —vr)
(b) u(x,r) = Upsin2m(£ — f-1)
(©) u(x,t) =Upsinw(3 —1)
(d) u(x,t) =Upsin2m(F — &)

Symboly ve vztazich maji standardni vyznam.
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v'52. Je zadéna rovnice mechanické viny u(x,t) = 1-1073sin(8 - 103 — 3x) [m]. Udaje délkovych
veli¢in jsou v metrech, Cas je v sekundach. Porovnanim s obecnym tvarem vlny typu u(x,t) =
Up sin(@t — kx) urCete:

(a) amplitudu

(b) kruhovou frekvenci
(c) frekvenci

(d) fazovou rychlost
(e) vlnovou délku

z Y2

(f) vlnové cCislo.

Reseni: (a) Uy =1-10"m, (b) @ =8-103s~!, (¢c) f =1,27kHz, (d) v=2667ms"", (e)
A=2.1m, Hk=3m .

7Nz

53. Napiste rovnici mechanické viny S§ifici v zdporném sméru osy z, majici amplitudu 50 nm,
frekvenci 10Hz a rychlost $ifeni 500m.s~'. MuZe byt uvedend vlna vinou zvukovou?
u(z,t) = 50sin(207t + 0.047z) [nm|, ano

54. Dokazte, ze interferenci dvou vin postupujicich podél osy x v opacném sméru vznikne stojata
vlna dand vztahem u(x,t) = Asinkx - sin or.

55. S pomoci reproduktoru vytvofite v mistnosti stojatou zvukovou vinu frekvence 440 Hz. Jaka je

. . A 1 . —
vzdélenost sousedniho uzlu a kmitny? 4= 170m=0,19m pro ¢ = 330ms I

v'56. Dokazte, Ze funkce typu u(x,t) = u(t £7) vyhovuje vinové rovnici, tj. diferencidlni rovnici

%u __ 1 9%u
tvaru Pl e

v'57. Ukaite, 7e vyraz u(x,t) = Ae'(® k) yyhovuje vinové rovnici za podminky, Ze veli¢iny @ a k
jsou vazany vztahem @ = vk.

58. UkaZte, Ze vlnové rovnici vyhovuje

(a) rovnice postupné viny u(x,t) = Upsino(t —3)

(b) rovnice stojaté viny u(x,t) = Upsin (21_”)‘) sin @t.

v'59. Najdéte rovnici vinoplochy

N4

(a) postupné rovinné vlny Sifici se v kladném sméru osy x rychlosti v,

(b) postupné kulové vlny sifici se z bodového zdroje rychlosti v,

(c) postupné valcové viny $ifici se z linearniho zdroje rychlosti V.
Jakym zptsobem se méni amplituda vinéni se vzdalenosti? Navod: najdéte feSeni vinové rov-
nice zapsané ve vhodnych souradnicich.
Resent:

(@) u(x,t) = Asin(wr — kx), @ = kv, vlnoplocha x = konst + ¢, (rovina kolma k ose x)

(b) u(?,t) = ir‘ sin(@r — kr), @ = kv, vinoplocha r = konst + 9t (koule)

(c) u(?t)= % sin(wr —kr), @ = kv, vinoplocha r = konst + 9t (vélec).
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2.2 Fazova a grupova rychlost

Fazova rychlost v¢ uddvd, jakou rychlosti se pohybuje faze vinéni (@r + kx) prostorem:

O]
=—. 2.6
vt X ( )
Grupova rychlost vy, je rychlost, kterou se v prostoru §fif obalka vlnového baliku
dm
Vor = W (27)
Souvislost s fazovou rychlosti udava Rayleightiv vztah
de
=vi—A——. 2.8
Vor = Vf dA (2.8)

Normalni a anomalni disperze: Uhlovi frekvence @ je obecn& funkei vinového &isla: @ = w(k).
Tento vztah udava disperzi, Cili jak se méni tihlova frekvence a rychlosti z ni uréené podle vztaha (2.6))
a s rostoucim vIinovym ¢&islem (vinovou délkou).

Podle Rayleigho vztahu je v ptipadé, kdy fazova rychlost v¢ roste s rostouci vinovou délkou A
(tedy klesd s vlnovym &islem k), grupova rychlost mensi neZ fazova. Rikame, Ze vinéni ma normalni
disperzi. Pokud fdzova rychlost s rostouci vinovou délkou kles4, je grupova rychlost vétsi nez fazova,
a fikdme, Ze vinéni ma anomalni disperzi. Priklady jsou zakresleny na obrazku Pokud prostredi
nema disperzi (fazova rychlost neni funkci vinového ¢isla), jsou grupové a fazové rychlosti Sifeni
vinéni shodné.

wl

normalni disperze anomalni disperze

Obrézek 29: Vlevo: ProtoZe tato disperzni kiivka @ = @ (k) (zdvislost tihlové frekvence @ na vlnovém
¢isle k) je vypoukld smérem vzhiru, je grupova rychlost v, kterd je gradientem této kfivky, v kazdém
bod¢ mensi nez fazova rychlost v¢. VInéni ma normalni disperzi.

Vpravo: Je-li disperzni kiivka @ = (k) vypoukld smérem dold, je grupova rychlost vg,, kterd je
gradientem této kfivky, v kazdém bodé vétsi nez fazova rychlost v¢. VInéni ma anomalni disperzi.

60. Disperzni vztah pro uhlovou frekvenci vinéni v plazmatu je dan rovnici
0? = T2 + 22,
2. . o
kde T2 = % je konstanta (n, je koncentrace elektronu).
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©6l1.

v 62.

v 63.

64.

(a) Urcete fazovou a grupovou rychlost $ifeni vinéni v plazmatu.

(b) Urcete typ disperze.

Resenti:

112 2
(a) Vf:C\/1+W>C,Vgr:i—f: 1:H2 <c

(b) Jde o normdlni disperzi.

Ve  studovaném  prostiedi je  grupovd rychlost vg  nepiimo  umérnd  fa-
zové rychlosti vy. Jak zdvisi fdzovd rychlost tohoto vInéni na frekvenci?
vi=f ﬁ a - konstanta vumeérnosti, b - integracni konstanta

Disperzni vztah pro tihlovou frekvenci vinéni na vodé je dan rovnici

2 = G—k3 an
w2 (k) = <gk+ S )t h(kh),

kde & je hloubka, g tithové zrychleni, p hustota kapaliny a o jeji povrchové napéti. Urcete
fazovou a grupovou rychlost pro

(a) Cisté kapilarni viny a hlubokou vodu,

(b) cisté kapildrni viny a mélkou vodu (prvni ¢len rozvoje funkce tanh),

(c) Cisté gravitacni viny a hlubokou vodu,

(d) dcisté gravitacni viny a mélkou vodu (prvni ¢len rozvoje funkce tanh).

Urcete, pro jakou hloubku miZeme pouZit uvedenou aproximaci.

Reseni: Nejprve se podivejme, kdy pievlddnou gravitaéni a kdy kapildrni viny — uréeme k
tak, aby si byly ¢leny v zdvorce rovny. Dostaneme k> = %, dosazenim hodnot pro vodu
(g = 10m.s™2, p = 1000kg.m™3, ¢ = 0,073N.m~!) ziskdme vlnovou délku A = 17mm
(k=370m™1). Pro kratsi vinové délky prevladaji viny kapildrni (tzv. Eefeni hladiny), pro del3{
gravitacni.

(a) tanh(kh) =1, v¢ = %\/%, Vgr = %Vf, aproximace platnd s vyjimkou nejmél¢ich louzi (né-
kolik milimetra),

(b) tanh(kh) ~kh,vi=k %h, Ver = 2vy, kapildrni viny jsou anomadlni bez ohledu na hloubku,

(c) tanh(kh) =1, v¢ = \/% y Vgr = %Vﬁ normdlni disperze,

(d) tanh(kh) ~ kh, vi = \/gh, ver = v, v tomto pfiblizeni bezdisperzni, s dal$im ¢lenem
rozvoje slabd normdlni disperze (0 ~ /gh (k— %h2k2)7 Vi & \/gh (1 — %hzk) , Vor R
Veh (1—3h%k)).

Odvod’te Rayleightv vztah (2.8) z defini¢nich vztahd (2.6), (2.7) a vztahu pro souvislost vlno-
vého Cisla a vinové délky (2.4).

Disperze elektromagnetickych vin v hornich vrstviach zemské atmosféry (v ionosféfe) je ddna
empirickym vztahem v = JW’ kde a a b jsou konstanty. Najdéte grupovou rychlost téchto

_1-3bA2

vin, urcete typ disperze. Ver = V=5 anomdlni
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65. V optice je index lomu n definovan jako podil rychlosti svétla ve vakuu ¢ a fazové rychlosti §i-
feni vinéni v prostiedi v¢. Pokud v materidlu nedochdzi k vyrazné absorpci, 1ze zavislost indexu
lomu n na vlnové délce A popsat jednim z nasledujicich vztahu:

(a) n =1+ % ;’;"—_)“;{, kde By, C. jsou konstanty (Sellmeierdv vzorec),

(b) P =A+ % + %, kde A, B, C jsou konstanty (Cauchyho vzorec),
Reste nésledujici dlohy:

(a) Dokazte, Ze vzorec (b) lze ziskat ze vzorce (a) rozvojem podle A2

(b) Dokazte, Ze disperze plyni a skel je normalni, protoZe konstanty By, C; jsou pro né kladna
redlna Cisla.

Reseni:
(@) A=1+Y.By, B=YBCy, C =Y B,C:.
k k k

(b) viz[30|

v/c

n
|55 Sellmeierav 0,665
1:54 vzorec 0,66 Sellmeiertv
153 Cauchyho 0,655 vzorec
1,52 vzorec 0,65 Cauchyho
LS T — 7R S I

400 600 800 1000 1200 400 600 800 1000 1200

Alnm] Alnm]

Obrazek 30: Vlevo: Sellmeiertiv a Cauchyho vzorec pro vinové délky z viditelné oblasti pro korunové
sklo BK7. Pro oba vzorce klesd index lomu s vinovou délkou.
Vpravo: Rychlost svétla v prostfedi ur¢end ze Sellmeierova a Cauchyho vzorce (v¢ = ¢). Ziejmé je

% > 0, fazova rychlost s rostouci vinovou délkou roste, tedy grupova je mensi nez fazova, disperze

je normalni.

2.3 ViInéni a energie

Stiredni hodnota intenzity vinéni / je energie, ktera projde za jednu sekundu jednotkou plochy kol-

mou na smér $ifeni vlnéni
1 P2
2,2 1

1
I=— A= —— 2.

kde P je tlakova amplituda pfi Sifeni zvuku.

v 66. Ze zdkona zachovani energie odvod’'te vztah pro zdvislost intenzity / a amplitudy A vInéni
Sificiho se v neabsorbujicim prostfedi na vzdalenosti r od

(a) bodového zdroje
(b) nekonecné dlouhého linedrniho zdroje

(c) nekonecné velkého plosného zdroje.
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Vysledky porovnejte s vysledky piikladu[S9]

Reseni: P oznaéme zifivy vykon zdroje, [ jednotkovou délku zdroje, pak
@ I=2r~b A~
®) I=5g7~ 7, A~

() I= l% = konstantaz, A = konstanta.

©®67. Linedrni zdroj emituje rozpinajici se vélcové vinoplochy. Urcete, jak zdvisi intenzita a
amplituda vinéni na vzdalenosti od zdroje, §ifi-li se vInéni v neabsorbujicim prostredi.

I~ 1 A~ L

r Vr

68. Stredni vyzarovaci vykon mobilniho telefonu je 0,25 W. Jaka4 je intenzita ve vzdalenosti

(a) 10cm od antény
(b) 1km od antény

V obou piipadech pro jednoduchost predpoklddejte, Ze anténa je bodovy zdroj, ktery vyzatuje
izotropng. I=-2L5 (@I=2Wm 2, 0b)[=2-103W.m 2.

4mr2?

2.4 Doppleruv princip

Pohybuje-li se zdroj o frekvenci f rychlosti v, a pozorovatel rychlosti v, (rychlosti pocitdme kladné
ve sméru od zdroje k pozorovateli), pak pro frekvenci f), signdlu, pfijimaného pozorovatelem, plati

tzv. Dopplertv vztah

fr= /s (2.10)

c—Vv;

kde c je rychlost Sifeni vInéni v klidném prostfedi.

v'69. Pist'ala lokomotivy vydava ton o frekvenci f = 450Hz. Jede-li lokomotiva kolem pozorovatele
rychlosti v = 20ms ™!, jaky tén slysi
(a) pfi prijizdéni
(b) pfi odjizdéni
lokomotivy? Rychlost zvuku za danych podminek je ¢ = 340ms ™.
Resen:
(@) fi=_5f=478Hz
(b) fo= 5 f=425Hz
70. Vlak jede v klidném vzduchu rychlosti v = 30ms~! po pifmé dvoukolejné trati. Frekvence
zvuku, kterou vyddva pisSt’ala lokomotivy, je fo = S00Hz. Jaka je délka zvukové viny
(a) pred lokomotivou

(b) za lokomotivou?

Jakou frekvenci mé zvuk, ktery slySi pozorovatel stojici u trati

(c) pred lokomotivou,
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(d) za lokomotivou?

Jaka bude frekvence zvuku, ktery uslysi cestujici ve druhém vlaku, ktery jede po druhé
koleji rychlosti u = 15ms™!, jestliZe

(e) druhy vlak se bliZ{ k prvnimu,

(f) druhy vlak se od prvniho vzdaluje?

(g) Jak se zméni kazdd z predchazejicich odpovédi, jestlize vane vitr rychlosti V = 9ms™!
stejnym smérem, jako jede prvni lokomotiva?

Rychlost zvuku poéitejte ¢ = 340ms !
Resent:
(@ A = =0,62m
(b) & = ”’V =0,74m
) fi= ;fo =548Hz
(d) fo= % fo=459Hz
(e) f3="¢7yfo=439Hz
(f) fa =2 fo=573Hz
(2 A = C*V Y =0,64m, M) = < =0,72m,

o
fl = C;LL’V — 548 Hz, f2 = Az _459HZ
1
fi= Sy fo = STAHz, fi = S5 fo = 439, 19Hz.

v 71. Netopyr leti ke sténé rychlosti 6ms~! a vysild ultrazvukové vInéni frekvence 45000 Hz. Jak4

je frekvence zvuku f’, ktery se odrazi od zdi? Jakou frekvenci razi Af slysi netopyr? Rychlost
zvuku poéitejte ¢ = 340ms~!. f = — fo=45808Hz, Af =0,5(f" — fo) = fo~. = 808 Hz

2.5 Hladina zvuku B

v decibelech je

I
B=10log—, 2.11)
Io

kde Iy = 10~'2Wm~2 je prahovi intenzita referenéniho ténu o frekvenci fy = 1000s~!

v'72. Intenzita zvuku pfislusna n¢kolika nezavislym zdrojim zvuku je rovna souctu intenzit jednot-
livych zdroju.

(a) Jak vzroste hladina intenzity proti hladiné intenzity zvuku vyddvaného jednémi houslemi,
zacnou-li hrat soucasné dvoje housle?
(b) Je-li hladina intenzity jednéch housli 40 dB, kolika housli je zapotfebi, aby hladina inten-
zity vzrostla na 60 dB?
32—31:3,01(1]3 n =100

73. Hladinu intenzity ténu pocitdme podle vztahu B = 10log ILO, kde Iy je prahova intenzita ténu

1000 Hz a ma hodnotu 10~'2 Wm™2. Kolikrat bude v&t3i intenzita ténu, jemuz odpovida hladina
intenzity 60 decibelt? & =10°
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74. Okno, jehoZ plocha je S = 1 m?, je otevieno na ulici. Pouli¢ni hluk ma v roviné okna hla-
dinu intenzity 80 dB. Jak veliky akusticky vykon vstupuje zvukovymi vlnami do pokoje?
P=10"*W

2.6 Elektromagnetické viny

Soustava Maxwellovych rovnic:

_ - aD
rotH = j 97
rotE = _8_B
B ot
divD = p (2.12)
divB = 0
D = ¢€E
B uH,

kde
E — vektor intenzity elektrického pole elektromagnetické viny,
H - vektor intenzity magnetického pole elektromagnetické viny,
D — vektor elektrické indukce,
B — vektor magnetické indukce,
j - vektor proudové hustoty,
p — hustota prostorového naboje,
€, U — permitivita a permeabilita prostiedi, ve kterém se elektromagneticka vlna $ifi.

Relativni permitivita €, a relativni permeabilita U, jsou zavedeny vztahy:

€ H
& =— = — 2.13
= M o’ (2.13)
kde &g a g jsou piislusné veli¢iny vakua: &5 = 8,859 - 10 ?m kg !s*A2, uy =47 10 "mkgs2A2.
Elektromagnetické viny v dielektriku. Nejcastéji studujeme Sifeni svétla v homogennim izo-
tropnim a neabsorbujicim prostfedi — v dielektriku. Pro toto prostfedi je hustota prostorového néboje
p = 0 a vektor proudové hustoty j = 0. ReSenfm soustavy rovnic 1) somezenimi p =0a j=0
ziskdme vInové rovnice pro vektory intenzity elektrického a magnetického pole v elektromagnetické
viné. - -
E _, J°H
— AH = pe——. 2.14
a2 HESn (19

Fazova rychlost Sifeni vinéni v prostiedi je

AE = lig

po L (2.15)

JVERL'

ve vakuu
=2,998.108ms ™. (2.16)

C e
Eoto
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Index lomu je pomér rychlosti ¢ Sifeni elektromagnetickych vin ve vakuu k rychlosti v Sifeni

v daném prostiedi
c

n—-— 8,.‘LLr = \/8_}‘" (2.17)
1%

Je ztejmé, Ze n > 1, n = 1 pouze pro vakuum.
Energie elektromagnetického vinéni Vektory £ a H jsou navzdjem kolmé a kmitaji kolmo na
normélu vlnoplochy, tj. kolmo na paprsek urcujici smér ifeni (viz obr. [31)).

A

Obrizek 31: Sifeni elektromagnetické viny

Prenesenou energii charakterizuje Poyntingliv vektor S

-

S—=ExH. (2.18)

Stfedni hodnota Poyintingova vektoru <§> v pribéhu jedné periody je diana vztahem (Eop a Hy jsou
amplitudy elektrické a magnetické intenzity)

T
($) = = / St = 5 o x Ho = 5c &0 (2.19)
0

a je to tzv. hustota zéfivého toku.

Polarizované svétlo

Nepolarizované svétlo: vektor elektrické intenzity E elektromagnetické vlny kmité v rovin€ kolmé
na smér Sifeni, méni nepravidelné fazi i smér.

Elipticky polarizované svétlo: koncovy bod vektoru E opisuje v roviné¢ kolmé na smér Siteni
elipsu, v prostoru se pohybuje po eliptické Sroubovici.

Kruhové (linedrng) polarizované svétlo: koncovy bod vektoru E opisuje kruznici (pfimku).

Tocivost (helicita, smysl polarizace) elipticky polarizované viny:

* pravotociva (R) - vektor se otd¢i ve sméru hodinovych ruci¢ek

* levotociva (L) - vektor se otdci proti sméru hodinovych ruci¢ek
Pozorovatel se divd smérem ke zdroji (viz obr. [32).

v'75. Dokazte, Ze pro elektromagnetickou vinu Ize pomér amplitudy elektrického a magnetického
vektoru vyjadrit vztahem
Ey 1

By  /Ho&
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L (levotociva)
E(t+dt)

R (pravotociva)
)

E(t+dt)

E(t+dt)

" E(t+dt)
L (levotociva)

R (pravotociva)

Obrazek 32: PravotocCiva a levotociva polarizace

N4

v'76. Harmonickd rovinnd elektromagnetickd vina ma elektricky vektor vertikdlni a $iff se ve sméru
osy x . Jeji frekvence je f = 5-10°Hz a amplituda Ey = 0,04 Vm™ ! Napiste vyrazy pro elek-
tricky vektor E, magneticky vektor Ha Poyntingliv vektor S této viny. Vypocitejte rovnéz

stfedni hodnotu Poyntingova vektoru SY.
Refeni: Ey(x,t) =0,04sin®  H,(x,t) = 1,06- 10"*sin®  Sy(x,1) =4,24-10"sin’> P
®=3,14-1077 — 0,105x <§(x,z)> =2,12-10"Wm>

77. Vypocitejte Poyntingliv vektor a jeho stfedni hodnotu pro rovinnou elektromagnetickou vinu,
kterd se §ifi ve vakuu ve sméru osy x.

Reseni: S(x,1) = 1, [ [Egycos2 [o(t — %)+ @y + EF cos® [w(r —2) + (Pz}] <§(x,t)> =
1/ I
2 % <E0y +EOZ)

78. Dvé elektromagnetické viny téZe frekvence f a téZe amplitudy Ey jsou linedrné polarizovany ve
sméru osy y, pficemzZ jedna vlna se §if{ ve sméru osy x, druhd ve sméru osy z. UrCete v zdvislosti
na Case t a souradnicich x, z vyrazy pro nasledujici veliCiny:

(a) vysledné elektrické pole
(b) vysledné magnetické pole

(c) Poyntingtiv vektor Sa jeho Casovou stfedni hodnotu
Resent:
(a) Ey = Ep[cos(wt —kx)+cos(wt —kz)], E =E;=0
(b) H, = Eofcos(wt—kx) H, = —Eofcos(wt—kz) H,=0
© Si=EH, $,=0, S;=-EH, (§)= ﬁEO [+ cosk(x—2)] [[+5]

79. Elektricky vektor rovinné elektromagnetické viny je ve vakuu dan vztahem
E,=0,E,=0,5cos 27108 (t—2)], E.=0.

(a) Urcete vinovou délku, stav polarizace a smér Sifeni této viny.

(b) Vypoctéte magneticky vektor dané viny.
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80.

81.

82.

v 83.

84.

85.

v 86.

Resen:
(a) A =3m, vlna polarizovand v roviné xy se §ifi v kladném sméru osy x
Ey(xt
(b) B(x.t) = Be(x,1) = 22
Urcete podminky, za kterych obecné elipticky polarizovand vlna prechazi

(a) v linedrné polarizovanou vinu

(b) v kruhové polarizovanou vinu.
Resen:
(a) Prifazovém posuvu 0, +7m,+27, ...
(b) Pii fazovém posuvu £7 a pfi spInéni podminky Eo, = Eo,

Popiste stav polarizace a orientaci viny E(z,t) = iEqycos(kz — @t) + jEo, cos(kz — ot + @).
Elipticky polarizovand levotocivd

Popiste polarizaci téchto dvou vin:
(a) E| = E [?cos(kz — ot) + jsin(kz — a)t)}
(b) E; = E [7sin(kz — ot) + jcos(kz — a)t)} .
Reseni: Kruhové polarizované viny: (a) pravotoc¢iva  (b) levotociva

Popiste co nejiplnéji stav polarizace nasledujicich elektromagnetickych vin:

(a) E(z,1) = iEgcos(kz — wt) — jEycos(kz — or)

(b) E(z,t) = iEgsin27 (£ — ft) — jEgsin27 (§ — ft)

() E(z,1) = EO sin(@t — kz) + jEgsin(@t —kz — )

(d) E(z,t) = iEycos(ot — kz) + jEgcos(ot —kz+Z).
Resen:

(a) Linedrné polarizovand vlna, azimut 315°
(b) Lineédrné polarizovand vlna, azimut 135°
(c) Levotociva elipticky polarizovana vlna

(d) Pravotociva kruhové polarizovana vlna.

N e

NapiSte vyraz pro linedrné polarizovanou vinu s udhlovou frekvenci @, kterd se Siii
v kladném sméru osy z tak, Ze rovina jejich kmiti svird s rovinou zx dhel a = 30°.
E(z,t) = Eo(0,886i +0,57) cos(kz — ot + o)

Napiste vyraz pro pravotocivou kruhové polarizovanou vlnu, §ifici se ve sméru osy z tak, Ze
v pocétku soufadnic a v Case t = 0 m4d jeji elektrlcky vektor smér opany nez kladny smysl
oSy X. E = —Egicos(ot — kz) 4+ Eqjsin(ot — kz)

Napiste vyrazy pro elektrické pole nasledujicich vin:

(a) Linearné€ polarizovand vlna postupujici ve sméru osy x. Vektor intenzity elektrického pole
svira dhel 30° s osou y.
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(b) Pravotociva elipticky polarizovand vlna postupujici ve sméru osy y. Hlavni osa elipsy lezi
ve sméru osy z a je rovna dvojndsobku malé osy.

(c) Linedrné polarizovand vlna postupujici v roviné xy. Smér Siteni viny svira thel 45° s osou
x a smér polarizace je totozny se smérem oSy Z.
Resen:
(a) Eo(x,1) =0,5Eo(v/3]+k)sin(wr — kx)
(b) Eo(y,t) = Eo(icos(wr — ky) — 2k sin(ot — ky))
(©) Eo(x,y,t) = Eok(sin(wf — kx) + sin(®r — ky))
©87. Dokazte, Ze elipticky polarizovana vlna miiZe vzniknout superpozici dvou kruhové polarizova-
nych vin - jedné pravotocivé a druhé levotocivé. Najdéte vyrazy pro dvé kruhové polarizované

vlny, jejichZ slozenim vznikne pravotociva elipticky polarizovand vlna, Sitici se podél osy z tak,
7Ze hlavni poloosa elipsy leZi v ose y.

©88. Dokazte analyticky, Ze na elipticky polarizované svétlo 1ze nahliZet jako na superpozici linedrné
a kruhové polarizovaného svétla.

©89. UkaZte, Ze dvé linedrné polarizované vlny, jejichZ kmitosméry jsou na sebe kolmé, nemohou
interferovat (viz teorie k podkapitole [3.3|Interference).
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Kapitola 3
Optika

3.1 Zakladni zakony Sireni svétla

Fermatuv princip Svételny paprsek se Sifi prostorem po minimalni optické draze. Optickou drahou
L svételného paprsku (v homogennim prostfedi) rozumime soucin délky jeho geometrické drahy s
a indexu lomu 7n:

L =ns. 3.1

s~ 2

Zakon odrazu Pri dopadu paprsku na rozhrani dvou optickych prostredi se svételny paprsek odrazi
tak, Ze odrazeny paprsek leZi v roviné dopadu (tj. v roviné ur¢ené dopadajicim paprskem a kolmici
dopadu k - obr. [33) a tihel dopadu o se rovna dhlu odrazu o'

oa=da. (3.2)

Obrazek 33: Odraz a lom svétla na rozhrani dvou optickych prostiedi (kruZnice maji poloméry n;
any,n < nz).
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Zakon lomu Pii dopadu paprsku na rozhrani dvou prihlednych izotropnich dielektrik se svételny
paprsek lame tak, Ze lomeny paprsek lezi v rovin€ dopadu a plati Snellitiv zakon

nysin = nysin B3, (3.3)

kde « je dhel dopadu, 3 thel lomu (obr. any, ny jsou indexy lomi prostiedi 1 a 2. Je-li n; < ny,
nazyvame prostredi 1 opticky fid§im, prostfedi 2 opticky hustSim.

Totalni odraz Pri dopadu svételného paprsku z prostiedi opticky hustsiho do prostfedi opticky fidsiho
pro jisty tihel dopadu, tzv. meznf tihel &, je thel lomu 7, tj. paprsek lomeny leZi v roviné rozhrani
obou optickych prostfedi (obr. [34). Pro mezni thel € plati

Obrazek 34: Totdlni odraz svétla (zelen¢), mezni dhel Cervené

sine = 2L, (3.4)
np

Pro vSechny thly dopadu o > € se svételny paprsek neldme do druhého prostredi, nastavd dplny
(totalni) odraz.

v'90. Ve Fizeauové pokusu méfeni rychlosti svétla bylo pouZito ozubeného kola se 720 zuby, rovinné
zrcadlo bylo od tohoto kola vzdaleno o 8 630 m. Pfi jaké minimdlni dhlové rychlosti otdceni
ozubeného kola vymizelo poprvé svétlo pro pozorovatele? Opin = 75,857!

91. Ve Fizeauovych méfenich rychlosti svétla pokracoval Cornu, ktery uZil Fizeauova zafizeni,
avSak vzdalenost mezi zrcadly zvétsil na 22,9 km. Jeho ozubené kolo mélo 180 zubu pii pru-
méru 40 mm. Najdéte dhlovou rychlost, se kterou by se muselo ozubené kolo oticet, aby svétlo
propusténé jednou mezerou se vratilo mezerou ndsledujici. ®=228,65""

92. Pti Foucaltové pokusu méfeni rychlosti svétla konalo zrcadlo 48 000 otacek za minutu. Vzda-
lenost oto¢ného zrcadla od pevného kulového zrcadla byla d = 4m (obr. 35) a dhel a, o ktery
se pootocilo zrcadlo v dobg, za kterou vykonal paprsek drdhu 2d, byl roven 1,324 - 10> rad.
Urcete z téchto hodnot rychlost §ifeni svétla ve vakuu. c=3,037-108ms™!
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93.

v 94.

v 95.

96.

97.

ZII

> |

Obréazek 35: Foucaltovo usporddani experimentu pro méfeni rychlosti svétla

Dirkova komora o hloubce b = 0,3 m zobrazuje pfedméty vzdélené vice nez a = 2,7 m (obr.[36).
Jaky miZe byt maximalni primér vstupniho otvoru d, aby zobrazeni bodového predmétu odpo-

Obrazek 36: Dirkova komora

vidala kruhova ploska, jejiz primér nepresdhne velikost # = 1 mm? (Pfi feSeni problému nepfi-

hliZejte k ohybovému jevu.) d = 24t =0,9mm
Paprsek svétla se postupné odrdZi na tfech navzdjem kolmych zrcadlech. Jaky je smér odraze-

ného paprsku? opacny neZ smér dopadajiciho

Jak vysoké musi byt svislé rovinné zrcadlo a v jaké vySce nad podlahou ma byt umis-
téna jeho horni hrana, aby se v ném vzpfimeny clovék vysky h vidél praveé cely?
vyska zrcadla 0.5 h, horni hrana ve vysce h

Jakou minimdlni vySku musi mit rovinné zrcadlo, které je naklonéno dopfedu tak, Ze s hori-
zontdlni rovinou svird dhel o, aby se v ném vzpitimeny Clovek vysky h, jehoz oko je v kolmé

L . C v -9 __ _ahsina
vzdalenosti a od zrcadla, vidél cely? X = Jcosara

UkaZte, Ze pri rovnobézném posunuti rovinného zrcadla o vzdalenost x podél normély se obraz
posune o vzdalenost 2x.
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98.

©99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

Dokazte, Ze paprsek svétla odrazeny od rovinného zrcadla se oto¢i o tihel 29, jestliZe se zrcadlo
otoci o thel ¥ kolem osy kolmé k roviné dopadu.

V jaké vysce H nad povrchem Zemé se nachdzi upoutany balén, vidime-li z mista pozorovani
jeho odraz ve vodé pod depresnim tihlem @ a balén sam pod elevaénim thlem B? Pozorovaci
misto je ve vySce i nad hladinou vody. VySku H urcete nejprve obecné, pak pro hodnoty o =

o o o o _ SiIl(OH»ﬁ) _
39°48', B =33°41",h = 10m. H_hsin(afﬁ) =90,23m
Vypoctéte pricné posunuti paprsku proslého skrz planparalelni desticku tlousSt’ky d o indexu
lomu n (obr . Paprsek dopadd pod dhlem dopadu a. x=dsina (1 - \/%)

Obréazek 37: Pticné posunuti paprsku v planparalelni desce

Na sklenénou desticku s indexem lomu n = 1,5 dopada svételny paprsek. Pod jakym thlem
dopadl, jestlize lomeny paprsek svird s paprskem odraZzenym na rozhrani thel y = 60°?
a=791°

Pod jakym thlem musi paprsek dopadnout na rozhrani vakuum — sklo, aby odrazeny a lomeny
paprsek sviraly dhel 90°? Index lomu skla je n. o = arctgn

Svisla ty¢ je ponofena 2 metry ve vodé uprostied bazénu, dotykd se dna a jest¢ pil metru
vy¢nivd nad vodu. Slunce je pravé 45° nad obzorem. Jak dlouhy je stin ty¢e na dné bazénu?
x=1,75m

Korkovda zdtka plave na klidné hladiné rybnika hlubokého 1,6 m. Kde
se nachdzi stin ziatky na dné rybnika, kdyz Slunce pravé zapada?
Ve vzddlenosti 1,81 m od paty kolmice vedené od stredu zdtky ke dnu rybnika.

Pozorovatel stoji na okraji vodniho bazénu s hloubkou vody /2 = 2,81 m a sleduje predmét lezici
na jeho dné. V jaké hloubce /' se vytvoii obraz pozorovaného predmétu, je-li smér, ve kterém
pozorovatel vidi obraz, odchylen od kolmice k vodni hladiné o thel 60°? h =1,38m

Vrstva éteru tloustky d = 20mm (n = 1,36) plave na vrstvé vody tloustky d’ = 40mm
(n’ = 1,33). Jaka je zdanliv4 vzdélenost hladiny éteru ode dna nadoby, divame-li se do nddoby
kolmo? h = 44,8 mm
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v'107.

108.

109.

110.

111.

112.

v'113.

114.

Maly predmét je na dné jezera v hloubce 2 metrli. Pozorovatel na ¢lunu piimo nad nim jej
pozoruje. Za predpokladu paraxidlnich paprskl vypoctéte, v jaké hloubce pod hladinou jej vidi.
h=1,5m

Na stolku mikroskopu je sklenénd desticka 3 mm tlustd. Nejprve zaostiime mikroskop na horni
povrch desticky, potom sniZime tubus mikroskopu a zaostiime na jeji spodni povrch. Abychom
snadno zaostfili, jsou na hornim i spodnim povrchu desticky vyryté znacky. Tubus pfitom sni-
Zime o 2 mm. Vypoctéte index lomu desticky. n=1,5

Svételny paprsek dopada na rovinné rozhrani dvou prithlednych prostfedi o indexech lomu 1,60
a 1,40. Paprsek ptechdzi z prostiedi opticky hustSiho do prostfedi opticky fidSiho. Uhel dopadu
je oo = 30°. Vypoctéte:

(a) udhel lomu,

(b) deviaci paprsku.

Resent:
(@) B =34,85°
(b) 0 =4,85°.

Hranol ze skla ma index lomu 1,5 a vrcholovy thel 60°. Urcete

(a) deviaci paprsku dopadajiciho pod thlem 40°,

(b) minimalni deviaci a odpovidajici thel dopadu.
Resen:

(a) 6 =38,5°,

(b) Omin = 37,2° pro dhel dopadu o,,;, = 48,6°
Svételny paprsek dopada ze vzduchu na vodni kapku kulovitého tvaru, ldme se do ni a po
odrazu v kapce ¢ast paprskil z ni vystupuje ven. Vypocitejte thel, pod kterym musi paprsek
dopadnout, aby odchylka vystupujictho ¢erveného paprsku byla vzhledem k dopadajicimu pa-

prsku minimdlni. Jak velkd bude tato odchylka, je-li index lomu vodni kapky pro cervenou
barvu n, = 1,331?

ReSent: 0, = arcsin / 4_3”2 =59°32", 8. = 4B — 20pin, kde B, je tihel lomu

Paprsek dopada na horni sténu krychle pod thlem 60° a pfitom se na bo¢ni sténé pravé odrazi
pod meznim thlem. Jaky je index lomu hranolu? 4 =1,32

Na dné nadoby naplnéné vodou do vysSky 4 = 10cm je bodovy zdroj svétla. Na hladiné
plave nepriihlednd desticka kruhového tvaru tak, Ze jeji stied je presné nad zdrojem svétla
(obr. [38)). Jak velky musi mit desticka polomér, aby nad hladinu nepronikl Zadny paprsek?

__h
R= T 11,3cm

Potapéc je ponoren v Cisté vodeé a diva se smérem vzhiru. Jeho oci jsou v hloubce & pod povr-
chem vody.

(a) Jak se jevi potapéci prostor nad povrchem vody?

(b) Jak velka ¢ast vodniho prostoru je pro n€j prihledna?
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Obrazek 38: Zdroj na dné nddoby

Reste nejprve obecné, pak pro hodnoty 2 = 1,5m a index lomu vody n = 1,33.
Resen:

(a) Vidi prostor uvniti rotacniho kuzele s vrchlovym dhlem 97, 5°.
h

(b) Polomér priihledné ¢asti povrchu je R = T 1,7m
115. Svétlo dopadd na horni hranu sklenéné krychle pod thlem o = 45° (obr. [39). Index lomu skla
je n =1,414. Bude paprsek na svislé sténé krychle totdln¢ odrazen? Ano

Obrazek 39: Lom svétla v sklenéné krychli

v 116. Na obr. 40| je tenké sklenéné vldkno (index lomu #ng) s ochrannym povlakem z umélé hmoty
(index lomu n, < n,). Existuje jisty maximalni uhel dopadu o na vybrousenou Celni plosku,
kolmou k ose vldkna, takovy, Ze véskeré svétlo dopadajici pod dhly dopadu o < « se totdlné
odradZi na sténdch vlakna a prakticky se beze ztrat Sifi vldknem v libovolném sméru (na tom je
zaloZena tzv. vlaknova optika). DokaZte, Ze plati

) 1
sina = — /n2 —n3.
no
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Obrazek 40: Optické vlakno

117. Optické vlakno ma vélcové jadro z flintového skla (index lomu n; = 1,66) a je obaleno tenkou
vrstvou ze skla korunového (index lomu 7, = 1,52). Pod jakym maximdlnim dhlem musi do-
padnou svétlo na ¢elni kolmo vybrousenou plochu vldkna, aby se uvnitf vldkna §ifilo totdlnim
odrazem? 41,85°

©118. S jakym nejmensim polomérem muze byt svinuto optické vldkno, jehoZ jadro ma pramér

0,05 mm, aniZ by dochdzelo k podstatnéjSim svételnym ztrdtdm? Index lomu jidra je 1,66
a index lomu plasté 1,52. 0,54 mm

3.2 Optické zobrazovani

Pracovat budeme vyhradné s centrovanou optickou soustavou, kdy stiedy kfivosti vSech ldmavych
ploch lezi na jedné ose. Omezime se pfitom na paraxialni prostor, tj. na takovou oblast v blizkosti
optické osy, ve které mizeme s dobrym pfibliZzenim nahradit vSechny funkce tan o a sin o velikosti
thlu «, vyjadrenou v radidnech (prakticky pro o < 2°). Znaménkova konvence bude uvedena u kon-
krétnich priklada.

Y s

Pricné (m) a thlové (g) zvétSeni optického systému je definovano vztahy

kde y je pfi¢na velikost predmétu a 7 ji piislusejici zorny dhel, y' pfi¢na velikost obrazu a 7’ ji prislu-
Sejici zorny thel.

Odraz na kulovych zrcadlech
Pro zobrazeni v paraxidlnim prostoru kulového zrcadla plati vztah

1 1 2 1
a b

pritom vzdélenosti pfedmétu a a jeho obrazu b od vrcholu zrcadla méfime pred zrcadlem kladné a za
zrcadlem zdporné. U konkdvniho (dutého) zrcadla je polomér kfivosti r a ohniskovd vzdalenost f
kladn4, u konvexniho (vypuklého) zrcadla jsou ri f zaporné. Vlastnosti obrazli vytvorenych zrcadly
jsou na obr. 1]
Tenka cocka

Pro zobrazeni v paraxidlnim prostoru tenké Cocky plati vztah

1 1
— - =
a

o= (3.7)

~| -
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Obrazek 41: Zobrazeni dutym (nahofe) a vypuklym (dole) zrcadlem

Vzdalenost pfedmétu a od optického stredu Cocky pred ¢ockou a vzdalenost obrazu b od optického
stiedu ¢oCky za Cockou povazujeme za kladnou, v opacném pripadé za zdpornou. U spojky je oh-
niskova vzdalenost f kladnd, u rozptylky zdpornd. Vlastnosti obrazi vytvorenych ¢ockami jsou na
obr.
Graficka konstrukce obrazu

Pti grafické konstrukci obrazu postupujeme tzv. tfipaprskovou metodou zobrazeni mimoosového
pfedmétu v paraxidlnim prostoru (obr.

* paprsek spojujici zobrazovany bod s optickym stfedem ¢ocky neméni po priichodu ¢ockou sviij
smeér - (1),

* paprsek vedeny zobrazovanym bodem rovnobézné s optickou osou se po prichodu cockou lame
do obrazového ohniska - (2),

* paprsek, spojujici zobrazovany bod s predmétovym ohniskem, jde po prichodu ¢oc¢kou rovno-
béZné s optickou osou v obrazovém prostoru - (3).

Jestlize konstrukei ziskdme v obrazovém prostoru rozbihavy (divergentni) svazek paprski, zna-
mena to, Ze vznikl zdanlivy obraz. Tento vytvoiime protaZzenim paprski proti sméru jejich Siteni az
do spolec¢ného priseciku.

Optické pristroje
Lupa (viz obr. 44)

Predmét umistime mezi lupu a predmétové ohnisko do takové polohy, aby obraz vznikl v kon-
venéni zrakové vzdédlenosti L od oka. Pro zvétSeni lupy dostdvdme pomoci ohniskové vzdédlenosti f

z:§+1i§ (F< L) (3.8)

Mikroskop (viz obr. 45])
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Obrazek 43: Zobrazovaci paprsky pro co¢ku

Okuldarem pozorujeme obraz, vytvoreny objektivem. ZvétSeni mikroskopu je ddno vztahem

AL
fobj fok,

kde A je tzv. opticky interval (vzdalenost ohniska objektivu od ohniska okuldru) a f,5; (fox) jsou
ohniskové vzdalenosti objektivu (okularu).
Dalekohled (viz obr. [46))

Ohnisko objektivu splyva s ohniskem okuldru, tzn. Ze opticky interval A = 0. ZvétSeni dalekohledu
ur¢ime pomoci ohniskové vzddlenosti objektivu f;,; a ohniskové vzdalenosti okuldru f,, resp. uzitim
priméru d vstupni pupily (primér objimky objektivu) a priméru d’ vystupni pupily

Z

(3.9

_ Jobj _ d

Z .
fok d

(3.10)
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119.

120.

v'121.

v'122.

123.

v'124.

125.

126.

127.

Obrazek 44: Lupa

Svicka stoji 60cm pred dutym zrcadlem. KdyZz ji pfiblizime k zrcadlu o 10cm,
zvetsi se vzddlenost obrazu od zrcadla o 80cm. Jakd je ohniskovd vzdédlenost zrcadla?
f =40cm nebo 85,7cm

JestliZze se predmét, ktery byl ptivodné ve vzdalenosti 60cm od konkdvniho zrcadla, posune
o 10cm blize k nému, pak vzdédlenost predmétu a jeho obrazu vzroste 2,5 krat. Urcete ohnisko-
vou vzdalenost zrcadla. f=40cm nebo 37,5cm

Konkdvni zrcadlo vytvéii redlny prevraceny obraz, ktery je tfikrat vétsi nez predmét a nachazi
se ve vzddlenosti 28 cm od predmétu. Najdéte ohniskovou vzddlenost zrcadla.  f = 10,5cm

Konkdvni zrcadlo na holeni ma ohniskovou vzdalenost rovnou 15cm. Najdéte optimalni vzda-
lenost osoby od zrcadla, je-li pro pozorovani okem nejvhodnéjsi vzdalenost 25 cm od pozoro-
vaného objektu. Jaké bude v tomto piipadé zvétSeni? a=8cm,m=2,125

zrcadla o

(b)

Predmét lezi 30cm vlevo od  konvexniho  kulového
méru  kfivosti  20cm. Najdéte polohu obrazu (a) vypocltem
(a) —7,5cm (b) viz obr vypuklé zrcadlo, tmavozeleny predmét

polo-
graficky.

Zdroj je zafixovan ve vzdalenosti L od stinitka. Vypoctéte, do jaké vzdélenosti od zdroje je
treba umistit tenkou spojku s ohniskovou vzdélenosti f, aby se na stinitku vytvofil redlny obraz
zdroje. Najdéte podminku, kdy je uloha fesitelna.

Reseni: a = % 14/ %2 — fL, tato poloha existuje, jen kdyz L > 4f

Dokazte, Ze nejmensi vzdalenost mezi pfedmétem a jemu prislusejicim obrazem, vytvorenym
spojkou o ohniskové vzdalenosti f, je rovna 4f.

Jaké je ohniskova vzddlenost tenké spojky a jaké zvétSeni poskytuje, kdyz predmét vzdaleny
od ni 20cm se zobrazi za cockou ve vzdélenosti 35cm? 12,73cm;  —1,75

Spojka o ohniskové vzdalenosti 42 cm dava tfikrat zvétSeny zdanlivy obraz predmétu. Najdéte
polohu pfedmétu a jeho obrazu. 28cm —84cm
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Obrazek 45: Mikroskop

05d I:lobj =Fok Fok

obj fok 0,5d'

Obrazek 46: Keplertiv dalekohled

128. Tenkd dvojvypukld Cocka optické mohutnosti D vytvoii obraz se zvétSenim m. Vypoctéte,
v jaké vzdalenosti od ni ma byt predmét a kde se vytvoii jeho obraz. a = "}n—_Dl b= I_Tm

v 129. Spojka vytvoii obraz svitictho zdroje na stinitku ve vzdalenosti 1 m od zdroje. KdyZ cocku
posuneme o 20cm blize ke stinitku (pfi zafixované poloze zdroje a stinitka), vznikne na stinitku
znovu obraz zdroje. Jaka je ohniskovd vzdalenost Cocky? 24cm

v 130. Spojka zobrazi predmét na stinitku tak, Ze vySka obrazu je 9cm. KdyZ pohybujeme c¢ockou ke
stinitku, aniZ bychom ménili polohu pfedmétu a stinitka, vznikne znovu ostry obraz predmétu
tak, Ze jeho vyska je 4cm. Vypoctéte skutecnou vysku predmétu. 6cm

131. Spojka ma ohniskovou vzdédlenost 0,60 m. Najdéte polohu pfedmétu, jehoz obraz je

(a) skutecny a tfikrat zvétSeny
(b) skute¢ny a tfikrat zmenSeny
(c) zdanlivy a tiikrat zvétSeny.
Konstrukci ve vSech trech pripadech zakreslete.

Resent: (@)0,8m (b)24m (c)0,4m, konstrukce viz obr.

132. Ohniskova vzdalenost lupy je 125 mm.
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(@) a=0,8m, b=2,4m A f=0,6 m

7
N— \I;: ‘
F
(b) a=2,4 m, b=0,8 m f=0,6 m
A F’
; ——
(C) a=0,4m,b=-12m v f=0,6 m

Obréazek 47: Zobrazeni spojkou: (a) obraz skuteény a tfikrat zvétSeny, (b) obraz skuteCny a tiikrét
zmenseny, (c) obraz zdanlivy a tiikrit zvétSeny.

(a) Jaké je jeji zvétSend, jestlize obraz vznikne v nekone¢nu?

(b) Jaké je zvétseni lupy, jestliZe obraz vznikne 25cm pred okem?

@2 M3

3.3 Interference

Pti sklddani dvou svételnych vin je vyslednd intenzita v uréitém bodé prostoru ddna vztahem

I=L+DL+2VIhcosQ, 3.11)
kde ¢ je rozdil fazi obou vln (viz obr. @8).

Nekoherentni zdroje Jedna-li se o vinéni ze dvou nezavislych zdroji, pak fazovy rozdil se méni
zcela nahodile a ¢asova stfedni hodnota vyrazu cos ¢ je rovna nule. Primérnd intenzita je souctem
intenzit obou zdroja

I=h+Db (3.12)

a mluvime o skladani nekoherentnich vin.

Koherentni zdroje Pro koherentni vinéni je fazovy rozdil ¢ staly a vede k jeviim interference. Po-
sledni ¢len v rovnici (3.11)) se nazyva interferencni. V zavislosti na ném se vyslednd intenzita mize
ménit v rozmezi hodnot

I=1L+0L+2v1 1. (3.13)
Z rovnice (3.11) vyplyvd, Ze pokud fazovy rozdil spliiuje podminku
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Obrazek 48: Interference dvou koherentnich zdrojt svétla podle vztahu (3.11)); Cervené pro intenzity
zdroju I} =L, =1, zelené pro I = 1, I, = 0,01 (Carkovana ¢ara naznacuje soucet /1 + I;). Viditelnost
Cervené kiivky je 1, zelené 0,2.

0=2mr  (m=0,+1,+2,..), (3.14)

pak nastdva interferencni maximum (konstruktivni interference), je-li
o=_2m+ 1)z (m=0,+1,£2,...), (3.15)

nastava interferencni minimum (destruktivni interference).
Pro charakteristiku interferen¢niho jevu zavadime tzv. viditelnost V

o Imax - Imin

) (3.16)
Imax + Imin

kde I,,,4x jsme oznacili intenzitu maxima interferencniho jevu a 1, intenzitu jeho minima. Viditelnost
interferen¢nich prouzkd miiZe slouzit jako mira koherence.

Castecna koherence Skutecné pripady interference byvaji pouze ¢astecné koherentni. Dobou kohe-
rence Ty rozumime cas, po ktery se ve viné zachovava konstantni faze. Draha, kterou vinéni urazi za
¢as 1, je tzv. koherencni délka /

[ = c1p. (3.17)
Sitka frekven&niho intervalu Av daného zdroje je nepfimo imérna dobé koherence
1
AV ~ —. (3.18)
10

Ziskavani koherentnich paprsku Klasické zptsoby ziskdvani koherentnich paprskt, schopnych tr-
valé interference, jsou:

* déleni vinoplochy (pokusy Youngovy, Newtonovy, Fresnelovy atd.)

* déleni amplitudy (interferencni jevy na tenkych vrstvach).

133. Dva stejné svételné zdroje jsou umistény velmi blizko u sebe. Kolikrdt se zvétsi intenzita ve
sméru osy spojnice obou zdrojt, pridime-li k nim jesté jeden stejny zdroj? Reste pro

a) koherentni zdroje kmitajici ve fézi,

b) zcela nekoherentni zdroje.

(a) 2,25, (b) 1,5
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134.

v'135.

136.

137.

v'138.

v 130.

140.

141.

142.

143.

Pro proméfeni interferenéniho obrazce pii Youngové pokusu byl pouZzit CCD Cip umistény ve
vzdélenosti 38,5 cm od dvojStérbiny. Bylo zjiSténo, Ze prvni maximum je od hlavniho (nultého)
maxima vzdaleno o 63 pixeli. Jakd je vlnova délka pouzitého svétla? Vzdélenost Stérbin je
0,47 mm a vzdalenost sousednich pixelt 9 um. A =692nm

Vypoctéte vzdélenost prvého, druhého a tfettho maxima od centrdlntho maxima pfi Youn-
gové pokusu, a to pro fialové svétlo vinové délky 400 nm a pro Cervené svétlo vinové délky
700 nm. Vzdélenost stfedt $térbin je 0,1 mm, kolma vzdalenost stinitka od Stérbin je 0,5 m.
Xr=2;4,6;...mm x.=3,5;7,0;10,5;...mm

Pii Youngové pokusu vznikly na stinitku umisténém ve vzdalenosti 1,2 m od S$térbin inter-
ferencni prouzky, jejichz vzdalenost je 1,5 mm. Urcete vinovou délku pouzitého svétla, je-li
vzdalenost stfedu Stérbin 0,45 mm. A =562nm

Pii Youngové pokusu je vzdalenost Stérbin d = 0,6 mm. Na stinitku ve vzdélenosti 5 m jsou
interferen¢ni maxima vzdalena o x = 4mm.

(a) Jaka je vlnova délka svétla pouzitého svétla?

(b) Jak se zméni rozloZeni intenzity na stinitku, provedeme-li pokus ve stejném usporadani
pod vodou?

Resent:
(a) A =480nm - modré svétlo

(b) interferen¢ni maxima budou vzdalena o x = 3mm

Odvod’te hodnotu drahového rozdilu mezi paprsky interferujicimi na tenké vrstvé tloust'’ky
d, je-li index lomu vrstvy n = 1,46. Uhel dopadu paprski je o. Reste pro pro§lé a odrazené
svétlo. Jaky bude fazovy rozdil paprskid? Vrstva je obklopena prostiedim o niz$§im indexu lomu.

viz obr. na odraz ¢, = %an cos B + 7, na priichod ¢, = Z)L—”2nd cosf.

Tenkd vrstvicka vody (n, = 1,33) ma tloustku 320nm. Jaké bude jeji
zbarveni ve vzduchu (na odraz), je-li osvétlena kolmo bilym svétlem?
Ve viditelné oblasti lezi pouze maximum pro A = 567nm - Zlutd barva

Najdéte tloust’ku mydlové blany (n = 1,33), na niZ by se odrazelo Zluté svétlo vinové délky
A = 600nm. Pfedpokladejte kolmy dopad a odraz prvého fadu. Jaka je vinova délka tohoto
svétla v mydlové vrstveé? d=113nm A =451nm

UkaZte, Ze na sklenéné desticce o indexu lomu n, pokryté tenkou vrstvou o indexu lomu n, = \/ﬁ
tlouSt'’ky %, dochazi pti kolmém dopadu svétla vinové délky A k destruktivni interferenci pa-
prskii odraZenych od horni a dolni plochy omezujici tenkou vrstvu. (Tohoto zptisobu se pouZiva
ke snizeni odrazivosti cocek a desek optickych pristroji a takova vrstva se nazyva antireflexni
vrstvou.)

Urcete tlouSt’ku dielektrické antireflexni vrstvy na sklenéném objektivu tak, aby minimum od-
razivosti prvého fadu nastalo pfi vlnové délce 546 nm (zelena cara Hg). Predpokladejte pfi-
blizné kolmy dopad svétla na povrch objektivu a stejnou odrazivost na obou rozhranich vrstvy.
Index lomu vrstvy je 1,72. d =159nm

Mydlova bldna md index lomu n = 1,35. Monochromatické svétlo o vlnové délce A = 550nm
dopada kolmo na mydlovou bldnu, jejiz tloust’ka se vlivem piisobent sily tize klinovité zvétsuje.

(a) Jaka tloust’ka blany odpovida prvnimu jasnému prouzku v odrazeném svétle?
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Obrézek 49: Dréhovy rozdil paprski 1 a 2 je roven A = n(|AB|+ |BC|) — |AD| = 2nd cos 3, pro odraz
je k tomuto vyrazu potieba pricist %

144.

145.

v'146.

147.

(b) Jaka tloust’ka blany odpovid4 druhému jasnému prouzku?

(¢) Je-li vzdélenost téchto dvou sousednich prouzkil pravé 3 mm, jaky je vrcholovy uhel této
klinové vrstvy?

(a) 204nm (b) 408nm (c)4-103rad (14")

Dvé vybrousené rovinné desticky jsou na sobé poloZeny tak, Ze se na jednom konci dotykaji
a na druhém ve vzdalenosti @ = 10 cm je vloZen staniolovy listek tloust'ky 2 =0,02 mm. Urcete
vzdélenost dvou sousednich interferen¢nich maxim, kdyZz kolmo na vrstvu dopadd monochro-
maticky svazek svétla o vinové délce 589 nm. 1,4725 mm

Dvé sklenéné desticky dlouhé 0,10 m poloZime na sebe. Na jedné strané mezi né vloZime ko-
vovy prouzek, jehoZ vyska je 0,1 mm, tak, Ze mezi obéma deskami se vytvoii tenky vzduchovy
klin. Sklo je osvétleno shora svétlem vinové délky 546 nm. Kolik tmavych interferen¢nich
prouzkt budeme pozorovat v odrazeném svétle na 1 cm délky? 36,63 prouzkli/cm

PoloZime-li plankonvexni ¢o¢ku konvexni plochou na rovinnou sklenénou desku a systém
osvétlime shora monochromatickym svétlem, vzniknou Newtonovy interferenéni krouzky,
které pozorujeme v odrazeném svétle (viz obr[50). Ukazte, Ze polomér svétlych Newtonovych
krouzki, vznikajicich na plankonvexni ¢occe s polomérem kfivosti R, se da vyjadfit vztahem
p?=(2m+ 1)%, polomér tmavych krouzk p? = mAR, kde m = 0,1,2,... a A vinova délka
pouzitého svétla.

Plankonvexni sklenénd coCka o poloméru kfivosti R je poloZena svou konvexni plochou na ro-
vinnou sklenénou desku o tloust'ce D = 1 cm. Celek je osvétlen shora monochromatickym svét-
lem (o vinové délce A). Stanovte polomér svétlych interferencnich prouzki v proslém svétle.
p?=mAR,m=0,1,2,...
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Obrazek 50: Newtonova skla — vpravo zakreslena konstrukce a zpusob, jak urCit polomér p inter-
ferencniho krouzku pomoci tloust’ky vzduchové mezery d a poloméru kiivosti Cocky R (2R > d),
vlevo chod paprski interferujicich na odraz (1,2) a na priichod (3,4). V mistech oznacenych fialo-
vymi krouzky dochdzi pfi odrazu na skle ke zméné faze o 7.

PR 4

148. Plankonvexni ¢ocka mé polomér ktivosti kulové plochy R = 4m. Tuto ¢ocku poloZime kon-
vexni plochou na rovinnou sklenénou desku a systém osvétlime monochromatickym svétlem.
Polomér prvniho jasného Newtonova interferen¢niho krouzku v proslém svétle je p; = 1 mm.

(a) Jaka je vinova délka pouzitého monochromatického svétla?

(b) Jaky bude polomér prvniho svétlého krouzku, vyplnime-li prostor mezi ¢ockou a deskou
vodou (n, = 1,33)?

(a) 250nm (b) 0,86 mm

©149. Vyjadrete vztah pro koherenéni délku vlny pomoci $ifky spektralni ¢ary AA odpovidajici
2
jeji frekvencni Sifce Av. | = A)L_/(l)o

©150. Vypoditejte koherenéni délku odpovidajici svétlu vybojky s koherenéni dobou 7 = 10~s. Vy-
pocitejte spektralni §fiku AA tohoto svétla, je-li A = 600nm. [=0,3m AA=1,2-10""?m

©151. Klinova vrstva je osvétlena bilym svétlem z bodového zdroje. Odhadnéte interval jeji tloust’ky,
pro ktery je na vrstvé mozné okem pozorovat interferenéni obrazec. Jak se vysledek zméni,
pouZijeme-li monochromaticky zdroj ¢ary Hg (4 = 488 nm, polositka Céry (celd Sifka v polo-
viné vysky) 0.02 nm)? polovina z hodnot 1,8 um, 12mm
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34 Ohyb

Pri pozorovani chovani svétla v blizkosti neprihlednych prekazek zjist' ujeme, Ze se svétlo §iii i do ob-
lasti geometrického stinu — dochézi k ohybu svételnych paprskil. Z metodickych divodi rozliSujeme
ohyb rovinnych svételnych vin (Frauenhoferova difrakce) a ohyb kulovych vin (Fresnelova difrakce),
my se budeme zabyvat Frauenhoferovym ohybem.
Ohyb na obdélnikové Stérbiné

Dopadé-li na obdélnikovou, velmi dlouhou Stérbinu Sitky b rovinnd monochromatickd vina vlnové
délky A, jejiz vinovy vektor k je kolmy k roving $térbiny, pak intenzita svétla po prichodu $térbinou
v misté, urc¢eném smérem odklonu @, je ddna vztahem

. 2
I=1I (W> : (3.19)
X

kde x = kbsin(a)/2 a I je intenzita svétla uprostfed stfedniho svétlého prouzku, tj. pro o = 0. Gra-
fické zndzornéni zdvislosti intenzity / na sméru odklonu o je ukdzdno na obr.[54] vlevo. Poloha tma-
vych prouzkil (ohybovych minim) je uréena podminkou

bsinot = mA m==£1,£2,£3,... (3.20)

-6 2

-6 -4 -2 0 2

rozlozeni intenzity pfi difrakci na Stérbiné rozlozeni intenzity pfi difrakci na kruhovém otvoru

Obrézek 51: Difrakce na obdélnikové Stérbiné (vlevo) a na kruhovém otvoru (vpravo).
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Obréazek 52: Polohy maxim a minim pro ohyb na Stérbiné (Cervené) a kruhovém otvoru (modre).
Kftivky jsou vykresleny tak, Ze intenzity prvnich ohybovych maxim jsou stejné.

Ohyb na obdélnikovém otvoru
Intenzita I pfi ohybu na obdélnikovém otvoru, jehoZ rozméry jsou b a c, je ddna vztahem

) 2, . 2
I=1I, <¥) (?) : 3.21)

kde x = kbsin(a)/2 ay = kesin(f) /2.
Ohyb na kruhovém otvoru
Intenzita svétla / pri ohybu na kruhovém otvoru priméru D ve sméru, ktery svird s osou otvoru

uhel «, je ddna vztahem
271 (x)\°
=1 (ﬂ) : (3.22)
X

kde x = kDsin(@)/2 a vyraz Jj(x) reprezentuje Besselovu funkci prvniho druhu fidu jedna. Pro
ohybovy obrazec (obr. 54| vpravo) dostdvame, Ze jeho stfedova svétld ploska md Ghlovy polomér ddn
vztahem

A
sindg = 1,227, (3.23)

ktery pro D > A prechdzi ve tvar
A
=1,22—. 3.24
=122, (3.24)

Rayleighovo rozliSovaci kritérium Dva objekty jsou na hranici rozliseni, jestlize centralni difrakéni
maximum jednoho padne do prvniho minima druhého — viz obr. [53]

— & |1 [ { L .
Rayleighova mez Dva rozlisené body

Obrazek 53: Rozliseni
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P oA

Difrakéni mrizKka je soustava N Stérbin stejné Sitky b. Vzdéalenost mezi stiedy sousednich $térbin d se

Vv

nazyva miizkova konstanta. Intenzita difrakéniho obrazce je pfi kolmém dopadu svétla ddna vztahem
Ho) = sin’[kbsin(ct) /2] sin?[Nkdsin(ct) /2]
~ O kbsin(@) /27 sin?[kdsin() /2]

kde prvni zlomek je tzv. difrakéni (otvorovy) faktor a druhy zlomek tzv. interferenéni (mfiZzkovy) fak-
tor. Pro kolmy dopad svételného zareni vinové délky A je poloha tzv. hlavnich maxim dédna vztahem

dsina =mA, m=0,+1,42, ... (3.26)

(3.25)

Hlavni maxima, kterd padnou do minim otvorového faktoru, nejsou pozorovéna.

25 bt o

d=1.0 mn

1b=02mm

1(lo)
1(1o)

=50 -40 =30 -20 =10 0 10 20 30 40 50 =50 -40 -30 -20 =10 0 10 20 30 40 50
nésobky ksin(a/2) nésobky ksin(a/2)

[ 1d=0.4 mm
{b=02mm

1(lo)
1(1o)

T

= - - = qona'sobky l?s'm(ﬂ/l) " ® * “ * = - e e 7]0nésobky Esin(a/z) " * * ° *
Obrazek 54: Difrakce na miizkach s riznym poctem Stérbin N, s riiznou $itkou Stérbiny b a riznymi
vzdalenostmi stiedl $térbin d. VZdy zelené: ,Cistd* interference dand druhym ¢lenem soucinu v
modre: ,,Cistd* difrakce dand prvnim ¢lenem soucinu v vyndsobend N2, Gervené: vysledny ob-
razec dany Intenzita v poslednim obrazku je 4x vétsi neZ v predchozich, coz je zpisobeno
zvétSenim poctu Stérbin.

Diulezitym parametrem mfizek pouzivanych pro spektralni analyzu je thlova disperze
do  m
d\. dcosa’

kde m je rad difrakéntho maxima a d je mfizkov4 konstanta.
RozliSovaci schopnost miizky s celkovym poctem vrypti N pro fdd maxima m je definovdna

A —_—
AL
kde AL je vzddlenost vinovych délek, které miizka pravé jesté rozlisi.

(3.27)

R = mN, (3.28)

152. Rovnobézny svazek monochromatického svétla o vlnové délce 450 nm dopadda kolmo
na Stérbinu Siftky 1 mm. Tésné za Stérbinou je umisténa cocka s ohniskovou vzdale-
nosti 1 m. Na stinitku, umisténém v ohniskové roviné cocCky, se vytvoii ohybovy ob-
raz. UrCete vzddlenost minima prvniho, druhého a tfettho fddu od hlavniho maxima.
x1 =0,45mm x2 =0,9mm x3=1,35mm
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v'154.
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©157.

v'158.

159.

©160.

v'161.

162.

v 163.

164.

165.

2 M

Obdélnikova Stérbina je osvétlena svétlem vlnové délky 500 nm. Rozméry St€rbiny jsou 1 mm
x 3 mm. Jaké jsou rozméry hlavniho maxima v difrakénim obrazci vytvofeném na stinitku
rovnobézném s rovinou Stérbiny a vzdaleném od ni 50 m? Svétlo dopada na Stérbinu kolmo.
50 x 17mm

Fraunhoferova difrakce vznika na $té€rbiné Sitky 0,4 mm a je zviditelnéna na stinitku v ohnis-
kové roviné ¢ocky. Ohniskova vzdalenost pouzité CoCky je 1 m a Stérbina je osvétlena dvéma
vlnovymi délkami A;, A,. Bylo zjisténo, Ze ¢tvrté minimum pro vinovou délku A; splyva s pa-
tym minimem pro vinovou délku A, a je pfesné 5 mm od hlavniho maxima. UrCete obé vinové
délky. A1 =500nm, A,=400nm

Rovnobézny svazek monochromatického svétla o vinové délce A = 600 nm prochazi §térbinou,
jejiz Sitka je 0,2 mm, a je zaostfen ¢ockou na stinitko. Prvni minimum lezi 3 mm od hlavniho
maxima. UrCete ohniskovou vzdélenost pouZzité Cocky. f/=1,0m

Najdéte polovicni dhlovou Sitku stfedniho svétlého pruhu ptfi Fraunhoferové ohybu na Stérbiné
$itky a = 1,4 - 1073 mm, je-li osvétlena monochromatickym svétlem vinové délky (a) 400 nm,
(b) 700 nm. (a) 16,6° (b) 30°

Dokazte, Zze maxima pfi difrakci na obdélnikovém otvoru nejsou ekvidistantné vzdalena.
Maxima leZi pod ithly o spliiujicimi rovnici tgot = .

Oc¢ni pupila ma prumér 3 mm. Za pouziti Rayleighova kritéria urcete:

(a) Na jakou vzdalenost rozlisi oko dvé rovnobézné Cary narysované na list€ papiru ve vzda-
lenosti 50 cm.

(b) Na jakou vzdélenost mizZe oko za idedlnich podminek rozlisit predni svétla automobilu,
jehoz reflektory jsou 180 cm od sebe?

Pro vypocty berte vinovou délku viditelného svétla rovnu 550nm. (a) 2,23 km, (b) 8,05 km

Astronaut je v kosmické lodi na ob€Zzné draze kolem Zemé ve vySce 160 km. Jak velké musi byt
pfedméty na zemském povrchu, aby je pouhym okem rozliSil? Pfedpoklddejte, Ze o¢ni pupila
ma primér 4 mm a oko je nejcitlivéjsi na vinovou délku 550 nm. Asi27m

V dirkové komorie (camera obscura) je fotografickd deska vzdalena od Celni stény o 10 cm.
Jak veliky musi byt otvor, abychom ziskali ve viditelném svétle (A = 500nm) snimek Slunce
s nejlepSim rozliSenim? D =0,13mm

Pfi ohybu laserového svétla na difrakéni mfiZce bylo zjiSténo, Ze v difrakénim obrazci chybi
sud4 interferen¢ni maxima. Urcete Sitku a vzdélenost Stérbin. b=d/2

Pii difrakci na mfiZce detekujeme intenzivni spektrdlni ¢aru ve sméru, odpovidajici vlnové
délce 506 nm. Je mozné, Ze zafeni ma ve skute¢nosti jinou vinovou délku? ano

Difrak¢éni miizka ma hustotu vrypt 50 vi/mm. Urcete, pod jakym thlem bude leZet prvni hlavni
maximum pro vinovou délku 10 um a s jakym fddem maxima vlnové délky 500 nm se bude
prekryvat. oa=230° m=20

YV NV 2

Urcete nejvyssi fad spektra, ve kterém mutizeme jesté pozorovat Cervenou ¢aru 700 nm pomoci

Vv

optické mfizky, kterd md na 1 mm 300 vrypa. m=4

Vv

Jakou mftiZkou (tj. s jakym poctem vrypd na mm) musime vybavit spektrometr, poZadujeme-li,
aby rozlisil jednotlivé komponenty sodikového dubletu 588,9950 nm a 589,5924 nm? Spek-
trometr pouzivd miizky 72 x 72 mm. Rozlisi je standardné rozSitend miizka 1200 gr/mm?
14 gr/mm, ano
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166. Mfizka obsahujici 400 vrypli/mm je 4 cm dlouhd. Vypoctéte jeji rozliSovaci schopnost ve

spektru prvniho fadu. Rozlisi tato mfizka obé ¢ary sodikového dubletu (589,0 a 589,6 nm)?
AApin = 0,037 nm Z = 16000 rozlist

v 167. Navrhnéte difrakéni miizku, pro kterou by leZelo maximum tfetiho fadu vinové délky 600 nm
ve sméru odchyleném o 30° od pfimého sméru. RozliSovaci schopnost miiZky musi byt takova,
Ze dokaze rozlisit dvé blizké vinové délky, lisici se o 0,05 nm. Vypoctéte: (a) vzdalenost vrypd
miizky, (b) jeji rozliSovaci schopnost, (¢) minimalni pocet vrypu, (d) minimalni rozmér miizky.
(a)3,6-10"*cm  (b) 12000 (c) 4000 (d) 1,4cm

©168. Odvod’te teoretickou rozliSovaci schopnost # optické miizky s N vrypy. Pouzijte Raylei-
ghovo kritérium, pro jednoduchost uvaZujte miizku na prichod a kolmy dopad paprskd.
X = mN, m — difrakcni Fad

3.5 Sireni svétla na rozhrani
Na rozhrani dvou optickych prostiedi s indexy lomu n; a n, se svétlo ¢asteCné odrazi, CasteCné lame
do druhého prostiedi. Paprsky dopadajici, odrazeny a lomeny leZi spolu s dopadovou normélou v tzv.

roviné dopadu (smér p). Rovina kolm4 k roviné dopadu je tzv. polarizacni rovina (smér s).
Fresnelovy amplitudy Pro amplitudy odraZzené a lomené viny na rozhrani dvou dielektrik plati

nycosa—nicosff  tg(a—f)

ry = =
P nycosa+nycosf tg(o+B)’
. nlcosa—nzcosB:_S}n(a—ﬁ), (3.29)
nycosa +npcosfB sin(a+ f8)
2n1cos o
tp — )
nycos a +njcos B
2n1cos o
sy =

nycoso+nycosfB’

kde r jsou amplitudy vlny odrazené, r amplitudy viny lomené, indexy p (s) znaci slozku pfislusnych
amplitud v roviné dopadu (v polariza¢ni roving) (viz [53).

Zavislost velikosti Fresnelovych amplitud odraZzeného i lomeného svétla na thlu dopadu o pro
pfipad dopadu svétla z vakua do skla (n, = 1,50) je ukdzdn na obr. [53] Je zfejmé, Ze existuje thel
dopadu o, pro ktery je r, = 0. Znamena to, Ze svétlo dopadajici na rozhrani pod thlem ap je po
odrazu dokonale linearné polarizovéano tak, Ze elektricky vektor odraZzené viny kmitd v roviné kolmé
k roviné dopadu. Uhlu o fikdme Brewsteriv tihel a platf pro néj vztah

nj

tgog = —=. (3.30)
n

169. Urcete tihel dopadu a lomu svételného paprsku, je-li paprsek odrazeny od sklenéné desticky
(n = 1,50) zcela polarizovan. o =56,3° B =33,7°

170. Vypoctéte Brewsteruv thel pro nasledujici piipady:

(a) svétlo dopada ze vzduchu na sklo s indexem lomu 1,6.

(b) svétlo vychazi ze skla s indexem lomu 1,6 do vzduchu.

59



0 15 30 45°%360 75 90a[]

Obrazek 55: Polarizace odrazem pfi dopadu pod Brewsterovym dhlem pro rozhrani vzduch a sklo
(index lomu 1,5) - chod paprski a zavislost prubéhu Fresnelovych koeficientti na thlu dopadu «.

(c) rozhlasové vlna dopadd na hladinu vody, jejiZ index lomu pro uvaZovany kmitocet je ro-
ven 9.

(a) 58° (b) 32° (c) 83,7°

171. Mezni dhel pro svételny paprsek na rozhrani vzduch — jisté prostiedi je 45°. Najdéte Brewstertiv
dhel pro dopad ze vzduchu. 35,3°
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Kapitola 4

Matematicky dodatek

4.1 Goniometrické funkce

Zavedeni  funkci pomoci  jednotkové  kruZnice:
YA
. 1 1
sin (a) :
I | -
cos (a) X
Y A
(1N
T P
sin (a) . 7 X
1
cos (a)
sin (a) <0 sin (a+2km) = sin (a)
cos (a) <0 cos (a+2km) = cos (a),

k je celé ¢islo

Zakladni hodnoty goniometrickych funkei:

| ofolElE[5 5[ =]F[%)]
sinfa) |0 & |22 ][1]0 | -1]0
cos@) [ 1 [ L[ 2] 1 ]o]-1]0]1
tglo) [0 2] 1 | V3]w| 0 | -] 0
cotg(a) || o | V3| 1 ? 0| -0 | O | oo

Grafy goniometrickych funkci:
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05

-0.5

05

-0.5°

sin (a)
0 % A 3 2m fa[rad]
cos (a)
0 \,/3_77 2 alrad]
2 2
tg (a)

.

_r rr 3n Fna rad]
2 2

cotg (a)

0

I m 3m
z 7 \211} a[rad]

Zakladni vlastnosti goniometrickych funkei:



* periodicita: * vzorce pro soucet funkci

sin sin sin (%<2 ) cos ( %52
sin(a) =sin(a +2km)  tg(a) =tg(a+km) (@) +sin(B) =2 ( 2 ) 2
cos(a) = cos(o +2km) cotg(ar) = cotg(a + k) sin(a) —sin(f) = 2cos (#) sin a%
kez cos(at) +cos(B) = 2cos (% cos (aT_ﬁ)
* lichost a sudost: cos(a) —cos(p) = —2sin <%) s (#)
sin(—a) = —sin(a) cos(—a) = cos(ar) e derivace:
e ) (sin(@)) = cos(c)  (eos(a)) = —sin(a)

(arcsin(ax)) = \/1177 (arccos(a)) = —

1-a?
* vzijemné posunuti:
* integraly:
sin(ot) = cos(a -7%) tg(a) = —cotg(ar— %) _ _
cos(a) =sin(a+ %) cotg(a) =tg(5F —a) [sin(a)doe = —cos(a)  [cos(at)dow = sin(x)
« goniometrick jednicka * dalsi integrily obsahujici sinus a kosinus
-2 2(g) —
sin“(a) +cos*(a) =1 [sin?(a)da = La— Lsin(2a)
Jcos*(a)da = o+ §sin(2a)
* dvojndsobny argument Jsin(a)cos(a)da = 1 sin?(ax)
sin(2a) = 2sin(@) cos(a)
cos(2a) = cos?(a) — sin* () * pro m,n celé kladné, m # n lze vy¢islit ndsledujici
integrély
* polovi¢ni argument [ sin(ma)d , (mat)
sin(ma)da = —-- cos(ma
/1- 1 m
[sin (%)] = COS lcos ()| = +C35(a> Jcos(ma)do = L sin(ma)
o [ sin(ma) cos(not)do = COZZEEZLE;O;) - CO:%(((;"_;))?)
* souctove vzorce . . sin sin((m+4n)o
do —
in -+ ) = sin(@) cos(B) +cos(@) sin() Jsintme) sinna)d == gty " ¥ 2ok
sin (o — B) = sin(@) cos(B) — cos(a) sin(B) Jeos(mar) cos(na)dor = === + =500
cos(a+f) = s( Ycos(B) —sin(ot) sin(f) [sin(@)da = —Lcos(a)sin® ! () + =2 [sin ”_z(a)d(x
cos(a— ) = cos(a)cos(fB) +sin(ox) sin(B) Jeos"(a)do = —% sin(ot) cos" (&) + @ [cos"2(at)d o

4.2 Véty urcujici vztahy mezi rozméry stran a dhla v trojahel-
niku
Kosinova véta: Sinova véta:

a b C

C sina__ sinp - siny

C a’=b*+c*-2bc cos a .
B C A
B C A Euklidovy véty:
varianty pro dal3i strany dostaneme cyklickou zdaménou C o vysce: Vi=C,.Ch

o odvésné: a’=c.c,
b2=C.C b

a . (v a
Oy e
R

b’=c’>+a*-2ca cos c’=a’+b?-2ab cos 'y
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4.3 Komplexni Cisla

Jednotlivé tvary komplexniho Cisla z a ¢isla komplexné Diulezité vztahy:
k nému sdruZeného z*:

z=a-+bi

* algebraicky: F—a—bi » komplexni jednotka

7= |z| (cos(@) +isin(@))

* goniometricky . 2=-1
¢ Y 2 =2l (cos(p) ~ isin(p))
o z=z]e'®
e exponencidlni _ip ) »
Z=|zle * velikost komplexniho ¢isla
iy
. 2| = z.2*
. z=a+bi
[} S °
12 * Eulertv vztah
(P\ ¢! = cos(¢) +isin(¢)
P a x
#4 * cosinus a sinus z Eulerova vztahu
Bl P S XY A ‘ ‘ ‘
cos(p) = T sin(g) = 5

4.4 Exponencialni a logaritmické funkce

Exponencidlni funkce: * log,(p-q) =log, p+log,q

(p, q jsou redlna Cisla, a # 1 redlné kladné Cislo)
p-4] 7& * logag :logapflogaq
o gl g1 = gPta

* log,(p") =nlog,p log,y/p=;log,p

. . p:alogap p =log,a’
* log,a=1 log,1=0
* log,0=—c0 log,oo=00 a>1
p=q-10"" 1<g<10=
log;op = Etn+log;gqg = =£n,... (logng<1)

x=lo
é( 9daY

Logaritmické funkce:

x=log,yea =y

(p, q jsou reélna Cisla, m, n, a # 1 jsou Cisla celd kladna)
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4.5 Hyperbolické funkce

Zaveden{ funkc{ ;
: tgh (a)
___________________________ 1o
cosh(o) = <= sinh(a) = < e e
__ sinh(a@) __ cosh(a) :.ﬂ
tgh(@) = Gy coteh (@) = Gy
y
y =X cotgh (a)
_cosh @) "
Psinh(@ 0 TTTTTTTTomeeeeeeer s
1 ; B N Y afrad]
X -
Zéakladni vlastnosti hyperbolickych funkei:
Grafy hyperbolickych funkci , « periodicita:
sinh (a)
sinh(a) = sinh(a +i2kmw)  tgh(a) = tgh (ot + ik7)
cosh(ot) = cosh(a +i2km) cotgh (o) = cotgh (o + ikm)
] keZ P?=-1
* lichost a sudost:
" 0 i alrad] sinh(—a) = —sinh(o) cosh(—a) = cosh(a)
p tgh(—a) = —tgh (o)
| cotgh (—oa) = —cotgh ()
 zdkladni vztah
cosh?(a) —sinh?(a) = 1
y
cosh (a) + souvislost s goniometrickymi funkcemi (i = —1):
| sinh(a) = —isin(ia) cosh(a) = cos(iax)
. tgh(a) = —itg(ia)  cotgh(a) = icotg(icx)
* derivace:
'7T 0 n alrad]
. (sinh(a))" = cosh(a) (cosh(a))’ = sinh(ax)
| * integraly:
Jsinh(a)do = cosh(a) [ cosh(a)de = sinh(at)

4.6 Rozvoj funkci v radu

Tayloriv rozvoj funkce f(x) kolem hodnoty a: Konkrétné:

o = e e D
(x—a)+ T(x—a)2+

10 = fa+

f///(a)
3 (x—a)+...

2 3

. 305
o sin(x) =x— 5 +5—H+...

+
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. cosh(x):1+§—2!+%+g—6!+...

]
tgh(x) =x— %5 +25 -y

4.7 Diferencial funkce jedné proménné

Diferenciél funkce y = f(x) je souin z derivace a diferen-

cidlu nezdvisle proménné

df(x) = £(x)dr dy=ydx.

Pro diferencovani plati tedy stejnd pravidla jako pro derivo-
vani.

4.8 Zaklady vektorového poctu — gradient, divergence, rotace,

Laplacetav operator

Vektorové identity:

rotgradu =0
rotrotV = graddivv — AV
div (V x w) = wrotV — Vrotw

Kartézské souradnice (x,y,z):
* Hamiltontv operdtor nabla: V = %?Jr é%er a%ic'

* gradient skaldrni funkce u = f(x,y,z) :

du- d P d
gradu—Vu—a—uH—a—u a—uk
 divergence  vektorového  pole  V(x,y,z) =
(Vx(X»)GZ)yVy(xyyaZ)Nz(xayyZ)) .
dvy, dv, Jv
divi=V.-v¥=—+ 2+
vV v Ix + == Iy Fn

* rotace vektorového pole ¥(x,y,z) :

i j ok
s s_| 0 o J
rotv =V xy= o &*y 9z
e vy Vg
_ (v, 9wy 2( vy v Ivy  Juy
*l(ay *i)ﬂ(a*z*x)”‘(W* 8)7)

. Laplaceuv operdtor delta: A=V .-V =V? = iz +
ay2 + 912
Cylindrické souradnice (r,¢,z) (x=rcos ¢,y =rsing,z):
* Hamiltonlv operdtor nabla: V = £.¢, + %a%é’q) +
Jd =
azez

* gradient skaldrni funkce u = f(r,9,z) :

0 10 )
gradu = Vu = (;:Er+ Z ¢+ u_.
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 divergence  vektorového pole V(r,¢,z) =
(Vr(r,¢,Z),V¢(V,¢,Z),Vz(f",¢,Z))3
19(rv,) 19
divi—v.g— L) 19v aVZ
r odr rd¢

* rotace vektorového pole ¥(r, ¢,z) :

é réy e
- -_1| @& 9 d
otv=Vxv=1 5 35 3

12 o VP U8

* Laplaceiv operitor delta: A = V-V = V? =

19 J 19?2 92

ror (rm)+rzaT>z+a7
Sférické souradnice (r,¢,0) (x = rsinfcos¢,y =

rsin@sing,z = rcos 0):

1
rsin @

* Hamiltontv operator nabla: V = are, +

i
7360

* gradient skaldrni funkce u = f(r,¢,0):

J =
%6@"’

cady — V &ué, L1 1 du, + 8u
u=Vu=—
& or " rsin@ ¢ % 26°
* divergence  vektorového pole ¥(r,¢,0) =
(vr(r,¢,6),v¢(r7¢,9)7vz(r,¢,9)):
, 1 9(r*v,) 1 dve 1 d(sinBv,)
divi=V.-7=— 7%
vy VTR oy rsin@ d¢  rsin6 9O

* rotace vektorového pole ¥(r, 9, 0) :

gr }"Sin95¢ I‘Z@

_ — 9 9 9
rotv =V xv= Zang | or 9 36
v, rsin@vy  rvg

* Laplacetiv operitor delta: A = V.V = V? =

19 (29 19 (wnpl 19
2o (r W)+r2sin6ﬁ(Smeﬁ>+r2sin293T>2'




4.9 Linearni diferencialni rovnice 2. radu s konstantnimi koefici-
enty (a pripadnou pravou stranou)

Homogenni diferencidlni rovnici druhého fadu s konstant-
nimi koeficienty rozumime rovnici tvaru

y'+ay +by =0, 4.1)

kde a, b jsou redlnd Cisla, ¢arky znadi prvni a druhou deri-
vaci redlné funkce y(x) podle proménné x.
Postupujeme tak, Ze napiSeme charakteristickou rov-
nici
A2 +adl+b=0, 4.2)
z niZ vypolteme kofeny A1, A,. Podle druhu kofent dosta-
vame feSeni:
M#A y(x) = AeM* 4 Bel2*
M=A =21 y(x)=e"(A+Bx)
Ma=axif yx) = e (AeiPx 4 Be~1BY),

A, B jsou libovolné redlné (v ptipadé tretim komplexné
sdruZené) konstanty.

Ve tfetim uvedeném feSeni 1ze zadvorku nahradit jednim
z tvarQ (dal$i pouZitd pismena jsou redlné konstanty)

Ae'P* 4 Be™P* = Ccos(Bx) + Dsin(Bx) = Yo(sin(Bx+)).

Nehomogenni diferencidlni rovnici druhého fadu s kon-
stantnimi koeficienty rozumime rovnici tvaru

Y'+ay +by = f(x),

kde a, b jsou redlna Cisla, carky znaci prvni a druhou deri-
vaci redlné funkce y(x) podle proménné x a f(x) je funkce
proménné x.

Postupujeme tak, Ze nejprve najdeme feseni prislusné
homogenni diferencidlni rovnice [4.1] (na pravé strané polo-
Zime misto f(x) nulu), které oznacime yo(x). Pak najdeme

4.3)

partikuldrni feSeni @(x) nehomogenni rovnice 4.3] Celkové
feSeni nehomogenni diferencidlni rovnice je pak souctem
feSeni homogenniho a partikuldrniho:

y(x) = yo0(x) + @(x).

Partikuldrni feSeni ¢ (x) miizeme v nékterych piipadech
hledat tak, Ze jej predpokladdme v obecném tvaru stejném
jako md ¢len f(x) na pravé strané rovnice toto feSen{
dosadime spolu s jeho prvni a druhou derivaci do této rov-
nice a metodou neurcitych koeficientd stanovime neznamé
konstanty v feSeni.

Nejcastéji tak postupujeme v piipadé téchto funkci
f(x) (velkd i mald pismena uvedend v rovnicich jsou kon-
stanty):

o) =C o(x) = m
of(x) =Ax> +Bx+C | e@(x) =mx> +nx+p
of(x) = Ae?* o (x) = mx"e?,

x" se vyskytuje, je-li g
r-nasobnym kofenemlﬁl

o7 (x) = Acos(px) +

e (x) = mcos(px)+

+Bsin(px) +nsin(px),
of(x) =e?* op(x) =x"e¥*
[By(x) cos(px)+ [Aa(x)cos(pr)-+
+0:(x) sin(px)], By(x)sin(px)],

Py(x), Qi (x),
jsou polynomy stupné
s, t

Ayu(x), By(x)
jsou polynomy stupné
max(s,?),

x" se vyskytuje,
je-li g+ pi (g — pi)
r-ndsobnym kofenem4.2].
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