
Teoretická mechanika Úlohy ke cvi£ení

�ikmý vrh Mimozem²´an o hmot¥ m ská£e na povrchu M¥síce. Pomocí
aparátu analytické mechaniky vypo£t¥te co nejobecn¥j²í parametrickou
k°ivku popisující jeho pohyb. (15. °íjna 20201)

Harmonický oscilátor Odvo¤te pohybové rovnice harmonického oscilá-
toru p°ímou variací akce, tj. bez pouºití Euler-Lagrange rovnic. (15.
°íjna 2020)

Zahradní houpa£ka Na obrázku vidíme zahradní houpa£ku. Vypo£t¥te po-
hybové rovnice hmotných bod· na koncích a ur£ete podmínku rovno-
váhy. (23. °íjna 2020)
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Kyvadlo a Langrangeovy multiplikátory Rovinné kyvadlo s hmotou m
je zav¥²eno na tenkém vlákn¥ o délce l. Systém je umíst¥n v homo-
gením gravita£ním poli. Vypo£t¥te pohybové rovnice kyvadla dv¥ma
metodami:

1. Zavedením zobecn¥ných sou°adnic.

2. Pomocí metody Langrangeových multiplikátor·. Ov¥°te, ºe ob¥
metody °e²ení si navzájem odpovídají. Tento postup interpretujte
v rámci Newtonovy mechaniky. (23. °íjna 2020)
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Kladkostroj Za°ízení se skládá ze dvou kladek: první kladky, pevn¥ uchy-
cené ke stropu, a druhé volné kladky pohybující se vertikáln¥. Kladky
samotné jsou nehmotné. Pod volnou kladkou je umíst¥n hmotný bod
m2. P°es kladky je nataºeno vlákno konstantní délky l na jehoº konci
je hmotný bod m1. Vypo£t¥te zrychlení obou hmotných bod· v ho-
mogenním gravita£ním poli. Nápov¥da: zm¥ní-li se poloha m1 o ∆y,
pak poloha m2 bude zm¥n¥na o 1

2∆y jako d·sledek dvou pohyblivých
konc· vlákna. (29. °íjna 2020)

1Jde o datum zadání. Odevzdání je o£ekáváno následující týden
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Skluz po pohyblivé ramp¥ T¥lísko o hmotnosti m se pohybuje bez t°ení
po naklon¥né rovinn¥ s nem¥nným vrcholovým úhlem α o hmotnosti
M , která se také m·ºe pohybovat bez t°ení po vodorovné podloºce.
Vy²et°ete pohyb systému. (29. °íjna 2020)
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Harmonický oscilátor S uváºením zákon· zachování nalezn¥te funkci po-
pisující £asovou závislost polohy harmonického oscilátoru: Zjist¥te které
veli£iny se zachovávají, vypo£t¥te zobecn¥nou energii, p°eve¤te pro-
blém na diferenciální rovnici prvního °ádu, a vy°e²te ji. Interpretujte
výsledek. Nepouºívejte Euler-Lagrangeovu rovnici. (5. listopadu 2020)

Sférické kyvadlo Vypo£t¥te Euler-Lagrange rovnice pro sférické kyvadlo:
Hmotný bod m na niti konstantní délky l, který se m·ºe bez odporu
kývat vertikáln¥, a zárove¬ opisovat horizontální elipsu. Zjist¥te, které
fyzikální veli£iny se zachovávají. (5. listopadu 2020)
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T°etí Kepler·v zákon Ukaºte, ºe t°etí Kepler·v zákon vyjád°ený obecn¥

T “ 2π
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lze pro Slunce a Zemi 1{µ “ 1{M@ ` 1{MC, k “ GM@MC zapsat ve
tvaru a3 “ T 2, kdy a vyjad°ujeme v astronomických jednotkách a T
v rocích. Dále spo£t¥te vzdálenost st°edu Slunce od st°edu soustavy
Slunce � Zem¥ v polom¥rech Slunce R@. (12. listopadu 2020)



Na niti Dv¥ t¥lesa jsou spojena nehmotnou nití o pevné délce l. Jedno z
nich, o hmot¥M , se m·ºe pohybovat bez t°ení po stole v n¥mº je malý
otvor. Tímto otvorem je protaºena nit, na níº je zav¥²eno druhé t¥leso
o hmot¥ m. P°edpokládejme, ºe se spodní t¥leso m m·ºe pohybovat
pouze vertikáln¥. Systém je umíst¥n v gravita£ním poli. Pokuste se
popsat pohyb systému:

i) Kolik stup¬· volnosti má daná soustava?

ii) Ve vhodných sou°adnicích sestavte Lagrangián L

iii) Zjist¥te cyklické sou°adnice a jim p°íslu²né fyzikální veli£iny.

iv) Vypo£t¥te zobecn¥nou energii.

v) Nakreslete graf efektivního potenciálu.

vi) Pohybuje-li se horní t¥lesoM po kruºnici, vypo£tete její polom¥r.
Energie odpovídající tomuto pohybu odpovídá energii v minimu
efektivního potenciálu.

vii) Zapi²te °e²ení pro rptq ve tvaru diferenciální rovnice prvního °ádu,
ale neztrácejte £as jejím analytickým °e²ením. (12. listopadu 2020)
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Hamiltonián relativistické £ástice Lagrangián £ástice o klidové hmot¥
m, a pohybující se rychlostí v ď c srovnatelnou s rychlostí sv¥tla, jest

L “ ´mc2
c

1´
v2

c2
.

Najd¥te zobecn¥nou hybnost a Hamiltonián takové £ástice. Vypo£t¥te
aproximaci hybnosti i Hamiltoniánu pro v ! c. Jak moc p°ekvapivý je
výsledek? (19. listopadu 2020)

Hamiltonián neznámého systému M¥jmeº Lagrangián
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1

2
m 9q2 `
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2
kq2.

Spo£t¥te Hamiltonián, vypo£tete hamiltonovy rovnice. Tyto rovnice
vy°e²te. Pro jistotu, uºijte dva moºné zp·soby. Nakreslete fázový por-
trét. O jaký se jedná systém? (19. listopadu 2020)

Pohyb po ²roubovici �ástice o hmot¥ m se v gravita£ním poli pohybuje
podél ²roubovice z “ kθ s konstantním polom¥rem r “ konst., kde k
je konstanta a z vertikální sou°adnice. Z lagrangiánu nalezn¥te hamil-
tonián, sestavte hamiltonovy rovnice, a tyto rovice vy°e²te. Ukaºte, ºe
pro r Ñ 0, :z “ ´g. (26. listopadu 2020)



V elektromagnetickém poli P°edpokládejme, ºe lagrangián pro nabitou
£ástici v elektromagnetickém poli jest

L “
1
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mv2 ´ eΦ`
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v ¨ A, rcgss

kde e je náboj a v rychlost £ástice v elektrickém Φpx, y, z, tq a vekto-
rovém Apx, y, z, tq potenciálu. Vztah mezi nimi a magnetickou £i elek-
trickou intensitou je

B “ ∇ˆ A, E “ ´
1
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Odvo¤te pohybovou rovnici pro tuto £ástici, a dokaºte, ºe na ni pole
p·sobí silou

F “ e
´

E `
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Dále vypo£tete hamiltonián a zobecn¥nou hybnost. Pozor, v²echny
vztahy jsou uvedeny v systému jednotek cgs, je-li vám bliº²í SI, bez
obav jej uºijte.

Nápov¥da: totální £asová derivace obecné funkce Gpx, y, z, tq podél
dráhy £ástice je

dG

dt
“
BG

Bt
` v ¨∇G.

Moºná téº shledáte uºite£nou identitu aˆ pbˆ cq “ pa ¨ cqb´ pa ¨ bqc

aplikovatelnou na vektory i jejich gradienty. (26. listopadu 2020)

Ve výtahu �ástice s hmotou m se nachází ve výtahu p°i£emº se m·ºe po-
hybovat pouze ve sm¥ru osy z. Výtah je urychlován s konstantním
zrychlením a. Nalezn¥te hamiltonián pro p°ípad, ºe se celý systém na-
chází v homogenním gravita£ním poli se zrychlením g. Komentujte
zachování energie. V jakém p°ípad¥ se bude £ástice chovat jako volná
£ástice? (3. prosince 2020)

V Poissonových závorkách Pro moment hybnosti L “ r ˆp spo£t¥te Po-
issonovu závorku výraz· rLy, Lzs, rL2, Lxs, rpy, Lzs. (3. prosince 2020)

Poisson·v pom¥r Nalezn¥te vhodný materiál a p°edm¥t (s vhodnou struk-
turou, mající malý Young·v modul, p°íhodný tvar a velikost), vystavte
ho p·sobení síly, a zdokumentujte, fotogra�cky £i z m¥°ení, zm¥ny jeho
tvaru. (10. prosince 2020)

Tenzor deformace a nap¥tí Posunutí bod· rovinného t¥lesa p°i defor-
maci je dáno vektorem u “ pux, uy, uzq “ p´Ax,Bz ` Cy,Byq . Ur-
£ete:

(a) tenzor deformace (v£etn¥ £len· vy²²ích °ád·),

(b) popi²te deformaci slovn¥,

(c) rozd¥lte tenzor deformace na objemovou a smykovou £ást,

(d) vypo£t¥te relativní zm¥nu objemu,

(e) dochází-li ke smyku, ur£ete smykový úhel,

(f) sestavte tenzor nap¥tí,

(g) vy£íslete veli£iny z (d) � (f), pro A “ 1{1000, B “ 2{1000, C “ 3{1000,
a hodnoty elastických koe�cient·: K “ 107 Pa, µ “ 106 Pa.
(10. prosince 2020)



Kosmická trubice Kosmická stanice je tvo°ena dlouhou trubkou o vnit°-
ním polom¥ru R1 a vn¥j²ím R2, jeº byly zm¥°eny p°ed startem. Ur£ete
o kolik se zm¥ní vn¥j²í polom¥r trubky po vynesení na ob¥ºnou dráhu
Zem¥. P°edpokládejte, ºe st¥ny trubice jsou tvo°eny homogenním ma-
teriálem popsaným konstantami E a σ. (17. prosince 2020)

Izotermický model atmosféry Vypo£tete jak se m¥ní tlak p, a hustota
%, s vý²kou pro jednoduchý model atmosféry Zem¥, jenº p°edpokládá
vrstvu ideálního plynu podléhající stavové rovnici:

p

%
“ konst.

Zd·vodn¥te, pro£ jej nazýváme izotermickým modelem. (7. ledna 2021)

Eulerova rovnice Odvo¤te zrychlení elementu kontinua
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` pv ¨∇qv

nejmén¥ dv¥ma moºnými zp·soby. (7. ledna 2021)


