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Prvni cviceni (stredoSkolskd matematika I)

Vazeni studenti,

vitam Vas u PDFka k prvnimu cviceni. Najdete v ném jednak néjaké rozumy vhodné k osvojent, jednak vétsi hromadku pri-
kladd, na kterych byste méli ozkouset a vytribit sviy poctarsky a matematicky um. Nez se ovSem do toho pocitani pustime, reknu
par slov k tomu, jakym zpusobem je toto PDF usporadano, protoZe stejnou formu budu pouZivat i u vSech dalsich PDF s priklady,
které dostanete.

Nastésti to nebude dlouhé:

Druhy vzorec se nazyva binomickd véta. Zkuste v prvnim vzorci dosadit —b misto b. Pro jaka 7 to da néjaky novy vysledek? Totéz

Ty uz vySe zminéné rozumy vhodné k osvojeni, vétSinou v podobé dulezitych definic, vét a obcas néjakého toho vzorce,
budou v modfe malovaném chlivku zcela obdobném tomu, ve kterém je i tento text.
Dal$i redi, které ovSem muzZete veskrze ignorovat, budou v chlivku ¢erveném bez nadpisu.

Vsechny alohy jsou oznaceny velkym Cislem v ramecku. Je-li ramecek dvojity, znamena to, ze jde o priklad zdkerny ¢i
v / V7 ./ 4 v . v . / 4 11 V7
vypeceny. Priklady s dvojitym rameckem jsou tu hlavneé pro absolventy matematickych gymnasii a podobné lidi, kteri by se
jinak v tomhle predmétu Gplné nudili. Nicméné se ani Vy ostatni nebojte je zkusit — ze jsou vypecené, neznamena, ze jsou

nefesitelné.

Tyto priklady slouZi k tomu, abyste si z nich samostatné pocitali. Chipu, Ze je to poradna otrava, ale lepsi zpusob, jak se

tu matematiku doopravdy naucit, jesté nikdo nevynasel. Abych Vam to trochu usnadnil, jsou u nékterych priklada napovedy
.. 1V . . . . .

(ty poznéte) a na konci jsou feSeni. Reeni budou ov§em formulovana lakonicky; podrobnosti si budete muset doplnit sami.

Budete-li mit jakoukoli otdzku nebo problém, nevahejte mi napsat mail na darek@mail .muni. cz. Totéz v pripadé, ze budete
chtit konsultaci.

O polynomech

1| Dokazte vzorce (n je ptirozené Cislo):

L@a=b)a" ' +a" b+ +ab" >+ 0" N=a"—b"; 2.(a+b)"=a"+ <T>a”_lb + <Z>a”_2b2 +---+< "
n

1>ab”_l+b”.

udélejte i s binomickou vétou.

Uvazte kvadratickou rovnici x* + bx +¢ = 0. Doplnénim na ¢tverec docilte toho, aby se x vyskytovalo jen na jednom misté. Pak
A * 1V 4 4 . VvV Vv 4 . 4 .
ho vyjadrete a dojdéte tak k znamému vzorci pro reseni kvadraticke rovnice.

Na tomto misté¢ zavedeme jeden pojem, ktery je vSemi vyucujicimi analysy mimoradné obliben. Je to definicni obor funkce.

Defini¢ni obor je zkratka mnozina vSech ¢isel, pro néz je funkce definovana (ma smysl). Treba u jakéhokoli polynomu je to cela
mnozina redlnych Cisel, ovSem napriklad u vyrazu +/x + 1 je definicni obor jen interval (—1; 00), protoze, jak si jisté pamatujete
ze stiedni $koly, v redlnych ¢islech nema odmocnina ze zdporného Cisla smysl.

Podobné si pri ur¢ovani defini¢niho oboru dejte pozor i na to, Ze vyraz, ve kterém se déli, neni definovan, pokud to dislo,
kterym se déli, je zrovna nula.

i3 | Urcete definiéni obor funket:

2_
1.4/34+2x —x2; ! 3.x—1.

1

2. ;
V2x+3 —y/x—=2 x2—4

4 | Usmérnéte zlomky (tj. upravte je tak, aby ve jmenovateli nebyly Z4dné odmocniny):

V39 3 1

A P ias s

Napovéda: Vhodné zlomek rozsiite tak, aby se ve jmenovateli objevilo néco tvaru (a — b)(a + b) = a* — b*.

5| Upravte vjrazy:

1 1 2(aya—bVb' > NV Ve
. 5 . d—‘\/F _— \/W 5 . 5
! T+7r+4/r2+1 +1—r+1/72+1 2 <‘F ) < Ja—vVb' " 3 W—W+ﬁ+ﬁ
" 4x? ‘ 1
(x—2) 1 1 2

+ +
(x+2)2  (x—2)2 x2—4



| Zapiste nasledujici &isla jako soucet ¢i rozdil dvou odmocnin prirozenych éisel:
1.V54+2/6;  2.4/22—4/30. Népovéda: Nejditv si doka¥te vzorec v/a' £ Vb =Va+ b +2vVab'.

Dokazte takovou malou ,,A-G nerovnost“* pro dvé kladn4 &isla a, b:

a-lz—b > Tb,

a zjistéte, kdy nastava rovnost. Napovéda: Vasim nejlep$im kamaridem se stane fakt, e x* > 0 pro x relné.

Necht' ¢isla ay, a5, 45, ... ,a, tvoti aritmetickou posloupnost.” Pak dokazte vztahy:
n—1 1 1 1 n—1

1 1
2. —— -t =

1
1. + + .4 — ; )
\/Z + M M + \/Z vV ay—1 + kY% a, \/Z + v a, a4, ayas Ay 14, aa,

9 || Zahrajte si na Ramanujana’ a pokuste se stanovit hodnotu tohoto vyrazu z nekoneéné vnotenych odmocnin:

S= 1+J1+\/1+\/1+\/1+ T+ .

V.
(Z hlediska analysy jsou s takovymi nekonecnymi vyrazy vselijakd trapeni. Casto se miize totiz stat, ze bud’ nedavaji smysl, nebo se chovaji
velice neintuitivné. O tom se ale budete ucit az dalsi semestr, takze ted’ to hod’me za hlavu a prosté to n¢jak zkuste.)

Exponenciala a logaritmus

[ Pocitani ziejmé mate uz dost, tak si od néj muzete trochu odpocinout a nahradit ho jinou aktivitou — dokazovanim . ]

10| Exponencilni funkci e* = exp x Ize definovat i takto, pomoci pouhych dvou axiomi (vlastnosti, které prohlasime za pravdivé):

* expaexpb =exp(a+b);
® expl=e, kde ex 2,718 281 828... je tzv. Eulerovo islo.

(Lze skutecné dokézat, ze funkce, ktera tyto dvé vlastnosti m4, je nutné e*.) Pouze pomoci téchto dvou vlastnosti dokazte nasledujici fakta

o exponencialni funkci:
1

Lexpx#0;  2.expx>0;  3.exp0=1;  4.(expx)” =expnx pro n pfirozené; 5. exp(—x)= .
expx

Bod ¢islo 4 plati i pro 7 realné, ale to tu dokazovat nebudeme.

|| Ptirozeny logaritmus In x je funkce, kterou miizeme obdobné definovat jako inversni funkci k exp x. Je to tedy ta jedina funkce,
ktera splnuje

explnx =Inexpx =x.
Z toho dokazte nasledujici tvrzent:

1
1. In x nabyva vSech realnych hodnot, ale je definovan jen pro kladna x; 2. In(xy)=Ilnx+Iny;  3.ln—=—Iny;

4. In(x*)=alnx; 5.In1=0; 6.lne=1.

| KdyzZ se v matematice mluvi o logaritmu, ma se tim na mysli normalné logaritmus ptirozeny. Existuji ovéem i logaritmy jinadi:
Uplné podobné mizeme definovat log, x jako tu funkei, pro kterou plati

a%* =log a* =x.
Takové funkci se tika logaritmus pri zikladu a. Dokazte, Ze plati

Inx
log, x = —.
Ina

13| Rete rovnice:
L33 =162; 2.4°4+6°=2.9% 3.——=a.
14| Upravte vyrazy:
b nx
1.log, b -log, a; 2.log, x +log, x —logg x; 3. Iny d+_b; 4. (lnx)lnlm.
d_

*Této nerovnosti se fika ,A-G*, protoZe tika, Ze aritmeticky primér dvou &isel je vétsi nez jejich priimér geometricky. Plati to i pro libovolny podet &isel.
“Tj. takové, v niz se sousedni ¢isla lis{ vzdy o stejnou hodnotu (@ —ay =a; —a, =-+-=a, —a,_,).

¥Srinivasa Ramanujan (1887-1920) byl indicky matematik, ktery proslul jako objevitel ohromného mnostvi ¢asto dost potfedténych vzorc a identit.



Druhé cviceni (stredoskolska matematika II)

Komplexni cisla

Pfipomenuti zakladnich faktt o komplexnich ¢islech

, Ve Vo Voo ’ ’ .V ’

Jen kratce pfipomenu, oc jde: podrobnéji to rozebiram na druhém cviceni.

Vyraz typu z =a +1b, kde a a b jsou relna Cisla a i je tzv. imagindrni jednotka, nazveme komplexni ¢islo. Imaginarni jednotka
je plné charakterisovana vlastnosti i = —1.

Komplexni ¢islo se da vyjadrit v ,algebraickém® tvaru, tj. z = a + bi, kde a, b jsou realna a nazyvaji se po radé redlnd a
imagindrni ¢dst Cisla z. Znali se Rez a Imz. Také se zavadi Cislo komplexné sdruzené, znacené vétsinou z* ¢i z. To se ziska tak, ze
se u imaginarni ¢asti otoci znament, takZe (a + bi)* =a — bi.

.y v . , e . ) VeV v . / a7 / 2 v v .

Jind moznost je ,polarni® tvar, tj. z = r(cos p+isin @), priCemz r a ¢ jsou zase realnd Cisla, nazyvana po radé velikost a argument
v/ v/ . . v / / 14 v v v/ 7 ’e
Cisla z. Znaci se |z| a arg z. Argument je nejednoznacny: nabyva nekonecné mnoha hodnot lisicich se navzajem o 27.

V. . .

Casto se oznacuje cos @ +1isinp = e'?, a tudiz se polarni tvar pise Casto jako z = re'?. S timto symbolem se d4 zachazet zcela
stejné jako s jakoukoli jinou exponencialou.

Zapiste v algebraickém tvaru:

243i ,
R Y T . 0 S0 A S e 1/i.
4—51
Zapiste v polarnim tvaru (7 a ¢ jsou realna Cisla):
2020 A
2. (1 ++/3' i) . 3.14¢" (toto cislo zapiSte téz v algebraickém tvaru).
Dokazte, Ze plati Rez = ztz admz= z ;Z .
i
Dokazte Eulerovy vzorce:
elv e ) e'? —e ¢
cosp=——"— sing = ————.

2 2i

Népovéda: Vite, Ze e'? = cos ¢ + isin . Odvod'te z toho, ¢emu je rovno e 7.

Dokazte trojahelnikové nerovnosti:

Izl =lwl| < |z + @] < |2] + ||,

Napoveda: Umocnéte na druhou.

O goniometrii

Pripominam dva nejuzitecnéjsi souctové vzorce:

sin(a £ b) =sinacos b £ cosasin b; cos(a+ b)=cosacosb Fsinasinb.

p .. sinx . . e .
Také pomnéte na definici tangenty tgx = ——, kotangenty ctgx = 1/ tg x a goniometrickou jedni¢ku sin? x 4 cos® x = 1.
cosx

Nakonec pripominim Moivreovu vétu:
(cosa +isina)(cosb +isinb) = cos(a + &)+ isin(a + b).

PHi zépisu pomoci komplexni exponencialy dostévime velice pfirozené e'?e'” = e'@+?),

Pomoci Moivreovy véty rozbijte vyrazy na siny a kosiny pouze od 4, b, c, d:
Lsinfa+b—c). 2.cos(a—b+c—d).

21| Pomoci Moivreovy véty snadno odvod’te nasledujici vztahy:

2

. . . 2 . . . 3 . 2
1.sin2x = 2sinx cosx. 2.c0s2x =cos” x —sin” x. 3. sin3x = 3 cos® x sin x —sin’ x. 4. cos3x = cos® x —3cos x sin’ x.

Jak musite modifikovat Pascaltv trojuhelnik, aby Vam umoznil okamzité odecitat vzorce pro cosnx a sinnx podobné tém v

minulé Gloze? Jestli Pascalv trojihelnik neznate, tak vypada asi tak (pokracuje ovSem donekonecna):



Kazdy radek je $irsi nez ten predchozi, na krajich jsou jednicky a jinak je kazdé ¢islo rovno souctu téch dvou, ktera jsou piimo vlevo
a Vpravo nad nim.

' = cos (1 +itgp) =sinp(ctgp +1).

tgattgh
1—tgatgh’

. b—1
S nimi pak snadno dokazte vztahy: 1. tg(a + o) = 2.ctgla+b)= aacts?

ctga+ctgh

Dokazte, Ze jsou-li a, b, ¢ Ghly trojthelnika v roviné, pak plati:

a_ b b ¢ c_a
1.tga+tgh+tgc =tgatgbtgc; 2.tgztg§+tg5tg5+tg§tg§:1.

Niépovéda: Nejdriv vyjadrete tg(a + b + ¢) pomoci tga, tg b, tgc.

M¢éjme realna ¢islaay, ay, ..., a,,. Déle definujme S, ,elementarni symetrické polynomy“ tangent rovnosti (4 je jakési realné

Cislo, zcela nedtilezité):
(A+tga)(A+tgay) - (A+tga,) = A"+ S+ 72+ 48, A+S,.

Dokazte, ze plati

R e

a,+a a,)=——"—>—

tgla; T4, 1—$,+8,—

pricemz v Citateli i jmenovateli se porad stridaji znameni a pridavaji se S,, ovSem nejvyse do S,. Tedy napriklad tg(a, + -+ +4a5) =
_5mhESs zatimco tg(a, + -+ +4, )—m atd

- +s4’ g 6_1—S+5—5 '

Dokazte nasledujici vztahy:

< (n—0)d\ - nd

] ) ) ) sin a—i——)smT

1.sina +sin(a +d) +sin(a +2d) + - +sin(a + (n—1)d) = — ;
sin 5

cos(a B zl)d > sin 4

2. cosa+cos(a+d)+cos(a+2d)+---+cos(a+(n—1)d) = 2

sin 1
2

Napovéda: Seltéte geometrickou fadu e + '@t ... 4 el@t"=Dd) oddélte redlnou a imaginirni &st.

arcsin, arccos, arctg a arcctg jsou inversni funkce k sin, cos, tg, resp. ctg. To tedy znamena, ze plati
sinarcsinx = arcsinsinx = x.

apod. i pro ostatni funkce. Témto funkcim se rika cyklometrické.

29| DokaZte vzorce:

1. arctg% =arg(x +1iy); argz =arctg :;::ZZ (pri —g <argz < g),

2. arcsinx =arg(y/ 1—x? +ix); argz= arcsinﬂmﬁ (pri —g <argz < g),
z

3.arccosx =arg(x +iv/ 1—x2); argz =arccos Re ﬁ (pri0<argz < ).
z

Napovéda: Nakreslete si v komplexni roviné néjaky bod z a vyznacte pravothly trojihelnik se stranami Rez, Imz a |z|.

S pomoci komplexnich ¢isel snadno dokazte, Ze:

1 T t 1+ t ! 2 T 4arct ! t !
. — == arc - arc - . — =4arc — —arc _—
4 &5 &3 4 &5 739

Napovéda: Podle vzorct v predchozi tloze plati arctg 2 - arg(x +iy).
x




Dokazte souctové vzorce pro cyklometrické funkce:
1. arctgx +arctgy = arctg 1x +y ;  2.arcsinx+arcsiny = arcsin(xy/1—y2'+yy/1—x2);  3.arccosx+arccosy = (doplnte sami).
—xy

Odstrante z nasledujicich vyrazti goniometrické a cyklometrické funkce:
. . - 21 T
1.sinarccosx; 2. sin(arccosx +arccosy); 3. ctg(2arccosx); 4, smz(z arccosx); 5. ctg(z + 3 arccos x).

Technicky koutek

Jelikoz matematici miluji nadevse uréovani definicnich obort a sudosti/lichosti, ddm Vam sem par malych priklada na pro-
cviceni této problematiky, abyste se v tom u zkousky neztraceli. (Taky si ovSem smocim, a prestoze nejsem matematik, do prvni
pisemky jeden takovy piiklad dim taky, abych trochu $el s duchem predmétu =)

Defini¢ni obor — pripomenuti

Pfipomindm, e defini¢ni obor je mnozina viech (pro nds redlnych) Cisel, pro néz je funkce definovana. Mocniny a tedy i
polynomy jsou nezajimavé, protoze jsou definovany pro vSechna realna Cisla; totéz plati o exponenciale. Pozor je tieba si davat na
. . , . Ve . . ’ . Ve v ’
odmocniny (y/x'je definovano jen pri x > 0), logaritmy (In x je definovano jen pfi x > 0) a na déleni nulou.

5.1

2.fg.

34| Urclete defini¢ni obory cyklometrickych funkci arcsin x, arccosx a arctg x.

Napoveéda: Jsou to inversni funkce k sin, cos, tg, takze berou jen ty hodnoty, jichz tyto funkce mohou nabyvat.

Mocnina x”, kde x € R a 7 je prirozené ¢islo, se definuje snadno jako x - x -+ - x. Je-li n zaporné celé &slo, je x™ = 1/x"I. Ale
(A ——
n-krit
p¥i 7 obecné redlném se nejéastdji dava x” = "1,
Otazka pro Vis: jaky je definiéni obor funkce x%, je-li a: 1. celé &islo; 2. redlné, avsak nikoli celé Cislo.

l . 3 2 1—si .
1. $; 2. arcsin = + Y B + ; 3.ln ﬂ ;0 4. (=D 5. arcsin(x? — 1)arccos(3 — x?).
Vx2—2x—2 2 x—2 1+sinx
Sudost a lichost — pripomenuti

Méjme jakoukoli funkei f(x). Rekneme, %e je sudd, jestlize plati f(—x) = f(x). Naopak rekneme, Ze je lichd, jestlize plati
f=x)=—f(x).

O sudosti a lichosti se n¢kdy souhrnné hovoti jako o parité funkce.

Uvédomte si, jestli jsou nasledujici elementarni funkce v proménné x sudé nebo liché (n je celé ¢islo):
2. x 2l 3.sinx; 4. cosx; 5. tgx; 6.¢e%; 7. lnx; 8. arcsin x; 9. arccos x; 10. arctgx.

Jaka je parita vyrazt f(x) £ g(x), f(x)g(x) a {;Ez;

, jestlize:

1. figjsousudé;  2.figjsouliché; 3. fjesudaagjelichd; 4. f a/nebo g neniani suda, ani licha.

Jaka je parita vyrazu |f(x)|, je-li funkce f(x): 1.suda;  2.lichd; 3. ani jedno z toho.

3
_ . |x°|arctgx
l.e*—e™; 2.5In X COSX; X jaretsx

. i 4.x’4+x; 5. W(x)+ W(—x), kde W je ddna vztahem W (x)e"™ =x, a |x| < 1.
x4 x3+x

41/|| UkaZte, e jakoukoli funkci £ (x) definovanou na intervalu (—a; @) (pro néjaké a > 0) lze zapsat jako soucet sudé funkce g(x)

a liché funkce A(x).




Treti cviceni

Jak pocitat limity

Pro limity plati nasledujici velmi uZitecné vztahy:

p lim a,
lim (a,+4,)=(lim a,)£(lim b,), lim (a,-b,)=(lim a,)-(lim b,), im 2 =2%
n— 00 n—00 n—00 n—00 n—00 n—00 n—0o0 bn 111’1’1 bn

samoziejmé za predpokladu, Ze vSechny zminéné limity existuji a nedochazi k déleni nulou. Pokud je néktera z limit nekonecna,
tak plati prirozena pravidla jako 1/00 =0, 00 + 00 = 00 a 00 - 00 = oo (ddle viz cviceni). Ale pozor! Vyrazy co — oo a 0o /00
mohou byt ledajaké a tak snadné to s nimi neni!

Dal se vyplati mit v patrnosti takovyto zebricek ,rychlosti rustu funkei®:

Inn je pomalej$ine? 7% je pomalej$i ner e*”. (a>0,k>0)
Pfitom ze dvou mocnin 7% roste rychleji tas vy$im a, a podobné ze dvou exponencil e*” roste ta s vy$§im k. Pozor! Tohle funguje

jen ptin — oo.

Porovnanim toho, jak rychle roste Citatel a jak jmenovatel, naleznéte hodnoty téchto limit:

l . 2 . 74 . 1 ) / 1 ) 2n n3
1. lim ﬂ; 2. lim —2 ; 3. lim & + ; 4. lim 227 ; 5. lim —ﬁ+ nt ; Dlim S T¢ T te ;
n—00 1+e” n—oo en — 1 n—00 n2+n +3 n—00 /271 +m n—oo De2n +3C” —17

Na rozdily typu ,00 — 00 “ je potreba si davat pozor. Spoctéte tyto limity:

1. lim (nz—n>; 2. lim <\/(7z +a)(n+b) —n); 3. nli—>ngo <\/ n+yn —«/W); 4. nlir&n(ﬁd—l—% —\/;>.

n—oQo n—oo

Hodné uzite¢ny vztah: je-li f(x) spojita funkce, pak

lim f(xn):f( lim xn>.

n—oo

Spoctéte limity:

a2 . 24 —1 R 2 .
1. lim cos Y2 + ; 2. lim (In2 —InZ ; 3. lim ntS_nt ; 4. lim exp(f/ n3+1 —n)i*i
n—00 n+ n—oo\  p2+41 n+1 n+l 2n+1 n—00

Pripomindm také manévr, ktery je uzite¢ny zejména tehdy, kdyz se v limité hodné nasobi nebo umocnuje:

lim 4, = lim explna, =exp lim Ina,.

n—oo n—oo n—o0

Vyzkousite si to na dalSich prikladech.

45| Spoctéte limity:
1. lim /4 (a je kladné); 2. lim {/n}; 3. lim (\/?\7?\8/? zxn/?)

n—oo n—o0

Vypoctéte nasledujici limity z ruznych souctt a soucinu:

n 1 T 2 0 |:1 +2+ +n—l:| 3 1 2 3 +2n—1 2n
_ _ e —_—|; . lim | — _ e 5 s lm [— — — _ ——;
2 2.3 n-(n+1) n—oo| n2 - p? n? n—oo|2n 2n 2n 2n 2n
1 3 5 2n—1 . "

Statat T, >; 5. lim [(1+q)(1+4*)(1+4)(1+4")-(1+47)] (gl <)

Dokazte, ze

. 1 1 1 1
lim (1+=-+=-+-+-+—)=+o0,
n—00 2 3 4 n

“expx znamena totéz co e*. Casto se totiz stiva, Ze argument exponencidly je treba pres cely radek a pak by to malinkymi pismenky v exponentu bylo nepfehledné.



a to tak, Ze si napidete 2” scitanci:

—1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+ e
23 45 6 8 9 10 1213 15 16 iz

a utvorite z nich dvojici, étvefici, osmici, atd., a% 2" '-tici, jak je to vyznaceno. UkaZte, Ze ka%d4 skupina zlomkd je véti neZ 1/2. Proto
a,, > 1+ 5. Z toho uz to dokéZete snadno.

Ukazte, ze posloupnost

konverguje k n¢jakému konecnému Cislu, nebot’ je rostouct (zjevné) a shora omezena (to dokazte metodou podobnou té z predchoziho

prikladu).

Nakonec pripomenu jednu slavnou limitu:

1\”
lim <1+—> —e.
n—oQ n

49 | Spoctéte téz limity:
. 1 " . n
1. lim <1+ > ; 2. lim <1+£> .
n—00 2n+3 n—00 n

Pouzijte bod 2 predchozi Glohy k tomu, abyste dokazali, ze plati

2 3 n

X
=t b —.



v
Ctvrté cviceni

Vsechna pravidla, postupy a finty znate uz z minulého tydne a tohoto cvicent, takze se hned vrhneme na po¢itani. Pripomenu
pouze nékolik uZitecnych véct:

. sinx .. tgx
® |im zlmg—zl.

R X
e Jestlize lim fG)
x—?xO g(x
. . \2 vV
mezi sebou libovolné zaménovat.

=1, pak piSeme prosté f(x) ~ g(x) (x — x,) a pfi pocitani limit, v nichz jde x — x,, pak mtizeme f a g

ay—a

(x — o0); 2. lim <\/x2+ﬂlx+b1‘_\/x2+“2x+b2‘>: 2

a
21/? X—00

Spoctéte limity:

1.vVx+a —x ~

Ll . 1l—x 21 . x—4 30 . X
. l1m arcsin 5 . limarc P E——— . l1m arcctg ———.
x—00 14+ x x— g(x_2>2 x—00 J /1+ x2

Priméfenym uZitim vzorct a’ —b? = (a—b)a+b)aa" —b" =(a—b)a" ' +a" b +---4+ab"? + b" ") spoctéte nasledujict

. oA 14+2x =3 . Y1—=x -3 .o VlI+x —y1—x
1. lim ; 2.1 3. lim ;

— R . 3 3 2 \_ 3 3_ 2 | .
I Mim S Mmoo tdmlVeesr-de—aed
5. lim [{/x3+3x2‘_\/x2_2x‘J; 6. lim [sian+l —sin\/?]; 7. lim arccos(«/x2+x —x>.

xX—0Q

X— 00 X— 00

limity:

axb aFb
cos .

Napovéda: Ad 6: sina £ sin b = 2sin >

Podobnym zpisobem spoctéte také limity:

<1/x+2—2\/x+1+\/?>; 2.limﬁ_ﬁ+ x4 (proa > 0); 3.lim< m___" >(prom,npfirozené).

x—a X2 —42 =1\l —x7  1—x7

3 2
X +11 —ax—b):O; 2. lim (\/xz—x—l-l—ax—b):O.

X—0Q

Goniometrické limity

Pomoci toho, ze sinx ~ tgx ~ x (x — 0), dokazte, ze plati také (vSe pro x — O):
. a’x? a2x? ‘
1. sinax ~ tgax ~ ax; 2. 1—cosax~T,atedy cosax ~ 1—7; 3. arcsinax ~ arctgax ~ ax.

—COS X

v 1 o oo
Napoveda: Ad 2: —sin? 2. Ad 3: Klad'te x = arcsin# & arctgu.

| Spoctéte limity:
1+ sinx —cosx . tgx—sinx . sinx—sina

. lim - ; 2. lim gT; 3. lim ——— (pro a realné).
x—0 1 —I—smpx—cospx x—0 sin” x x—0 X —a

Spoctéte také limity:

1—cosxv/cos2x v/ cos3x )

2x)—2
1. lim cos(a +2x) —2cos(a+x)+cosa (a €R); 2. lim ; 3. lim
x—0 x2 x—0 x2 h—0 b
Népovéda: Ad 2: Nejdriv dokazte, ze cosnx ~ cos” x (x — 0). Ad 3: Pouzijte vzorec z Glohy 31 v druhém cvicen.

arctg(x + h)—arctgx

(x eR).

Viettiv nekonecny soudin. Spoctéte

. TT T TT TT
llm COS—COS—COS—++-COS —.
n—00 4 8 16 27

. . : . :
Napovéda: Rozsitte to sin 2 uzivejte vzorec 2sin x cos x = sin 2x.
n




. T 1 x 14 cosx .
Dale si uvédomte, Ze cos 2 = \/; a cos 5 = ‘/ — To VAm umozni zapsat vas vysledek v ,tradicnim® tvaru

|
2 1 1+1\/? RN R Y AL SN BN F
# V2N2 2V2\N2 2N2 2V2\2 N2 2\2 2V2

Tento vyraz se nazyva Vietnv nekonecny soucin, po francouzském matematikovi Frangoisovi Vietovi, ktery ho publikoval uz v roce 1592 ().
Prisel na néj tak, Ze vpisoval 2”-helniky do jednotkového kruhu a pocital jejich obvody. Tento soucin se docela dobre hodi pri vy¢islovani
7t treba na pocitali, 1 kdyz dneska samoziejmé mame mnohem lepsi metody. Nicméné na vypocet 7 v presnosti, jakou umozuje obycejné
64-bitové desetinné Cislo na pocitaci (tak receny double), stali jen 27 Cinitelt. 7 je tim spocteno na 16 desetinnych mist presné.

Limity s exponencialou

Dokazte, ze
lim(1+x)"* =e.

x—0

Také ukazte, Ze z toho hned vyplyva
In(1+ax)~ax (x—0).

Népovéda: Udélejte substituci 1/x. Pak ov§em musite spocitat obé jednostranné limity zvlast’.

Spoctéte limitu

B

. <1+x>1—x
lim ,
x—a 2+x

jestlize je:
1.a=0; 2.a=1; 3.a=+o0.
62| Spottéte limity:
. * 21\ . . 3 .
1. lim <x+d> ; 2. lim <x + > ; 3. lmé\‘/l—Zx; 4. lim ln(1+2x)ln<1+—>; 5. hrr%(l—x)long;
x— X Y—s

x—o0\ X —a x—o00 \ x2—2 x—00

—Ina . Incosax ) m crgx
—_— 7. lim ———; 8. llm[tg(——x)] .
X—a x—0Incos bx x—0 4
| Zhruba natrtnéte grafy nasledujicich funkef f(x):
(x)= lim (1—x*); 2. f(x)= lim sin”x; 3. f(x)= lim % (x#0); 4 f(x)= lim V/1+x" (jen ptix >0);
n—00 n—oo n—oo xn x—n n—oo

2

5. f(x)= lim { 1+x”+<%> (jen pri x > 0); 6. f(x)= lim In(2" +x7)
=} n

(jen pri x > 0); 7. f(x)= lim arctgnx.
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Paté cviceni (vypocty derivaci)

Zikladni fakta o derivovani

Derivace funkce f(x) je jina funkce, oznacena nejcastéji bud = nebo f/(x) a definovana vztahem
x

& _p SEAB—fB) _ | fOO—f(x)

dx b—»o h X—-x X —x

fix)=

Pro derivovani plati nasledujici zakladni pravidla:

1. Linearita: (af + bg) =af'+bg’, kde a, b jsou libovolna relna ¢isla.
2. Leibnizovo pravidlo: (fg) = fg'+ f'g.

3. Retézové pravidlo: (f(g(x))) = f'(g(x))g’(x).

J_‘)': f's—fg

4. Taky plati pravidlo o derivaci podilu: < >
8 8

Pti vypoctech budete potiebovat znit derivace elementdrnich funkci. Tyto derivace naleznete v tabulce, kterou jsem umistil
do studijnich materiald. Muzete ji najit také primo na adrese https://is.muni.cz/auth/el/sci/podzim2020/M1100F /um/
tabulka-derivaci-integralu.pdf. Bylo by ale dobfe, abyste si tabulku co nejdiiv osvojili z hlavy. Vérte mi prosim, ze to
budete potfebovat pokud to s fysikou minite aspon trochu véiné

zakladni operace, bez niz se ve fy51ce (té skute¢né, nemyslim stedoskolské biflovani Vzorecku) neobe]dete ani den

Primo z definice dokazte, ze plati:
b
q

1. (c) =0, je-li ¢ redlna konstanta; 2. (x?1Y = Exa7 jsouli p, g pfirozend Esla; 3. ukazte, ze vzorec predchoziho bodu plati

I~

. V7 vV Vv . ’ ’ 7 V7 . . 1
1v pripadé, Ze je p zaporné celé cislo; 4. (sinx) = cosx; 5. (cosx) =sinx; 6. (expx) =expx; 7.(Inx) = —.
x

ax+b 2x 3 (1—x)? sin? x

cx+d’ T1—x?’ " (14x)

, pricemz p, g jsou realna Cisla; 4. x4/ 14+ x2; 5. —.
sinx

Dokazte tyto varianty Leibnizova a retézového pravidla pro vic nez dvé funkce:

1 (ﬂfzfs S =HALfoita AL fodfy FWBE - fuifu o WBE - faafu H WS faa s
2. [AWBUAC£u(0) DT = FAAC £ - AAC £ - U fu(0)) - fra(fu(x)) - £ (x)-
Napovéda: Opakované pouzivejte pravidlo pro dve funkce, tfeba £, f; - - f, napiste jako £, - (f;+- f,)

= fi(x)1 f(x)2 - f,(x)*, kde a; az a,, jsou redlna Cisla. Pak pro derivaci

flon £
g, hap et ﬂ}

<1nF>—alji+zé+ ol

h "1

této funkce plati
F'(x)=F(x) [

a také

68| Spoltéte derivace nasledujicich funkci:

+x

l.ln<x 1_}6 >; 2. In[(x —a,)*1(x —a,)*---(x —a,)* ], kde a;, a;, jsou realna Cisla; 3. ln[(x+ x2+1>n].

M¢jme dvé diferencovatelné funkce ¢(x) a ¢b(x). Spoctéte derivace funkei:

1.4/ @(x)2 + (x)?; 2. arctg%; 3. "V d(x) (zde ¢ £0a ¢ >0); 4.1og,, () ¢(x) (zde 9 >0, ¢ >0).

70| Méme funkei f(x). DokaZte, Ze pro derivaci funkce k ni inversni plati vztah

1
T
f1(x)
Napovéda: Derivujte rovnost £(f!(x)) = x a vyjadtete z toho derivaci f~!(x). S pomoci tohoto vzorce pak dokazte, ze plati
. 1 —1
1. (arcsinx) = ; 2. (arccosx) = ; 3. (arctgx) =

V1—x2 1—x2 1+x2°

11


https://is.muni.cz/auth/el/sci/podzim2020/M1100F/um/tabulka-derivaci-integralu.pdf
https://is.muni.cz/auth/el/sci/podzim2020/M1100F/um/tabulka-derivaci-integralu.pdf

Dejte vSechno dohromady a spocitejte derivace téchto funket:

l.lntgg; 2.log, a (ajekladnakonstanta);  3.x+(x—1)arcsin/ %; 4, ex(x2—2x+2); 5. cos(cos x% cos x)cos(sin x?sin x);
x

3x —x° 1, (x+1)? 1 2x—1 1 Vx242 —xf Vx2+42 243
6. arct ; 7.-ln——— + —arct ; 8. In arctg ———; 9. In(ln“(In’ x));
8132 6 —xtl 58 44/3' WHF 5T (1)
. . 1. 1—4/1 2 . i
10. x(arcsinx)? 424/ 1 —x2 arcsin x — 2x; 19, ZEEY D TV T 12. arcsin sinasin x

x 2 1+1/1_x2’ 1—cosacosx

Zejména u vyrazu, kde se néjaka funkce x umocriuje na dal$i funkei x, se hodi pouZit obrat f(x) = expln f(x) (samozfejmé to
funguje jen v piipadé, Ze f(x) > 0, ale pri takovém umocnovani tato podminka porusena ani moc byt nemuze).

1. xx; 2.x%; 3. F(yenprox>0),
Spocitejte derivace nasledujicich ,specidlnich funkei:
1. W(x), pti¢em2 W je inversni k funkci xe*, tedy plati W(x)eV ™ = x; N
2.InT(x), pri¢emz funkci I' zapiseme jako nekoneény soucin: I'(x 1_[ Pu . v zde oznacuje tak feCenou Eulerovu-Mascheroniho

x
n=1 Vl

konstantu, ktera je rovna asi 0,577 218...
Derivace vyssich radu

Co to jsou vyssi derivace

Jestlize opakujeme derivovani nékolikrat, dostavame tim derivace vyssich rada. Tedy derivaci derivace f fikime prosté druhd
n

derivace f, derivaci derivace derivace rikdme treti derivace, a tak dal. Oznacujeme to bud’ nebo pomoci dalsich carek: f”,

dxn’

. Kdy? by Erek mélo byt moc, pouzivaji se Fimské Cislice v zavorce: f™), £ atd. Obecnou derivaci pak v této notaci piSeme

jako £

Spoctéte druhou derivaci nasledujicich funkct:

arcsinx 2
1. xv/ 14 x2; 2. ——; 3.e7%; 4. tg x; 5. (14 x%)arctgx.
V1—x2

Spoctéte n-tou (kde 7 je jakékoli prirozené Cislo) derivaci nasledujicich funkct:

ax+b
cx+d’

1. x%, kde « je realna konstanta; 2.sinx; 3. 4%, kde a je kladna konstanta; 4, kde a, b, c, d jsou reilné konstanty.

Népovéda: Ad 4. Nejdriv proved’te déleni.

Dokazte, ze funkce 7}, zadané takto:
1
T, = pT=y cos(k arccos x)
vyhovuji rovnici

(1—x)T] —xT]+k*T, =0

(tzn. kdyz spoctete prvni a druhou derivaci 7}, a vSechno to dosadite do vyrazu vlevo, vSechno se zrusi a dostanete nulu).

Derivovat lze 1 funkce, které maji komplexni hodnotu. Pak proste ¢islo i povazujeme za konstantu, jako je kazda jina. ]

Spoctéte n-tou derivaci funkci (a, b, ¢ jsou realné konstanty):

1. e"*sin(bx +¢); 2. e cos(bx +c); 3. arctgx.

v 3 .. Sy . . 1 1 1 1
Népovéda: 1, 2: e**+9) = cos(bx 4 ¢) + isin(bx + ¢). 3: Pryn{ derivace je =— ( - — )
1+x2 2i\x—i x+4i
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Sesté cviceni (uziti derivaci)

Stejné jako béhem cviceni se budeme i tady vénovat nékolika uZite¢nym aplikacim derivaci a ke kazdému dame jen par prikladu.

Uzitetné Taylorovy rozvoje

Ve v . A v / ) Vv /7
Pripomenu nekolik uzitecnych rozvoja ze cvicent:

.o ! => 2" (x| <1)

n=0
= —Deela—n+1
* (1+x)*= E a(a—1) (‘a nt )x" (x| < 1, a eR);
— n!
e - 2t - 27 ) ‘ )
° ¢ = E —; sinx= (1)’ ————; cosx= E (=1) (v$e pro x libovolne);
e 1! = (2n+1) = (2n)!

[ ]
5
—
p—
+
<
N—
[l
i
p—
SN—"
=
%
3%
P
Rall
AN
e
:./

e Samozrejme taky plati Tayloruv rozvoj, f(x +a)= f(x)+ E f(”)(x)ﬂ—'.
n!
n=1

78| Rozvirite nasledujici funkce v nekoneénou fadu kolem bodu x = 0:

T 1 1 e
1.E,(|X|<|a|); 2. —(1—x2)2 (x| < 1); 3. —(x—l)(x—z) (|x|<%), 4.7 (x eR); 5.v/x2+ a2, (|a| < |x|).

1
Népovéda: Ad 2. Rozvinite i a dosad’te x — x?. Ad 3. Parcialni zZlomky. Ad 5. Pozor, vysledkem NEbude Taylorova fada.
—x

2
. 1
X ; 4. Insinx —Inx; S.ﬂ.
ex—1 x2—x+1

2. arctgx; 3.

Pomoci rozvoje a "'Hospitalova pravidla spoctéte nasledujici limity:

3. lim Inx - In(1—x); 4, limx¥; 5. lim(i— ! ); 6. lim <£arctgx> .

Inx x—1 x—00 \ 7T

tgx —x . Incosax
g—; 2. lim———;
x—0Incosbx ol x—1 x—1

Nipovéda: Ad 4, 6. lim = explimIn.

1. lim -
x—0 X —sin x

81| DokaZte nerovnosti:
n—1

1.21_1’§xp+(1—x)1’§1pfi0§x§1ap>1; 2.277 (x4+a)<v/x"+a" <x+aprixaakladnéman>1;

3. |asinx + bcosx| < Va?+ b2,

Napovéda: Najdéte extrémy uvedené funkce x. Jeji hodnoty pak samoztejmé musi byt nékde mezi nalezenym minimem a maximem.

Jak na prubéh funkce

Prvni zasada vySetfovani prubéhu funkce je ta, Ze pokud néco funguje, tak je to dobre a pouZijte to. Pokud Vas zadny chytry
trik nenapada, tak zjistéte tyto informace:

Kde ma funkce koteny, kde je kladna a kde zaporna.

Kde mé prvni derivace koteny, kde je kladna a kde zdporna.

Kde ma druhd derivace koteny, kde je kladna a kde zaporna.

e Jaké jsou funkcni hodnoty v nule, v extrémech a mozna je$té v par dalsich hodnotach, treba 1a —1.

® Je nékde nespojitost nebo bod, kde funkce neni definovana?

® Jak se funkce chova, jde-li x do +00 a —o0. Jde k néjaké jedné hodnoté? Prejde v linedrni zavislost? Nebo v néjakou jinou?

v
Casto to jde zjistit, kdyz funkci chytte rozvinete do fady a vezmete prvnich par ¢lent.

No a pak uz si snadno poradite. Nakreslete si body, kde jste spocitali funkéni hodnoty. Pak je propojte tak, aby byla funkce
rostouci/klesajici tam, kde mé byt (podle znameni prvni derivace), aby byla konvexni/konkavni tam, kde ma byt (podle znameni
druhé derivace), abyste se spravné strefili do extrému a aby to mélo na krajich patticné asymptotické chovani.

Taky je potreba si dat pozor na mista, kde funkce prochazi nekonecnem (jako 1/x v nule). Je asi nejlepsi si do takovych bodu
udélat svislou pomocnou ¢aru a k nim funkei prikreslit tak, aby $la patti¢énym zptisobem do + nekonecna.
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Nacrtnéte grafy funket:

x4

l.x+e % 2. <1+—)3; 3. (x—3)/x}; 4.9/ x2+1 — x2; 5. ezx_xz; 6.
X

Inx
=

Slovni ulohy na maximum a minimum

Schopnost najit maximum ¢i minimum néjaké funkce ¢asto upotiebime pri feent tzv. optimalisacnich problému, tj. jak néco
udélat nejlip, aby byl G¢inek nejvyssi nebo aby to naopak stalo co nejmin penéz. Je asi jasné, ze takové tlohy maji v praxi dost
znacné vyuziti.

83| Jaky tvar ma mit vélec, aby mél pti zadaném objemu co nejmensi povrch?

| Méme ctvercovy kus plechu o strané a, z néhoz chceme udélat hranatou nidobu. V rozich odtezeme Ctyti Ctverecky, nacez Ctyti
postranni Casti ohneme nahoru a spojime. Jak vysokou mame nadobu udélat, chceme-li, aby méla co nejvétsi objem? Viz obrazek 1.

85| Z vélcového kmene chceme vytesat tram obdélného prifezu tak, aby mél co nejvétsi nosnost. Jaky ma byt pomér stran, je-li
/ v 4 Ve VIV v /v 4 . 4
nosnost imeérna soucinu sirky a ctverce vysky tramu? Viz obrazek 2.

86| Do jaké vysky mame povésit lampu nad stfed kruhového stolu o poloméru 1, chceme-li, aby byla na kraji stolu co moZzna

nejvetsi intensita osvetleni? Intensita je v kazdém bodé stolu rovna 4 , kde ¢ je thel mezi dopadajicimi paprsky a deskou stolu, 7 je

vzdalenost daného bodu od lampy a & je konstanta tmérnosti.

Snelliv zakon. Jdete si takhle po louce, kdyzZ tu vidite, Ze v prilehlém rybniku se kdosi topi. I rozbéhnete se mu na pomoc.

Po jaké draze se mate vydat, abyste k nému dospéli co nejdfiv? Po zemi bézite rychlosti v, plavete rychlosti # < v. Viz obrazek 3.
Souradnice x, kde mate skocit do vody, je dana rovnici IV. fadu. Tu sice principidlné fesit lze, ale v praxi nema smysl se tim viibec trapit.
Misto toho ale zkuste zjistit, v jakém vztahu je Ghel, pod nimz mate pribéhnout ke brehu, k thlu, pod nimZ pak mate plavat k tomu

chudikovi.

Ze silnice o $ifce a odbocuje pod pravym Ghlem mensi silnicka o $ifce b. Jaka je nejvétsi délka vozidla, které se na odbocce

dokéze vytocit, aniz by opustilo vozovku? Viz obrazek 4.

Z kruhu o poloméru 1 vyfizneme vysec se sttedovym thlem ¢ a rovné ¢asti slepime k sobé, takze vznikne kornout. Jaky ma

byt stredovy thel, aby byl objem co nejvétsi? Viz obrazek 5.

Napovéda: Vyse¢ ma obvod ¢ (nepocitame-li ¢asti, které se pozdéji slepi). Z tohoto obvodu se po slepeni stane obvod podstavy kuzele.

/ﬁ_,/’“\
I = o
| | 5 VAV
i : b 7
| | > _ v E
I : f-_> K24 h/// 3"6,‘ \g .
| I / :
! | /] A N B e
___|I_ _________ :__- . QR ~ ‘\/ ~ o~ ~— %
I I i o~ ~
' ; l Tl S o [ 2 ,:Jrv
2 e &0 2
&
P .-
______ o9
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Sedmé cviceni (neurcité integraly)

Zakladni pravidla pro pocitani integrala

Nekolik uzite¢nych faktt o integrovant:

* Neurdity integral je opakem derivace, tj. kdyZ je ' = g, tak to znamend, Ze J gdx=1.

Protoze derivace konstanty je nula, must se k vysledku integrovani pricist libovolna konstanta.

Integral je linearni: J(af(x) + Bg(x))dx =« f Ff(x)dx + IBJ g(x)dx, jsou-li @, S konstanty a f, g néjaké funkce.

Integrace per partes: ffg'dx =fg —f f'gdx, kde £, g jsou funkce.
e Substituce: pokud chceme v integralu prejit k jiné proménné, musime prepsat i dx. S tim se zachazi jako pfi derivovani.

Tabulka integralt: https://is.muni.cz/auth/el/sci/podzim2020/M1100F /um/tabulka-derivaci-integralu.pdf.

V této lekei nas bohuzel neceka nic jiného nez integrovani, integrovani a zase integrovani. Je to dovednost, ktera je na jednu
stranu velmi potrebna, na druhou stranu spociva na vselijakych tricich, které se musite nauéit. A to nejde jinak nez pocitanim.

Spoctéte tyto integraly:

2\3 x?dx : x| ax)2
1. | 3—x%)dx; 2. | —; 3. | (1+4sinx + cosx)dx; 4. | (2* +3%) dx.
14 x2

Provedenim linerni substituce vypoctéte nasledujici integraly:

l.f(e_x—l-e_zx)dx; 2.J(2x—3)10dx;

3 dx 4 x
T V223 " 14sinx’
92| Rozbitim na soudet vypoctéte integraly:

2
dx; 3.] dx Jx\/Z 5x dx; 5. \3/%

& dx; 3 dx : " 3siy.nx—}—cosx dx: s, arctgxdx; . ' dx :
2+e” e* e v/sinx —cos x 1+x2 (arcsinx)2y/1—x2

( lnx+\/x2+1‘
7.J \lgdx; S.JsinSxdx; 9.Jcossxdx; 10. dx .

14 x2 sin x

Spoctéte nasledujici integraly pomoci integrace per partes:

1. J xarctgx dx; 2. J arcsin x dx; 3. J e dx; 4, J x sin x dx; 5. J x%Inxdx, kde @ # —1 je redlny parametr;

*d
6. f(arc sinx )* dx; 7. u; 8. J In” x dx, 7 je prirozené Cislo.
(x+1)2

Napoveda: Ad 6. Co je lepsi nez per partes? Dvakrit per partes! Ad 7. (xe*)' = e*(x + 1). Ad 8. Co je lepsi nez per partes? n-krat per partes!

Uzitim vhodnych substituci vypoctéte tyto integraly:

374 £ 2\10 g, x? . dx J — dx .
l.fx (1—5x%)" dx; 2.f mdx, 3.[—(x2+42>3/2, v x(1—x) dx; 5.f—(x—a)(b—x) (a < x < b);

edretgx

b); 7. | ———.
f\/ x+a)(x+b) 4<?) J(1+x2)3/2

Niapovéda: Ad 3. x =atgu. Ad 4. x =sin’ . Ad 5. x —a = (b —a)sin’ u; Ad 6. x +a =(b—a)sh* u. Ad 7. x =tgu.
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Osmé cviceni (dalsi neurcité integraly)

Integrace racionalnich funkci

Parcialni zlomky

Pro ptipomenuti: kazdy polynom s redlnymi koeficienty lze zapsat jako soudin zavorek ve tvaru (x —a,, )" a zivorek ve tvaru

P(x)
Q(x)

(x* 4 byx + ¢, ). Cheeme-li rozkladat zlomek , kde P ma mensi stupen nez Q, na soucet parcialnich zlomku, postupujeme

takto:

1. Rozlozime Q na soulin zavorek, jak je to popsano vyse.

A A A
2. Zakazdou zavorku ve tvaru (x —a)” zapi$eme do souétu zlomky —— 4+ —2— 4... 4 "— (A, jsou neznamé koefi-
x—a (x—a)? (x—a)r
cienty, u kazdého zlomku jiné).
B C B C B C
3. ZakaZdou zavorku ve tvaru (x*+bx +c)” zapiSeme do soutu zlomky ! y2 B 4. n* Gy .
x2+bx+c (x2+bx+c) (x2+bx+c)"

4. Tim jsme ziskali vysledny rozklad, az na to, Ze v ném vystupuji néjaké neznamé koeficienty. Ty urcime tak, Ze cely soucet
opét dame na spolecného jmenovatele a srovname jeho Citatel s P(x).

To je aspon ucebnicovy postup. J4 Vim ovem hned v dal3i tloze predvedu néco lepsiho.

ve tvaru

P A A A
(x) 1 2 44

X _X—d X—a X—a '
Q(x) i 2

Ukazte, ze v tomto pripadé pro neznamé koeficienty A, plati vzorce

 P)x—a)  Play)
= lim = .
AT Qe

Napovéda: Nasobte obé strany x —a;, a vemte limitu x — ;.

Upozornuji jesté jednou, ze vzorec vySe funguje pouze v pripadé, ze jmenovatel zlomku ma jen jednoduché koreny.

Zkuste vymyslet, jak by slo tuto metodu vylepéit, aby fungovala i v pripadé, Ze:
1. jmenovatel ma i vicenasobné koreny; 2. jmenovatel obsahuje nerozlozitelné kvadratické trojcleny.

Rozlozte v parcialni zlomky:
1 1 1

20— 30— . .
x(x—1)(x —2) x3+2x2+x (x—1)(x24+x+1)

RozloZenim integrandu v parcialni zlomky spoctéte nasledujici integraly:

2 2
dx ; 2. d ; 3. A ; 4. (—x > dux; s, | 21 ! dx
x3+1 x*+1 (x+1)(x24+1) x2—3x 42 (x+1)2(x—1)

100 | Rozli¢nymi postupy spoctéte tyto integraly:

2 1 7 3
1. (2x+1)dx ; 2. 1—xdx; 3. ﬂ; 4. d—x Népovéda: Ad 4. u = xta
xt+2x343x242x + 1 x(1+x7) (x —1)100 (x+a)"(x+b) x+b

101 | Derivovinim za znamenim integralu (nejlépe podle parametru c) spoctéte

dx
J (x242bx +c)? (b —c<0).

Integrace vyrazui s odmocninami

102/| Vhodnymi Gipravami a substitucemi spoététe nasledujici integraly:

) dx .3 \/x—i—l—\/x—ldx' 4 dx 5 x(x+1)
/YT ’

Vi+1+4yx—1 ' 3/(_x+1)2(x—1)4; VA +Vx x
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v . . .. ver w .. , dx . v .
Vzpomente si na trik, ktery jsme pouzili na cviceni: integral typu ————— jsme prepsali na
x

vax2+bx+c

kde # = 1/x. To se bude v nasledujicim cviceni ¢asto hodit.

dx _ du
2 Ja+li s Vatbutcu?

103| Spotitejte nasledujici integraly s kvadratickymi vyrazy pod odmocninou:

dx Vx242x+2 1—x+x2 x?+1
| ——; 2. | ————dx; 3. | ————dx; 4. | ——dx.
(14 x)v/ 1+ x2 x V1+x—x2 xvxt+1

104 | UZitim pfiméfené substituce pieved’te nasledujici integraly na integral z racionaln{ funkce (ten uz nedopoditavejte):
5
x”dx dx J 3
1. ; 2. | —; 3. | V/3x—x3dx.
f\/l—xz J\3/1+x3

Goniometrické integraly

105 | Vydislete integraly:

in’ d d
I.J sin? x cos® x dx; 2. | X dx; 3. ‘4—x; 4. a ; 5. J sin 5x cos x dx; 6. J cos x cos 2x cos 3x dx;
cos* x sin” x cos* x Vg x’

dx
7. | textg(x +a)dx; 8. | ——.
[ eristararas fmtgx

106 | Jakykoli integral, ktery je racionalni funkci sinti a kosint (a tedy i tangent a kotangent), se d4 prevést na racionalni lomenou
funkci ,(tedy podil dvou polynomu) uplatnénim substituce # = tgx /2. Jak se pri této substituci daji nasledujici veli¢iny vyjadrit pouze
pomoct #?

1. dx; 2.sinx; 3. cosx; 4.tgx.

107 | S pomoci universalni substituce tgx /2 = # spoltéte tyto integraly:
dx dx ) $in x cos x
1. | ———— ©O<b<a)y 2 : @>a2+bY); 3| —/—/—"dx.
a+bcosx asinx + bcosx +c sinx 4 cosx

. /4 Vv & ’
Jiné rozlicné integraly

108 | Pomoci integrace per partes okazte, Ze plati (1 je ptirozené &islo):

n n—I1
k x 1(e* —1)
1. J x"e*dx = C+(—1)"nle* Z(—l)k%; 2. J % =C— (il(j 1>)' = i 1)!exzj (k xkl)', pricemz znadime lix = li—i

k=0 k=1

109 | Vypottéte nsledujici integraly s exponencialou:

Zxd d
1. f x’e> dx; 2. f e dx; 3. f x2eV™ dx; 4. | € x; 5. i ; 6. J xe”* sin x dx;
1+4ex 1+ex/2+ex/3+ex/6
5 edx g
) x2—3x+2 )

110| Nakonec nabizim je$té varku nejroztodivnéjsich dal$ich integralt. Poradite si s nimi?

1. fxarctg x + 1)dx; 2. j]nz <x+ dx, Jarcsm X; 4. J ln[(x +¢)x+u<x+b)x+b] . m;
5. fln V1—x —I—Vl—i—x)dx, 6. fxarccos—dx, f S.J\/x—l—\/xz—i—a2 dx.
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Devaté cviceni (urcité integraly)
Vypocty urditych integralu

Urcité integraly
b
Plati Newtonova-Leibnizova formule: f f(x)dx = F(b)—F(a), kde F je primitivni funkce £, tedy F' = f.

a
Kromé ni plati tato pravidla:

b

b b
Linearita, J(af +Bg)dx = aJ fdx +/3f g dx pro konstanty o a 3.

a

b c c a b
Rozdélent integralu: dex + f fdx= J f dx a prohozeni mezi: ffdx = —J fdx.
a b a b a

Substituce: jako u neuréitého integralu, ale neni potreba ji vracet, stali pretransformovat i meze.

Per partes: ffg'dx :f(b)g(b)—f(a)g(a)—ff’g dx.

111| Postupy popsanymi vyse vypoltéte nasledujici integraly:

In2 T oo a
. d 1
1.fxe_xdx; 2.fxs1nxdx; 3. f rxz; 4, J—(a>0) J 1+x 6.fx21/¢2_x2 dx;
X _
0

0 0 —o0 a
1 2 ‘ d * d x27d
14+x x X " dx 1 .
7. dx; S.J —_— 9.f S — 10. | —. Napoveda: 7. x — — = «. 10. Per partes da rekurenci.
Jl—i—x“ J x34+1 (x+1)/x2+1 ,/1_x2 P x P
e

=) 1
1. J x"e " dx; 2. J x"(1—x)F dx.
0 0
27 prik=0;

0  pfijiném k celociselném.

U T

sin” x sin zx dx; 3. f cos” x cos nx dx; 4.J

0 0

sm nx

dx (7 celé).

SlIl

4 = . . . . . . 22 . . . LIRSS

115/| Aproximace 7. VSichni asi znate $kolickou aproximaci 7 & = Vite ale, jak je presna? Jestli ne, tak to ted’ zjistite.
1

xH(1—x)*

. dx.

1. Vypoltéte integral J
’ 22
2. Podivejte se na integrand. Jednoduse ukazte, je integral kladny. Je tedy - vétsi, nebo mensi nez 7?
1 1
. ) v Sy , 2 .1 4 4 x*(1—x)*
3. Jestli chcete odhad chyby aproximace, uvédomte si, ze na intervalu (0; 1) plati 1 < 1+x~ < 2,aprotoje 3] * (1—x)*dx < i
x

0 0
1

< J x*(1—x)*dx. Pro urlitéjsi predstavu mizete T pod integralem rozvinout v radu a vzit prvnich par ¢lent.
X

0

Vypocty délek, ploch, objemu atd.

116/ Vypottéte plochu parabolické ,Cepicky o vyice b a podstavé a (viz obrazek na prespristi strané).

18
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117 | Spoctéte plochu nésledujicich obrazct:

2 2 3
1. elipsy o rovnici x_ + = = =1 2. ktivky o rovnici y? = x*(a® — x?); 3. obrazce omezeného kfivkou y* = 5 T . primkou
a—x
x = 2a; 4. hVCZdlCC (asteroidy) o rovnici x*/° 4 y?* = 4%/, 5. trojlistku » =asin3¢.

118 | Vypottéte délku nasledujicich ktivek:

1. paraboly y = h* —x?, —h < x < b; 2. asteroidy x*° +y?% = 4*>; 3. tetézovky y =ach X mezi body [0;a]a[b;h].
S— 2y Zz “
119 | Vypottéte objem elipsoidu o rovmc1 =+ % + —=1

120| Vypottéte objem a povrch (ale pozor, to nent lehke!) nasledujicich rotacnich téles (viz obrazky na nasledujici strané):
2
1. paraboloidu, ktery vznikne rotaci paraboly z = a4 — % pro 0 < x < r kolem osy z (zde a je jeho vyska a r polomér podstavce);
r

. ’ R - . /A% v ’
2. sudu, ktery vznikne rotaci paraboly x = R — z? 0 4 pro —h < z < b kolem osy z (zde 2/ je vyska sudu, » polomeér vika a dnaa R
v 4 / . ’ Ve i Ve 2 V7 .
polomér uprostred); 3. vazy, ktera vznikne rotaci kfivky x = 1— %, y=0pri—n<z< Tn kolem osy z. Povrch nepocitejte.

121 | Simpsontiv vzorec. UkaZte, %e pokud jsou plochy pritezti kolmych k ose x kvadratickou funkei x (tedy S(x) = Ax*+Bx+C),

. v , h . ’ v ’ . oV o .7 v
pak pro objem télesa plati vztah V = Z(SO +458;/,+51), kde b je délka télesa podél osy x, Sy a S, jsou plochy prifezli na krajich télesa a

S1/, je plocha priifezu v poloviné délky. Viz obrazek na nasledujic strané.

122| Vodni hodiny. Chcete si udélat vodni hodiny, tedy néjakou nidobu, kterd ma ve dné diru o plose S. KdyZ tam nalejete vodu,
tak ta voda za néjaky Cas vytece, a tak muzete mérit Cas ve stylu: ,cviCeni z analysy mi trva vypracovat tak dlouho, ze hodiny trikrat
musim naplnit a nechat vytéct“. Lepsi by ale bylo, kdyby hladina vody v nadobé s casem klesala rovhomérné, tedy aby rychlost klesani
hladiny byla konstantni. Pak za ¢as ¢ klesne hladina vzdy o né¢jaké at a miZzeme ¢as méfit pravitkem.

1. Jaky rotacné symetricky tvar ma mit nddoba, aby hladina vody klesala konstantni rychlosti?

2. Do jaké vysky musite nalit vodu, abyste odmérili Cas ¢ (tj. aby za pravé tento Cas vytekla viechna voda)?

3. Spoctéte objem, ktery vase nadoba musi mit, aby, je-li nalita az po okraj, odmérila Cas ¢.

Népovéda: Je-li ve dné dira a voda saha do vysky 4, bude ze dna voda téct rychlosti v = 4/2gh (Torricelliho vzorec).

Dalsi integracni kejkle

123 | Které z nasledujicich integral& mtZete na prvni pohled prohlésit za nulové? Co Vas k tomu opraviiuje?

/2 n T 2 2n
) d ) .
1. J x> sin x dx; 2. J X 1C(_): X x, 3.Jsmxcosxdx, 4.Jcoszxdx; 5.f51n3x+cos3xdx.
x2
—r/2 —7 -7
> v/ s r 1 ’ v [ [
124 | Ukazte, ze f dx = 0. Pomoci tohoto vysledku pak vycislete téz J 2T d. Napoveda: J = f + J
x241 x2 4 42

0

125 | Hodné integralti Ize elegantné vyfesit tim, Ze prevratite smér integrace. Tedy pokud jde integral tfeba od nuly do 7, tak udélate

substituci # = 7 — x atd. VyzkouSejte si to na téchto integralech:
/2 o /2 1 n/2

Vsinx dx x sinx dx sin? x dx In(1+4x) )
L | ——; 2. | —; 3. —m; 4. | ———=dx; 5. | Insinxdx.
Vsinx 4+ 1/cosx 14 cos? x sinx + cos x 14 x2
0 0 0 0 0
Napoveda: Ad 4. Nejdriv udélejte zaménu promeénnych x =tgu.
1 1 1 1
Harmonicka &isla. Souctim H, = 1+ = 5 +- 3 +- 7 +- -+ — se rikd harmonickd ¢#sla. Plati pro né jeden velmi uzitecny odhad,
n

ktery si s pomoci integralti celkem snadno odvodime:
1

1

1—x"

dx.

1. Uvédomte s, ze plati H, = J(l +x4xt 4+ x"dx :J

0

1—x

2. Proved’te v tomto integralu nejdriv ziménu » = 1 —x a pak # = y/n. Pak integral rozdé¢lte ve stylu j (néco) = J (néco) +j (néco).

3. Integral od 1 do 7 rozdélte na dva scitance. Méli byste dostat, ze H, = (dva divné integraly) + In 7.

4. Chceme-li znat H, pro néjaké veliké 7, pak ty dva divné integraly budou asi dost blizké své limité pro 7» — co. Spoctete ji a presvedcte
se, ze oba divné integraly jsou konecné. Tim jste ukdzali, ze H, &~ Inn + (dva divné integraly). Oznacme ty divné integraly pismenem y.
To je takzvand Eulerova-Mascheroniho konstanta a jeji ¢iselna hodnota je asi 0,577 216. ..
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Obrazova priloha

Parabolické cepicka z tllohy 112:

Obrazky téles z Glohy 116:
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Desate cviceni (jednoduché ODR)

v /
Separace proménnych

. . . oV .. v v d /7 V.
Méme-li rovnici ve tvaru y’ = f(x)g(y), mizeme ji (kdyZ zapiseme y’ = d_y) také prepsat takto:
x

d_y: x)dx
g() )

Na levé strané je ted’ jen funkce y, na pravé jen funkce x. Mzeme tedy obé strany zaroven integrovat a tim rovnici vytesit.

5 v 4 o4 M ’ Vv /
Reste nasledujici rovnice separaci proménnych:

1.y =149% 2.9y = 55 3.xy +y—y*=0; 4.e77(y+1)=1; 5.9 tgx —y? = 1—2y; 6.yIlny+xy' =0;

>_\
|
<

7.(14+€%)y’ +e*y =0piiy(0)=1; 8.y’siny cosx = cosysinx pii y(0) = %

1 Nasledujici rovnice feste pomoci toho faktu, Ze rovnice tvaru y’ = f(ax + by + ¢) se nejlépe tesi substituci z =ax + by +c:
1.y +y=2x+3; 2.y =(6x+2y+3); 3.9 =cos(x +y+3).

129 | Mate-li rovnici ve tvaru y’ = f(y/x), je dobry napad poloZit y = #x. S tim Fe$te nasledujici rovnice:

1.2xy" =y +x; 2. (x*—xy)y' +92=0; 3. xy/—y:yln%; 4. (xy/—y)cos%:x.

ax+by+c
Ax+By+C

Nakonec u rovnic y’ = f < > je nejlep$i napad najit x, a y, tak, aby platily rovnice axy + £y, + ¢ = 0 a zaroven

Axy+ By, + C =0. Pak polozte x = # + x4 a y = v + y,, ¢imz rovnice prejde na tvar j—z =F (%) pro néjaké F. Takto reste rovnice:
x—y—l—.’); 2.y/:2>c—y—}-3'

x+y—>5 x—2y+3

5y —5x—1
2y —2x—1

1.y =

V ptipadé rovnice y' = se postup vypodobnény v predchozi Gloze rozbije. Proc se rozbije? Jak byste tuto rovnici

fesili?
Variace konstant
Méme-li linedrni rovnici prvntho tadu, y' = a(x)y + b(x), miZzeme ji fesit tzv. variaci konstant. Dél4 se to tak, ze nejdriv fesime
rovnici ¥ = a(x)y a napieme jeji feSeni (ma tvar y = Cexp | a(x)dx). Integraéni konstantu C nyni budeme pokladat také za

funkci x: dosadime za y zpét do rovnice a tim dostaneme rovnici pro C’. Tu integrujeme a koneéné dostaneme C jako néjakou
funkci x plus né¢jakou integraéni konstantu D.

Pomoci variace konstant feste nasledujici rovnice:
1 , 1

— 5. = — .

xX—y eV —x

1.y':6xy+4xe3x2; 2.y cosx = (y +2cosx)sinx; 3. y'e"2 +2xyex2 = cosx; 4.y’ =

Népovéda: Nékdy je lepsi porovnat prevracené hodnoty obou stran rovnice a spocitat x jako funkei y.

Slovni ulohy

3 | Zurivost. Uz mate analysy plné zuby, a tak zlostné mrsknete svij sesit na stul. Hmotnost sesitu je 72, v okamziku dotyku se
stolem ma vodorovnou rychlost v,. Jak daleko po stole dojede, nez se zastavi? Koeficient smykového treni mezi seSitem a stolem je f.

Déravy valec. Mate vélec o poloméru R, v némz je nalita voda do vysky 5. V jeho dné se ovSem udélala kruhova dira o
poloméru 7, takze voda ted’ tece pry¢. Popiste, jak se méni vyska hladiny ve valci v zavislosti na case. Jak dlouho bude trvat, nez bude

valec prazdny?  Napovéda: Voda vytéka rychlosti v = 4/2gh, kde b je vyska vody nad otvorem.

135 | Koronavirus. Méjme N lidi, z nichZ v éase ¢ = 0je x, nakaZenych. Kazdy nakaZeny mtiZe nakazit dalsi lidi, ovsem jen ty, kteti
dosud nakazeni nejsou. Rychlost $ireni nakazy je tedy tmérnd x(N — x), tj. soucinu poctu nakazenych a poctu nenakazenych; konstantu
Umérnosti oznalte treba k. Zjistéte, jak pocet nakazenych zavist na case.

136 | Skok s padikem. Vysko¢ili jste z letadla a ted’ padéte. V okamZiku otevieni padiku jste padali rychlosti v,, Va$e hmotnost

. . . . v. . . 1 . .

i s paddkem je m. K zemi Vas tdhne tihova sila, proti ni 4¢inkuje odporové sila vzduchu o velikosti ; CSpv?, kde C je asi 1,2, S plocha
4 v ’ 4 . Ve IV ’ 4 4 ’ 4 vV _V

padaku a p hustota vzduchu. Urcete mezni rychlost padu @ (tj. rychlost, pri niz se tithova a odporova sila vyrovnaji). Potom spoctéte

rychlost padu v zavislosti na Case a dalsi integraci rychlosti zjistéte i zavislost vzdalenosti, kterou jste prekonali, na ¢ase. V ¢em se bude
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lisit Vas pad od padani mezni rychlosti, pokud budete padat hodné dlouho (¢t — 0)? Predpokladejte, Ze porad padate rychlosti v < w.

Zrcadlo na soustfedéni paprsku. Méjme rovinu, do které ndm svisle seshora prichazi rovnobézné paprsky po celé sitce

roviny. Navrhnéte zrcadlo takového tvaru, aby se vsechny tyto paprsky odrazily do pocatku (tedy tak, aby prochazely bodem x =0,
. 4 /v 4 4 .. . v v 4 4 v o v v v /4 v 4

y = 0). Viz obrazek niZe (zrcadlo, které mate sestrojit, je na ném na¢maérané modre, dopadajici paprsky Cervené, odrazené fialové. Malé

Carkované tisecky u bodt dopadu jsou tecny a normaly k zrcadlu). (Normala je prosté jenom kolmice k tecné krivky.)

Jako bonus si muzete uvédomit, ze paprsky mohou stejné dobfe jit 1 v obraceném sméru. Proto Gplné stejné zrcadlo poslouzi i v pripadé,

ze je v potatku bodovy zdroj, ktery vysila paprsky na vSechny strany, a zrcadlo pak z tohoto svétla udéld rovnobézny svazek. Zkuste

popremyslet, jestli jste takové zrcadlo uz nékde nevidéli.

Napovéda: Uhel mezi dopadajicim paprskem a normalou je stejny jako tthel mezi normalou a odraZenym paprskem (zdkon odrazu).

I Co—
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Jedenacté cviceni (soustavy ODR a rovnice vyssiho radu)

Soustavy linearnich ODR

— _
8| Reste nasledujici soustavy:

1 Xx=2x+y, 5. x+x—5y =0, 3 X =2y—3x, x=x+y, 5 x+x+5y =0,
Ty =4x—y.)] y—x—y= O ly=y—2x." y=3y—2x.’ | y—x—y=0."
139| Reite nsledujici nehomogenni soustavy (bud’ uhodnutim partikuldrniho Ye$eni, nebo variaci konstant):
2
L[EFEeA L [E=dedyde, o [E=2x3y, - i=y+git—1, 5 e LT
|y =—2x+3y. |y =—2x42t. |y =x—2y42sinz.’ ' y=—x+tgt. ) '

t_—1°

Dokazali byste jistym rozsitrenim téch standardnich trikd, které na soustavy pouzivame, resit i tyto soustavy?

e 4 7 1
LR =1ex—y, o (5E=Tx=3y, Edt=—sx—2Y,
T k=29 =—6x+3y.] T 55 =—2x+8y. N, 17

F4y=——x—1y.
JHdy=—sx—2y

141| Vytapéni. Predstavte si, Ze mate chatu se tfemi mistnostmi: sklepem, obyvakem a podkrov1m Venku je 0 stupnt Celsia a
protoze jste na chaté dlouho nebyh je tato teplota i ve vSech trech mistnostech. V obyvaku jsou nastésti kamna, v mchz rozdélate ohen. V
dokonale isolované mistnosti by tato kamna zvySovala teplotu o 20 stupnti za hodinu. OvSem tady tece teplo jak do ostatnich mistnosti,
tak ven z chaty. Podle Newtona se je ¢asova zména teploty rovna (7’ —T') kde T je teplota v mistnostia 7" je teplota v misté, kam teplo
unika. k je pro prechod mezi vnitrkem a vnéjskem chaty rovno % hod™ a pro ptechody mezi mistnostmi v chaté % hod ™. Urtete teploty
ve viech trech mistnostech v zavislosti na Case.

142/| Otravena jezirka. Tfi stejna jezirka o objemu V jsou navzijem propojena stejnymi kanaly. Do prvniho ptitéka voda s pri-
tokem Q (to je objem vody za jednotku casu), ze tretiho zase stejnym prutokem odtéka. Néjaky zloduch do prvniho jezirka vylil kyanid
o objemu v. Urcete mnozstvi jedu ve vSech tiech jezirkich v zavislosti na ¢ase, predpokladate-li, Ze se v kazdém jezirku jed okamzité
dokonale rozmicha a Ze se voda nikde nehromady, tj. z kazdého jezirka odtéka tolik, kolik pritéka.

Soustava oscilatorti. Méjme na primce hmotné body o hmotnostech 2, m,, ..., m,. Kazdé dva body x; a x, jsou spojeny

pruzinou tuhosti Kj,. (V pfipadé, ze body spojeny nejsou, lze pro né prosté klast K = 0.) Zapiste pohybové rovnice tohoto systému a
zkuste néco fict o obecném feseni. Co kdyz zacneme cloumat kazdym bodem x;, néjakou silou a4, cosw? (a;, = const.)?

Rovnice vys$ich fadu s konstantnimi koeficienty

144 Rette nasledujici rovnice:

1.9"—16y =0; 2.y" +7y" —8y = 0 pfi pocateénich podminkach y(0) =1 ay'(0) = 1; 3.9" +y"—y'—y=0;
4.9 410y +25y=0; 5.9 4290 4,y =0

145 Rete nasledujici rovnice s pravou stranou:
Ly"—2y"+y=1; 2.y"—y=x% 3.9" =2y’ =4x 4+ 2cos2x; 4.y" =5y +4y =4x* + 17sinx; 5.9" +y =e"cosx.

AAL . . . . . . .. . . Y ..
146 | Pruzina. Mame pruzinu, kterd je v roviné jednim koncem pridélana k pocatku a na druhém konci je pridélana castice. Céstici

natahneme do bodu (x,,0) a vysleme ji rychlosti v, ve svislém sméru. Jak se bude Castice pohybovat?

147 | Pohyb v elektromagnetickém poli. Céstice s nabojem ¢ leti v roviné xy rychlosti v = (v, v, ). Intensita elektrického pole je
E ve sméru osy y a magneticka indukce je B ve sméru osy z. Na ¢astici pusobi pouze Lorenzova sila § = g(#€ 4+ v X 3) (starobylé pismo

oznacuje vektory). Zjistéte, jak se v tomto poli Castice pohybuje.

148 | Crusher. Nékdy je potieba zjistit, jaky tlak vyviji plyny pfi néjakém vybuchu. Takovy stary dobry zpisob, jak to zméfit,
spociva v nasledujicim: vybuch se provede v néjaké pancéfované komore s pistem, ktery tésné naléha na médény valecek, tak receny
crusher. Tento valecek opét z druhé strany tésné priléha k néjaké dokonale tvrdé zdi. Tlak vybuchu p pak zatlaci na pist, jenz zabira
ve stén¢ komory plochu S, a ten stladi crusher o néjakou délku x; ovSem crusher tomu klade odpor silou R = R, + kx, kde R, a £
jsou konstanty. Po vybuchu se crusher vyjme a zméri se, o kolik se stlacil. Jak z toho spocitate tlak p zptsobeny vybuchem? Tento tlak
povazujte za konstantni, zménu objemu komory pfi posunu pistu zanedbejte.
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Dvanacté cviceni (ODR, co se jinam neveslo)
SniZeni radu
Rete nasledujici rovnice tak, Ze u nich nejdfiv snizite rad a pak je dorazite standardnimi metodami:

1. y/// — //2; 2. yy// + 1 — y/Z; 3. y// — ey; 4. y// — 2yy/, 5. y//} + xy// — 2y/’ 6. y//2 — y/Z + 1, 7. zyy// — y2 +y/2;

3

8. xy — y//_xy//; 9- y//z +y/ — xy//; 10. yy// — y/Z _y .
U téchto rovnic snizte rad tim, Ze je prepisete jako Uplnou derivaci. Pak s nimi skoncujte béznymi postupy.
1. yy/// + 3y/y// — O; 2. yy// — y/(y/ + 1); 3. y/y/// — 2y//2; 4. xy// — zyy/_y/; 5. xy//_y/ — xzyy/.
Vyuzijte homogenity nasledujicich rovnic ke sniZeni jejich fadu a jejich naslednému feseni:
/ 2
LA+ 002 =) =xyys 227" =0—xy)5 3y =y0 s 4"+ y} * % B y7

Dalsi typy rovnic

Reite tyto Bernoulliovy rovnice:

L.xy'+y =y*xInx; 2.9 +2xy =2x7y%; 3,677 +xy’ = 1.
Tyto rovnice jsou nerozres$ené vzhledem k derivaci. Poradite si s nimi?

/

1.2xy" —y =Iny’; 2.2yy" = x(y* +4); 3.9 =exp %; 4.y =2xy" +y' —9y"% 5.y/:ln<xy/—y>.

Posledni varka aplikaci

Al . v S v
Retézovka. Jaky je tvar volné zavéSeného, dokonale ohebného, homogenniho fetézu s délkovou hustotou y? Retéz prosté
povésime mezi néjaké dva body a pak ho nechiame.
Dobry zptisob, jak to pocitat, je tento: vySetfeme kus fetézu VX, kde V je vrchol fetézovky a X je néjaky pohyblivy bod (viz obrazek).
v . - Ve . °
Tento kus retézu zleva taha néjaka neznama, ale konstantni sila F,, zprava zase taha néjaka sila F (x), a k tomu také svisle dolt tahne sila

’ / / / 717 . / - = = . R
tthova. Aby byl nas kus retézu v rovnovaze, musi byt soucet téchto sil nulovy, tedy F (x)+ Fy + G = 0. Rozepiste zvlast’ vodorovnou a

svislou slozku a z toho spoctéte smérnici teCny. Dostanete diferencialni rovnici, tu feste.

v — — . .
Napoveda: Dokonala ohebnost znamena, ze sily F (x)a F, tahaji ve sméru tecny. Viz obrazek.

Keplertiv problém. Tak se jmenuje problém pohybu télesa v centralnim poli, vétSinou gravitatnim. Tento problém se tedy
tyka mj. i pohybu planet kolem Slunce (proto se taky jmenuje Keplerav). Nyni si ho plné vyfesime.
V roviné pusobi gravitacni sila s potencidlem —a/7, kde 7 je vzdalenost od stredu. V této roviné je jedno volné téleso o hmotnosti 2,
které ma energii £ a moment hybnosti L. (Potencialni energie tohoto télesa je hmotnost krat potencidl, tedy —ma/r.)
1. Napiste zakon zachovani energie a zakon zachovani momentu hybnosti v polarnich souradnicich r a ¢.
2. Ze zakona zachovani energie odstrante zavislost na ¢.

v . .. v v dr 7 .. .
3. Naleznéte trajektorii, po které se bude téleso pohybovat. Docilite toho tak, ze spocitate — = —. To Vam da rovnici, v niz vystupuje

jen 7 a @, a tak ji muZzete vyresit a spocitat tim zavislost 7 na ¢. v

4. Popiste mozné trajektorie télesa n¢jak jednoduse slovne.

5. Jako bonus si muzete bez pocitani odvodit tveti Keplersiv zikon takto: Reknéme, ¥e jsme nalezli jedno fedeni 7(¢). Ted' do zékona
zachovani energie dosad’te r = Ar a t = At (tedy jak prostor, tak &as jsme na$kalovali néjakym parametrem). Spotitejte, jaké musi byt &,
aby se mocniny A vytkly a zkratily. Co to tika o dalsich resenich?

Nipovéda: V polarnich soutadnicich je v* = 72 + r2¢?* (dokaZte si to).
_r
1+ecosgp

Napovéda: Rovnice r = zadava v polarnich souradnicich kuzelosecku o excentricité e.
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156 || Koronavirus II. Model koronaviru uz jsme tu méli, ale udélame si jesté trochu lep$i. Rozdélme si lidi na zdravé, nakaZené a

vyrtazené (to jsou ti, u kterych nemoc uz skoncila (at’ uz jakkoli), a proto (nékdy naivné) predpokladame, Ze uz se znova nakazit nemohou).
V Case t = 0 m¢jme 7, nakazenych. Sestavte rovnice pro pocet zdravych z a pocet nakazenych 7 v zavislosti na Case. Predpokladejte, ze
rychlost nakazeni zdravych lidi je tmérna zn (tedy poctu setkani nakazenych a zdravych), koeficient imérnosti oznacte a. Je-li stredni
doba prubéhu nemoci 7', mizeme hodné hrubé uvazovat, ze za ¢as dt bude vyrazeno asi Sn dt nemocnych, kde 5 =1/T.

Sestavené rovnice feste. Pfedem upozornuju, ze soustava neni v Uplnosti presné a analyticky fesitelnd. Takovy uz je Zivot. Ale i presto se
da leccos spocitat. Tak s chuti do toho a zkuste si néjak poradit.

RESENI NEKDY V BUDOUCNU

(pokud se mezitim nezblaznim z opravovani pisemek...)
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Odpovédi a feseni

1. Ad 1. Stadi to prosté rozndsobit, vSechny ¢leny aZ na dva krajni se odectou. Ad 2. NapiSeme 7 stejnych zavorek vedle sebe:

(a+b)a+b)---(a+b). Musime napsat s&itance odpovidajici viem mo¥nym vbériim po jednom &lenu z kazdé zévorky. Kolika zptisoby

mtizeme udélat 2”? Jednim: v§ude vybereme a. Kolika 2”752 V jedné zavorce vybereme b; to lze udélat <7ll> zpusoby. Ze zbylych

vybereme a. Proto je tam a” ' b celkem <711>-krét. Podobné 2”2 b? tam bude <z>-krét atd.

n AR b\ b2—4 . . A

2. x2+bx+c:<x+z> +C_T:<x+5> E— C.Protolzerovn1c1x2+bx+c:0psétrovnéi]ako <x+5> =" C,
. + b2 —4ac

x4+ —=
FET 2

3 Ad 1. —x*4+2x+3= —(x—l) +4.Toje nezaporne pro—1>x>3,atoje tedy defini¢ni obor. Ad 2. Pod obéma odmocninami
musi byt nezaporne lislo, tj. must byt x> 2. Zaroven nesmi byt obé odmocniny stejné. ]enze k tomu by doslo pii x = —5, kdy vyraz uz

stejn¢ neni definovany, a tak to uz nic nezméni. Defini¢ni obor je (2; 00). Ad 3. Opét musi byt pod odmocninou nezaporné ¢islo, tj. musi
byt |x| > 1. Kromé toho nesmi byt ve Jmenovateh nula, tj. |x| # 2. Proto je defini¢ni obor [(—oo;—1) U (1; 00)]\ {—2;2}"

1 1
§4.§ Ad 1. Rozs{iime v2'+ 1: = V24 = V24 =+v2'+1. Ad 2. Opét roz§itime obdobné, tj. V' 5+ 2v/3".
N ﬁ—1 W2+ 1)W2'=1)  (V2)—12
Dost V3 13V542/3 51677 Ad 3. 1 _1+4/2— F 1+v2' =3 /2+2-4/6
ostaneme — )
v25—4-3 14243 (1+v2P— 2V2 4
24247241

v/ r T2
= a+Vab + b. Vjraz je tedy roven (va' — Vb)Y (a + 2Vab + b)=

= 1. Ad 2. Tady upotrebite vzorec z prvntho cvi-

5. Ad 1. Dame na spolecného jmenovatele, zistane

ayJa'—bJ'b'
Va—+b
=[(vVa—Vb)Va+Vb) ] = (a—b)*. Nemuseli jsme psat absolutni hodnoty, proto¥e vyraz mé smysl jen ptia > 0, b > 0.) Ad 3. Dime
7P
WX+ VIV A+ WY = 2x+2y . Ad 4. Ve jmenovateli velkého zlomku je ! + ! +
(F f)(F+f) x—y (x+2) (x—=27

42 o1 _ <x i > + ! 2> e z;bzx o Po dosazeni do vyrazu ziistane (x 4 2)°.

6 Nejdiy ve vzorci (x £ y)? = x? + 3% + 2xy dosadime x = v/, y = Vb a odmocnime, co¥ d& @'+ Vb = Va+b+2vab .
To znamen4, ze kdyz mame odmocninu 4/ # +24/v', chceme najit @ a b tak, aby bylo # = a + b, v = ab. Proto jsou a a b feSeni
rovnice X —uAd+v = 0. Ad 1. V5+2v6 = v2'+ /3. Ad 2. Nejdifv vytkneme tak, aby u té vnitin{ odmocniny byla dvojka:

V22 —4+/30" = V2"V 11 —2+/30". Na tu druhou odmocninu u méizeme pouZit odvozeny postup a zjistime, Ze V 22 —4+v/30' = v2/(v/6' —
— \/g‘) =412 —+10.

7 Jisté plati (va —v'b')? > 0. Proto plati i a — 2vVab '+ b > 0, co¥ se d4 piesklidat na ¥4danou nerovnost. Rovnost nastévé pii

1 . ‘/dk+l _1/61/6
Ve + VP41 d
Va, —4/4 —1)d 1 1 1 1 1/d 1/d
vypadne a ztistanou jenom dva krajni ¢leny, v = (n—1) . Ad2. = < —> = 1d_1d .Dile
Ap+1— % A A1

d d(ya, +/ay) Ay

leni: a®> — b = (a — b)a* + ab + b?). Proto

na spole¢ného jmenovatele, vyjde

. Po secteni zlomkd skoro vSechno

8. Oznalme rozdil mezi sousednimi &leny posloupnostid. Ad 1.

A Ayt
zcela stejné jako v isle 1.

9. Zfejméje S =+/1+S. Vzavse (tverec, dostaneme §? — S —1 = 0. Odmocnina zfejmé ziporna byt nemtiZe, proto ziporné feseni

""" 1+ﬁ

zahodime a dojdeme k zavéru, ze S = . Mimochodem, to je ten slavny zlaty rez.

10. Ad 1. Kdyby pro néjaké x plamlo expx = 0, pak by bylo 1 expxexp(l—x) =expl =0-exp(l—x) =0, coz je spor s po-

Yadavkem, aby bylo expl = e # 0. Ad 2. expx = exp(x/2)exp(x/2) = [exp(x/2)]* > 0 a nula to podle pfedchoziho bodu neni.
Ad 3. expOexp0 = exp(0+0) = expO0. Proto je expO feSenim rovnice w” — w = 0. Ta m4 reSeni 0 a 1. Nula to ovem podle prv-
niho bodu neni. 4. Indukci: pro 7 = 1 plati. Pokud to plati pro 7, pak (expx)"t! = (expx)” exp x, to je dle indukéniho predpokladu
expnxexpx =exp[(n+ 1)x] aplati to i pro 7 + 1. Plati to tedy pro vsechna prirozena Cisla. 5. exp x exp(—x) = exp0 = 1.

11.  Ad 1. expx je definovana pro vSechna redlna Cisla, ale ma jen kladné hodnoty. Do logaritmu se tedy davaji jen Cisla kladna (vy-

sledky exp x) a zpatky dostaneme x, co¥ miZe byt jakékoli redlné &slo. Ad 2. xy = exp(Inx)exp(Iny) = exp(Inx + Iny). Zlogaritmovat
1

obeé strany. Ad 3. Zlogaritmujeme x/x = 1: Inx +ln — =In1=0 (viz dile). Ad 4. Podobné: xa = (expInx)* = exp(a Inx), zlogaritmovat

obé strany. Ad 5. In1=1Ine’ =0. Ad 6. Ine =Ine' = 1

12, x=a"%" = (explna)&* = exp(Inalog, x). Vzit ptirozeny logaritmus na obou stranéch.

13. Ad 1. 3% —3% =3.3* —3% = 2.3% Proto d¢lime rovnici dvéma a dostaneme 3* = 81, tj. x = 4. Ad 2. ZapiSme ji takto:

*To znamena: interval od —oo do —1 véetné plus interval od 1 véetné do oo, oviem bez Cisel 2 a —2.
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v . g v (2\F 2\* 2\* , ..
2% 4 2¥3% = 2.3%*, Patrné se bude hodit délit 3%*, coz da <§> + <§> —2 =0. Klademe # = <§> a mame rovnici #> +#—2 =0
vV v ’ . 2 x . 4 4 / oV ’ o 4 4 M 4 X
s reSenimi 1a —2. <§> nikdy ziporné byt nemuze, proto —2 zahodime a zlstava <§ =1, tj. x = 0. Ad 3. Nasobme 2e*, tak dostaneme
. C . v, . 2a £ v/4a?
(e*) —2ae* —1 =0, co? je kvadratick4 rovnice pro e*. Refent je e* = i zﬂ 4 a++a?+1.Znameni ,—* nepripada v Gvahu

(¢ nemuze byt zaporné), takze zbyva reseni s ,+“. Po logaritmovini mdme x = ln(a +1va2+1 >

Inb Ina Inx  Inx

14 Ad1.log, b-log,a=— =1. Ad2.log, x = — log2 x aobdobnéiloggx = = log2 x. Proto log, x+log, x —
P Ina Inb n4  2ln2
11 7 a+b 1. a+b 1
—loggx:(l—l—z—g)logzx:glogzx.Ad 3.In P :Elna—b [ln(a—{—b)—ln(a—b)].Ad 4.Inx/Inlnx =log, . x. Proto
(hlx)lnx/[nlnx — x.

: .2 . . _ .
315. Ad L 1+i  (141) i Ad2 (243i)(4451) —7+422i

1—1_12+12 ’ ) 25 T 25

. Ad 3. zz" = |z +0i. Ad 4.e*™ =cos2km+isin2km = 1+0i.

Ad 52=—1takZe i’ =—1-i=—iai* =(—1)- (—=1) = 1. Proto i®° = (i*}’® = 1°® = 1. Ad 6. ProtoZei* =1,tak 1/i=i'/i=1’ =—i.

1+1«F

aproto(1+iﬁ)2020 — <2eiﬂ/3)2020 22020 4im/3 _ 22020 —217':/3 Ad3 1+e1§a _ el@/Z( 1<p/2

19. |z + w|2 =(z+w)(z'+w)=zz"+ ww* +zw* + wz* = |w* + |z|* + 2 Re(wz). w2z je tislo nékde na kruZnici o poloméru
|w||z| se stfedem v nule. Proto je redlnd &st (a tedy vodorovn soufadnice) tohoto &sla nékde mezi —|w||z| a +|w||z], a tak je |z + w|?
nékde mezi (|z| —|w|)? a (|z| + |w])*.

%20. Ad1l.sina+b—c)=Jm {(cosa—i—i sina)(cos b+isin b)(cos c—isin c)} Po roznasobeni mame sin(a + & + ¢) = sina cos b cos ¢ +

+sin b cosa cos c—sin ¢ cosa cos b+sinasin b sin c. Ad 2. Stejny postup d4 cos(a — b + ¢ —d ) = cosa cos b cos ¢ cosd—cosa cos b sin ¢ sind +
4 cosasin b coscsind —cosasin b sin c cosd —sina cos b coscsind 4 sina cos b sinc cosd —sinasin b cosc cosd +sinasin bsincsind.

21, Ad 1. cos2x +isin2x = (cosx +isinx)* = cos? x + 2isin x cos x —sin” x, oddélit Re a Im. Obdobné pro 2.

n
3 . n b k- N 1 _
22,  MAmecosnx+isinnx = E < > cos”* x-i¥ sin® x. Suma napravo obsahuje n&jaky &len s cos” x, pak s cos” ! x sin x, cos” % x -

[ k=0 k
-sin’x, atd. a% k cosxsin” ' x a sin” x. U kazdého stoji kombinaéni &slo a néjaky nisobek i. Ztejmé redlny bude kazdy lichy ¢len a
imaginarni kazdy sudy. Oznacime tedy v kazdém radku trojihelnika ¢isla na stridacku treba Cervené a modre, pricemz zleva zatneme
vzdy Cervenou. Jeliko je i = —1 a i’ = —i, musime téZ vZdy u dvou levych nechat ,+, pak k dal$im dvéma dat ,—, k dal$im dvéma
zase ,+“ atd., kam az stal ¢isla. Dostaneme asi takovyto vytvor:

cott u d 1 ok

Chceme-li cos nx, ¢teme jen Cervena Cisla v n-tém Fadku (ten hornt je nulty), pro sinzx jen modra. Tedy napiiklad cos4x = cos* x —

. 2 . 4 . . . 3 . 5
—6COSZJCS11’1 X + sin x nebo Sll’15x_5COS4XS11’IJC—1OCOSZJC511’1 X +sin” x.

23.  Pro diikaz tvodniho vztahu stadi prosté vytknout z cos ¢ +isin ¢ ne]drlv cos ¢, pak sin ¢. Pak mtiZeme tradi¢n{ e'“%) = e'“e'

zapsat jako cos(a + b)(1+itgla+ b)) = cosacos b(1+itga)(1+itg 17) Redlna ast ]e cos(a + b) = cosacos b(1—tgatgbh), imaginarni je
cos(a + b)tg(a+ b) = cosacos b(tga +tg b). Podélenim obou rovnosti se kosiny sejmou a zustane zadany vzorec. Podobné pro 2.

tga+tgh +tgc—tgatgbtgc
1—tgatgh —tgbtgc—tgctga

%24. Stejné jako v predchozi tloze dokdZeme tg(a+ b +c) = . Ad 1. Podosazenia+b+c = n vyjde

. 4 ’ / IV . /. Ve v/’ 7 ’ b b
najevo, ze zlomek musi byt 0, a tudiz je nulovy jeho Citatel. Ad 2. Spocitame pomoci vzorce tg<g +—+ %) Po dosazeni < > 42482 F

2 2 2 2
se zjisti, ze tangenta neni definovana. Jednotlivé Ghly jsou kazdy mensi nez 7, a tedy jejich poloviny jsou mensi nez /2. Proto vyraz

nedava smysl jen tehdy, kdyZ je jmenovatel nulovy.

25. Kdyz roznasobime zavorky ve vyrazu (A +tga,)--- (A +tga, )= A4 S AT 4 S | zjistime, Ze S, je soudet vsech tan-

gent, S, je soucet soucinu vSech moznych dvojic rozliénych tangent, S5 je soucet soucint po trech atd Podobné ]ako v tloze 23 napl-
Seme cos(a, +---+a, )(1+itg(a, +---+a,)) =cosa, ---cosa,(1+itga,)---(1+itga, ). Oddélime-li redlnou &st, bereme na pravé strané
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postupné vsechny souciny Uplné bez i (to je jen jednicka), pak s pravé dvéma i (to je soucet soucint po dvou, tj. S,, ovSem nasobeny
i? = —1) atd., aZ dokud to jde. Mdme tedy cos(a, +---+a,) = cosa, ---cosa, (1—S,+S,—--). Porovnanim imaginarnich ¢4sti dostaneme
cos(a1 +--4a,)tgla,+---+a,)=cosa,--cosa,(S; — S; + S5 — -+ ). Délenim obou rovnosti ziskéme zadane.

| ot
26. Vyrazy cosa =+ cos b a sina + sin b jsou relnou, resp. imaginarni &sti soudtu e + e'?. Zde vytkneme ¢!z, &m? vyraz pe-

onlit57) el

jde na exp<iﬂ+

a .
>] Hranata zavorka je pn znameni ,+“ rovna 2cos s piﬁ znameni ,— zase

: v ’ ’ / . L4 7N e v/ - . . . - b
2isin . Oddélenim realné a imaginarni Casti se obdrzi cosa + cosb = 2cos 20 st , sina +sinb = 2sin 272 cosZ >
. a—b . b . . . a—b b
cosa—cosb =—2sin “=Z sin 22 3 sina—sin b = 2sin 2 cosﬂ_; .
o ia __ a—ia  ib__ —ib i(a+b) —i(a+b) __ ai(a—b) __ a—i(a—b)
27.  ZapiSemesinasinb = ¢ 2.e £ 2’e =— % £ te 5 € ¢ = %[cos(a —b)—cos(a+ b)]. Stejnym
L i i
zpusobem se zjisti i sinacos b = %[sm(a +b)+sin(a—b)]acosacosh = [cos(a +b)+cos(a—b)]
ia | i(at+d) ifat(n—1)d] ia e —1 v : ind/2 _ - - id/2 v/ . (n—1)d
28.  e“4e'tq... 4! =T V Citateli vytkneme €%/, ve jmenovateli e'“/* a obdrzime exp | i{ 2 + — )|
: e —_—
1nd/2 —171d/2 . <n - 1)d 21 sin 7 ’ 7 A v ’ ’ ’ . . IS e v/ ’
————— —explila+ . . Po zkraceni 2i a oddéleni reilné a imaginarni casti dostaneme oba zadané vzorce.
eld/2 _e—id/2 2 2isin &

2

29.  Nakreslime si nejdriv obrazek:

2

Nyni si miZzeme vypomoci oby¢ejnymi zakladoskolskymi pomuckami ,sinus je protilehld ku pfeponé* atd. Tyto poucky ndm hned

. Rez Jmz . .
sdeli, Ze sinargz = —| o cosargz = | | atgargz = oyt V prvni rovnosti sta¢i vzit na obou stranich arcsin, v druhé arc cos a ve treti
z ez
arctg a polovina vzorct (ty, které zalinaji argz = - - -) je dokdzana. Ty ostatni vzorce jsou jen jinou variantou téch, které jsme ted’ dokazali:

, . mz o . ; ’
v 1. se ptame, jaké mame vzit z, aby =— bylo rovno Y Mégeme tedy vzit tieba z = x +iy a po dosazeni mame dokazan prvni vzorec.
e x
Stejné tak v 2. a 3. se ptime, jaké mame vzit z, aby JImz/|z|, resp. Rez/|z| bylo rovno x: tak zfejmé potrebujeme |z| = 1 a Imz = x,
resp. Rez =x, z Cehoz uzvycha21 ze z=1/1—x2 +ix, resp. z=x +1iy/ 1 —x2.

| 1 5+1)*
330. Ad1. arctg +arc tg 13 = arg(2+1)+arg(3+i) = arg[ (2+i)(3+1)] = arg(5+5i) = /4. Ad 2. 4arctg ——arctg 739 =418 %
,,,,,,, i

1/ (239 —|—1) (239—1)/ (2392 +1). OvSem déleni kladnym realnym ¢islem argument nezment, takze na 1/ (2392 +1) se vykasleme a zustane
arg[(S +1)%(239—1)] = arg(114244 + 114244i) = 7 /4.

331. Ad 1. arctgx +arctgy = arg[(1 +ix)(1+iy)] = arg(1—xy +i(x +y)) = arctg 1x +

332. Ad 1.sinarccosx = \/1 —cos2arccosx = \/1 —x2. Ad2. s1n(arc cosx +arc cosy) = sin(arccos x ) cos(arc cosy )+cos(arccos x) -

cos?(arccos x) x2

ctg’(arccosx)—1  T—cos(arccosx) 1 = —1 2x2—1
- sin(arccosy) = 4/ 1—x2y + x4/1—y2. Ad 3. ctg(2arccosx) = = = = .
») 4 8 ) 2ctg(arccos x) ZM 2x/V/1—x2  2xy/1—x2
sim(arccosx

14+x
ctg4ctg( arccosx)—1 1t—x—l_,/1+x_,/1_x 141 x2
ctg4+ctg( arccosx) '/li_"+1 Vi+x +4/1—x x ’

33. Aby daval vyraz smysl, musi ddvat samozrejmé smysl viechny funkce v ném obsazené. Proto Ad 1., 2. 2N &. Ad 5. Tady je

nutné, aby nav1c bylo g # 0. Proto je defini¢ni obor (2N &)\ {x|g(x) =0} (tedy od priniku & a & musime jesté odebrat viechny body,
kde je g(x)=

34, Slnus a kosinus nabyvaji hodnot od —1 do 1. Arkussinus a arkuskosinus berou hodnotu sinu a vract k ni pfislusny thel; mohou
tedy byt definovany jen na intervalu (—1;1). Tangenta nabyva vsech realnych hodnot, a proto je arctgx definovana vsude (stejné jako

arcctgx).

1— 1
Ad4.sin ( arccosx) = Tx Ad4.ctg<§—|—§arccosx>

35, Ad1. Tady sta¢i pouzit tu definici s opakovanym nasobenim a x muze byt jakékoli (prl a < 0 ovsem nesmi byt nula). Proto je Je

definién{ obor R p¥i @ >0a R\ {0} pti a < 0 (vyraz 0° nen{ definovan). Ad 2. Tady musime pou¥it definici s logaritmem. Proto x miiZe
nabyvat jen téch hodnot, kde je definovan In x, tedy defini¢ni obor je (0;400).

36.  Ad1.Pod odmocninou stoji (x—l)z—l. To je nezdporné, je-li |[x—1| > 1. Zaroven In x je definovano jen pti x > 0. TakZe celkem

to je definovano pri (2;+00). Ve jmenovateli je nula jen pii x = %1, coZ tam uZ stejné nepatri, tak to nemusime odebirat. Ad 2. Prvni
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clen je definovan pri |x + | <1, 4. prix € (—5;—1). Zatimco druhy je definovan jen pri x > 2. Tato funkce tedy neni definovana nikde.

Ad 3. 1+5sinx je vzdy nezaporné, protoze sinx ma hodnoty od —1 do 1. Funkce tedy neni definovana jen v pfipadé, ze 1+ sinx =0, tj.

x =2km— g Nakonec odmocnina je vzdy kladnd, takze logarimus neni definovan jen pri 1 —sinx =0, tj. x = 2km + —. Tedy celkem
je defini¢ni obor R\ {k7 + %} Ad 4. Tady musi byt x celé &slo. Ad 5. Musi byt |x>— 1] < 1, tj. x mus{ byt v intervalu (—v/2}+/2).

Kromé toho must byt ovsem i |3 — x?| < 1, coZ ovSem neni v tom intervalu splnéno nikde kromé obou krajnich bodd, kde je 3 —x* = 1.
Proto definiéni obor tvoi jen ty dva body a je roven {—v/2;v/2}.

37. Ad1 Suda. Ad 2. Llcha Ad 3. Licha. Ad 4. Suda. Ad 5. Licha. Ad 6. Ani jedno. Ad 7. Taky ani jedno. Ad 8. Licha.

39.  Ad 1.Suda. Ad 2. Taky sudi. Ad 3. Ani sud4, ani licha.

40. Ad 1. Lich4 (je to vidét z definice). Ad 2. Lich4 (soudin liché a sudé funkce, také Ize psét jako 5 5sin2x). Ad 3. |x’|jesud4, arctgx

lichd, x* +x° 4+ x ]e jakozto soucet lichych funkci rovnéZ licha. Celkem je tedy funkce suda. Ad 4 Ani jedno: (—x)? +(—x) = x*—x, coZ
se nerovna ani x? 4 x, ani —x? —x. Ad 5. Suda. Je totiZ f(x) = W(x)+ W(—x) a f(—x) = )—I— W(x) = f(x). Ta funkce W tam
byla jen na vystraEeni ve skutecnosti je dost jedno, co je to za funkci, jen musi byt takova, aby W(x) + W(—x) davalo vibec smysl. To
zde je, protoze W(x) je definovana od —1 do oo.

41.  V predchozim pr1kladu uz jsme si v8imli, Ze f(x)+ f(—x) je vzdy sudé a f(x) — f(—x) je vzdy liché. Staci tedy klast g =

S0+ ==
2 2

42, Ad1.In7 roste daleko pomaleji neZ 7, takZe limita je 0. Ad 2. Jednicka je nicotna proti e”, takZe staéi politat lim n’e™ =0
: n—00
2.1
e

, pak s limitou mazeme zalézt zvlast
—7

(exponenciala roste daleko rychleji neZ #%). Nebo bychom mohli krétit e”, dostaneme lim

n—oQ

= 0. Ad 3. Tyz pripad, jednicky jsou zanedbatelné vzhledem k e”. Nebo tim

do ¢itatele i jmenovatele a opét dostaneme lim ne™”

n—oo

o , , . . Y - . Inn ,
mtizeme kratit; v obou ptipadech dostaneme 1. Ad 4. Jmenovatel roste jako 7%, takZe je to zhruba totéZ, jako lim —— = 0. Formalné
n—oQo n

bychom to na tuto limitu opét plvrevedli zkricenim n. Ad 5.V (itateli obé odmocniny rostou asi jako 4/7', ve jmenovateli kazda roste jako

T44/14+ 1
v/2n. Limita je tedy F . Formalné to zjistime tak, Ze zkratime 4/7'a dostaneme lim ———"—.1/713/n jde do nuly, a
1/ ,\/—‘ n—oo ‘/_\ + l2 + 3
1 1 14+e 7 43e 2" 1 27 2 2 22
tak zlstane ———— VT Ad 6. Zase zkratime e, dostaneme lim te foe —.Ad7.—==-=.=.=... - Zlomky
n—00 e —17e- n! n
N vz 2+43en—17e21 2 11234

2/n klesaji k nule, a proto i cely soucin takovych zlomki nakonec must jit k nule. Ad 8. Je jedno, jak velké ¢islo je v Citateli u 72. 7 Easem

prevladne, a proto je ta limita O.

‘ 2
43.  Ad1.Evidentnéjeto lim n(n—1)= co. Ad 2.Roz8ifime /(7 +a)(n + b)—n, takZe dostaneme lim (ntafntb)—n =
| =00 =0 J(n+a)n+b)+n

b
: b b : : at+b+7; b : .
= lim (atb)nta . Ted’ lze kratit 7, dostaneme lim z _at . Ad 3. Jelikoz n + /7' je mensi nez 2n,
"=\ (n+a)n+b)+n T JA+ 1+ L) 41
v . / ’ . Ve 1.7 / v VIV . —2n—3
tak prvni ¢len neporoste tak rychle jako ten druhy a vysledkem je —oo. Pfi formalnim vypoctu to rozsifime: lim nt V=2
n=00 n4 4/ +/2n+3
2 3 ! V.. . v 7 V7 ’ i M ’ .
a zase zkratime n: lim —2 —I— —— —\/ = /2 \/ -+ Citatel jde ke kone¢nému cislu, —2, zatimco jmenovatel je kladny a jde
, . v ) 1/n . 1 1
k nule; vysledek je tedy —oo. Ad 4. Zas ten stejny trik s roz$irenim: lim n————— = lim = .
" . 2 . 2 n?—1 —1
44, Ad 1. lim cos Vvt = cos lim V2 = cosO = 1. Ad 2. Nejdriv sesikujeme ty logaritmy: InZ nZ
o n— 00 n+3 n—oo 43 2+1 7Z+1

(n?—1)(n+1)
(n2+1)(n—1)
zlomek mé limitu 2, druhy 1/2, tak¥e celkem je vysledek 4/3/2. Ad 4. Vejdeme s limitou do exponenciély. Pak roziiime (n* + 1)*° +

. Vejdeme s limitou do logaritmu a zjistime, Ze je limita rovna In 1 =0. Ad 3. Vejdeme s limitou do odmocniny. Prvni

+nv/ 13 + 1 +n% Nahote dostaneme vztah pro 2°> — b°, takZe celkem mame exp lim . Jmenovatel roste jako
P P.l% (M3 4+ 12+ nvnd +1'+n2 :
2, takZe limita uvnitf je 0 a celkem je vysledek exp0=1.

345. Ad 1. lim y/a'=explim Ina . Ina je néjaka konstanta, takZze celkem je to Ina - lim L 0. Ad 2. lim y/n'=exp lim Inn =

= XpO—l Ad 3. Vnittek limity zapiSeme jako 23titgtt

je tedy 2'=2.

. Limita souctu v exponentu je 1 (je to soucet geometrické rady). Vysledek

Lo ki1 1
R+ Re+1)  k k+1

%46. Ad 1. Zapisme . SeCteme-li takové vyrazy od & = 1 az do k = n, dostaneme pravé
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vnitrek nasi limity. JenZe tento soucet je 173 + 373 + 371 atd., zkratka vSechny ¢leny az na ty dva krajni se navzajem zrusi. Delame

- 1 oy vy .. v v:
tedy limituz 1 — PEE coz je ztejmé 1. Ad 2. Zase zlomky uvnitr limity seCteme a pouzijeme toho, ze soucet prvnich » prirozenych

n
+ 1 2 1 v V7.7 v 17 ’ V.
—n(n )/ = —. Ad 3. Opeét poscitime zlomky. Kazdé dva sousedni zlomky se sectou na

—1 1 . . . Ve Vevy V7 4 ’ Ve
n—=7 Ad 4. Tohle je asi nejslozitejsi priklad, protoze musime néjak
n

Cisel je n(n + 1)/2. Proto mame pocitat lim
n—0oQ n

—1/2n atakovych dvojic je tam 7. Celkem tedy délame lim

n—oo

v 1 3 5 2n—1 ;v ., vis . C vy voy v . v
secist + % + » +- 4 IR Elementarné to nejsnaz udélame asi takto: jesté k tomu pficteme a zas odeCteme geometrickou fadu
1
1 1 1 1 11—5% 1 1 2 3 n 1
—+—+—+F—== =1-— . Tim ten soucet pre i§emena2[——|——+——+—---—|——]—<1——>.Souéetvhranat'ch
2 22 )3 m 9 1_% 2n+1 prep 2 22 23 omn on+l Y
zavorkach rozepiSeme do takovéto ,pyramidy“:
A
> -+
A4
T ET
A A A
Y FAETET
Z o+
4 Py - > ok T ok
U 144 4 —L +—
v A e T e
>z Z = :

Jednotlivé ¢leny jsme tam zapisovali po radcich. Ted” ovsem scitejme po sloupcich; v kazdém sloupci je geometrickd posloupnost,
L1

. .. ok T ontl l 1 °
takze hned vidime, ze v k-tém sloupci je soucet % = <2—k — ﬁ> Sectenim vsech sloupct od # = 1 az do 7 tedy dostaneme
n

1 1
31" 2n

T Hntl
1—; 2

2

. v . IV o ’ v v v Vi1, 1 1 2 1
. Dame-li to v8e dohromady, je nas ptivodni soucet, z néhoz se déla limita, roven 2 [4 <— — ) - :|—<1 — >
2 on+l) il on+l

4 V7 . . o ’ v v 1 o 4 1
Z toho ted’ musime vypocist limitu. To zpUsobi, Ze vSechny ey vypadnou a zustane ndm pouze 2-4-=—1 = 3. Ad 5. Jsou tu

dvé cesty. Jedna elementdrni pro toho, kdo ma rad dvojkovou soustavu: pti rozndsobovani secteme souciny vSech moznych kombinaci
Vv o / . v /4 4 v /7 4 7 y * -V v / Ve . .

clent branych po jednom z kazdé zavorky a v kazdé zavorce lze vzit bud’ jednicku, nebo g umocnéné na néjakou mocninu dvojky.
Roznésobime-li tedy vie, dostaneme 1+ ¢ +¢* +¢* +¢* + 4" + 4" + ¢ + ... zkritka ka¥d4 mocnina g se objevi pravé jednou,
proto¥e stithnim 0- a 1-n4sobki mocnin dvojky dostaneme viechna piirozens sla a¥ do n&jakého 2% — 1, ka?dé jednou. Proto je cely

. n 1_ 2"+1 . . Ve o v <7 . . 7 Ve ’ ’ V17
soudin roven 14+q+q>+q> +---+¢*" ' = % alimita z néj je proste ! . Jiny zpusob je trikovy: soucin vynasobime a vydelime
—-q —q
1—gq. Pak dostaneme vlevo (1—¢)(1+¢q) = (1—¢?). To se ale nasobi s (1+¢?) a vznikne 1—g*. A tak porad dal, aZ stejnym postupem
. L =g
vSechny zavorky vyluxujeme a vyjde najevo, Ze soucin je roven %, z Cehoz limita je T
—q -9

P v 1 , N T .11 2 1 ViV, v

47.  Cleny 1a 3 ponechime bokem. Pak vezmeme dvojici 3 + 7 Tretina je vétsi nez Ctvrtina, a tak je = + — > =3 Dalsi ctyri
v .7 1 1 1 1 s Ve V. v/ \4 1 4 v Ve . vV, v/ v 1 1 . v v/ .. ’
cleny jsou S + p +o+ g &ty prvni th jsou verdi neZ o, takze tato Ctvefice je vetsi nez 4 - =7 Stejné tak v dalsi osmici je prvnich sedm

vV v/ v v . . M vV v/ v 1 V7 4 4 4 v n / v v v V. . v

zlomka vetsi nez —, takze i tato osmice je vétsi nez 22 tak porad dal. Celkem dostavame, ze 2”-ty soucet vzdy prevysuje 1+ %, takze

1 2

48.  Posloupnost je zjevné rostouct (potéd pFititsme kladn4 &sla). Udéldme horni odhad: jednitku ddme bokem, pak > + 3 <

.. . : . 4 . 8
v dal$f ¢tvetici nahradime vechny zlomky 1/4% a zjistime, Ze je ta étvefice mensi neZ. yrL dalsi osmice je mensi nez P atd. Viechny soudty

. oy v vy C gy 2 4 . _—
jsou tedy jisté mensi nez soucet geometrickeé rady 1+ % + yr! +-o=14 3 + y + 3 + -+ =2. Proto limita existuje.
49.  Ad 1. Potiebujeme, aby bylo ve jmenovateli zZlomku a v mocniné stejné Cislo. Udélame tedy takovouto ipravu s tou mocninou:

\
" 1 nt3 1 - S ve e 1. . , -
> = \J <1 + > . (1 + > . Limita z druhého ¢initele je 1 (exponent je tam konstantni) a z prvniho je rovna

<1+
2n+3 2n+3 2n+3

e. Celkem je tedy limita rovna 4/e. Ad 2. Napi$eme <1 + f) = [<1 + T) :| . S limitou vejdeme do hranaté zavorky, takze vyjde
n n/x

e.
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350. Vime, ze je e* = lim (1 + = > Rozepi$eme tu mocninu podle binomické véty a dostaneme e* = lim E /e'
: n n -

n—oo n—oo

_ hm n(n—1)(n—2)-(n—k+1)x*

n—00 n/e

o Zlomek je v limité roven jedné, takze skutecné mame e* = E —. (Tohle bylo trosku

k=0 =0
snelegalni®, ale to nevadi =. Takové ﬁpravy, kdy se rovnou délaji limity, byt’ v hloubi néjakého vyrazu, do ktereho by se s limitou podle
prav1del prochdzet ani nemélo, stejné vzdycky funguji.)

‘ a
51. Ad 1. Rozsifime v/x +4' + +/x' a dostaneme v/x +a —+/x' = ~ Ad 2. Zase rozsirime a dostaneme
. Vx+a+4/x zﬁ
(4, _ﬂz)‘x +b,—b, ~ (@ —a)x+ b — bz’ co¥ ide k Y
Vx2tax+b +/x2+ax+b, 2x

352. Tady muzeme Vzdycky s limitou vejit dovmtr funkce. Ad 1. Zlomek uvnitr ]de k —1, takze vysledek je —7 /2. Ad 2. Zlomek

i 142 —3 142 3 2x —38 —4

153. Ad 1. Rozsitime takto: v/ 1+ 2x (‘/ +ox )(\/ +2x 4 ) X X R

P V1+2x +3 \/1+2x +3 Jx'+2
2x—8  Jx+2 6

= ZZ = 3. Ad 2. Stejny pristup, jen ve jmenovateli musime rozsirit tak, aby $lo pouzit

a podobné i y/x' —2 = takze

nakonec mame lim

AT 43 x—4

2+ b =(a+b)a*—ab+b?). Po rozéiteni mime lim
(a+b) )- Jm =3 St

—x—8 4—2 2/3 12 v vy . -
i VXt === —2. Ad 3. Opét tyz pristup, ve jmenovateli

L 2 (P4 H1— 3
musime rozsifit podle vzorce a’> — b’ = (a — b)(a® + ab + b?), takZe nakonec mame lim_, yFeaToy = =3
v 2x*
Ad 4. Zase musime rozsirit na - 9‘63 ‘ .Kazdy ze tti &lent ve jmenovateli je ~ x?,
(34 x2+ 1P+ V3 +x2+ 1Y x5 —x2+ T4 (x3 —x24+1)23
2x* 2

tak¥e celkem mdme v/ x3 + x24+1—v/ x> —x2+1 ~ Pl Ad 5. Musime rozsirit tak, aby se obé odmocniny umocnily na Sestou; jen
x

tak se zbavime obou soudasné. Je to opét stejna pohadka: v Citateli se objevi (x*+3x%)2—(x?—2x)* = x*(x?+6x+9)—x> (x*—6x>+24x—8) =

=12x°+---, zatimco ve jmenovateli je 6 ¢lent, z nichZ kaZdy je ~ x°. Podélenim tedy dostavame 12/6 =2. Ad 6. sinvx +1'—siny/x =

2, 11— v 1+ .1 . . .. , .
—25in Y2 5 * cos Y2 + 5 tVx 2sin Wikt v/ x'. Argument sinu jde k nule, proto jde k nule i sinus a zbytek vyrazu je ome-
Vx

1 .
zeny, takze jeto 0. Ad 7. lim (\/ x24x — x) =2 takZze vysledek je arccos% ==

X—00

1 1 1
54, Ad 1. Vx —v/x+1 ~ ———— a podobné vx+1 — ~ .
PV Podebné Vak T =X~ oo

1 1 \/x—i— F 2f
neme x> (V/x+2'—24/x + 1 +4/x ~x3/2<———>— —x3PE — /4. Ad 2. Ve jmenovateli je
( ) 2Vx+1  24/x 2/x24/x+1 2x /

. oy T . — .
vV x2—a? =y/x+a+/x—a.Odmocninu s plusem muzeme poslat pred limitu, takze mame lim <F Ve + 1>. Zlomek je roven
V2a ¥24\ Wx—a

Ad 3. Predpokladejme, ze je m > n; pii m = n je to evidentné nula a pfi m < 7 staci oto-

Odectenim téchto dvou vyrazi od sebe dosta-

ﬁ;, coz jde k nule. Vysledek je tedy ‘/;7.

Cit znameni a m a 7 prohodit. Zlomky seCteme a dostaneme

m—mx"+m—n
(I—xm)(1—xn)
vzdy soudin ve tvaru (1—x)(x™ ' 4+x7 2 4---4x+1). Dlouha zdvorka obsahuje 7 &lent, které viechny jdou k jedné, takZe to mtizeme vy-
nx™ —mx" +m—

. Ve jmenovateli mtzeme rozlozit podle vzorce; vznikne

1 . . ,
tknout a pred limitou se objevi 1/mn. Celkem jsme to tedy upravili na — lim Z Polynom v ¢itateli tedy musime dva-

mn x—1 (x—1)2

krat po sobé délit x—1, nejlépe pomoci Hornerova schematu. Vyjde nx™ 2 42nx™ > +3nx™ 4. (m—n)nx" " (m—n)(n—1)x""2 +

+(m—n)(n—2)x"" +---42(m — n)x + m — n. Dosadime-li jedniku, vyjde prosté soucet viech koeficientti. Nejdifv musime secist

(m—n)m—n+1) nn—1) . . . 1 < (m—n)(m—n+1)+
—_— n

(1424---+(m—n))n=n ak tomu jesté pridat (m—n) . Limita je tedy rovha —

2 2 mn 2
+ (m—n)n(nz_ 1>> = n(;n — n>(m —n+l1l+n—1)= 277 o ztejmé funguje i pro pripady m = n a m < n, jak jsme to vysvétlili
na ‘zﬂe;gatku " ?
355. Ad 1. Dame na spole¢ny jmenovatel a dostaneme > #tl-ax’—ax—bx—b . Aby to byla nula, tak musime v Citateli zrusit

x+1
kvadratlcky ilinedrni ¢len (kdyby zustal kvadratlcky, rostl by Citatel rychlejl a limita by byla nekonecna, pokud by tam zustal jen linearni,
dostaneme néjaké konecne lislo). Takze musi byt a=1laa + b =0, takze b = —1. Ad 2. Odmocnlna roste jako x, takze a musi byt 1

Mu31 byt tedy b=1)2.

; 2
356. Ad 1. Stad{ dosadit ax misto x, protoze kdyZ x jde k nule, tak jisté i ax jde k nule. Ad 2.1—cosax = 2sin® az_x ~2 <42x> .

Ad 3.V rovnosti sinx ~ x polozime x = arcsin#. Pri x — 0jde i # — 0 a mdme sinarcsin# = u ~ arcsin # pfi # — 0. Pak s tou rovnosti
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zopaku eme manévr z cviCeni 1. Stejné s arkustangentou

1— X + 2 1 + £ vV v ’ v/ / v

57. Ad 1. .smx tlzcosy - = --» nacez dosadime x = 0 a obdrZime vysledek 1/p. Ad 2. Rozepiseme

| sin px +1—cos px px+p2 p+P2

7777777 . v 1— x2/2 1 . . . X— — v
tangentu a zkratime sinus, zlomek prejde na cosx %/ — 2. Ad 3. sinx —sina = 2sin % cos *0% < 2cosa X2 Po délent

cosxsin®x  x2
o V. /
x —a zustane cosa, coz je vysledek.

58.  Ad1.Secteme krajni Cleny v Citateli: cos(a + 2x)+cosa =2cos(a + x) cos x. Celkem tedy mame cos(a + 2x)—2 cos(a + x)+cosa

=2cos(a + x)(cosx —1) = —4cos(a + x)sin’ g ~ —cos(a + x)x2. Po zkriceni x* dostaneme vysledek —cos(a + x). Ad 2. Nejdifv si uve-
cosi
domime, Ze cosnx = (—1) <27;€> cos” % x sin?* x. Oviem pii x — 0 &eny, které obsahuji sinus v aspoti prvé mocniné, vypadnou,

protoze se tam sinus (ktery jde k nule) ndsobi s néjakym konecnym ¢islem. TakZe v limité mdme cosnx ~ cos” x (prezil jen prvni clen).

x2\3
1—cosxv/cos2xv/cos3x' 1—cos’x 1_<1_?>

Proto ! ! = . Jednicky se odectou a jde-li x k nule, ¢leny, v nichZ je néjaké x, vypadnou,
\4 o . 3 A / * 1V v h v 4 4
takZe zUstane jen 2 cozje vysledek. Ad 3. Nejdriv se¢teme arkustangenty: arctg(x + h) —arctgx = arctg it takze dostavime

x2+4x
h h P
ACL Ty ACLE T 1

. Rozéitime 1+ x% + xh, tak¥e mame ;
b 14+x24xh
Trx2+xh

. Ovsem podle bodu 3 ﬁlohy§56 jde prvni Cinitel v limité

x — 0k jedné. Stejné tak i xh ve jmenovateli druhého zlomku v limité vypadne a mame vysledek el
x

3 T T . T T, :
59.  Udélame to, co se piSe v napovedeé: napiSeme cos ZCosg oo jako —— cos — cos — -+ -cos — sin e Ovsem na konci
H n n n

sin 7

. . n 1. = . . T . 7 S .
méame soudin cos o Sl = Ssin . Maime tedy 1/2 a na konci soucinu je ted - - - cos —— sin — Scéna se opakuje a sinus na konci
» -

on 2 omn n—1 on—
postupné kosiny luxuje, aZ nam zlistane jen sin 5@ hromada polovin, za kazdy kosinus jedna. Kosint tam bylo 7 — 1, takZe je soucin
sin 5 _ 2/
upraven na _—— —. Druhy zlomek je v limité 1, takZe limita je rovna 2/ . Rozepsani do tvaru s odmocninami je evidentni,
n—lsinZ 7 sinZ

iz iz
stac1 porad dokola pouzivat vzorec, jak je to vysvétleno v zadani.

: v. . oy v o o 1 o v
60.  Zachovame se podle nipovédy: dosadime x = 1/%. OvSem pti x — 0 nejde # k nicemu, protoze limita lim — neexistuje. TakZe

VVVVVVV x—0 x
v/ Vo IR T v v . x . 1 # . , . .
musime spocitat obé jednostranné limity. Zacneme treba zprava: hr&(l +x)* = lim <1 + —> = e. Zleva je to podobné, jen # jde
x— n—00 u
1\* . 1 v - P . . v
k —o0, takze mame 11%1 (14x)/* = lim <1 + —> = lim ———— = — =e. Obé¢ jednostranné limity existuji a jsou si rovny, takze
u——00 u

S

C . S e v ) )
1 puvodni limita existuje a je tém dvéma rovna. Nakonec vezmeme logaritmus obou stran a dostaneme lim

x—>0

ln(l +x) ~ x (x = 0). Opét muzeme dosadit za x cokoli, co jde samo k nule, tedy treba i1ax, ale klidné i sin x atd.

In(1
M =1, takZe skutetné

3 1 .
61.  Nejdifv zkratime v mocniteli 1 — 4/x’, ¢imZ se vyraz upravi na <21x> . Ad 1. Pocitdme-li limitu pro x — 0, je vi-
‘ x

v 4 / M M . . M v ’ / 2 4 M V7
det, ze zavorka jde k 1/2 a mocnitel k 1. Limita je tedy 1/2. Ad 2. Opét hned dosadime a mime \/; Ad 3.V zivorce jsou Cisla

men$i nez 1 a ta se odmocnuji obrovskou odmocninou. Vysledky tedy budou témér 1, a proto je tato limita 1. Nebo muzeme psat

1
. (14x\TF . 1n<1_x+2> : —1
lim =exp lim ———~ =exp lim ——————— —exp0=1.
7777777 x—eo 14 4/x =00 (x +2)(1+4/x")

3 X 2 X 2 X—a 2 a
62. Ad 1. <x +d> = <1 4+ > = (1 + - > . <1 +-= > . Pryni zavorka jde k €*, zatimco druh4 k jedné. Vysledek

x—a x—a x—a x—a s
je tedy e*. Ad 2. Oznalime # = x?, tak¥e je # — oo a politime lim vt > = lim <1+

u—00 \ y — u—00

"
) . Po stejném manévru jako
" —

In(1-2 — C e e e 1y .
v predchozim bod¢ dostavame vysledek e’. Ad 3. v/1—2x'= exp <u> ~exp —— =€ 2. Ad 4.V prvnim &initeli je jednicka proti
x x

.. . , . 3 . 3\*
2* uboha, takze tento Cinitel roste jako In2¥ = x In2. Proto mame lim In(1+2%)In <1 + —> = lim In2ln [<1 + —> ] =In2lne’ =31In2.
x x

X—00 X—00
In2 In2 -
Ad 5. Napiseme log 2 = o polozime x = 1+ #, ¢imz limita prejde na hr% % =In2. Ad 6. Polozime h = x —a, ¢imz limita
nx n(l+u
h
) 1 b —1 ~ o In(1+2 1 2,2 2,2 222
prejde na }Jlm In(@+5)—lna = }Jlm —< ) =—. Ad7.cosax ~1— a_zx , takze Incosax ~ ln<1— a_zx > ~ ——2 takze po
—0 —0 a

. crgx . 1— v/ v Ve
vydéleni dvou takovych vyrazt se dostane a*/b*. Ad 8. hr% [tg<§ —x)] = exp 111% ctgx In N . Oznacime # = tgx, takze pri

+tgx
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n u v v 1 - . 2 v , 1l u 2 2
x — 0jde také # — 0 2 méme exp lim — . Piepiéeme “ jako 1— ! , takZe mame nakonec ( o ) ~——E

=0y 1+u 1+u u %(1+Z/t—_1+%
a po dosazeni # = 0 obdrzime vysledek —2.

63.  Ad 1. Tato funkce je suda, takze stali kreslit jen pravou polovinu grafu a levou doplnit symetrlcky Pfi x = 0 mocnina uplne
vypadne, pfi0 < x < 1 Vypadne také, protoze mocnemm se Cisla v tomto intervalu zmensuji, a umocnime-li je ohromné, dostaneme mizivy
vysledek. P¥i x > 1 je naopak mocnina ohromn a 1—x?” jde k —oo. Ad 2. To je vlastné (sin® x)”. Podle stejné tvahy jako v predchozim
bod¢ pfi 0 < sin? x < 1 obrovska mocnina hodnotu sinu sniZi na nulu. Jediné pti sin® x = 1 mocnina neudéla nic. Vysledkem je tedy sama
nula, jen v bodech k&7 je hodnota 1. Ad 3. Pri x = 1 je tato funkce nulova. Je-li 0 < x < 1, je kladna mocnina miziva a zaporna obrovska;
kladné tedy muZeme zanedbat, zaporné se zkrati mezi sebou a vysledek je —1. Pti x > 1 je to naopak, zdporné mocniny vypadnou, kladné
se zkrati a mame +1. U zapornych Cisel je Givaha Gplné stejna, takZe pri —1 < x < 0 je velikost kladné mocniny mald a zdporné obrovska,
tj. zustane —1, pri x = —1 je v Citateli nula a pri x < —1 ztstane +1. Ad 4. Pfi 0 < x < 1 je x” mizivé a zustane jednicka. Pfi x = 1 je
mocnina rovna jedné a mame /2, coZ jde v limité k jedné. P¥i x > 1 je jednitka miziv4 oproti mocniné a Vysledek Vx7'=x. Ad5. Tady
mame dva ¢leny s mocninou: x” je mizivé pii0<x < 1la ohromne pHi x > 1, zatimco (x2/2)" je mizivé pii 0 < x < v/2' a ohromné pHi
x > /2. PHi x > v/2'je i kvadraticky &len dtileZitéj$i ne jednitka. Oviem dokud je x > x2/2, bude pievlidat linedrni &len. VyteSenim
nerovnosti vidime, Ze to tak bude do x = 2; od této hodnoty prevladne ¢len kvadraticky a ten oba ostatni ¢leny prebije. Ad 6. Tady

nln2

zalezi na tom, jestli je vetsi 2, nebo x. Pokud 2 > x, roste 2” mnohem rychleji nez x” a ve vysledku mame =In2. Pfi x > 2 naopak

2"+ p41

n n
71 V7 .V ’ . Ve . v . TT Ve . v
x = 0 nezélezi na ni¢em a vysledek je 0. Pri x > 0 jde nx to +00, takZe arkustangenta jde do > naopak pri x < 0 jde nx to —oo, takze

n
In2, coz jde k In2. Ad 7. Pti

roste x” mnohem rychleji nez 2", takZe madme In x. Nakonec pti x = 2 je vysledek prosté

arkustangenta jde do —g. Vysledna funkce je tedy g sgn x. Zde jsou nacrtky:
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i64.  Ad 1. Konstanta je vude stejna, takze f(x +h)— f(x) =0a 1171m 7= 0. Ad 2. Nejdriv upravime: élm
i —0 —0

—b =

—1
. Ted’ se potrebujeme zbavit g-té odmocniny v Citateli, abychom pak mohli nasadit binomickou vétu. Takze

( b )P/q
= x?/7|im i
b—)O

rla—1) ra-2)

?
V7 h q Ve . \4 / V7 v . Vv v 4
roz$irime <1 + —> 4 <1 + —> Ly <1 + —> "FLPH A0 jde kazdy s¢itanec v tomto souctu k jednicce, takze cely sou-
x x x

xPl1 (H—%)F—l

Cet jde ke ¢, nebot’ ma ¢ sc¢itancl. Po rozsiteni a provedeni limity ve jmenovateli tedy dostaneme llalm p . Rozvineme
q —0
, gy h plp=DF .y . “ oo QU oo P
zavorku podle binomické véty a dostaneme 1+ p— + ———= 5 >+ -+ Jednicka se odeCte a to vie se deli b, takze zustane = + h[---].
x x

/a r/q
Ovsem 5 jde k nule, takZe zUstane jen prvni sCitanec a vysledek je tudiz Ay 25", Ad 3. Prostt prepiseme <1 + —> —1
q X q X
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: AN h\ Pl : . y . . v y
jako —<1 + —> (1 + —> —1|. Prvni zavorka jde k jedné a hranata zavorka ma Uplné stejny tvar jako v predchozim bodé —
x x

. b\ - b
. | | N B —2sin(x+3)siny
mocnitel je kladny. Ad 4. To uz jsme spocitali v bodé 3 tlohy 57. Ad 5. }Jlm cos(x + /9> or _ }Jlm < 7 2> 2 — sinx.
L —0 —0
h
x+h _ ax }1_1 1 b_l In 1+; }J 1
Ad6.lim S~ — e lim & . O této limité jsme na cviceni dokazali, Ze je rovnajedné. Ad 7. n(x+5h)—lnx = ( ) ~ hix =—.
h—0 b h—0 b h X b X

. d)— b —
65.  Ad 1. Podle pravidla o derivaci podilu dostaneme vysledek alex+d)—clax+5) = ad —be . Ad 2. Opét uzijeme pravidlo

(cx+d)? (cx +d)?
2—2x? 4+ 4x? 1+ x?

o derivaci podilu, dostaneme 1227 = 2(1 e Ad 3. Zapiseme jako (1 —x)?(1+ x)~? a uzijeme Leibnizovo pravidlo, coz da
—x —x
(1—x)r!

vysledek —p(1—x)" ' (14+x) 7 —q(1—x)P(1+x) 4" = T x)rt
2

2
VA —— .= L+ 2 . Ad 5. Podle pravidla o podilu dostaneme —
o Vi+x2 /14«2 sin” x2
66.  Stalise opravdu zafidit podle ndpovédy. Treba (f gh)  spoctemejako (f-(gh)) = f'gh+f(gh) =f'gh+fg'h+fgh’ Jeasivi-

dét, Ze pro vic funkei to bude Gplné stejné. Nebo na to Ize jit indukct: pro dvé funkce to plati apro n > 2 mame (£, f,--+ £,) = L s+ f, +

(p + px—q+gx). Ad 4. Podle Leibnizova pravidla dostaneme

2sin x cos x sin x2 — 2x cos x2 sin” x

vV
+ A(hf e+ £,),s pri¢emZ pro niz$t 7 to plati, takZe miZeme rozepsat zavorku a je dokdzano. Retézové pravidlo je na stejné brdo.

67. Rychlya3pinavy zplisob: F =exp(a, In f; +a,In f +---+a,Inf,),atakje F' = exp(a, In f; + a4, In f, + -+ +a,In f,) [a,(In f;) +
/

+a)(Infy) +---+a,(In fn)/] Uzijeme-li faktu, Ze (In f) = ?, dostavime zadané. Striktné vzato to ale funuguje jen pro F, které je vzdy

kladné. Proto je lepsi pouzit... Pomalej$i a spravnéjsi zptisob: V soucinu se vzdycky jedna funkce derivuje a ostatni se nechaji. Kdyz
se derivuje tfeba prvni Cinitel, tak se z £ stane 4, ffl_l #/, a to se nasobi ostatnimi ¢initeli netknutymi, tedy £, -+ f,. Pak se derivuje
druhy a ostatni se nechaji, pak tiet atd., a vSechno se to secte. TakZe nakonec miiZeme vytknout /" /- f;” = F a dostaneme Zidané.
K logaritmu: JelikoZ vime, Ze (In F)' = F’/F, prosté zmizi to F pred zivorkou a zGstane jen ta hranata zavorka.

1—x 1 1 1
68 Ad 1. In( x Inx + > ln 1—x)—> ln 1+x - — — . Nebo slo pouzit Feynmanovo pravi-
< +x> ( ) ( )= x  2(1—x) 2(1+4x) P 7 P
dlo. Ad 2. Logaritmus se rozpadne na 2 In(x —a,)+ a, In(x —a,)+---+ @, In(x —a, ) a to se derivuje na ik B S
X—a;, X—a, x—a,
n x n
Ad 3. Mocninajde pied logaritmus, takZe musime derivovat 7 In( x + v/ x2 4+ 1 ). Derivovanim dostaneme <1 + > =
Jeepreaios ( > x+v/x2+1 V241 a2

[0+ o)) = L 4+ o9’ e PN _ 1 g
69. Ad 1.( P+ g(x) ) N (244" +20¢") = N Ad2. < e > "L # -

/ o 1
w Vo In ¢(x) - Ing() % " gl =g g sw Ing
Ad 3. Prepideme to na ex a pak derivujeme. Dostaneme ex
P’ + 47 ’ O / ’ ¢(x) #x)
Ing(x) g Ing i
,,,,,,, in g0 ong g g

%70. Za¥{dime se podle ndpovédy: napieme rovnost £(f~'(x)) = x a derivujeme obé strany, &m# dostaneme /(£ ~(x))f ' (x) = 1.

"""" 1
W)

Ad 4. PrepiSeme to na a to derivujeme, ¢imz dostaneme vysledek

Délime a vskutku dostavame £~ (x) Pak uZ pocitame lehce. Ad 1. arcsin je inversni k sinu, takZe f =sinx a (arcsinx) =

1 ver v . . 1 v
= —————. UzZijeme toho, %e cosx = v/ 1—sin’x a je dokdzdno. Ad 2. Obdobné dostaneme (arccosx) = —————, naleZ
cosarcsin x —sinarccosx
.. . 1
uZijeme toho, Ze sinx = 4/1—cos?x. Ad 3. Dostaneme (arctgx) = ———————— = cos?arctgx. Oviem cos’ x = ————, takZe
1/ cos?arctgx 14tg2x

mame opét dokazano.

: . C v v v , . , 1 / 1 1 1 1 1
71.  Ad 1. Postupujeme dovnitr podle fetézového pravidla a dostavame <tg f) = —— = =
1 tgx/2\ 72 tgx/2cos?3 2  2sin3cos3  sinx
"""" v l .o lna 1
Ad 2. Prepiseme na _lna aderivujeme na I nza —. Ad 2. Derivujeme oba scitance zvlast’ a seCteme je. Predtim ov§em bude dobre upravit
nx n xx
x 1 . L, , x—1 1 1
=1— . Pak se mtzeme vrhnout na derivovani a dostaneme 1 4+ arcsin =1+

x+1 x+1 x+1 ‘/1/x+1 2/ (x+1)

. 1 1

+arc sing / * ZF . v . Ad 3. Bud’ se derivuje e* a dostaneme e*(x? —2x +2), nebo se derivuje ta zdvorka a dostaneme e*(2x—2).
X' x

Po setteni mame x?e*. Ad 4. Nejdiiv radéji ty kosiny roznisobime podle vzorce cosa cos b = [cos(a + b)+cos(a — b)]. Tak dostaneme

; |:cos(cos(x2 —x))+ cos(cos(x + x))] Teprve ted’ budeme derivovat

ato uz snadno dostane;me % I:sin(cos(x2 — x)) sin(x2 N x)(Zx -1+ sin(cos(x2 + x)) sin(x2 + x>(2x + 1)] Ad 5. Polozme x = tg# a vSim-
.y Stgu—t Y 3x —
nemesi, ye —oo & _ tg3u, takze arctg i
1—3tg2u 1—3x2

1
7 [COS(COS xz cosx + sin xz sin X) + COS(COS Xz COsSX — Sll’l2 sin X)] =

. . 3 . V7 7V
=3u = 3arctgx. To uz se snadno derivuje na L Ad 6. Nejdtiv rozepiseme lo-
x
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. 1 +17 1 1 . , 1301 2x—1 ,
garitmus: — In )" =-In(x+1)—= ln(x2 —x+ 1). To se bude snadno derivovat a vysledek je /3 _1_2x . Pak tam mame
6 x2—x+1 3 6 ) x+1 6x2—x+1
. 2x—1 1 1 2 2 1/2
arkustangentu, kterou zderivujeme rovnou: mame | — arctg —— | = — — = = . Vysledek
i J <\/? 8 V3 > ﬁ1+—4x2_34x+1 V3 4x?—4x+4  x2—x+1 y
13 1 2x—1 1/2 . 1

tedy je , coz po prevedeni na spole¢ného jmenovatele a trose pocitani da vysledek

—_— + .
x+1 6x2—x+1 x2—x+1 (x+1)(x2—x+1)

. ’ Vs o7 7 . . v/ .- qVv72 ’ . 1 2 Vv 3 1 1
Ad 7. Pozor, tohle je dost otravné pocitini! Asinejlep$i bude nejdfiv ten vyraz upravitna —In{ 1 — —— +E arctgy 1+ —.
x

43 V1+3 +v3

1 24/3 —4/x

Nejdriv derivujme ten logaritmus: dostaneme . : =—44/3'
24/3' 2 2 2
BT <,/1+X—2+ﬁ) 21+ 5 (\/1+x2 +W)<\/1+ 5 F)
1 2¢/3' . 1 —4/x —1

=— .Podobné nalozime s arkustangentou, ktera se zderivuje na

x24/x2 42 (1—x2)y/x2+42 2+xz_2 2 /1+F (1+x2)\/x2+2
1 1
tedy vydélime zderivovany logaritmus 44/3 , zderivovanou arkustangentu dvéma a oboj{ se‘teme, dostaneme koneéné — <
+ > = . Ad 8. Nejdifv upravime: In(In?(In’ x)) = 2Inln(In’x) = 2In(3Inlnx) = 2In3 + 2Inlnlnx. Kon-
14 x2 (x*—1)v/x2+2 ] P ( ( )) < ) ( )

stanta 2In3 pri derivovani vypadne a jinak dostaneme

.Kdyz

2x arcsinx
—5
V1—x2

+ 2 a tieti —2, tak¥e je hned vidét, Ze se skoro viechno vymlati a zfistane jenom (arcsinx)?. Ad 10. Prvni

— . Ad 9. Derivujme poporadé: prvni ¢len da (arcsin x)? +
xIlnxInlnx
—2x arcsinx

Vv1—x2

sc1tanec NS deerU € na

druhy da

2
1++/1—x2

2 1 v i
h - . To se odeCte a zUstane jen — ACCOST Ad11. Tady (asi) zadny trik

V1—x2' xy/1—x2
2

1 sina cos x — sina cosa cos® x — sina cosa sin® x 1

—1 __arccosx

/1 x2

1 —2 —x

1
1 (1+VI—x2 2 /T+x2 2 x

1 .
. V druhém nejdtiv upravime logaritmus na — ln< 1>, coz se derivuje na

N | =

1+v1 7

oV ’ v v
nepomuze a musime to proste udelat. Dostaneme

| _sintasin’x (1—cosacosx)? v (I=cosacosx )
(1—cosa cosx)?

Ted’ rozepiSeme vyraz pod odmocninou a dostaneme 1—2 cosa cos x+cos’ a cos? x—(1—cos” a)(1—cos” x ) = cos® a—2 cosa cos x+cos’ x =

1 sina(cosx —cosa)  sinasgn(cosx —cosa)

= (cosa —cosx)?. Proto celkem dostavime
cosa—cosx| 1—cosacosx 1—cosacosx

%72. Ad 1. Nejdiiv to prepiseme na exp(x Inx) a to pak uz snadno derivujeme na exp(x Inx)- <1n x + f) =x*(1+Inx). Ad 2. Tady
‘ x

: \ v 4 /A / x* x x x _ x* 1
Jenze x* umime derivovat uz z predchoziho bodu, a tak dostavame vysledek x* [x*(1 +Inx)Inx +x*/x] = x*x <ln2 x+Inx+ —>.
x

y In | 1 1 1—1
Ad 3. Zase to upravime podobne: F =exp ax ,atouz pohodlne der1vu]eme na exp< nx> . <—2 — _nzx > =Jx nx
X x x x3

x2

777777777777 1 e_W(x>

f’(W(x 1+W( )

Ad 2. Tady se bude hodit Feynmanovo

. - o .. —ye 1* 1 1 . .

Takze pujdeme Cinitel po Ciniteli a na kazdy ho pouzijeme. e vyda }fey =—y, — vyda——. Nakonec uvnitf soucinu dostaneme pro
err X X
Vi 1 o 1/n 1
kazdé n jednak — z exponencialy, jednak ——— = — . Proto nakonec dojdeme k tomu, Ze je (InT(x))' = —r—3 + E ——
n 1+= n+x n+x
Je$té muzeme absorbovat —1/x dovnitt do sumy a prepsat to do tradi¢niho tvaru (InT'(x)) = —y + E R
n n+x

74.  Toje podobné cviteni jako pFedtim, jenom tady musime derivovat vidycky dvakrit. Ad 1. Prvm derivace nam da v/ 1+ x2 +

4 x 2% Tty x? Derivu dost 2x 4 2x x%-2x 3x(14+x2)—x>  2x° +3x
—_—= x2 4+ ———. Derivujeme znovu a dostaneme — = = .
241+ x2 /1+ x2 ) 2/14+x2 /142 2(1+x2)3/2 (1+x2)3/2 (1—|—x2)3/2
1 1 —2xarcsinx 1 X arcsinx
Ad 2. Derivujeme poprvé a dostaneme - = = + . Pak derivujeme podruhé a mame vysledek
J PoP 1—x2 2 J/1—x2 1—x2  (1—x2)3/2 ) P vy
2x X arcsinx 3x2arcsinx _ 3x 2x% 41

. . 42
arcsinx. Ad 3. Po prvnim derivovani mame —2xe™, po

(1—x2)2 + (1—x2)2 + (1—x2)/2 + (1—x2)32 ~ (1—x2)2 + (1—x2)3/2

druhém e~ (4x> —2). Ad 4. Po prvnim derivovani mame =14 1tg’x, po druhém mame 2tgx(1+tg’x). Ad 5. Zde mame po

cos? x
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prvnim derivovani 2x arctg x + 1, po druhém 2arctgx + oo
x

75. Ad 1. Kazdé derivovani shodi soudasny exponent a pak ho snii o jedna. TakZe po prvni derivaci mame ax®~!, po druhé
ala —1)x72, po teti a(a@ — 1)(a@ —2)x*, atd., aZ po n-té mame a(a —1)---(a — 7 + 1)x®". Viimnéte si, Ze pokud je @ ptirozené
v/ v/’ \4 M /4 v . /4 4 Ve v v M . /v
Cislo men$i nez 7, derivace bude nulova (béhem derivovani dospéjeme aZ ke konstante a ta se zderivuje na nulu), a nas vzorec o tom

icky vi“ — jed avorek luje. Ad 2. Tady je asi nejlepsi inx = ¥ Kdy? pak derivyj | pokazdé
»automaticky vi“ — jedna ze zavorek s  se vynuluje. . Tady je asi nejlepsi napsat sinx = JIme". Kdyz pak derivujeme €', pokazdé
. . v ’ . . vV oem ix . nr . .7 7 V7 . . nr v v o v
jen spadne i, takze n-ta derivace je prosté i”e'™ = exp|i( x+ — )]az toho imaginarni ¢ast je sin( x + - ) Jde to ovsem samozfejmé
zjistit i tak, Ze prosté derivujeme a dostivime poporadé sinx, cosx, —sinx, —cosx, sinx a tak porad. Jenom pak musime uhodnout,
Ye to lze zapsat pravé v tak pékném tvaru. Ad 3. Jeliko? * = e*!"*, dostaneme po jedné derivaci Inze*'™® = 2* Ina. Proto kazdé de-

rivovani jenom shodi Ina a po 7 derivacich dostaneme 4 In" 4. Ad 4. Tady to bude dobfe nejdriv vydélit. Upravime zlomek takto:
b b d
b x+_ - =7 lb—d 1b—d . . . 7V v o+
axto _aXti 4 144 <)=12 (1—|— _oema > =2 27070 Teguy je x jen na jednom miste, takze to pujde lehko.
cx+d  cxpd ¢ x+ 4 c a cx+d c ¢ ocx+

ol

a. C . . : . . . .
S¢itanec — je konstanta a ta pti derivovani vypadne. V druhém séitanci nas vlastné jen zajima, jak se derivuje nh Pri kazdé derivaci
c cx

a1 (=1)"c"n!
dx” cx+d  (cx+d)y+1’

vypadne jednak mocnina, tedy nejdiiv —1, pak —2, atd., az —n, a také vypadne c. Celkem tedy je a vysledek

(=11l

je tudiz (ad — bc)

7777777 (Cx + d)n-H

3 1 k sin(karccosx)  2¢!
76.  Nejdiivspolitime prvni derivaci: taje 7, = —— sin(k arc cos x ) ————. VSimnéme si, Ze tedy plati = T,.
| P P je Tie = gy sint s YRR T A= T

C ey k
Derivujme je$té jednou: to dostaneme 7, = <— cos(k arccos x) =22

+ sin(k arccosx)
52

x 1k sin(k arccosx)
= x
(1—x2)3/2 1 — x2 k-1 /1— x2

umime vyjadfit pomoci 7} a stejné tak cos(k arccosx) = 25717, Kdy?.

2k—1

in(k
— k cos(karccosx)). Ted’ si pfipomeneme, ze podil sin(k arccos x)

. V1—x2

to tam dosadime, dostaneme 7} = ﬁ(x T} —k*T},), coz se uz snadno upravi na zadanou rovnici.
—x

77. Ad1, 2. Zatidime se podle nipovédy a uvédomime si, Ze ¥ ) = % cos(bx 4 ¢) +ie* sin(bx + ¢). Tak¥e nim stadi deri-
vovat tu péknou exponenciélu, oddélit redlnou a imaginirn{ st a dva p¥klady mame vy¥eené jednim rdzem. ZapiSeme to jako e e*1¥)*,
a to uz se derivuje snadno. €' je konstanta, takZe s tou se nestane nic, a pokazdé, kdyz derivujeme exponencialu, spadne jedno a + ib.
Tak¥e n-t4 derivace je prosté €' (a+ib)"e“+P* Zapieme a+ib v polérnim tvaru jako v/ a2 4 b2 %, kde ¢ = arg(a+ib), a pak u¥ mime
visledek jako (a® + b?)"/2e*eb¥+e+19) Oddélenim redlné a imaginirn{ sti dostavime pro 1 vysledek e*(a? 4 b2)"/?sin(bx 4 ¢ + ng)
a pro 2 zase €*(a® 4 b*)"/? cos(bx + ¢ + ny), ptitem? ¢ = arg(a +ib). Ad 5. Opét se zatidime podle ndpovédy. Prvni derivaci zapi-
L 1
Seme jako — - -
2i\x—1  x+i

v 4 o 7. 7’ o / /’ . . 14 .

tézké, protoze to zpusobi jen postupné vyhazovani faktoru —1, —2, atd., az —(» — 1) a zvy$eni mocniny x — i na n-tou. n-ta derivace

—1)"" Y n—=1) . , . ;o
tedy bude JIm M Cislo x —1i ma velikost 4/ 1+ x2 a argument —arccos L (musime volit takovy zapis, abychom
x—i) Vx2+1

= Im ——, takZe abychom m¢li 7-tou, musime tento vyraz derivovat jesté (n — 1)-krat. To nastésti neni
x—1i

1 1\ L o
Proto plati T = exp| inarccos . Vezmeme imaginarni ¢4st a mame pro n-tou derivaci konecné vysledek
x—i x

x
| Vx24+1
n/2
(—1)”_1(71—1)!( ! > sin<narccosL>.
x24+1 Vx24+1

| 111 11 1T/ %) . . S
78.  Ad 1. Upravme: = -z == <£> . Museli jsme to upravit prave tak, protoze ma byt |x| < |4/,
x—a a—1 al—=- A L \
v i Vo . M v V. / Vo 1 > o
a tudiz |x/a| < 1, takze pravé po takové Upravé je rozvoj v geometrickou radu pouzitelny. Ad 2. Kdyz je n = Zx”, tak mu-
-X n=0
v . . v/ 1 > _ > ’ ’
zeme také obé strany rovnosti derivovat a obdrzime FE— = Zn x" = Z(n + 1)x". Ted’ misto x dosadime x? a dostaneme
—X n=0 n=0
1 d . 1 13 32 <, . )
—_ = n+1)x*". Ad 3.Rozlozime v parcialni zlomky: =— — =—> (5(—=2)"43)x". Ad 4. Prosté
(1—x2) ,,Z:(;( ) P Y a—D2x+1)  1-x 1+2x ;u ' +3)

[e)
2n 2
. 2 X a
dosadime y = —x? do rozvoje pro €” a dostaneme €™ = (—1)"—-. Ad 5. Vytkneme x, ¢imZ dostaneme v/ x2+a2 = x4/ 1+ -
x

n!
n=0

\ Ve . 1a> 1-12* 1-1-342° 1-1.3.54° . ,
nacez muzeme upotrebit binomicky rozvoj. Dostaneme x + — L4 . 2 ad. (zkuste si to sami!) Prvni dva
2x 2-4x3 2-4-6x> 2-4.6-8x7
¢leny musime dat bokem, u dalSich se objevi vzdy jakési (—1)", které zajisti stridani znamének, pak v Citateli soucin vSech lichych cisel od
1 do 27 —3 a ve jmenovateli soucin vSech sudych ¢isel od 1 do 272. Soudin 2-4--- 27 muzeme psat jako 2" ! (kdyZ vytkneme ty dvojky) a
soutin 1-3---(27z —3) miZeme doplnit tak, e pridime jedté soucin 2-4---(2n —2) = 2" (n— 1)}, takZe ho nakonec mtiZeme psat jako

(2n—2)! , . 12 & @n=21  a
— 7 Celkem tedy mame rozvoj v/ x2+a2 =x + - — — —1)?
21(n—1)! Y v 2 x nZ:;( S St — 1)1 <

. Tady je dobre vidét, jak jsou ty triky s
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uzivanim nékolika zdkladnich rozvojt dobré. Kdybychom tu funkci méli n-krat derivovat, tak se z toho zblaznime.

. \ : L S’
79.  Ad 1. Tady se bohuzel musi derivovat pétkrat, protoze sudé mocniny v rozvoji nejsou. Dostaneme x4+ % + % Ad 2.Podobny

3 x5

’ X . . , . . ’ . . ,
pripad, dostaneme x — 3 + 5 Ad 3. Tady je nejsnazsi dosadit kousek rozvoje misto e*. Ten obsahuje vsechny mocniny, takze to stali

1 2 2\2
do x°. Pak méme —— = = xx3 = = xx3 =—0D :1_<f+x_>+<£+x_> +---. Chceme
ex—1 I+x+54+%+—1 x+54+S4+ 1+3+%+ 2 6 2 6
jen prvni tfi éleny, takZe potiebujeme pocitat jen do x?. Vy$§i mocniny hned zahazujeme, takZe ze zdvorky umocnéné na druhou zfistane

jen xj a zbytek zahodime. Tak jsme snadno ziskali vysledek 1 — % + )16—2 Jinak bychom museli dvakrat derivovat a pokazdé slozité

. 2 4 6
’Hospitalovat. Ad 4. Tady upotiebime stejnou metodu jako v minulém bodé. Insinx —Inx =In MY —In <1 — % + % . 52;40 . >
x

Tady pottebujeme pocitat a% do x°, protoZe liché mocniny chybf a stejné tak bude chybét absolutni &len; proto jsme tedy sinus rozepsali na

o ) ) _ _ 2 4 6 1/ x2 4 6 \2 {1 /42 4
tolik clent. Uzitim rozvoje logaritmu pak dostaneme Insinx —Inx = — G S N (. A« (42—
6 120 5040 2\ 6 120 5040 3\6 120

6 \3 2\ 2 2 4 2\3
— X ) —.... Potitame jen do x®, takZe z prostfedni zavorky bereme jen T)a2t X, posledni jen X ) . Po dost otravném
5040 6 6 120 6

x* x®

s&tani zlomké obdr¥ime — = — X _
1 1 6 180 2835

= =1+ (x—x?) 4 (x —x?)* +---. To ted’ musime nasobit Citatelem, tedy x? 4 x 4 1. Politame jen do x?, takZe
1—x+x2 1—(x—x2)

. Ad 5. Kdy? rozvijime kolem nuly, tak x — x* bude docela malé. Proto nejdiiv napiSeme

VVvV/ V . . M Ve v .. 1 v/ o
vys$si cleny bez milosti budeme zahazovat. Hned si vSimneme, Ze v rozvoji i 14+ x—x?4+x*—--- se x? zrusi, a tak zlistane
—x+x
jen 14 x. Musime tedy poéitat jen (14 x4 ---)(14x +x?) =14 2x +2x7 4 ---.
on . : Aegix—1 g .1 sin’
80. Ad 1. CHospital: po derivovani dostaneme lim Tl i g = lim s.m ~ = 2. Nebo dosadime dva
: x—0 1—cosx x—0 2811’12 % x—0 2 cos2 x sm2 ;
7777777 x3 x3 ﬁ + ... 6
tleny rozvoje: tgx = x4+ — + -+ a sinx = x — — + ---. x se odete a zlistane lim = = - = 2. Ad 2. U'Hospital nam da
3 6 x—0 % 3
ﬂzxz 2,.2
. —asi b . s 2 , T e e S 2
lim 204X | COSPX 41y MAX % Nebo dosadime rozvoje: lim < 222 ) = lim —2 =2 Ad3. Tady
x=0 cosax —bsinbx bx—-0sinbx b2 =0 (122 4 L. x=0 b2 b2

2 2
rozvoj moc nepomuze, ale "'Hospital zachrani situaci. Inx jde do nuly, In(1—x) do nekonecna, takZe jedno musime poslat do jmeno-

Inx . 1/x .ox—1
m ——— = lim
=1 1/(x—1)  x=1- x

=0. Ad 4. lirrixﬁ = explim = explim—x =e.

vatele. PiepiSeme to tfeba takto: lim
x—1x—1 x—1 1

x—1-

In(1—x)
2

s qVv7 Vo v 4 . 1 1 vV . v 4
Ad 5. Nejdriv prejdeme k proménné # = 1—x. Pak dostaneme hné <m + —>. Zapiseme In(1—u) jako —u— % —- -+, takze mame
n(l—u) u

u—!
1 1 1 1 1 11 vev. o v v/ 1 v/ qo
= - = =—— (1 4 > =——+—+---.Popricteni 1/ zlstane 1/2, cleny vyssich rada se vynu-
In(1—u) —n— w434 u 2 uw 2
2 T 2/
. . 2 * . 2 v . . In ;arCtgx . rctgx | 14x
luji. Ad5. lim <—arctgx> =exp lim xln(—arctg x>.PoslemexdOJmenovateleadostaneme lim ( ) = ljm 22
x—00 \ 7T x—00 T X—00 1/x X—00 —1/962
. 1 —1 2 v ’ . _2/7.[
= lim . — = ——, takze vysledek je e7/".
xUeoarctgx 14 - 7

381. Redent uvedu bez kontroly toho, jestli nalezené extrémy jsou minima nebo maxima. To se da zjistit relativné snadno tim, Ze se
udéld druha derivace a zjisti se jeji znament, ale to by byl dalsi mrak vypocta navic. Ad 1. Vezmeme x? +(1—x)? a hledime extrémy na in-
tervalu 0 < x < 1. Derivace je px?~'— p(1—x)?~'. PoloZime rovno nule, p se zkrati a dostaneme x? ' = (1—x)?~'. Odmocnime a mame
x = 1—x,tj. x = 1/2. V tomto bodé je tedy extrém (minimum). KdyZ tuto hodnotu dosadime zpét do funkce, zjistime, Ze tam ma hodnotu
2.277 =277 Nakrajich intervalu, tj. pfi x = 0a x = 1, ma funkce hodnotu 1. To jsou maxima (na tomto intervalu). TakZe jsme skute¢né
ukazali, Ze se funkce pohybuje mezi svym minimem 27 a maximem 1. Ad 2. Nejdiiv vydélime x +a, takZe zkoumame chovani funkce

W xn—l (xn +an>1/n 1

. Udélame derivaci, dostaneme — — -— - PoloZime rovno nule, zkratime — a
X+a (x+a)(x”+an) (x+a) (x+a)(x7+an)
, o w T . v V2an i
mame rovnici x” (x+a)—(x"+4") = 0, coz ma kofen x = 4. (To je minimum). V tomto bodé ma funkce hodnotu = 27T =27,
a
. . . . v . . _nt /X" +a” , ,
zato v krajnich bodech intervalu, tj. x =0 a x = 00, jde tato funkce vzdy k jedné. Proto je tedy 27+ < B <1 a po nasobeni
x+a
- v/ / v v . 2 2 -2 . 2 2 5 .2 1—cos2x
x +a dostavame zadané. Ad 3. Vezméme Ctverec: (asinx + b cosx)” =a”sin” x +2ab sin x cos x + b” cos” x. Dosad’me sin” x = —
) 14cos2x , , v . (b*—a?)cos2x +2absin2x 4’ + b? .. v v
acos’x = ———, cim¥ tento vyraz prejde na 5 + > Derivujme a polozme rovno nule, obdrzime
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ab . .
53— (Da se ukdzat, Ze druha derivace je tu prosté —(a® + b?), a
a

b2

proto je zde maximum.) Prepi$eme ptvodni vyraz tak, aby tam vystupovaly tangenty, dostaneme

2ab cos2x — (b? —a?)sin2x = 0, z Eeho? dostavame Fefeni tg2x =
b*—a?+2abtg2x + a*+b?

24/141g22x
dosazeni a zkriceni skuteéné dostaneme a” + b%. Hodnota v maximu je tedy a>+ b2, a proto je (a sin x + b cos x)* < a* 4 b?. Odmocnénim
ziskame zadané.

vV Vv
, nacez po

82, Ad 1. Protoze €* > x, kofen neni nikde a funkce je porad kladna. Derivace je 1 —e™, ta je v zpornych Cislech zdporna,
v kladnych kladn4, v nule je minimum s hodnotou 1. Druha derivace je €™ > 0, funkce je konvexni. Z —oo funkce prichazi jako e 7%,
tedy prudce pada z nekonecna, do +o0 jde jako x, tedy primka pod tthlem 45°. Ad 2. Nejdriv je funkce zidporna, v —1 jde do —oo a
x>(x +4)
(1+x)*

kladna vné. V —4 je maximum s hodnotou —256/27, v nule je minimum s hodnotou 0. Z —oo funkce prichazi jako x a do oo zase jako
x odchazi. Na dal$i derivovani se vyka$leme, tohle uz stati k tomu, abychom nakreslili obloucky spravné (kdyz si uvédomime, ze pii
pruchodu nekone¢nem musi graf funkce priléhat ke svislici). Ad 3. Definovano jen pii x > 0, od 0 do 3 je funkce zaporna, ve trojce je

12, Stoji za zminku, %e stejné jako odmocnina pFiléhd

X

pak pada z +00. V nule je dotyk s osou x, ale funkce je uz dal jen kladna. Derivace je , ta je zaporna na intervalu (—4;0) a

kofen, dle je kladn4. U nuly je x*/? zanedbateln4, tak¥e se funkce chové asi jako —3x
Co . . 3x—1
ke svislici. Derivace je = ——
2 Jx
.3 . , . Y . . .
je Z(x_l/ 24 x7/2) > 0, funkce je konvexni. Ad 4. Tato funkce je sud, takZe sta&i kreslit pravou polovinu grafu. V nule je hodnota 1,

2 X 1
T v , Ve ;. —4/3 . sc .
déle je funkce vSude kladna. Pri x — oo pada jako x~/°. Derivace je 3 <—(x2 VR TR

klesajici. Inflexni body se hledaji dost tézko, ale vzhledem k tomu, ze ma funkce nabéh od jednicky a pak se dost brzo zacne chovat jako

x 3 nejspi§ viibec #4dné nejsou. Na zavér uZijeme sudosti a dokreslime také levou polovinu, takZe vidime, Ze v nule derivace neexistuje
—x2+2x—1

, to je zdporné mezi nulou a jednic¢kou a kladné dale. V jednicce je minimum s hodnotou 2. Dalsi derivace

>, coz je vsude zaporné, funkce je tedy porad

—(x—1)? /
ce=e-e 7V Je to tedy gaussovka posunuté o 1 doprava a nadkilované e-krét. V bodé
—x%/20?

(je tam $picka). Ad 5. Doplnime na e

neznate, tak si ted’ mtzete odvodit, jak vypada (jesté pred ni byva
—x?/20?

0 ma tedy hodnotu 1, v jednicce hodnotu e. Pokud gaussovku e

. . o vt op - . .x v . . .
néjaky normalisa¢ni faktor, ten ji ale jen naskaluje). Derivace je ——e , takze pri x < O roste a pri x > 0 klesa, v nule je maximum
o

s hodnotou 1, druha derivace je e/ [——2 + X—J, takZe inflexni body jsou v x = ¢, mezi nimi je funkce konkavni, vné konvexni.
o2 o

Ad 6. Tato funkce je definovana jen pfi kladnych x. V nule je hodnota —oo, dale jsou hodnoty ziporné, v jednicce je koren a od néj dal

2—Inx

—San takZe mezi nulou a e? funkce roste, dale klesd. V e’ je maximum s hodnotou 2/e. Druh4
x

jsou uz hodnoty kladné. Derivace je

3lnx—8
4x3/2

smérem do —oo pada k nule jako 1/4/x". Tady jsou naértky zhotovené podle vypsanych informaci:

derivace je , tak¥e od nuly do €*/* je funkce konkévni, ddle konvexni. V nule funkce prudce roste z —oo a ptiléh4 ke svislici,

83, Ma-li vilec polomér podstavy r a vysku b, pak je jeho objem 77%h = const. Bude nejlep$i tento vztah derivovat tfeba podle A,

pri¢emz r bereme jako funkci A, takze dostaneme 727 é + 7% =0. Po zkraceni 777 mame 2£ = —7 /h. Plocha kazdé podstavy je w72,
v v ; . d d
plocha plasté je 27t7 b, takZe celkem mame povrch 27272 4+ 277 h = 272(r% 4+ rb). Derivujme podle /: dostaneme 27t <27£ + hﬁ + r>.
v/ Ve dr v 4 .. rz T r r v 4 / > .
Polozime rovno nule a pouzijeme - —7/2h, coz da rovnici —— — 5 +7r= 5 (1 —2;) = 0. TakZe ma byt bud’ » = 0 (to je dost

trividlni), nebo r = 5 /2 (to je to, co nas zajima). Vyska valce ma byt tedy stejna jako polovina poloméru podstavy, tj. valec ma byt stejné
tak vysoky, jako je Siroky.

84.  Dno nadoby bude ¢tverec se stranou a —2b, vy$ka nadoby je b, takZe objem bude b(a—2b)*. a je néjaké konstanta, takZe staéi
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2

derivovat podle 4 a dostaneme 125> —8ab 44 = 0. Délime a? a fe$ime rovnici 12 <—> —8—+1=0, zniz dostavame dva koteny, jednak
a a

b 1 . : 1 v .
— =hcozje nade hledané maximum, a pak — = > coz odpovida pripadu, kdy Ctyfti Ctverce, které odrizneme v rozich a zahodime, daji
a
dohromady cely ¢tverec a nddoba ma nulovy objem. Musime tedy na kazdé strané odtiznout CtvereCek o strané rovné jedné Sestiné strany
celeho Ctverce.

dostavame pro nosnost b(4r* — b*) = 4r?b — b>. Derivace je 47> —3b?, takZe Sitka je b = 7 a vyska je obdobné . ]e tedy u
3

ne'lepéiho tramu V}'féka k $ifce v poméru v2'ku jedné. Mimochodem to znamend, e mtZete trdm vytesat tfeba podle papiru A4, protoZe

pap1ry fady A maji také takovy pomér stran.

86 Povésime-li lampu ve vysi z, bude vzdalenost lampy od kraje 1/ z2 4 1 a paprsky budou svirat s deskou stolu tthel ¢ = arctgz. To
tg ' z v ’ - . kz . . . kz
.= , takZe celkem mame pro intensitu —————. Vezmeme-li derivaci, dostaneme ——— -
Vitige Ji+22 (z241)%/2 (x241)3/2
[ 1 3 2z 1—222
z 222+1 z(1422)
se stane opét klesajici. z = 1/4/2je tedy hledana vyska, do které méme lampu povésit.

znamena, ze sin g =

]. Dame dohromady zlomky v hranaté zavorce a mame tj. funkce je rostouci od z = 0 a% do z = 1/+/2}, nate?

87.  Oznatme x souradnici bodu, kde mame vskocit do vody. Po louce a ve vodé mame zrejmé béZet a plavat po primce (rychlost
\/(Ax—x)z—i—Aylz‘ \/xz—i—Ayzz‘
+ .

v u

je konstantni a je to nejkratsi). Takze mame hledat x tak, abychom minimalisovali ¢as, tedy vyraz

. Ax—x x . YT
Derivujme, dostaneme — -+ . To ma byt rovno nule. Bud’ se mizeme z toho snazZit vyjadrit x a ziskat
o3/ (Ax—xP+0y2  uy/x2+Ay2

tak priSernou rovnici kterou nema cenu resit, nebo muzeme zkratit v prvnim zlomku Ax —x a v druhém x. Tim dostaneme rovnost

V4 Ay,
$imneme si, Ze
14+ AAxy—lx 2 /1+ Ayz Ax—x

brehem a primkou, po které be21me) zatimco A%, je tangenta hlu, pod nimz mame plavat od brehu (tedy Ghel mezi brehem a pfimkou,
x

je tangenta thlu, pod nimZ mame ptibéhnout ke bfehu (tedy thel mezi

po které plaveme). Oznacme si jako g01 ten thel, pod kterym mame pribéhnout, a ¢, ten, pod kterym mame odplavat. Pak nase rovnost

1 1 1 . cos cos
prejde na — , coZ je totéz jako —= Pr_ %

v 4/14tg? @, u4/14tg? ®,

. . ’ . v_V v/ . Ve 4 4 V.7 o V4 Vet
mezi cestou a kolmici, misto kosint se ve vyrazu objevi siny. Jesté pak oznacime 1/v jako néjaké 7 a mame tradicni Snellsiv zdkon Cili
zdkon lomu, ktery nezname z dramatickych situaci, jako je tato, ale naopak z poklidné optiky, kde se pise ve tvaru n; sin g, = n,sin ¢,.

. Jestlize Ghly neméfime mezi cestou a biehem, ale naopak

388. Oznacme thel mezi autem a spodnl stranou odbocky @. Roh, na kterém se auto otici, dostane soufadnice [0;0]. Auto je pak

na primce y = x tg ¢. Jaka je maximalni mozna délka auta pfi thlu ¢? To zjistime tak, ze jednak najdeme prusecik s levou stranou Siroké

silnice, tj. s x = —a (ten je y = —atg @), jednak prisecik s horni stranou odbocky, tj. s y = b (ten je x = —). Spocitame-li vzdalenost mezi
tg

vo- v b 2 | , /14t 2
témito dvéma body, dostaneme 4 <a + —> + (b +atge)?. V prvni zavorce tangentu vytkneme a mame (b +atgg)- v TEe
gy

gy
b+at b .. v . v b
= -i-.a BP_ 2 7 Derivujme podle ¢ a polo¥me rovno nule. Dostaneme rovnici asin® ¢ = b cos’ ¢, tak¥e ¢ = arctg?
sing cosg  sing
M ’ /4 b 4 4 v . / 4 ..
Dosadime-li to zpatky do délky auta, dostaneme +—=1+tg?¢p <a + —>, coz d4 po nékolika tpravich minimum (2> +5%3)*/2,
cosg  sin tg o

Upozornéme jesté, Ze je to minimum, tedy opravdu nejmensi ze vSech délek vyznacenych na obrazku. Auto je totiz musi postupné projet
vSechny, a tak, pokud by bylo del$i nez toto minimum, by nékde vyjelo ze silnice.

89.  Vyuzijme nipovédy: vyse¢ s thlem ¢ ve stredu bude mit obvod ¢, a tento obvod se stane obvodem podstavy kuzele. Proto

pro polomér r podstavy plati ¢ = 27t7. Pro Vysku kuzele uz stac pou21t Pythagorovu Vetu, podle které 72 4 h? = 1 (z vrcholu na
kraj podstavy to musi byt 1, protoze je to taz vzdalenost, ktera je mem stredem puvodni vysele a krajem). Takze objem kuzelu je

1 . 8 —3 2,
@*4/4m2 — 2. Spotteme derivaci, dostaneme 4 > w3 . Derivace je tedy kladna od nuly do ¢ = 27':\/; , dale

z 2;,:
37 72 24m2 |\ [4g2— o2

zaporna, takze v tomto bod¢ je tedy skutecné maximum. Mimochodem, jde o Ghel asi 294°.

v C ey 2 1 . . oy
a odecteme jednicku: T dx= +xf dx = | dx— = x —arctgx + C. Ad 3. Integrujeme jednotlivé s¢itance a
14 x2 1+ x2

. v . 4* 6* 9x
dostaneme x —cosx +sinx + C. Ad 4. RozepiSeme mocninu: J(Z’“ +3%)dx = J(4x +2-6"+9%)dx = A + ZG + o +C.
n n n
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91 Ad 1. J(ex e )dx = J e *dx —i—f e 2*dx. V prvnim integralu poloZzime —x = u, takZe je dx = —du, v druhém integralu

1 1 . ’ ’ .
didme —2x = u, takZe dx = —du /2. Celkem mime vysledek —e™* — Ee_” =e "+ Ee_zx +C. Ad 2. Linearni substituce #» = 2x—3, dosta-

1 1 1
neme EJ Odu = 3 I:l (2x 3)"+C. Ad 3. Chceme se zbavit dvojky, takZe ji vytkneme: f \/Zixw = ‘/—? J \/%T
—(Z x)

= —arcsmu = —arcsm

Vi—u? 3 V3

3 3 . .
Ted polozime u = %x a mame — J C +C.Ad4. Zapisme sinx = cos(g — x) Z toho

oy . , . ) d d y
je videt, Ze je 1 —sinx = 1_C05<£ —x) = 2sin’ <E - f), takze hned mame x = - ad . Polozime u = z_ f,
2 4 2 1+sinx 2sin’* (7 —3) 4 2
v , . dl/t TT X
takze vysledek je — :—Ctgu:—ctg<———)+C,
s’ u 4 2
9. 4 125 9 | ! )
92.  Adl. f 2(2—3x2)2dx:j(4x —12x*+9x®) dx %— 5x +i+c Ad 2. Tady pomfite 1+x :—x+1 =1
| —x x— x—

To uz se snadno integruje na —x — 2In(x — 1) + C. Ad 3. Prerozlozime x takto X =[(x4+1)—17 = (x + 1)> =2(x + 1) + 1. Pak

X2
mame dx = <x+1—
14+x

Jx\/Z 5x dx—f(———(Z 5x))v2 5x dx——f(Z 5x )1/2dx——f(2 5x )3/2dx——75(2 —5x )3/2+%(2—5x)5/2+c.AdS.Zase

1 2 v v . 1 2 /7
1 > dx = % —x+In(x + 1)+ C. Ad 4. Tady prepiseme x jako —5(2—5x)+ 5 Tim dostaneme
x

: 1 1 . o1 1—3x)°P  (1—3x)*°
podobny trik: x = —5(1 —3x)+ 3 takze nas integral lze psat jako 3 J[(l —3x)71P —(1—=3x)]dx = ( 15x) ! 6x> +C.
. dx ) w  In’
93.  Ad1.Klademelnx = #, — = du. Pak dostaneme | #“du = 3= T+C Ad 2.Polozime e* = . Pak jeie* dx = du amime
1 x

413 2/3 _

. . . . vy - . 3
Ad 4. Stali polozit # = sinx — cosx. Pak je du = (cosx + sinx)dx, takze nas$ integral prejde v du a je tedy roven >#

2 2
- @+C.Ad 6. Tady je

du =lIn(x +2)=In(e* +2)+C.Ad 3. Dime x =Inu,dx = d—% Dostaneme d =arctgu =arctge*+C.
24 u u u—l—u—l) 1+ 42
a
2

3 . 4 /4 v
=5 (sinx —cosx)?* + C. Ad 5. Tady polo¥ime # = arctgx, du = a mame prost¢ | #du =

+x?
dx . Pak pocitame f w?ldn = —ut = — ! + C. Ad 7. Polozime ln(x +vVx2+ 1> =u

V1—x? arcsinx

o 12 w2 3/2 v : v

. Integrél piejde v | #'?du = =— = = [ln(x + x2—|-1>:| + C. Ad 8. Oddelime jeden sinus a pre-

1 32 3

piSeme sin’ x = sinzx sinx = (1 —cos?x)sinx. To se vyborné hodi na substituci cosx = #, du = —sinxdx. Integral tedy vyjde

treba klast arcsinx = #, du =

mame tedy du =

3
J(u —N)du=——u= O; ¥ _cosx+C.Ad9. Podobné jako v predchozim bodé mame cos’ x = (1—sin? x)*cos x, tj. J cos® x dx =

22 w oow sin’x  sin’ x
(1—u”) d%—w—?—}—?—smx—

+ C. Ad 10. JelikoZ (ctgx) = —1/sin’ x, méli bychom prepsat sinus pomoci

v . 1 v oV 7 d _d 1
kotangent. To se da udelat takto: sinx = ———. Takze muzeme psat J = ad

V1+ctg?x sinx sin’ x 4/1+ctg?x vl—l—uz

2
:1n<14+ M2+1>:ln<ctgx+\/1+ctg2x>:1n1+_C08x:ln oS’ lnctg +C.

sin x 2 sm cos = 3
1

arctgx ——— 2 1 2
94.  Ad1. f xarctgx dx = 1 —)IC-ZXZ = % arctgx—- J &dx. V ¢itateli pri¢teme a odecteme jednicku, zlomek se
: X

x jal
2

1

1—x2
1 X

2 arcsinx

v . . , . 1 .
rozpadne na 1— T Aloukse snadno integruje. Vysledek je a arctgx —g +C.Ad2. J arcsinx dx =

+x
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2
= —x?e_xz + J xe ¥ dx =

xdx 1 2
= xarcsinx — = xarcsinx + —v/1—x2 + C. Ad 3. Jx3e_x dx =
J V1—x2 2

1 . .
x + *? + C. Ad 4. Derivovanim zrusime x: J xsinxdx = siix —closx = —XCOsX +Jcosxdx =sinx —xcosx + C.
-1
. Inx x+1 1 1 Y T 1 .,
Ad 5. | x%Inxdx = . X =" Inx — 1" dx = 211" Inx— 1 + C. Ad 6. Jak varuje napo-
x a a a a
a+1
2arcsinx
PRy
véda, tady to bude chtit per partes pouit dvakrit po sobé. Politejme: | (arcsinx)’dx = (arcsinx) — 2 = x(arcsinx)* +
Yy per p p p ) 1—x
1 X
. 1
arcsinx =~ ——
_2 . _ . . . \ Vi1e
‘/1% arcsinx dx = o Vi—x? = x(arcsinx)? 424/ 1—x2 arcsinx —2x + C. Ad 7. Tady je potteba oddélit xe*
—X 24/ 1—x2

Vv1—x2

xe* dx et e(x+1) x x e*
to derivovat, jak upozornuje nipovéda: T 1 1 =— 1ex + f e*dx =¢* <1 — > = +C.
(x+1) (x+1)? x+1 X+

Ad 8. Polozme x = €*, dx = " du. Tim integral prejde na J n"e" du. Ted’ musime pouZit per partes: #” se derivuje na nx™"' a e” se

integruje na e”. Mame tedy f u"e"du=e€"u"—n f u" e du. To je ale Giplné stejny typ integralu jako predtim. Scéna se tedy opakuje

vy : In*
a konecné zjist'ujeme, Ze integral je roven e” [14” — " nn—Du"r— 4 (—1)"71!} =C+(—1)"nx E (—1)]@%
7777777 k=0
| 1 v oo 1—
95.  Ad 1. PoloZime 1 —5x? = u, du = —10xdx. Také vidime, Ze je x* = T Pomoci toho vseho prepiSeme integral na

1 1— 1 /(1-=5 1—5x%)1 . .
——J T% cudu = %<( 12x )" _( 11x ) >+ C. Ad 2. Polozime 2 —x = u, dx = —du. Tak integral pfejde na tvar

2(2 — 5/2 8(2 — 3/2
du:f(u3/2—4141/2+414_1/2)du: ( Sx) _¥ 3x) +8+/2—x +C. Ad 3. Polozime x = a tg u. Integral tim prejde na

@—up
)

([ a(l+tg?u)du 1 tgn 1 x/a 1 x

1
—32 Jcosndn_ siny = .= — .= — +C. Ad 4. Polo-
J (aztg %+ﬂ / ﬂz /1+tg u ﬂz az \/1+tg21/t (12 \/1+(£)2 az /x2+ﬂz

, . . , v . . 4
7ime x = sin? u, dx = 2sin # cos . Integral pak prejde naZJ sin’ u cos® u du = % f sin’2u du = 1J(l—cos‘m)dzxt = % SH; “

1
sin4u = 4sin u cos® u—4sin’ u cos u = 4sin uv/ 1—sin® u (1—2sin” u), shledime po dosazeni sin # = v/x, %e je sin4u = 44/ x(1—x) (1—2x),

. Jelikoz

. v o 1 . 1 Ve . v , v
a tak je konecny vysledek roven P siny/x'— y x(1—x)(1—2x). Ad 5. Tady pouzijeme podobnou logiku jako v predchozim bodé,
jen je nutno poloit x —a = (b —a)sin’ u. Pak také vidime, 7e je b —x = b—a—(x—a) = (b —a)(1—sin? u) = (b —a) cos® n. Také mame

(b—a)2sinucosu du _f(b—a)Zsinucosudu_

(b—a)sinucosu

dx = (b —a)2sinu cos u du. Dosadime-li to do integrilu, dostaneme J \/

a)sin® u(b —a)cos? u

= JZC‘M = 2u. No, to véru nent sloZity vysledek. Jen musime obratit rovnost x —a = (b —a)sin’ u, coz d4 # = arcsin Z_ﬂ ,
—a
v , . X—a 2. v “ v o v / v / X+a
takze celkem mame 2arcsin ) + C. Ad 6. Uplné stejné jako v predchozim bodé dostaneme vysledek 2# = 2arsh ) =
— —a

Vx+a+vVx+b ¢ du
vb—a V1+tg2u

1 . " arctgx ) ) arctgx | 4 toy
:Je”cosudu:XeJ (14 du—Xe<1+ (1+‘)”>: ¢ cos<u—z>:e <cosucos§+smusm%>:e T
i

V2 4 V2 2 ST+gd

=2In

. d
+ C. Ad 7. Polozime x = tgu, dx = (14+tg’u)du, tj. du = n d >

eMeBY 14

- _** Lc.
2 W14x2
; A, A .
96.  Zaridime se presné podle napovédy: rovnost A i T vynasobime x—a,, (pro néjaké a,) a vezmeme
1 xX) x—a; xX—a, x—a,
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A v . . Afx—a
£ piejde na lim Alx—a)
X—ay X=X —dy
Aj(a,—a 0 v v ) . v . . Aylx—a
k el =) =— —— = 0. Proto vSechny scitance vpravo vypadnou, jen ten s 4;, zustane. Ten prejde na lim Aulx—a)
a,—al néco nenulového xoa, X —ay

. Px)(x—a
No a vlevo provedeme totéz, takze dostaneme lim Pl —a)

x—)ﬂk Q(x)
pr — pr —
lim Pe)x—a) = lim M. P(x) muzeme dat pred limitu a zlstane definice derivace, jenom v prevracené hodnoté, takze
e Q(x) = Qx) —Q(ag)
P(a)

Q'(ay)
| o ’, v . IV e V. v .- . v Ve v dﬂ 1 (7’1-1)'
97. Jsourdzné moZnosti. Zde popiSu jenom to, co vétsinou nejvic vyhovuje mné. Ad 1. Tady pouzijeme to, Ze —— = ( o
1 a" x—a (x—a
1 dn 1 ’ v/ v 7 V7 V. 1
— , kde pak za a dosadime prislusné cislo. Treba ———— =
(n—1)'da” x—a (x+1)2(x—1)

limitu x — 4. Kazdy scitanec . Jenomze vSechna a jsou navzijem riiznd, a tak pri £ # k jde tato limita

:Ak'

. JelikoZ a;, je pak a;, korenem Q(x), plati Q(a;,) =0, a tak lze rovnéZ psat

skutecné dostaneme A;, =

Proto muzeme kazdy nasobny koten prepsat jako

_i[ 1 }_i[1<1_1>} _[_11+11+11]__11_
Cda(x—a)x—1)],_, dala—1\x—a x—1/licy | (@a—12x—a a—1(x—aP (a—12x—1],_, 4x+1
1 1 1

E(x+1)2+2x—1

. Ad 2. Kvadraticky trojclen se objevi, protoze polynom mé dva nerealné navzajem komplexné sdruzené koreny z

+
x—z x—2z*
’ v . Ve 4 v ’ . v ’ v . 4 4 B B* 'A* v
nesmi se ménit pri komplexnim sdruZzeni, a proto se ani tento soucet nesmi zménit. M4 tedy byt + = + , takZe
X—z X—2z* X—zZ X—2Z*

a z*. Pokud jsou tyto koreny jednoduché, tak se pro né v rozvoji objevi patricné scitance, tj. . Protoze je polynom realny,

. Mé-li kvadraticky trojélen tvar x* 4 2ax + b = (x — z)(x — z*), vidime, Ze Ize
Re[A(x —z*)]
x2+ax+b

ma byt B =A"*. Proto je vysledny scitanec roven 2 Re

x—z
4 : 2 v M V7 v / V7 . ’ v 4 4 4
psat z = —a+iV b —a?, takze nakonec je prislusny scitanec roven 2 . Pokud jsou komplexni kofeny nasobné, Ize nasobnost

odstranit podobné jako v predchozim bode.

5 1 1 1 1 1 s, “w , ., 1)2 1 1/2
98. Ad1. = =- < - ) Ad 2. Uzitim vysledku cviceni 92 hned dostavame y2_ 1 + L
: x2—1 (x—1)(x+1) 2\x—1 =x+1 x x—1 x=2
7777777 1 1 'A e/ /4 . / YZ?ZZ .. ’ v / 14 v
Ad3 —+ . Uzitim podobné metody jako v tlloze 92 zjistime, zZe A =1, C =—1. Zbyva uz

’ x3+2x2+x:x(x+l)2:x x+1 (x+1)?

. . V7 v 4 o 4 v 1 2 1
jen jeden sCitanec, takze ostatni od puvodniho zlomku odecteme a dostaneme ——— [1 —(x+1)7%+ x] S . To
x(x +1)2 x(x +1)? x+1
. / o4 V7 \4 .. 1 1 1 Ve ’ /4 M v v/ V7 / vV
je ten zbyvajici sCitanec, takze rozvoj je — — —— — . Ad 4.Pri musi stat koeficient 1/3, takze to staci odecist a druhy clen
x x+1 (x+1)72 x—1
. 1 x4+ x+1 (x—1)(x+2) 1 x42 13 1 x+2
rozvoje je 1— =— =—-————. Celkem —= .
7777777 (x—1)(x24+x+1) 3 3(x—1)(x24+x+1) 3x24+x+1 x—1 3x24x+1
5 1 1 1/3 —2 . 1 1 2x—1-—3)d
99. Ad1. = = B x . To uz mazeme integrovat na = In|x+1|]— = u
| 1+x3  (x+1)(x2—x+1) x+1 3(x2—x+1) 3 6 x2—x+1
o 2x—1)d d 2x—1 ,
Tento posledni integral rozdélime na (2e—1)dx = In|x*—x + 1| a na =3 L E— N6 arctg X Celkem méme
x2—x+1 x2—x+1 V3
2x—1

1 1 1 . v
3 In |x+1|—g In|x?—x41+— arctg +C. Ad 2. Vyjdeme ztoho, %e x*+1 = x*+2x?+1—2x? = (x*+1)*—(v2'x)? = (x*+v/2x+1) -

V3 V3

-(x?—+/2'x+1). To je potieba rozloit na parcidlni zlomky. MtiZeme vyjit tfeba z toho, Ze zdvorka s plusem mé koteny e atasminu-
1 x—e N 1 x—e T4 ]_1/7 x++/2
49/t 2 L D41 42 D 41 x24+4/2x 41

4
—4/2 . , +v2 oy v . 2x /2 d
x—v2 > To se musi integrovat. Integralf idx muzeme prepsat jako % J x—f ++/2 J ad

+3mi/4

+irn/4

sem e . Derivace jmenovatele je 4x°. TakZe dostaneme 2 Ke[

x2—/2%x +1 x2+/2%x +1 x24+4/2% +1 x24+4/2% +1

+ \/T? [arctg(ﬁx +1)+ arctg(ﬁx _ 1)] +C.

x2—|—\/7x+1
x2—/2%x+1

n musi byt 1/2. To odecteme od piivodniho zlomku a tim dostaneme druhy scitanec. Celkem je tedy

1 2
= Eln|x2 4+ v/2'% + 1] + arctg(v2'x £ 1). Celkem tedy mime gln

x4+

/2 1x—1

x+1 2x24+1

v . . 1 , 1 2xd 1 d 1 1
rozklad .Prvni clen se integruje na51n|x+l|,druhy se rozpadne na_Zf xdx +§J x ——Zln|x2+1|+§arctgx.

x2+1 x241
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x24+2x+1 1 X

v 4 4 1 Vo . / v/ 4
Po secteni tedy mame y In + 5 et +C, cozje vysledek. Ad 4.RozloZime zlomek v zivorce a dostaneme ———— =

x2+1 (x—2)(x—1)
2 1 Proto ; < x )2 4 4 n 1 4 n 1 " 4 4 Kdvs t
= — . Proto je = - = - . o
x—1 x-—2 J x2—3x+2 (x—12 (x—1)(x—2) (x—2)2 (x—12 (x—2)2 x—1 x-—2 7
, : , —1 4 1 v 241 1 1 1 2
integrujeme dostaneme vysledek 41n al ‘ - - + C. Ad 5. Rozlozime _FHl s + — ,
x— x—1 x—2 (x+1)2(x—1) 2[x—1 x+1 (x+1)?

v . . 1 1
coz se snadno integruje na ~ In |x* — 1| + —— + C.
7777777777 2 x+1

100. Ad 1. Vimneme si, Ze x* + 2x” 4+ 3x? + 2x + 1 je reciproky polynom, tj. jakysi palindrom (zeptedu a zezadu ma stejné

koeficienty). U takovych je vzdycky dobry nipad vytknout a prevést na jiny polynom v proménné x + —. Kdyz to udélame, zjistime,

. 1 1 1\? 1 1 2
Ze je ten polynom roven xz[x2+—2+2<x+—>+3] = x? |:<x+—> —2+2<x+—>+3:| :xz[x+—+1] = (x? +x +1)°. TakZe
x x x x x

x2+x+1) x24+x+1

1 1—x’ .
f ——7x%dx, coZjenatu

4 V7 2 1 d 4 A v/ 4 . . V17 / 1
mame spocitat J ((x—}——)xz’ coz uz je primo nachystané na substituci. Tu udélime a dostaneme vysledek C——————. Ad 2. Tady

je potfeba poloZit x” = #. JenZe to budeme potfebovat x° v ¢itateli. Nastésti po rozsiteni dostaneme > )
x(1+x

7
(1_;6—7)2 +C. Ad 3. Prosté preroz-
x

.. Vi, .., , 1 1— 1 1 2 1
substituci jako délané. Po jejim provedeni dostaneme — —r - <— — —> dx==In
7] u(l4u) 7 u wu+l 7

lozime x” tak, aby se ptizptisobilo tomu x —1 ve jmenovateli. NapiSeme x* = [(x —1)4+1]> = (x — 1)’ +-3(x —1)* + 3(x — 1) +3. Po vloZen{
3 3 1
— - - +C.
96(x—1)%  97(x—1)7 98(x—1)" 99(x —1)»
b— b—
ﬂzdx,x—l—a:( a)u

(x+b)

takto: f o —I—a)jzcx oy =3 id f ((bx:_ﬂz;ix = a)m(lx T Ted” mtiZeme vlozit substituci a integral prejde na

do integralu se integral rozpadne na soucet a snadno uz dostaneme vysledek —

Ad 4. Zaridime se podle napovédy. U této substituce plati du = ax+b= 11. Integral prepiseme
—u

1—u

—1 .
(b _a)m+n—1

1—u)mtn=2 . v ST o vi: y
. J % Integrace je ted’ uz snadn4, staéi rozepsat zavorku v Citateli podle binomické véty a ze sumy oddélit ten ¢len, kde

%m
m—2
1 -2 —1)k k—m+1
se bude integrovat 1/# (to totiz d4 logaritmus a ne mocninu). Vysledek: v E <m + /: >/€ (_ m)+ 1 < ;‘IZ > —
m+n—2 x+a S m4+n—2\(=1) [ x+a\!
— (1 1 SN (Z2) |+c.
1) < m—1 >n x+b =D — < m+{ >€+1 x+b
v 2 V7o d-x v/ v . . . ’ 2 2 2
1101, OznatmeD = c—b* > 0apociteme | —————— Doplnénim na Ctverec se ve jmenovateli objevi (x+b)"+c—b* = (x+b)* +
P x2+4+2bx+c
N v dx 1 x+b o , dx _d dx v
+ D, takze pocitame J GilPiD  JD arctg 7D . Jelikoz plati J m = —5J PERE Y staCl nam tento
/ . 4 V7 o7 /7 M . v dD oV 14 . d'D d d V7, 7
vysledek derivovat podle D a budeme mit spocitano. Navic, jelikoz %= 1, muZeme psat — jako % i - b Pocitame tedy
c c
d 1 tx+b S ub e pHmotaré a brzo obdrid ¢ sledek 1 tx—|—b (x+b)/2D 1 . x+b 4
—— | —arctg —— |, cozuzje primocaré a brzo obdrzime vyslede arc = arc
T2 Vo ) <P Y D T S ek b+ D T 2Ac— b2y T e
1 x+b
+

2c—b2)x2+2bx+c *

: . 2ud
102.  Ad 1.Polozme x = #?, integral prejde naJ II:_ “
C "

=2u—2In[14u| =24/x'=2In|14+/x|+C. Ad 2. Polozime x = #°, inte-

54 5
gral prejde na 6 2 Délime jako na zakladni skole, dostaneme — W ut+—" Poslednd jme-
w+ul+u+1 w+ul+u+1 (n+1)(u2+1)
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/ v/ \2 . . 3 1 J
novany zlomek rozlozime na il Inal To vSechno se nakonec integruje na 2y/x'—3¢/x'+3 arctgy/x’ +§ In %

Ad 3. Roz$ifime vx +1 — +/x — 1, ve jmenovateli se objevi dvojka a v Citateli 2x — 24/x2—1. Tim jsme tedy integral upravili na
f(x —4/x2—1)dx. Lepsi bude ho zapsat jako J[Zx —(x4+14/x2—1)]dx, prvni séitanec integrovat na x* a v druhém polozit x =chlny,

1
y—1 2
dx = —2dy. Tak toti dostaneme y = x 4+ v/x . Tim prejde druhy kus integrilu na y: —= ln y, coz po dosazeni y a sefteni

(x+1)(x—1

1 2 1| =2 1\ 3 3 1
u= i, du = —ﬁ. Tak muzeme integral predélat na —= d <x + > = 2= X el Ads. Tady
x—1 (x—1)2 2 (x—12\x—1 2 2\ x—1

rozsitime v/ x + 1 — 4/x". Ve jmenovateli se objevi jednicka, takZe ziistane f vV x(x+1)(vx +1—4/x")dx. To uz se snadno rozepise na

v 4 14 1 v v . 14 d 1 v/
s predchozim kusem da 3 [xz —xy/x2—1+ ln(x +4/x2—1 )] + C. Ad 4. PrepiSeme integral na J a ) o[ 2 7@ polozime
\ x—

v oo N .2 2
soucet a integruje. Vysledek je g[x5/2 —(x+ 1))+ §[x3/2 +(x+1Y2]+C.

du
uu2—2u+2

103 Ad 1. Polozme # = 1+ x, integral prejde na f . Vytkneme z odmocniny a polozime y = 1/#, dostaneme

dy

— | ———=——. Ve jmenovateli vytkneme dvojku, doplnime na ¢tverec a dostaneme —

V2 —=2y+1

2 \4
, coz se uz snadno

S
ﬁf\/1+(2y—1)2

) . 1 1 1—x /2422 v 24 2x+2
integruje na——ln‘Zy—l—i—\/ (2y—1)2+1 ’ =——1In " +ox +C. Ad 2. Prepiseme na &dx.To se roz-
V2 V2 |[1+x 1+x xvVx2+2x+2

2x+2

X X
+ +2 | ——
Vx24+2x42 J\/x2+2x+2 JxVxZ—i—Zx—l-Z

. Prvni dva jsou tabulkové, tieti prepiseme

v V7. /10 1
padne na soucet tri integral: 3

S Wl I S
V22 +2y+1 V1+Q2y+1)
=—2v/2In )Zy +1++/(2y+1)2+1 | SeCteme vSechny tri integraly a dostaneme vysledek v/ x2+2x +2 +1In )x +1+vVx24+2x+2 ‘ —

x+244/x2+(x+2)?

tim, Ze vytkneme z odmocniny a polozime y = 1/x. Tim ten integral prejde na —ZJ

—2v/2'In

. —1+x—x*+1-1
+C. Ad 3. Tady mame stésti, integral prepisSeme na — dx = —J Vi+x—x2+
V14x—x2

2 V5 2x —
+ | ————.Pod odmocninou doplnime na étverec: v/ 14+x —x2 = —1|1— <
f V1i4+x—x2 P V5

2
V5 <2x —1 >2 4 dx 2x—1
_ 1— dx+ — | ————. V prvnim integralu polozime ——— =sinvy, druhy uz je tabulkovy a mame vy-
2 /5 /5 ,—‘1 =T p g P /5 Y y uz ) y ¥

11 L 2x—1 2x—1
sledek 3 Aresin )\C/g — x4 v/ 14+ x—x24+C. Ad 4. Tento integral lze také psat ve tvaru f

1\’ L
> . Integraly tim prejdou na

dx. Vnitrek odmocniny prepi-

\/xz—i-xz

v 1 2 vV v oV Ve 1 . ’ v . d 2 1 Vv 4 1
$eme na <x — —> +2, nacez muzeme polozit # = x—— aintegral prejde na L | —+ I i e +C.
X X V2+u? V2 x
777777777 5 + 1 Vo /7 V7 v oV 7 2 2 4 v v 4 —1
104,  Ad1. — = 3, cozje celé Cislo, takze mizeme rovnou klast #° = 1—x*, —u#du = xdx. Integral prepiSemena | x"# ™ xdx =
77777777 . 041
= —f(l —u?)?du. Ad 2. Tady je + necelé, ale kdyZ k tomu pficteme mocninu toho binomu, tj. —1/3, dostaneme ¢islo celé. Mame

tedy vyhodit x> ven a dostaneme J x (14 x7)y " dx. Ted poloZime #°> = 14 x>, atedy 3u? du = —3x*dx. Integral tedy prepiSeme
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—u

d . v/
na f Cux T dx = f 1” %3 . Ad 3. Vytkneme z odmocniny x’, dostaneme J x(—1+3x72)13 dx. Tady polo¥ime #> = —1+43x72,

9 3
xdx = _%%2 du. Integral pak prejde na J FuxTdx=—2 ﬂ
2] (BP+1)

105 Ad 1. Ptepiseme jako J sin” x(1—sin” x)cos x dx, klademe # = sin x. Vysledek:

sifx  sin’x

+C. Ad 2. PrepiSeme jako

1—cos’x)sinxd 1 1 , . 1+tg”x)*d
(1 cos” x)sinxdx , poloZime # = cosx. Vysledek: — + C. Ad 3. Tady prepiSeme integral na (A+eg x)dx * Kla-
cos*x 3cos’x  cosx tgtx
1+u?)°d tg’ 3 1
deme # = tgx, dostaneme M To se rozpadne na soucet BT Jtgx — — — + C. Ad 4. Klademe # = ,/tgx),
u* 3 tgx  3tg’x

dx  2du
Jigx  14ut

a tedy ;- Tento integral uZ jsme spocitali v tloze 95, takZe uZ se

. Vlozime to do integralu a dostavime ZJ =
"

tgx +4/2tgx +1 _
g/ 2r 1 +— [arctg V2tgx + 1) +arctg(4/2tgx —1)] +C.

cosbx cos4x

s tim nemusime znova trapit a hned mame vysledek In

24/2'

(sin6x+sin4x). Integraci dostaneme vysledek —

Ad5.sin5xcosx =

% +C. Ad 6. Tady postupujeme obdobné: cos x cos 2x -
' , / 12 4 6
- cos3x = %cost(cos4x + cos2x) = %(1 + cos2x + cos4x + cos6x). Integrujeme a mame vysledek " + sm8 * 4 51r116x + 51r214x +C.

tgx +tga tgx +a

Ad 7. Uzijeme toho, ze tg(x +a) = . Oznalime tga = a a vlozime to do naseho integralu. Dostaneme J tgx dx. Po-

1—tgxtga l—atgx

u(u+a) _
1+ u)(1—an)

. ’ v . d v/ . sy ’ . . v
lozime # = tg x, integral prejde na J ( u(n £ a)dx .Rozlozime integrand v parcialni zlomky; tim vyjde najevo, ze

1+ u?)1—aun)

1 1 . . 1 In|1—tgxtga
= ————»atoseuzsnadno integruje na——In |1—au|—arctgu = —x—u
a

+C. Ad 8.Polozime # = tgx, dostaneme
l—au 1+u

tga

du Zlomek rozlo¥imena > ——— > 2% 3 1 ceintegruje na — In[345tgx|—— In | 14+tg x|+ —=x+C
e — omek rozlozime na — —_— — ,Coz seintegruje na — In X|——1n X —X .
(G+5u)(1+#2) 343154 681+u? 341+ 2 Brent 34 856 SR

. qVvs . v / v . . t 1 . .- /
106.  Nejdriv si uvéedomime, Ze je sinx = — 8% 4 cosx = ————. Pak se vrhneme na jednotlive body. Ad 1. Mame du =

V14 x2 V14 x2

d \4 14 ’ 2d . . t E 2 1—
=143 —x,cozdavadx: 2 Ad 2. sinx = 2sin = cos = = 2 82 = Ad 3. cosx = cos? > —sin? > = a
g 3 x
2 142 22 I+tg23  1+u? 2 2 14+u?

? 5 Totéz by vyslo, kdybychom pouZili, Ze tgx =

Ad 4. Staci délit vysledky predchozich dvou bodti mezi sebou a dostaneme N FECEE

Voo . . . ’ Zd d v v/ vV oV .
107..  Ad 1. Pouzijeme tu substituci, dostaneme integral “ =2 —142 To uz se primocare inte-
107 a0+ W)+ b= ) =
‘ ‘ 1+ < a+b M)

du

. , 2 19
gruje adostaneme vysledek Wrs arc tg< a— — < >+C Ad 2. Upotrebime substituci, dostaneme ZJ e 1= 1)

v 717 / v v/ v v/ 2 d 2 _b d v v
Presklddame to a doplnime na Ctverec, cimz obdrzime 7 J d i (C > >192 J ( Z) 5> COZ UZ se
Cc— a c*—a —(,z c—0)u+a
( ) R =7 (b 1+ I:VCz—az—bz :I

v v d v ’ . .
i| + C. Ad 3. Integral prepiseme na J % Upotrebime substituci,

sinx cosx

primocare integruje na ———————arctg
)

|:(c—b)tg§+a

du u(1— u? . 3
dostaneme ZJ — =4 ¥dixt. Provedeme délent a integral standardnim zpusobem rozkrouhdme, az dostaneme vy-

1 1 —u2
5+ 1+2u—u
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tgg—l—ﬁ
g3 —14++/2

oo . . . . 7
je si uvédomit, Ze 2sin x cos x = (sin x + cos x)* — 1 a e plati té sin x 4 cos x = v/2 cos(x — Z)

sledek 2tg? g + 8tg§ +8In + C. Mimochodem nejde zdaleka o nejjednodussi postup, lepsi

tgzg—Ztgg—l'—i—&/?ln

n

k
indukei: pro 7 =0 plati a pro vSechna vét$i #» ma platit ta nase rekurence I, = x"e* — I _,. KdyZ vezmeme I, = (—1)"nle" E (—1)* %
k=0 ’
n ot k
a ze sumy oddélime posledni ¢len (s & = 7), vskutku dostaneme I, = (—1)" nle*(—1)” x_' +(—=1)"nle” E (—1)* % Prvni ¢len je jen e*x”
n! !
k=0
a v druhém prepiseme (—1)"n! jako —n(—1)""'(n — 1)!, &imZ je to dokizano. Ad 2. Tady se e* derivuje a x” integruje. Zase oznaéme
e’ dx , . e* 1 C e*dx
I,= . Jedno per partes pak vyda rekurenci I, = — + I . Tato rekurence funguje az do I, = , kde se
x” (n—1)x1 n—1 x

4 . . vv/ . v . . 4 oV V. X v/ v Vo
zasekne, protoZe 1/x se neintegruje na vy$$i mocninu. Ve skute¢nosti v tomto integralu miZzeme pouze polozit # = e*, ¢imZ prejde na
f [, & tojsme podle zadani oznacili li(#) = li(e*). Vzorec dokdZeme uz snadno, kdyz si v§imneme, ze pfi 7 = 1 plati a pro vyssi n

nu

X

plati rekurence, kterou jesté pfepiSeme na tvar (n —1)I, —I,_; = ———. Dosadime-li tam ten vzorec, hned vidime, Ze je to pravda.

X"

: : . qvs . . . , v v/ ’ v . 1 v o /
109. Ad 1. Nejdfiv vysubstituujeme trojku tim, ze polozime #» = 3x. Integral pak prejde na ;J x’e*, coZ je podle tlohy

3

e 1 L " S
104 rovno —a6ex E (—1)k% = aex(x3 —3x? 4 6x —6)+ C. Ad 2. Polozime # = —x?, tedy —dT = xdx. Nas integral tim
: : P .

prejde na f we'du = —e (x® + 3x* + 6x? + 6) + C. Ad 3. Tady polo¥ime x = #?, dx = 2udu, a dostaneme 2f n’e” du, co’ je

podle tlohy 104 rovno 2eV* (x*? — 5x? 4+ 20x3/? — 60x + 1204/x’— 120) + C. Ad 4. Polo¥ime # = ¢, du = e* dx, a integril p¥ejde na

d v v ’ 7 6 d ’ . /7
J 1%4_% =u—In(1+ u)=e"—In(e* +1)+C. Ad 5. Polozime #°® = e, z tehoz vyplyva dx = 2 Po dosazeni do integralu dostaneme
" "

. RozloZime v parcialni zlomky, dostaneme —M——— = — — —— — , coz se uz snadno in-
u(n+1)(u2+1) P Y w(n+1)(u2+1) u u+1 4u2+1 1442

6J du ., . 1 112 1 2u 1/2

. 1 1 1 1 1 1 T .
tegruje na lnu—z In(x + 1)_Z In(u? + 1)—5 arctgs =x—> In(e™ + 1)—2 In(e* + 1)—5 arctge*+C. Ad 6. Zapiseme sin x jako Jme",

. X 1 ix ix .
takZe integral pak ma tvar :SmJ xelHx dy = (e €T =Tm [xe 1e+ e” (11 e ].]elikoi 14i=+v2e"* je také hned vi-
e — i
1+1

1 1
dét, Ze (141)* = 2i. Proto je vysledek roven ﬁxe sm<x — %)—i— 2e cosx+C. Ad 7. Tady nejdiiv poloZime # = €, coz integral prevede

—1d —1 d 1452 2 .
? —M, apak polozime - y?. To znamena, Ze - ydy,zeun = Y ,anakonec také »+1= . Integral pre-
u+1 (u 2 1—y2 1—y2

+1) —y
—1 (u+1)? d e v 4 1—9? 2d
piSeme na i vt Y . provedeme tu substituci, ¢imz ziskame | y — —yz ydy =4 % Tady
\J%H +1)? (I—=y2) 14y (I=y2)(1+2?)
: . . 2 1/ 1 1 . . 1
mame velké Stésti, protoze si hned vSimneme, ze je Y = - < — >, a to uz se snadno integruje na In T
(1=y2)(1+y?)  2\1—=p? 142 1—y

ver+1+yer—1 er—1
e*+1

+C

—2u+1

v . . u u 1
deme per partes, pricemz arctg # se bude derivovat a ten zbytek integrovat. Nakonec tak dostaneme arctgu—- +§ In(1+ %2),
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2
/ . , X x+1
coz po vraceni substituce da > arctg(x + 1) —

1 . v 7 v <. ’
+ Eln(x2 +2x +2) + C. Ad 2. JelikoZ vime, ze ln(x +vx2+ 1) je inversni

funkct k shx, bude zrejmé dobre polozit x = shx. Tim integral prejde na J u’chudu. Po dvojim per partes dostaneme vysledek

u? shu—2u ch u+2sh u, coZ po odstranéni substituce d4 x In?(x++/x2 + 1)—2+/x2 + l‘ln(x +vx2+1 >+2x +C. Ad 3. Pouzijeme per
2Jx". 1 1 S >

artes, cely ten vyraz se bude derivovat a integrovat se bude jednicka. Derivace arcsin erovna -
P Y Y & J T+x) [+ <ﬁ(1+x) (14x)?
ey

1—x

1
mwm ~ Vx4

, ktery po substituci y/x' = # rychle vyda vysledek 2u—2arctg u. Celkem i s prvnim s¢itancem

Vytkneme ze zavorky 1/(1+x) a dostaneme , coz je celkem uchazejici. Po jednom per partes nam

X

tedy ztstane pouze integral 2
y p g f 1+x2 F

z per partes tedy mame x arcsin

2
Vx' —24/x'+2arctg/x'+C. Ad 4. Po rozepsini logaritmu dostaneme f <

+x

In(x +a) N ln(x+b)> dr.
x+b x+a

Ted’ si uvédomime, ze Lo [In(x +4)]". To znamend, Ze integral Ize psit i jako J (In(x +a)[In(x + &)1 +In(x + b)[In(x +4)]') dx
x

]enze podle pravidla pro derivaci soucinu pod znamenim integralu stoji [In(x +a)1n(x +b)]. Integrovani a derivovani se navzijem
zru$i a zUstane vysledek In(x +4)In(x + &)+ C. Ad 5. Zase udélame per partes, pricemz se cely logaritmus bude derivovat a jednicka

1 < 1 1 >_1—1/1—x2
Vitx+v/T—x \2/1+x 2/1—x/)  2x/1—x2

se bude integrovat. Derivace toho logaritmu je , takZe musime integrovat

f 1—\/1—x2

1
dx, coz je rovno — 5 arc sinx— = Pr1cteme k tomu prvni scitanec z per partes a mame vysledek x ln(v 1—x +vV1+x > —

1 1
1. . , 1 s . =T 2 11
—zarcsmx+§+C. Ad 6. Opét pouzijeme per partes: J xarccos —dx = xox 9;22_1 = %arocos——iv x2—1+C.
x x
x —

2
i dx :J(l—l—x—l)ln(l—}—x)dx—l—f(l—x—l)ln(l—x)dx :J(l—i—x)-

o a+1
- In (1+x)dx+J(1—x)ln(1—x)dx—fln(l-l-x)dx—Jln(l—x)dx PodleboduSﬁlohy@O' f *lnxde == <1nx— i1>+C
a
+x+ C. Ad 8. UZ jsme diiv pouzili ten trik, Ze ln(x +vx2+1 ) je inversi funkce sh x, a ted’ na néj bude cas

7 . / v/ ° 1
Ad 7. Rozpitvame integral na hromadu scitancu takto: f xIn +

vysledek l ' 1 s

e~ ef4+e ™ ..,
achx:T,je]asne,ze

znova. Polozme tedy x = a sh #. Tim integral prejde na 2>/ J Vshu+chu chudu. Jelikozshx = ¢ _2

3/2 2d 3/2 2d
shu+chu =e”. Celkem tedy mame ﬂT e"/%(e"+e™")du. Nyni poloZime e” = y%,tj. du = a4 ,adostaneme % y(yz—}—y*z)—y =
Y

3 S L2
=4’/ <y > Ted’ je jen potieba vratit tu substituci. Jelikoz sh# = x /a, je ztejmé u = <f x2+a? > S i ,atedy
y a

3
x4+ x2+a?

M 4 Vv .17 v ’ . 1
je také y =+v/e* =\| ———————, takze nakonec vidime, ze vysledek je 3 ( x2 +ﬂ2
a

+C.

1—In2
>

Vx4 x2 +a?
i : In2 In2
111 Ad 1. Pouzijeme per partes: jxex dx = H ef" —x

_ —xIn2 —x _ In2 —x1ln2 _
e et [—xe ]0 + f dx —T — [e ]0 =
0 0

X 1
sinx —cosx

U

Ad 2. Zase per partes: f xsinxdx =

0

' =[—xcosx]] —}—J cosx dx = 7, nebot’ posledni integral je roven nule. Ad 3. To
0

N [ d —_ o 171
je prosté arkustangenta: f rxz =[arctgx]®, = . Ad 4. 1/x? seintegruje na—1/x, tak’e mame vysledek — [ —] = =. Ad5.Polo-
x xls. a

/2

zime x = cos2u#,dx = —2sin2u du. Integral tim prejde na—ZJ V14 cos2u 1—cos2usin2u du, cozje rovno 2 f

u_ .
2sin#cosudu =
sin#

/2 0
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/2 /2
=4 J cos?udn =2 f (14cos2u)du = 7+ [sin2u]g/2 = 7. Ad 6. Tady polozime x = asin#, dx = a cos # du. Integral tim ptejde na

0 0

/2 /2
.2 4
. , . 2 1—cos4 v Sy - , a
a?sin® ua® cos® u du. Ted upravime sin® x cos® x = sm4 . C;S * takie po dosazeni do integralu dostaneme n f 1—cos4u du =
0 0
1
4 4 4 1 2 L
= _ ﬂ—[ in 414];;/2 =% Ad7. Diky sudosti mtzeme integréal psat jako 2 ik dx, coz upravime na 2 2 dx. V Gtateli
16 32 6 1+ x* Y
X

0 0
0

/ 1 V. . / 1 vV v . . 1 2 . . 1 , dl/t v
mame 1+ —2 ,CoZje derlva01 x——. Proto prepiseme ]menovatel ]ako x—— | +2a po subst1tuc1 # = x—— mame 2 2—|_—2 , COZpO stan-
X X X u

x
VRS ° = e [ A [Pt 1 2x—1
dardnich Gpravach prejde na2 [ 7 arctg fi| = ﬁ Ad 8. Podle bodu 1 ulohy95]eJ G116 Ll e ) +ﬁ arctg ol
Takze do toho sta¢i dosadit x = 2 a x = 0 a ziskana Cisla od sebe odecist. Dostal;rf; se vysledek lnT3 + % Ad 9. Polozme nejdriv
7/4
# = 1+ x, dostaneme J d—%Zu—}—Z Ted’ udélame standardni trik s vytknutim z odmocniny a s prechodem k v = 1/#%; to da

. Zapi$eme 2v% — 20 + 1 jako %[1 + (20 —1)*] a polozime y = 2v — 1, co integral nakonec prevede na

J dv
nakonec | ——
V202 —-20+1

4/7
11 14+/2
f m V2 m

9+4v2

, coz lze po néjakych Gpravich rovnéz prepsat na — In — . Ad 10. Tady pouzijeme per par-

ﬁ
! 2n—1 2n—2
7 x (2n—1)x
tes. Oznacme si ten nas integral 7. Pak zapiSeme [, = % = x _J1—x2 =[x W1—x2 ]é+(2n—l)f X2
—x
1—x2?
0

2n—2<1

,—1- Nakonec si uvédomime, ze I, =

1
x
-4/ 1—x2 dx. Hranata zavorka je nulova a v druhém integralu hodime odmocninu do jmenovatele takto: 7, = (2n—1 J dx =
0

2n—1

= (2n—1)I,_,—(2n —1)I,. Po prevedeni I, na jednu stranu dostaneme rekurenci /, =

1-3.5---(2n—1 T v v , c oy
= — amame vysledek: I, = 1:3-5-(2n=1) z Kdyz rozsirime jesté jednou soucinem 2-4 - 6---2n a uvedomime si, Ze

Jam

2.4.6.-2n 2
. o T (2n)!
tento soucin je roven 2”z!, mizeme nakonec napsat [, = — (21) .
2 22 (n!)?
T | o
112.  Ad1.Oznalme I, = J x"e " dx a proved’me per partes. x” budeme derivovat na nx”"", e™* se integruje na —e*. Celkem
oo [ee]
tedy dostaneme I, = —[x"e *]° + nJ x"'e™*. Hranat4 zivorka je nulova, takZe mame I, = nl, | a konetné také I, = f e “dx =1,

0 0
takZe celkem dostavime I, = n!. Podotknéme, Ze tento integral konverguje pro jakoukoli komplexni hodnotu 7, jen kdyz je Ren > —1. To-

muto integralu se pak rikaI'(7+1). Ad 2. Oznatme 7, |, = J x"(1—x)F dx. Pomoci opakovaného per partes budeme postupné chtit odstra-

0
(1—x)f —k(1—x)*!
nit jeden ten &initel, t¥eba (1—x)*. To tedy budeme derivovat a x” budeme integrovat, tak¥e dostaneme I, , = " X"t =
n+1

X

1 b 1k
= — 1—x x”'H +—
n+1 [( ) ]0 n+1
mame rekurenci I, , = ?In +1k—1- Tu mazZeme pouzivat stale dokola az do okamziku, kdy se # snizi na nulu. V tom okamziku bu-
k= :

k k - 1 k _2 e 1 R ’ v v v e
= ( -ffl)( :Ez) )( n k)1"+k o- Zbyvajici integral uz snadno vypocteme, protoze je I, o = J xR dx =
n n oo (n ’ ’

I, 11 1 Hranata zavorka je nulova, nebot’ predpokladame 7 > 1, £ > 1. TakZe za tohoto predpokladu

1
1

n+k+1

deme mit L,

0
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k(b —1)(k—2)---1 B 3

n4+1)(n42)--(n+k)n+k+1) (n+1)n+2)--(n+k)(n+k+1)
nlk!

(n+k+1)
113 Vptipadé k = 0je to lehké, protoe €** = 1 a integruje se jen jednitka, tak¥e se naintegruje skuteéné 27. V ostatnich piipadech

takZe celkem mame I, , = . Kdyz to rozitime jesté n!, doplni

se tim jmenovatel na (7 + k& + 1)! a mame tedy celkem 7, , =

: 1 : 1
/ kx 2mik 0
mime | e =— e —e 1—1]=0.
f ik [ ] 1k[ 1=
’v er e [y 100
114. Ad 1. Zapiseme cosx = — To znamena, ze cos " x =

Lelooix(

5109 14-e7%%)!% Integrand se tedy rozpadne na obrovsky

T

100ix

souet, ve kterém bude &len s e!®, pak ¢len s €’ atd., zkratka ¢leny se sudymi mocninami a% do —100. JenZe uZ J e?* dx je nula (stali

,,,,,,,, 0
udélat ziménu # = 2x a pouzit tlohu: 109) takZze vSechny tyto cleny Vypadnou Jediné, co ztstane, je konstanta, tedy ense” ; *, protoze

ten se zmtegru]e na 7t. Proto staci ze souctu vybrat len, kde neni zadné e'*, nasobit ho 7, a to je Vysledek Po uziti binomické véty vyjde
100
najevo, Ze to je ——

2100 50
o , . 1 . iNm . 1 .
Ad 2. Po rozepsani obou sint podle Eulerovych vzorct dostaneme ——— (e‘x —e ) (e —e ") dx = ——— | (¥"F—1)-
In+lin+1 2n+lin+1
L0 0
. . , 1 H —i Voo . 7 v Vo Veess v
-(1—e )" dx. Ted’ mtiZzeme klast 2x = u, coZ prevede integral na P YFET—Y J(e‘”” —1)(1—e )" dx. Ted’ uz je jasné, ze preziji jen cleny,
n 1”

0
v nichz neni zadné e'*. Vyraz (e""* —1)(1—e™"")” rozepiseme na dva kusy, dostaneme e"”*(1—e™"* )" —( 1 —e )", TakZe v prynim sitanci

cela mocnina vypadne, zlstane jen jeden krajni ¢len, a stejné tak i ve druhém. Celkem dostaneme

2+2n+1(( 1)” —1). Je-li 7 sudg, je
r —1 7T
)T = plin lichém;
(—1)” =1 avysledek je nulovy; pfi 7 lichém je (—1)" —1 rovno —2, takZe vysledek je: f sin” x sinzx dx = =D on PHAE
5 0 pti 7 sudém.

Ad 3. Zcela obdobnou metodou jako v predchozim bodé dostaneme vysledek 2%

T .
in —inx
*—e

Ad 4. Opét rozepiseme siny podle Eulerova vzorce, ¢imz dostaneme J dx. Vytkneme z Citatele i ze jmenovatele kladnou

elX J— e—tx

0
b
—2inx
L1—e

Fpperry dx. Pouzijeme jesté vztah pro soucet geometrické posloupnosti a nakonec
—e X

exponencialu a tim se integral upravi na J el

0
T

méime J el(n=x (1 fe i petir .. +e_(2”_2)ix> dx. Ted’ mohou nastat dvé moznosti: bud’ je 7 liché, tj. 7 — 1 je sudé a stejné jako
0

v predchozich Glohach preziji jen ¢leny bez e'*. Takovy je ovSem pravé jeden (Cinitel pred zavorkou se vzdycky strefi do prostredniho

¢lene v rozvoji geometrické posloupnosti), a tak vechno vypadne a zlistane jen jednicka, ktera se integruje na 7. Na druhou stranu, je-li

i(n—1)x +e i(n—3)x 4. +elx +e ix 4ode i(n—3)x _i_efl(nfl)x.

se integruje na —2/ik, takze po podrobné¢jsim zkouknuti exponencidl zjistime, Ze se tyto zlomky sezerou

n sudé, miizeme zavorky rozndsobit. Tim dostaneme pod integrilem soucet e
Jedna takové exponenciéla e**

M . , . Ve It h/ ,
navzijem a vyjde nula. Vysledek je tedy f sinnx dx = {n prizziichem

sin x 0 pfinsudém.
0
115.  Ad1. Rozepiéeme titatel na x® —4x” + 6x°® —4x° 4 x* a vydélime to x* + 1 jako na zékladni $kole, ¢imZ obdrZime vysle-
©H(1—x)* , 4 1 4 4 22
dek T — 6 4x® psxt 4 44— . To se integruje na = — - + 1— - +4— 4= = == — . Ad 2. Evidentné plati
1422 P BT TS 3 47 P
x4(1_x)4 v 2 . 4 - v 7 ’ . . ’ , ’ v , 22 . 22 . v, vs v
i > 0 (protoze x°, atedy i x*, je vzdy nezaporné). Proto je integral kladny a musi tudiz byt - >0, tj. - Je vétsi nez .
x
1
/ 4 4 v ., v 1 4 6 4 1 1
Ad 3. Integral | x*(1—x)"dx snadno vypocCteme a zjistime, Ze je roven 573 + — + 5= 0 Proto podle nerovnosti v zadani
0
1 2 1 o, 2 1 2 1
plati < — — 1 < ——, nebo, jinymi slovy, 7 je nékde mezi — — — =a — — ——. Nebo miZeme rozvinout zlomek v fadu:
1260 7 630 7 630 7 1260
T = T—x? 4 x* — x4 (1) % + -+ (pfi |x| < 1, coZ je zde splnéno) a integrovat jednotlivé tleny rozvoje, éimZ ziskime
x
22 1 1 1

7 _n:%+231o+6435+

116.  Nejdiiv musime vymyslet, akym funkénim predpisem je zadana parabola, jejiz plochu mame pocitat. Chceme, aby mezi

jejimi koreny byla vzdalenost 4 a aby byla otocena vrcholem vzhiiru. Tomu vyhovi funkce tvaru ax(a — x) (pfi @ > 0). Vrchol je v bodeé
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i . 4h o
x = a/2, kde ma funkce hodnotu P My chceme, aby ta hodnota byla 4, takZe musime polozit @ = —. Chceme tedy zjistit plochu,
4 a?

. . 4h C , 4h 4h 3 4ah 2
ktera je mezi grafem funkce — x(a — x) a osou x, a ta je ddna integralem — J x(a—x)dx = LA -3
a? a? a2\2 3 6 3

: ! v . v . . ey vy b Ve M
117.. Ad 1. Spocteme jen plochu ctvrtelipsy. Z rovnice vyjadiime y = —\/ a?—x2 . Plocha pod touto krivkouod x =0azdo x =4

/2

je pravé ta Ctvrtina plochy, takze mame S = 4J —4/a?—x? dx. Polozime x =asin #, dx = a cos # du a dostaneme § = 4ab J cos’ udn =

/2
=2ab f (1+cos2u)du = wab. Ad 2. Tady mame y = +x+/ a2 — x2, takZe ta pulka tGtvaru, ktera je nad vodorovnou osou, je stejna jako

0

ta, co je pod ni (protoze je omezuji stejné krivky, jen s opaén}'fm znamenim). Osu x to protina v bodech +4 2 0. Lze tedy predpokladat, ze
ptjde o jakousi osmiku ()" je v bodech 44 nekonecn, tj. tam kiivka jde kolmo k ose x, a v nule je rovna a4, tj. jde néjak sikmo a nulou
procha21 kr1vka dvakrat). Také je vidét, Ze levé ucho osmicky omezuje stejnou plochu j ako pravé, takze staci udelat en Ctvrtinu. Celkem

2
mame § = 4J x4/ a? —x2 dx. Polozime a* — x* = u?, tj. x dx = —u du, a dostaneme 4f 2du = 5 . Ad 3. Nejdriv si uvédomime, ze
0
3 3 3

kdyz ma byt y* = , tak must byt neziporné. To ale nastane jen pfi 0 < x < 24. Kfivka y* =
2a—x 2a—x 2a—x

2a 3/2

trické podle osy x, takZe sta¢i pocitat jenom plochu horni pulky obrazce. Celkova plocha je tedy § =2 | ——— dx. PovS§imnéme si, ze

V2a—x
m+1 5

to je binomicky integral s m =3/2, n =1a p =—1/2. Vidime, ze =3 neni celé, ale kdyz k tomu pric¢teme je$té p, dostaneme celé
n

ma také dve vétve syme-

2a

Cislo. Musime tedy nejdiiv vytknout ze zavorky s rozdilem, ¢imz dostaneme ZJ x(2ax~'—1)"2dx, a ted polozime u? =2ax"' —1, 4.

oo
_ . : " . , .
2udu =—2ax~? dx. Integral touto substituci nakonec prejde na 164> f T Tento posledni integral spocitame tak, Ze vezmeme in-
"
0
o0
tegra f " a dvakrat ho derivujeme, nacez poloZime 4 = 1. Tim ovsem dostaneme dvojndsobek ptivodniho integralu, protoze
wda
0

se pri derivovani vyhodi (—1) - (—2) = 2. TakzZe plati J

du _1|:d2 ﬂr] _1n13
) Gty 72 -

e =-Z°2 =2 Celkov4 plocha je 16a*-nasobek
da? 2/ 2222 16 P
tohoto Cisla, tedy 37a®. Ad 4. To je opét kfivka, ktera je symetrick4 podle vodorovné i svislé osy. Staéi tedy opét pocitat Etvrtinu, takZe po

vyjadreni y z rovnice dostaneme pro plochu vyraz § = 4 J (a*> —x**Y/? dx. Polozime x = asin® , tak¥e dx = 3asin® # cos # du a po do-

0
/2 /2

sazeni obdrZime 124 f cos* x sin x dx. Tato funkce je suda, takZe si mZeme pGjéit dvojku a prepsat integral jako 64 f cos* x sin? x dx.

0 —/2
/2
) ix _ a—ix ix —ix . 6 2 . . ) . A .
Ted dosadime sinx = =< 2‘e acosx=o "% —;e , takZe dostaneme —% J (e +4e? £ 6+ 4e7 P e (e —2 4 7P dx.
i
—r/2

Zde preziji (podobne jako v uloze 110) jen ty sitance, které neobsahuji viibec Z4dné e'*. Kdy% v malé z4vorce vybereme e*'*, z dlouhé

"""" —2* ve velké se vybere 462”‘, a kdyZ v malé Vybereme -2,z Velke se vybere 6. Celkem tedy
1—cosb6gp do n_az

dostavame vysledek —2—(4 +4—12)- 1= 38 . Ad 5. Poéitame podle formulky § = J 2dp = f 5 YRR

0 0

‘ ‘ b
118 Budeme vzdy postupovat podle vzorce L = f vV 1+92dx. Ad 1. Tady je y' = —2x, takze délkaje L = J v/ 1+ 4x2 dx. Diky

a

In(2h-+/4h2+T)
sudosti mtizeme psat téz L = ZJ v/ 14+4x2 dx. PoloZime x = % shu, atedy dx = % chudu, ¢imz dostaneme L = J ch?udu =

0
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In(2h+V/452+T)

. Jelikoz shx je inversni vuci ln<x +4/x24 1) udélame dobre, kdyz napiseme sh2x =

:_1n(zb+\/W) [Shzu]o

=2shuchu =2shuV 1+sh? u,co¥znamend, %e koneéné dostaneme ~ ln(Zb +V4h2+1 )+h\/4h2 +1.Ad2. Tadyjey = £(a?/>—x?3)/?

ay =Fx "3/ a3 — x2/3. Zase budeme poditat jen Etvrtinu délky, tak¥e mime L = 4J \/1 +x723(a23 — x2/3) dx = J aPxPdx =

0
b bla

=6a. Ad 3. Tady je y’ = sh— takze délka je J A +sh? X dx. Polozime = = u, tak¥e mime L=a | v/ 1+sh?u'du =
a
0

=4a

Nlu

a
0
bla

:aJ chudu :ashé.
a

119.  Rozkrédjime elipsoid na platky podél osy x. Riznéme ho rovinou x = x, a zjistéme, jaky tvar fez bude mit. To udéldme snadno

. 2 22
. . . X a—X,
tak, Ze dosadime do rovnice elipsoidu, ktera prejde na ﬁ + == —2 = —— KdyZ ted’ vydélime tim zlomkem na pravé stranc,
a a

2 2 ;
L. VA v . . . ’ / i Ly v /
dostaneme rovnici < p J > + < - > =1, coz je zase rovnice elipsy, a o té podle bodu 1 ulohy§113§V1me, ze ma plochu
Zi/a | :

2 2,2 2.2
—\ar—x; x5/
: . . . b
7 krét soudin obou poloos. Poloosy jsou jmenovatele téch obrovskych zlomkd, takZe plocha fezu je 77— —(a® — x3). No a ted’ ndm staéi
aa
v v e v v , . nhe y 2
fezat viemi rovinami od x, = —a aZ po x, =« a sitat tyto plochy krat dx. Celkem tedy pro objem dostaneme V' = —— | (a” —x")dx.
a

—a

o ambe | 2rb N4
Diky sudosti prepiseme na n2 < f(az —x?)dx = Toc <a3 — %> = szbc.
a

22
P b b
120 Ve vsech trech prikladech upottebime vztahy V = ﬂf x’dza$§ = 27rj x4/ 14 (x")2 dz. Ad 1. Vyjadiime x, dostaneme
a—2Zz . . / - . v/, 7 .
x=r .Derivaceje x’ = —————. Objem spocitame jako V = nrJ (1 — —) dz=3 nr .Povrchje § = 27‘C—J e + — —z dz.
a 2\ara—z
Vay )
r 2 2\3/2 3
Pod odmocninou je linearni funkce, takze muzeme hned integrovat a dostaneme 277,'? 3 |:<a + 4—> — m], coz snadno upra-
a a a

h
R— . R— Lo
vime na 6—[(44 + 72?2 — 3], Ad 2. Tady mime x = R — hzrzz, coz ma derivaci x’ = —2z ;)27‘ Objem je V = ﬂf x?dz,
a?
b

oy L v R— R—r)?
diky symetrii mizeme integrovat jen pul sudu, takze dostaneme V = Zﬂf |:R2 —2R7? 5 "y 24( h4r>

} dz. Mocniny se integruji

0
8R?+4Rr + 372
15

(R—r)?
h#

snadno a po nékolika Upravich dostaneme vysledek V = 27h . S povrchem je to ale mnohem hor$i. Zase integrujeme

h

. v o R_
jen pres pul sudu, dostaneme § = 47':[ <R—22 4

b2

) 14422 dz. Abychom n¢jak znormalisovali tu odmocninu, polo-

2(R—7)/h

2(R— 27h? 2
zime %z = u. Tim je integral preveden na Rnb J <R — %uﬁ v/ 14 u? du, coz se rozpadne na dva typy integrala:
—7r —r

0
vV vy 4 v M 4 4 Vo . 1 h2 .
J V1+x2dxa j x?4/1+ x2 dx. Oba se vytesi tim, Ze se v nich poloZi x = sh #: ten prvni pfejde na f ch®u duf % du avyjde
v . h4u —1 .
%[xv x2+1+ ln(x—l— x2+1>] + C, ten druhy pfejde na Jshzuchzz/tdu = J %du a vyjde %[x(l + x4 PV 1462 —

— ln<x +vx2+1 )] + C. Kdy? tyto vysledky upottebime a hodné dlouho budeme upravovat, dostaneme nakonec ptiserny vztah S =
21th* | (R h? 2R—7)++/4R—r)2+h* 1

== In +—
R—r 32(R—r) h h?

.\
4R—7r)2+h? <¥ +R(R—7)— L>:| (za spravnost neru-

1652
) 1—cos2z 1 ﬁ)

27/3
> dz.PfepiSemesin z na — auzse to snadno integruje na 7t <—7'c + =

: 2

¢im!) Ad3.Objemje V =1n J <1—sinz—|— an 2

—TT

8 2 32
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b
121 Objem je prosté roven JS(x)dx, kde @ a b oznacuji zalatek a konec télesa. Je tedy h = b — a. Integral spocteme a do-

A B
staneme V = g(b3 —a°)+ E(bz —a®)+ C(b—a). Z toho vicho lze vytknout b —a = b a také Sestku. Vytknéme to tedy a dostaneme

Ve b—a

[2A(a +ab+b*)+3B(a+b)+ 6C] Z druhé strany si zapi$me S, = Aa’+Ba+C, S, = Ab*+Bb+C aSi,= A(a +2ab+b%) +

B
+ E(a +b)+C apokusme se vyraz 2A(a* +ab + b*)+3B(a+b)+6C vyrobit jako linedrn{ kombinaci @S, + 35, + ¥ 812+ Ted’ se ptejme:

kolik C bude v tomto souctu? Je jasné, ze a + [3 +y = 6. Kolik tam bude Azb? To milize pochazet jediné z S, », kde je tento Clen 1/2-krat,
takze musime vzit y = 4. Nakonec Ba 1 Bb ma byt stejné, takze o = 3. Z toho uz dostavame a = 8 =1, y =4, coz jsme potrebovali.

122 Ad 1. Voda odtéka v kazdém okamziku rychlosti v = 1/2gh, takze za Cas dt se objem vody v nadobé snizi o Svdt, kde §

. 4 v . dV A4 v v 4 V7 ’ Ve 4
je plocha diry ve dné. Proto je T —S84/2gh . Reknéme, ze nidobu vytvorime rotaci krivky x = x(z) kolem osy z. To pak znamen4,
. ’vr . 1 ’ v
7e kdy? zvysime vysku hladiny o dh, zvy3i se objem o 7x(h)*dh. Proto mtizeme také psit — v W Nakonec vime, ze rychlost
X

v i d , - C , .
snizovani hladiny 5 ma byt konstantni. Oznacme si ji treba —w (voda klesa, proto je derivace zaporna). Z fetézového pravidla mame
t

S+/2gh V2gS§
dh =—w= db dv =— 8% 7 toho uf stalf vyjadrit nasi funkei x(b), takze hnedle dostaneme predpis x =\ VA , takze
dt dV dt mx(h)? Tw

V2g§

Tw
vysky H, po ¢ase t bude voda sahat jen do vysky H — wt. Chceme-li tedy odmérit ¢as ¢, musime nalit vodu do vysky wt. w lze vyjadrit
ysky p ) ysKy y ysKy y)

V2gS§

z konstanty A (ta je dana tim, jak je nadoba udélana) jako w = T Ad 3. Chceme-li, aby nddoba nalita po okraj odméfila Cas ¢, musi
T

nadoba ma mit tvar x = AV, kde A =

=const. Ad 2. Hladina klesa rovnomérné rychlosti —w, takze kdyz nalijeme vodu do

wt wt

. , . ’ V7 . ’ 2 > 4
byt vysoka wt. Chceme-li znat objem, musime spocitat integral V = ﬂf x(z)*dz = nJAzﬁ dz = nA®. g(wt)yz. Ted’ sem musime

27/4g3/453/%t3/2
ﬁA '

1123.  Ad 1. Tento ne. Integrand je sudy a vesmés kladny, takZe to nula jisté neni. Ad 2. Tento ano. Integrand je lichy a integruje se
na 1ntervalu, ktery je symetrlcky vuci pocatku Ad 3. Tento ano. Integrand je lichy a integruje se na symetrlckem intervalu. Ad 4. Tento
ne. Integrand je vesmés kladny, takze se nemuze naintegrovat nula. Ad 5. Tento ano. Integruje se pres celou periodu. Kdyz rozepiseme
sm3 acos 3 podle Eulerova vzorce, vidime, Ze se integral rozpadne na soudet €' a e*™*. To se oboji oviem integruje na nulu.

dosadit za w jako v minulém bodé, coz nakonec da fantasticky vysledek V =

x241 x24+1 x241

5 5 1 1 l . , v/
124.  Zafidime se podle napovédy a zapiseme J 7Y gy = J L J —E dxV prvnim integralu polozime x = 1/y,
e 0 1

vy " In — . . : :
¢imz integral prejde na —J 1—3}2 dy. To je presné totéz jako ten druhy scitanec, jenom s minusem. Oba se tedy zrusi a integral je roven

[ee]

[ee)
. Inx v 1 Inx dx
nule. Pokud jde o J - dx, v ném vytkneme 4%, tak¥e dostaneme — | ——— —. Polo¥me # = x /a. Meze se tim nezméni, takze

x“+a a J 14+ (g)Z a
dostaneme —J In ua > du. Ted rozepiSeme Inua = Inu + Ina a integral se rozpadne na soucet f ln_uz du, coz uz vime, ze je nula, a
) 1+u
Ina { du rlna
@ ) 14 u? T
125 Ad 1. Kdyz polozime » = % — x, tak se stane toto: meze se prohodi, ale kvuli minusu z diferencialu se prohodi zase

zpatky Celkem se tedy nezméni. Za druhé, ze sinu se stane kosinus a opacné. Takze kdyzZ si nas integral oznacime jako 7, dostaneme
/2 /2 /2

v/sinx dx _ y/cosx'dx

I = R b —— L Sntebibt ik
) Vsinx +4/cosx ) Vsinx +4/cosx

. KdyZ tyto dva vyrazy secteme, dostaneme 2/ = J 1dx = g, a proto je [ = %

0
T T

: i x sinx dx (r—x)sinx dx

Ad 2.Kdy? poloZime # = —x, sinus se nezméni a kosinus zméni znameni. Celkem tedy dostaneme I = = .
1+ cos?x 1+ cos?x
0 0
T
v / v v Sln x d'x v \4 oV 14 . .
Opét oba vyrazy secteme a dostaneme prosté 2/ = 7 n ~—» v ¢emZ miizeme provést snadno substituci cosx = # a dostaneme
+cosc x

0

52



/2 /2
d 2 . 2 C .. : in*xd 2xd
2= ﬂf Y - %.V}'fsledek]e tedy I = % Ad 3. Tohle je opet stejna pohadka: zjistime, ze je I = f M - J o8 xex

14 u2 sinx 4 cosx sinx +cosx
e 0 0
/2 /2
v ./ d Vi, . ve. .
Secteme oboji a dostaneme 27 = J —x =— | ———=. Ud¢lame substituci # = x—7t/4, pak pouzijeme sudost integrandu
sinx +cosx  4/2 Cos(x—7>
0 0
/4 1 d

v/ 1 v/ V7 Vv . /7 Vv .

a dostaneme v/2' J . Rozsirime cos # = ——— a polozime tg# = y, ¢imz integral prejde na ﬁf L ﬁln(l + 1/?)

cosu V1+tgtu ) /1+y2

/4

1
Vysledek je tedy I = — ln<1 + \/?) Ad 4. Zaridime se podle ndpovedy a polozime x = tg#, ¢imz integral prejde v I = f In(1+tgu)dx.

V2

0

/4
4 v/’ 7-C 4 ’ v Vv 4 T ’ n 1 - tg v
Nyni poloZime # = — — v a tim se dozvime, Ze rovnéz plati I = | In(1+4tg(F —v))dv. Dosadime tg<— —7}) = a dosta-
4 4 1+tgo
/4 °
2 mln2 v v v v mln2 oy v , e,
neme/ = | In - V== I, z cehoz uz hbité spocteme I = . Ad 5. Stejné jako v predchozich bodech zjistime,
gv
7[/02 /2 /2 /2

zejel = J Insinxdx = J Incosx dx. Kdyz tyto integraly seCteme, dostaneme 2/ = J In(sin x cosx)dx = f (Insin2x —In2)dx =

0 0 0 0
1 . nln2 v . . . . , rln2
=3 Insinxdx — > Ovsem sinus je vlevo od 7/2 stejny jako vpravo. Proto je | Insinx = 27 a celkem mame 2/ =1 — >
0 0
v vV Ve 17 , l 2
z Cehoz uz vidime vysledek J = e
126 Ad 1. Tady stacilo pouzit vztah pro souéet geometrické posloupnosti. Ad 2. Po provedeni obou fecenych zamén dosta-

1—(1-2) 1— 1—-) [1—(1=2) o
neme | ———dy. To rozepiseme na H, = | ———~dy+ [ ——=—dy. Ad 3. Opét rozd¢lime integraly a dostaneme
Y

Y
1

ooy, fosy

H,= J — 2 dy —f 2 dy +J —. Posledné¢ jmenovany integral je opravdu roven Inz. Ad 4. Tady upotrebime slavnou
° ’ : ’ n 1 o

limitu lim <1 — Z)n =e . Pak mdme lim J ﬂ dy —J (1 — %) dy | = J 1=e? dy —f 7 dy . Prvni integral vypada,
nmee n nmee / Y 4 Y / Y Y

e by mohl divergovat v nule, ale kdy? rozvineme e = 1—y 4 y?/2 —---, zjistime, Ze se jednicky odeltou a integral se chova slu$né.

Druhy konverguje urcite, protoie integrand je souinem e, které klesa superrychle, a to je jesté nasobené dalsi klesajici funkci. Oba
mtegraly tedy skutecné konverguji k néjakému &islu, a to je ta Eulerova Mascheroniho konstanta y & 0,577 216..

| | d
127. Ad 1. Separujeme na N )

v = dx, po integraci mame arctgy = x + ¢ ¢ili y = tg(x + ¢). Ad 2. Tady musime nejdfiv ce-
y

""""" 3/2 d
lou rovnici odmocnit, abychom vyziskali y’. Tim dostaneme y’ = :I:x—z, coz uz se snadno separuje na ) =
1=y 1=y
2 s 32 vy dy 2 v v
integraci dostaneme arcsiny = :|:5x +C, 4.y = £sin PRl C ). Ad 3. Tohle prepiSeme na x5 =y =y, colse u snadno
x

_dx 1 1 1
—. Vlevo musime rozlozit v parcialni zlomky: mame = —— — —. Proto uz pak muzeme jednoduse

yoy—1)  x yy—1)  y—1

. 1 . .
= In|x| + C, coz se po odlogaritmovani zméni v 1 — — = £C|x|. £ absorbujeme do konstanty a uz mizeme

= +x3/2dx a po

separuje na

integrovat na In )

) v v 1 . v v . . Sy
vyjadrit y. Dostaneme reseni y = 1—C|| Tim jsme ovSem prisli o feseni y = 0, které tuto rovnici spliiuje, a tak ho musime jesté
+ Clx

v . d v v d%
psat bokem. Ad 4. Upravime na y’ = €’ — 1, coZ se separuje na ; Y — dx. Polo¥me vlevo # = ¢, co¥ di dy = — a mame vlevo
e — "

du _<1 1

. . n—
— —> du. To uz se integruje snadno na In

1 . v / —
‘ =In|1—e™?|, vpravo je x + C, takze celkem mame 1—e™ = +Ce".

u(n—1) u—1 u
+ muzeme absorbovat do konstanty C a pak mame e = 1— Ce”, tedy y = —In(1 — Ce*). Pfi déleni vyrazem €’ — 1 jsme také prisli o
feseni y = 0; to ovsem dostaneme pro C =0, a tak ho nemusime psit bokem. Ad 5. PrepiSeme to nejdiiv na y’tgx = y2 —2y+1,cozse
. dy dy dx 1 1
separuje na = ——. To uz muzeme integrovat na———— = In|sin x|+ C, z cehoz vyjadrime y = —..
Y—2+1 (1P tgx y— C —In|sinx|
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A v . d d .
Ad 6. PiepiSeme na xy’ = —yIny, to se separuje na 1)/ = 2 u¥ miFeme integrovat na In|lny| = —Inx + C. Po jednom odlo-
ylny X

D/x

. D . . . .
garitmovani mdme Iny = +—. & zase mizeme absorbovat do konstanty a kone¢né mame y = e”/*. Prti déleni vyrazem jsme prisli o

x
feSeni y = 1 (y < 0 byt nemuze, protoze to by logarimus v ptivodni rovnici nemél smysl), ale kdyZ nemusime ho pridavat, protoze ho

v 4 v v ex v M d ex d V7 v 4
dostaneme, kdyZ poloZime D =0. Ad 7. Pfepiseme nay’ = — = 7, COZ se separuje na 2 T *  Polo¥ime u = e*, takze mame
e* y e*
vV oV d . . Vv . C oV
konetné = =— n _:t ato se integruje na In|y| =—In|1+e*|+ C, ato zase prejde nay = Tre (+ muzeme absorbovat do konstanty).
u e*

Pti déleni y nam mohlo utéct reseni y = 0, ale to dostdvame, kdyz klademe C = 0, takZe ho pridavat nemusime. Nakonec pouzijeme
pocate¢ni podminku: pfi x = 0 ma byt y = 1, takze kdyz to dosadime do naseho fesent, dostadvame 1 = o proto je C = 2. Vy-
siny sin x

dy = dx. Obé strany se lehce integruji a mame
cosYy cos x

—In|cosy|=C —In|cosx|, tedy cosy = £C|cosx|. & zase pridruzime ke konstanté a celkem mame cosy = C cos x. Nakonec dosadime

vV Vv 7. V7 v 7 ’ . 2 .
sledné fesent 1 s pocate¢ni podminkou je tedy oo Ad 8. Separujeme na
e

4 v 7 ’ Ve 4 / v 4 . 1 4 Vet
pocate¢ni podminku: pfi x = 0 ma byt y = %, takZe ma platit 7 =C-l,atak C = 7 Celkem tedy méme v/2'cosy = cosx ¢ili

COs X

128.  Ad 1. Pfevedeme najednu stranu, mame y’ = 2x—y+3. PoloZime z = 2x—y +3, derivace je z’ = 2—)’ = 2—z, coZ se snadno

. v 4 4 Vet v ’ v v 14 ’ C
separuje na Z = dx, takZe dostavame —In|2 —z| = x + C ¢ili 2—z = —. Opet dosadime za z a konecne dostavaime y =2x + 1+ —.

—z x x

v v/ v . . ’ d v . .
Ad 2. Opét poloZime z = 6x 4 2y + 3, coz se derivuje na z’ = 6 +2y" = 6 + 222, Separace d4 <—Z)2 = 6dx, coz se snadno integruje

1+(—=

V3!

na v/3'arctg % = 6x + C. Z toho vydolujeme z = v/3'tg(2v/3'x + C) a z toho dostaneme y = g tg(2V/3'x + C)—3x —=. Ad 3. Zas
dz dz

poloZime z = x 4+ + 3, derivace je z’ = 149" = 1+ cos z, to prejde na = — = dx. Integrujeme, obdrzime tg —=x+Ca
l+cosz  2cos? 5 2

z toho konecné y = 2arctg(x + C)—x —3.

129.  KdyZzklademe y = ux, tak bude y" = #”x+u. To se ndm bude hodit ve vsech ¢tytech ptikladech. Ad 1. Zkratime x a dostaneme

v/ v 7 . zd d
2y =1+ 2 Polo¥ime y = ux, dostaneme 2(#'x +u) = 14 u, coz d4 2u"x = 1—u. Separujeme na ? = 2to miFeme integrovat na
x —u X
2 C . C 7 o ’ / yz 1
(1—u)* = = neboli # = 14+ —. & pohlti konstanta a ziistane y = x + C4/x. Ad 2. Upravime nay’ = = 5. Tady bude
x VX xy—x?  x_ <£
y o\

2
dx  «x x . . v v/
dobré vzit prevracenou hodnotu, takze dostaneme — = = —( = | . Ted’ budeme pocitat x jako funkci y. PoloZime x = #y a obdrzime

y o) Y
. . /’ /4 1 v v v/
d—%y + u = u — u?, coZ se separuje na ——Z =2 Integrujeme a ziskame — = In|y| + C, takze kdyz polozime # = x/y, dostaneme
Y u y u
= In|y| 4+ C. To uz bohuzel vic upravit nejde. Ad 3. Upravime na y’ = A A Z, polozime y = ux améme #'x +u = ulnu + u.
X x  x

du dx . : yor- ver:
To se trochu zkrati a mame Pl co po integraci d4 In|ln#| = In|x| + C &li Inz = Clx| &li y = xe“F
nlnu x

. Ad 4. Nejdiy

délime x, dostaneme <y/ — Z>cos 2 — 1. Ted klademe y = ux, dostaneme (#'x + # — u)cosu = u’x cosu = 1, coZ se hned integruje na

x x
sin# = In|x| + C neboli y = xarcsin(In|x| + C).

130.  Ad 1. Zatidime se podle ndvodu a vyte$ime nejdtiv soustavu x, —y, 43 = x, + 7, — 5 = 0. Hned dostavime Feseni y, = 4
""""" v
. v _ u—v 1—7
a xy = 1, takZe mame polozit x = # + 1 ay = v + 4. Tim dostaneme — = = = . Jesté polozime v = zu, takze dostaneme
u u+v +2

d 11— , , 1 d
& otz 2 ato upravime dale na L dz =~ To se snadno i integruje na — ln |22 42z —1| = —In|#| 4+ C. Dosadime
du 1+Z z242z—1 u

z=v/ua—- (ln|’0 +2uv—u?|—2In|u|) = —In|u|+C, coZ konetné dava v> +2uv—u’ :Cneboh(y—4) +2(y—4)(x—1)—(x—1)*=C.

Ad 2. Remme soustavu 2xy, — Yy = X —2yo —3. Jeji resent je xy =—1, y, = 1, takze mame polozit x = # —1ay = v + 1. Tim rovnice

4 dv 2u—v 2—2= dv dz L 2—z Po odettent 7 ub 1 .. .
fejde na — = = =—u+4z= . Po odeéteni z uZ lze rovnici separovat na
P du  uw—20 1—2— du ~ du 1—2z P

2 _1 d . . o4 ’
2Z—+1 dz :—Z—M, coZ se snadno integruje na In|z? —z 4+ 1| = In |v? —vu + u?|—2In|u| = —2In || + C. Zkritime a dosadime za #
22—z u
a v, &mZ dostaneme feseni (y —1)* —(y —1)(x + 1)+ (x + 1> =C.

3131.§ Postup se rozb1 e proto, Ze soustava 5y — 5x = 2y 2x =1 ]e rozporna kdyz S(y —x)= 1 tak y—x = 1/5 ale z druhe

jmenovateli se y a x vyskytuji jen v komb1nac1 y — x, takze bude stalit substltuce z Glohy 124. Polozime z = y — x a dostaneme
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. 1 . /4
Z=y—1= 51 —1= 32 T To uz snadno separujeme na <2—— dz = 3dx a integrace nam da feSeni 2z —In|z| = 3x + C.
z— z— z
BohuZel zde reseni dostaneme jen v implicitnim tvaru, protoze po dosazeni z =y —x dostaneme 2y —In|y —x| = 5x + C a z toho nelze y
2y—5x
nijak rozumné vyjadrit. Jesté mizeme to feseni trochu prepsat tim, ze ho odlogaritmujeme a dostaneme tvar = C. Béhem pocitani
—x

jsme délili z =y — x, takZe je§té musime zjistit, jestli y = x rovnici fe$i. Vidime, Ze zjevné ano, ale nae fesent tuto funkci nikdy nevyda;
proto musime napsat toto fedeni jeSté bokem.

Ad 1. Nejdifv vyfeime jen rovnici y' = 6xy; tu separujeme a dostaneme y = Ce®*. Ted politdme, %e C je funkce x a derivu-

jeme: y' = C'e* 4 6xCe* . Dosadime-li to do puvodm rovnice, mime C'e* +6xCe® = 6xCe™ +4xe® éleny s C se zrusi (takze

asi potitame dobre) a mame C’ = 4x, tedy C = 2x? 4+ D, takZe celkem mame feseni y = (2x* + C)e*™'. Ad 2. Nejditv vydélime cos x a do-
C

|cosx|  cosxsgn(cosx)’

staneme y' =y tgx +2sin x. Nejdiiv fesime jen y” = y tg x, dostaneme feseni In |y| = —In|cos x|+ C, takZe y =
C’ Csinx

cosxsgn(cosx) cos? x sgn(cosx

. . . . / .
Derivujme s tim, ze C bereme jako funkci x; dostaneme y’ = . Dosadime to do puvodni rovnice a mame

o Csinx Csinx ) v v v v o ) .
+ = +2sinx cosx. Cleny s C se rusi a mame kone¢né C’ = 2sin x cos x sgn cos x = sin 2x sgn cos x,
SgNCOSX  COSXSZNCOSX  COSX SZNCOSX

D cos2x

|cosx| 2cosx

. . 1 . , Cv v ..
coz da po integraci C = D — ECOSZJC sgncosx. Celkem je tedy vysledek y = . Ad 3. Nejdriv resime jen rovnici

y'e* 4 2xye” = 0. Exponencidla se zru$f a méme y’ = —2xy, co¥ se hned integruje na In|y| = C —x% tedy y = Ce ™. Povafujeme
C za funkci x a derivujeme: dostaneme y' = ¢ (C’ —2xC). To dosadime do piivodni rovnice, obdr¥ime C’ —2xC + 2xC = cosx,

: d 1
. Ad 4. Tady je lepsi misto 2 -
dx  x—y

—x2

takze C = sinx + D. Celkem tedy mame y = (sinx + C)e
dx

V7 . . v/ 7 v/ d v 77 . d
— = x—y? apoditat x jako funkei y. Staf nim tedy pocitat d—x = x, coz dava hned x = Ce”, derivovat na d—x =¢&’(C'+C), adostaneme
Y Y

dy
& (C’' 4 C) = Ce’ —y*. Po zkraceni mdme C’ = —y?*e™. Po dvojim per partes dostaneme C = e (y* + 2y +2) + D, take kone¢né

/7 v 4
> vzit prevricenou hodnotu

mame x = D&’ +y* +2y +2. Ad 5. Opét je lepsi vzit prevricenou hodnotu d_x =€ —x a poditat x jako funkci y. Nejdfiv spocitime
Y

rovnici — = —x, coz da prosté x = Ce ™. Spocteme derivaci, jako by C bylo funkci y: mame x” = e (C’ — C). Po dosazeni obdrzime
Y
e?(C'—C)=e?—e?C,cozdd C’' =1, takze C =y + D. Tim dostavame feseni x = (y + D)e™.

133, Velikost tfeci sily, kterd zaéne sesit brzdit, je f N, kde f je koeficient smykového tfeni a N je sila, ktera sesit ptitladuje ke stolu.

V nasem pripadé je N = mg, takze treci sila ma velikost fmg. Podle druhého Newtonova zakona mame p = F = —fmg (tecka znaci
derivaci podle ¢asu, tedy p = f) JelikoZ se hmotnost sesitu neméni, mame p = mv = —f mg, ¢ili v = —f g. Vpravo stoji konstanta,

. . . . v v . o . v
takZe reseni rovnice je trivialni: dostdvime v = C — f g¢. Reknéme, Ze sesit na sttl dopadl v ¢ase ¢ = 0; v tom okamziku mél rychlost
V. Proto ma byt v, = C — f g - 0 neboli C = v,. Mdme tedy v = v, — f gt a kdyZ klademe v = 0, vidime, Ze se sesit zastavi v Case

t = —2. Abychom zjistili, jak daleko za ten Cas dojel, musime je$té rovnici pro rychlost integrovat jednou podle ¢asu. To dostaneme

/g

1 v * VvV _V . . \4 14 1 v ’ Vv 4 Ve
vdt =s =C+ oyt — Efgtz. V case t = 0 jeste nic neujel, takze C =0, mame s = vyt — Efgtz. Kdyz dosadime cas, po ktery sesit
2 2
. ) 7, 1 7 (2
pojede, tedy t = —, 0 _fg =
,,,,,,,,,, /e fg 27/ % 2fg

134 Jestlize voda vytéka rychlosti v = 4/2gh, znamena to, Ze za ¢as dt ji odtee objem 7r?vdt (vlastné nidobu opusti valec

dostaneme konec¢né s = v,

Vody o podstavé ve tvaru dlry, tedy s plochou 772, a 0 vyice v dt, protoze takovou vzdalenost voda u dna urazi za Cas dt). Proto mame
pro zménu objemu dV = —nr?y/2gh dt. Z druhé strany vidime, Ze objem vody ve vilci je V = 7R?), a tak plati, e dv = 7R*dh.

Srovnéme to a mame nRz db = —nr?y/2gh dt, coZ uZ je diferencidln{ rovnice, z niZ zjistime, jak vy$ka vody zavisi na &ase. Po separaci
2
. . r , ,
mame — = —4/2g dt a to uz snadno integrujeme na vh = C— 4/ % b V Case t = 0 byla vyska by, takze mame C =4/ h,. Po

e’ \ 2hy R?
umocnéni vidime, ze je h = <\/ hy — % ]%t> , az toho je také hned vidét, Ze vilec bude prazdny (tj. b =0) v lase t =4 — -
g r

=Nkt +

dx

=k dt apointegraci dostaneme In
x(N —x) P & N—x

X, X,
9 _ = C. Po dosazeni tedy mame In = Nkt +In —2
—x, —x N —x,

Nkt X0 N SV, Vv v
=e . Z toho nakonec vyjadtime x, takZe dostaneme x = . Je tedy vidét, ze v case
—x N—x, 1+(ﬁ_1>e—Nkz

%o

135.  Vlastné mame fesit rovnici = kx(N—x), coz se hned separuje na

+ C V Case t = 0 bylo x, nakazenych, takze dostavame In

, nebo po

odlogaritmovani

t = 0 opravdu vychazi x, nakazenych, zatimco pti ¢ — oo budou kone¢né nakaZeni vSichni. Rychlost pribyvani nakazenych je oviem

o ’ . / v 4 . . v/ A 4 . /4 A U4 v Ve . vV V7.
(podle pavodni rovnice) imerna x(N — x); je tedy nejmensi, kdyz je nakazeno jen malo lidi (nebo naopak uz skoro vsichni), a nejvétsi je
tehdy, kdyZ je nakaZena presné polovina lidi. Graf feeni (kdyZ poloZzime £ = 1, N = 1 — to mtZeme, protoze k jenom skiluje éas a N
pocet lidi — a ¢as mizeme také libovolné posunout, takze tady jsem dal x, = 1/2) vypada asi takto:
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podil nakazenych v populaci
o
T

-10 -5 o s 10
\
cas

Teto rovnici se 1ka logistickd rovnice a tomu grafu logistickd funkce.

136 Mezni rychlost @ muZzeme spocitat bez derivovani: pri ni se totiz obé sily vyrovnavaji, a tedy je mg = —C Spw’. Vyja-

""""" 2 . . . .
dfime w a dostaneme w = % V piipadé, e vazite i s padiakem 80kg a padak ma plochu 20 m?, je mezni rychlost jenom asi
j2
7,2ms ! & 26kmh™!, coZ je sice poradny naraz, ale prezit se to da (nicméné obéas si pti dopadu nékdo néco zlomi).

/ o 4 4 A v . 1 Jou4 v .
Druhy Newtontv zikon nim fekne, Ze m©o = mg — =CSpv?. Zkratime m a vytkneme g, takZe dostaneme © = g ( 1—
2

CS

Velky zlomek vpravo je ovem pravé 1/w?, takZe to miZeme psat i jako v = g [1 —(1>2] To uz se snadno separuje a dostaneme
dv “

1=(z)

Ted’ si uvédomime, Ze f

=gds.

ad 5 = arthx, kde arth je funkce inversni k tangenté hyperbolické. Je to tak proto, ze kdyz polozime

1—x
d ,
x = th, tak dostaneme dx = (1 —th #*)du, a tedy du = —xz, a tak mame - J du = u =arthx + C. Z druhé strany, kdyz
—x —x
v/ . TR v 1 —+x
rozlozime jmenovatel v parcialni zlomky, dostaneme, ze arthx =In .
—x

. . . v v . Y
TakZe po integraci na$i rovnice dostdvame w arth — = gt 4+ C. Reknéme, Ze se padak oteviel pti t = 0, tak¥e pak bude C = warth 2.
w

Pak vyjadrime v a mame konecné v = w th( +arth— > wth< +1In e >
w \ ©w—w,

Pokud chceme upadanou drahu, tak musime jesté jednou integrovat podle ¢asu. VyuZijeme toho, Ze f thxdx = f —dx=Inchx+

2

+C, adostaneme tedy s = c+Z ln ch[ +arth— ] V Case t =0 chceme s =0, takze ma byt C = ~ ¥ lncharth 2,4 kdyz si uvédo-
4 w 8

w w

1 2 V] .y 2 w?— v} t w+o
mime, ze chx = ———, dostaneme také C = 2 10\ 1= =% . Konetnd tedy mdme s = | Y0 (& +1Iny| —2
V1—th®x 8 w? g w w w—7,

Jestlize budeme padat hodné dlouho, bude v rovnici pro rychlost argument hodné veliky a th pak ptjde k jedné, takze se budeme
ex +e—JC
, tak

2
wh (VT ety 1, :w_zln[megt/w]:
w

pro veliké x plati asi chx & /2. Pak dostaneme, ze upadame asi — In
w—v, 2 g 2w

asymptoticky blizit padani mezni mezni rychlosti w. V rovnici pro vzdalenost pak muzeme pouzit to, ze kdyz chx =

gt 2w w? 2w v v , , Cy .
=—|(=>=—In =wt——1In . Je tedy vidét, ze draha, kterou upadame, bude oproti draze, kterou bychom upadali za
g \w w + 7, g w+

2
Y _>o.

2
Cas ¢, kdybychom letéli mezni rychlosti celou dobu, mensi o konstantu () ? n
§ WTY

137.. Podle zdkona odrazu musi byt ktivka takova, aby v kazdém bodé normala k ni délila naptl thel mezi svislici (po které paprsek
prichazi) a spojnici mezi pocatkem a tim danym bodem. Tato spojnice ma v bodé x,y(x) smérnici y /x = tga, kde a je Ghel mezi spojnici
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a vodorovnou kladnou poloosou. Na zdkladé toho si nakreslime obrazek pro jeden takovy libovolny bod:

Wt\(o\ocoz \(
PAX RV

Piikreslime si do naseho bodu poloptimku rovnobéZnou s vodorovnou osou. Pak je jasné, Ze odrazeny paprsek bude i s touto prene-
senou osou svirat tyz thel a, jaky sviral s tou skute¢nou. Jelikoz ptichozi paprsek jde k ose kolmo, mtizeme hned doplnit i thel mezi nim

LT . , . .
a pokracovanim odrazeného paprsku jako 5~ Jelikoz fialova primka na obrazku ma z horni strany Ghel 7o (pochopitelné) a jelikoz
. v . o . v ’ ’ T a .
normala musi Ghel mezi pfichozim a odrazenym paprskem délit napul, vidime, Ze po obou stranich normaly musi byt dhel — + —. Mezi
T T a 7 T« 42
normaélou a osou je tedy thel 5 + 7 + 5 mezi teCnou a osou je thel o 5 mensi, tedy 7 + > No a jelikoz vime, ze derivace funkce je

. , " .. T a
smérnice teény ke grafu funkce v daném bodé, tak z toho dostavame rovnici y’ = tg( + —>.

42
v ., el Vi+tg2a—1 ., . 1+tg3
Jesteé si musime uvedomit, ze tgz:;aze tga =y/x. Celkem tedy dostavame rovnici y’ =tg E+tgz = 82 _
2 tga 4 2/ 1—tg3

t a+V1+t Za_l v/ 17 ’ v/ v .
_® & . Hned se zatidime podle rady z tlohy 125 a vloZime y = ux, takZe # = y/x = tga 2y’ = u’x + u. Rovnice

_tga—\/1+tg2a+1 :

n+vV1+u2—1 w1+ ur —1—u+uv1+u? —u?
- iy =

n—v1+u2+1 n—v1+u?+1
odmocninu. Kdyz to ulinime, dostaneme v/ 14 #2(1+ # — 1/ 1+ #2) a shledavame, zZe kulatd zavorka se zazracné sejme s odpornym

. o . /
jmenovatelem a zlstane pouze v/ 1+ #2. Takze mame integrovat #'x =4/ 1+ %2, coz uz opravdu zvladneme.
du dx

= —, coz se integruje na ln(u +vV1+ %2) = Inx 4+ C. Vlozime # = y/x a odlogaritmujeme, takze

V14+u? x
Y+ x24+y?

. V Citateli se # zrusi a ze zbytku mtiZzeme vytknout

tedy prejde v u'x =

Separujeme to na

dostaneme = Cx, coZ se upravi na 4/ x2 + y2 = Cx?—y, a, vzavie {tverec, obdrzime koneéné y? +x? = C?x*—2Cx?y 492,
x
2
v / ’ 1 C xz —1
coz po zkriceni da vysledek y = —c

Takovych zrcadel tedy existuje nekonecné mnoho (pro ruzna C), ale vSechna takova maji tvar n¢jaké paraboly. Takze parabola je
jedind (to pravé nas vypocet dokazal!) krivka, ktera je schopna soustredit rovnobézny svazek do jediného bodu nebo naopak udélat ze
svétla bodového zdroje rovnobézny svazek. (Pritom musi byt C > 0; ovSem ani feSeni s C < 0 nejsou Uplné nesmyslna, protoze pak je

. V7 / N/ / o v M M /
sice pocatek schovany za zrcadlem, ale paprsky se od zrcadla poodrazi takovym zpusobem, ze to bude vypadat, jakoby je vyslal bodovy
zdroj v pocatku. Takové zrcadlo tedy udéla z rovnobézného svazku nikoli bodovy zdroj, ale jen jeho ,neskutecny obraz*.)

Parabolicka zrcadla muzete vidét vsude mozné a dost Casto. Az pujdete nékde po ulici, koukejte se, kde maji na baraku namontovanou
anténu. VSimnéte si, ze ta anténa je vzdycky uprostred takového talife, ktery ma tvar rotacniho paraboloidu. Taky u starych svitilen,
které byly na obycejnou zarovku, byvala tato Zarovka umisténa v ohnisku parabolického zrcadla. Tim se zajistilo, Ze svitilna nesvitila

V. Ve .. ... v \4 v Vv ’.7 .. v v v 4 4 v 4 v . . v
vSude (vSimli jste s jiste, Ze treba ohen sviti velmi jasné, ale presto k nému musite jit hodné blizko, pokud na néco v noci chceete videt),
’ Vv 7 / .V % v , . . .. . v . /
ale naopak davala (skoro) rovnobézny svazek, kterym si clovék mohl rozumne posvitit. No a jestli jste byli v herné v Technickém museu,
tak jste tam asi taky takova zrcadla potkali: jsou tam na protilehlych koncich herny. Kdyz date hlavu do ohniska jednoho a Vas kamarad
do ohniska druhého, miZete se spolu bavit, prestoze je mezi Vami herna plnd povykujicich lidi — prosté proto, Ze zrcadlo ze zvukovych
vln udéla rovnobézny svazek, ktery se nerozleti do héje, ale putuje celkem nerusené k druhému zrcadlu, které vsechny vlny zase odrazi

do ohniska.

138.  Ad 1. Charakteristick4 rovnice je > — A—6 = 0, jeji kofeny jsou A =3 a A = —2. Vezméme A = 3: do x ptijde Ae* a do

dostaneme —2C = 2C + D, tedy D = —4C. Celkem mame x = Ae*’ + Ce™*' ay = Ae’® —4Ce™*'. Ad 2. Pfevedeme na druhou stranu,

_11 i) Vlastn{ &sla jsou A = £+v/6. P¥i A= +/6' ddme do x Ae®t 1 do y déme BeV®", po dosazen méme

V6B—A—B =0, tak¥e A= (V6 —1)B.Pti A= —+/6 ddme do x Ce™V*" ado y dime DeV*", po dosazeni dostaneme —v/6 D—C—D =0,

matice soustavy je pak M = <
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tedy C =—(v/6'+1)D. Koneéné tedy mime x = (\/?—I)Be‘/?t—(\/?+ 1)De_‘/€t ay= Be'*' 1+ De /%", Ad 3. Déme pozor na prehozené
x a y. Matice soustavy je <:§ §>, ta ma jedno dvojnasobné vlastni ¢islo A = —1. Proto hleddme feSeni ve tvaru x = (A + B)e™ a

=(Ct+D)e". Dosadime do jedné rovnice a dostaneme —C¢ + C —D = —2At —2B + Ct + D. Srovname koeficienty u ¢ a dostaneme
A = C, srovname zbytek a dostaneme 2B = 2D—C. Celkem x = (Ct+D—% C)e"ay=(Ct+D)e". Ad 4. Dame i pozor na prohozené

x ay v dolnim radku. Matice soustavy je M = <_12 ;), vlastn &sla jsou 2 1. P¥i A = 241 klademe x = Ae**V* | y = Be>*) | nadey

dostaneme (2+1)4 = A + B, tak¥e B = (141)A = Av2e"/*. Naopak pii A =2 —i klademe x = Ce> ™, y = De>*  tak¥e dostaneme
(2—1)C=C+D,tj.D=(1—1)C = CV2e "/* Méme tedy x = e (Ae' + Ce ') a y = ¥ (V2 Ae'+™/*) 4 /2'Ce “+7/4)), Nakonec
chceme, aby x iy bylo redlné. A a C mohou byt komplexni, takze pokud ziskané vyrazy maji byt realné, je vidét, Ze musi byt navzijem
komplexné sdruZené, takZe C = A*. Proto dostavame x = e* (Ae' 4 (Ae')*) = 2¢* ReAe', a kdyZ napiSeme A = ze'?, mame koneéné

x = ae® cos(t + ¢) (dvojku jsme zahrnuli do konstanty a. Zcela obdobné obdrzime také y = ae® cos(t +7/++¢). Ad 5. Pievedeme

na druhou stranu, mime matici soustavy <_11 _15> Vlastni &sla jsou 42i. Podobné jako v predchozi Gloze dime x = Ae*, y = Be*' a

dostaneme 2iB —A—B =0, tj. A = (1—2i)B = V5'Be ™, kde ¢ = arctg2 ~ 63943. Déle polo¥ime x = Ce % ay = De ', oviem to
uZ ze stejnych divodt jako v predchozim bodé nahlédneme, e C = A* a D = B, tak¥e hned mtZzeme psit x = v/5C cos(2t — ¢ + ¢) a
y= Ccos(2t + ¢), kde C, ¢ jsou konstanty.

139 Ad 1. Zkracena rovnice bez jednicky ma matici < ) 3> kterd ma dvojnasobné vlastni Cislo 1. Klademe x = (At + B)e a

(Ct +D)e’, coz d4 nakonec x = (At +B)e’ ay = (At +B+A/2)e’. Ted’ uhodneme partikularni reSeni: hidejme prosté x =axay = 3,
kde aa ,5 Jsou konstanty Derivace jsou nulové a dostdvime soustavu a + 2 ,5 +1=0a—-2a+3 /6 =0, zniz dostavame a=3,08=-2
Obecné feseni rovnice je tedy rovno souctu obecného feseni zkracené rovnice a partikularniho fesent, takZe mame x = (At +B)e’ +3 a

=(Ct+D)e'—2. Ad 2. Zkricena rovnice ma matici <_22 é), vlastni ¢islajsou 1. Redeni zkricené rovnice mé tvar x = ae Feos(t + o),

y =+2ae’ cos(t +37/4++ ¢). Ted’ budeme hadat partikularni feSeni: vidime tam polynom prvniho stupné a exponencialu, tak¥e budeme
hidat x = At + B+ Ce' ay = Dt + E + Fe'. Dosadime do obou rovnic, ¢imZ nakonec dostaneme feSeni A =B =C = —E = 1a
D = F =2, tak¥e Gplné feden{ rovnice je x = ae’ cos(t + @)+t + 1+¢' ay =+v2ae cos(t +37/s+ @) —2t —1—2e'. Ad 3. Zkriceni

. ..(2 =3 . . _ _ .
rovnice ma matici < L o) vlastni Cisla jsou £1, feSeni je x = 3Ae’ + Be™", y = Ae’ + De™*. Partikularni feSeni muzeme bud’ hadat ve

1 2 0 3]0
. . v v , v 2 -1 =3 0 |Oo

tvarux = Acost+Bsint,y = Ccost + Dsin t, coz po del$im patlani vede k soustave 4 x 4 ve tvaru 0 —1 —1 212 b kterou
-1 0 2 1 (0

konecné vyresime a dostaneme A =0, B =3, C =—1, D =2, atedy reseni bude x =3Ae* +Be *+3sint,y = Ae* +Be *—cost+2sint.

Nebo mtizeme udélat variaci konstant, které je v tomto pripadé asi podstatné snazsi a vede samozrejmé k témuz vysledku. Ad 4. Zkracena
rovnice ma vlastni &isla 1. P¥i +i klademe x = Ae' a y = Be™", dostaneme B = iA. Druhy kus musi byt komplexné sdruZeny, takZe je
x = Re(Ae'") a y = Re(ide'). Zde radéji zapiSeme A = a + Bi a dostaneme vysledek x = acost — Bsint ay = —Bcost —asint. Ted
je totiZ na potadu dne variace konstant a ta se s timhle tvarem dél4 mnohem lip. Dostaneme dvé rovnice,, ¢cost — Bsint = tg’t —1a

> - . . ; sin” ¢
—fBcost —asint = tgt, ze kterych dostaneme & = —cost (takze o = C —sint)a f = — = <1—

>sin t. To integrujeme a
cos?t

cos? t

poloZime # = cost, nacez dostaneme snadno fefeni 8 = —cost — + D. Celkem tedy mame reseni x = tgt + Ccost —Dsint a

cost
. . . _ 2 . _ .
y =2—Csint—Dcost. Ad 5. Zkricena rovnice ma vlastni ¢isla0a—1, feSenijsou x =A+Ce “ ay = —2A— 3 Ce*. Po variaci konstant

N 2 L2 3 Sy : 5/4

dostaneme rovnice A+Ce™" = a—2A—=Ce "' =— . Ztoho vzejde jednak A = /
et —1 3 Et—1 . et —

e

v Vv Ve ’ . . t
T v ¢emz ucinime substituci e’ = # ado-

5 v IV 3 v .7 . . 7 3
staneme vysledek A = Z[ln(e[ —1)—t]+E, apodobné dostaneme téz C = 1 7> COZ PO stejné substituci hned d4 C = 1 In(e! —1)+F.

5 5 3 5 5 1 2
Po dosazeni mame vysledek x = = ln(e‘ —1)— 2! + —et In(e" —1)+E+Fe'ay= 25 ln(et —1)— Eet In(e* —1)—2E — —Fet.

Ad 1. Tady j je to ]ednoduche, stall rovmce posec1tat a poodec1tat tak, aby presly do ,,obyce]neho tvaru, ktery uz umime

{x =2x+y,
rovnici {

y=4x—y.

diagonalisace zabere Uplné stejné jako u téch rovnic, které jsme delah predtlm. Matice soustavy je A = <

2t

. Tu uz jsme ovsem vyfesili v bodé 1 ulohy 134 Refeni je x = Ae¥ + Ce 2 ay = Ae¥ —4Ce 2. Ad 2. Tady

7 _3 v
, g ) Kdyz oznacime
X = <y>, muZzeme soustavu psat jako 5X = .4 X . Musime nyni najit vlastni ¢isla a vlastni vektory této matice. Charakteristick4 rovnice
je A*—1544-50 =0, vlastni &sla jsou 5 a 10. Pak najdeme vlastni vektory: vlastnimu &slu 5 piislusi vlastni vektor (3 2), vlastnimu &islu

; D Pak mtZeme psit A4 =T DT ", takZe rovnice prejde

na tvar 5X = Z9F 71X neboli 57 71X = 927 7'X. Matice 9 obsahuje na diagonale vlastni &sla 5 a 10 a jinde nuly, takZe miZeme s

10 prislusi (1 —1). Nasazime je po sloupcich do matice prechodu: 7 = (
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1 0
0 2
zavést nové proménné # = x +y a v = 2x —3y, pro néz pak uz budou platit rovnice 4 = » a ¥ = 2v. Relent ted’ u? najdeme velmi snadno:
je # =Ae' +Be av=Ce"2" + De V?!. Kdy? piejdeme k ptivodnim proménnym, méme feleni x = Ae¥2* + Be V2! +3Ce' +3De " a
_7/2 _1/2

iy Th)

Zase najdeme vlastni Cisla a zjistime, Ze jsou rovna —3 a —4. Déle k vlastnimu &islu —3 najdeme vlastni vektor (1 —1) a k vlastnimu

. , . v ’ —1~s — v 5V V7 v/ — V. 1 . - qv v ’
klidem zkratit pétku a mame 71X = < >9 X . TakZe ted’ uZ staéf spocitat 71, co je rovno g< ; _13) Z toho je vidét, ze mame

y=2Ce' +2De —Ae¥?! —Be V2!, Ad 3. Tady je styl fedeni Gplné stejny jako v pedchozim bodé. Matice soustavy je <

v/ / 7.7 . v ’ . . 1 —_ . vV v
Cislu —4 vlastni vektor (1 1). Namlatime to do matice prechodu, mame J = <_11 i) a inverse je EG 11>. Proto je videt, Ze je treba

prejit k proménnym # = x —y a v = x + , nacez dostaneme rovnice # + 4% +3u = 0 a U + 49 4+ 4v = 0. Ty muzeme uz snadno resit:
dostaneme # = Ae ™' +Be ™ av = (C t+D)e™* (nebot’ tato rovnice ma dvojnisobné vlastni ¢islo —2), coZ v ptivodnich proménnych d4
x=Ae +Be ' +(Ct+D)e* ay=(Ct+D)e* —Ae™>" —Be".

3141.§ Oznacme 7, teplotu ve sklepe, T, v obyviku a T, v podkrovi. Na pocatku, tedy v ¢ase t = 0,je T, = T, = T, = 0.

Seplseme rovnice: sklep je spojen s obyvikem a venkem, takze je T, = %(O —T,)+ Z(To T,). Stejna rovnice plati pro podkrov1.

T = 4(O T,)+ (T T,). Nakonec obyvak sousedi se vSim a jesté se v ném topi rychlosti 20 stupnti za hodinu, takZe mame (Cas
pocitime v hodmach) T, = 4(O— T)+ %(T; —T1)+ %(Tp —T,)+20.

To je soustava s pravou stranou, takze nejdiiv budeme muset vytesit prislusnou homogenni soustavu. Pisme tedy feseni jako vektor

T, =34 1) 0
T = T, | arovnice pak ma matici { 12 —5/2 1/2 |. Spotteme vlastni &isla: charakteristick4 rovnice vyjde —(A 4 3/4)*(A 4 5/4) +
T 0 1 3

+1/2(A + 3/4) = 0. Tady se da nastésti hned vytknout jedno (/\ + 3/4), takZe dostaneme —(/1 +3/)[(A+3/4)(A + 3/4) —1/2] = 0. Uvnitf
hranaté zavorky je uz kvadraticka rovnice, kterou snadno vyresime, a dojdeme tak k zavéru, Ze vlastni Cisla jsou —1/4, —3/4 a —7/4. Pak
spotitame vlastni vektory a vyjde najevo, Ye YeSeni zkricené rovnice je T, = Ae™/* + Be>!/* + Ce™7/*, T, = Ae™/* —2Ce™"/* a
Tp :Ae—t/4_Be—3z/4 + Ce_7t/4.

Pak musime najit partikularni fesent. To udélame tak, ze budeme hadat 7, =@, T, = S a T,, = y, coz dosadime do ptivodni soustavy.

S 2 00 160 240
Tak dostaneme soustavu 3 x3 proa, Say vetvaru| —2 5 —2 |80 |, po jejimz vyreSeni dostaneme o =y = — a S = —.

o —2 3|0 7 ’
@, T, =Ae ' —Be?pCeT M —aT, =Ae /*—2Ce ¢ 240

Je tedy vidét, Ze teploty asymptoticky spéji k asi 22,7 stupné na pude a ve sklepé a k asi 34,1 stupné v obyvaku.
Nakonec musime zohlednit pocatecni podminky, které fikaji, ze v ¢ase t =0je T, = T, = T, = 0. Vsechny exponencialy budou rovny

vy s - _ _ 160
TakZe mame obecné feSeni T, = Ae */* 4+ Be>/* 4 Ce ™7 /* 4 —

1 1 1 —@
2‘7¥O
jedné, atak musime vyresit jesté jednu soustavu 3 x 3, tentokrat pro integracni konstanty A, B, C. Soustavamatvar| 1 0 =2 —
160
1 -1 1 |—-——
o 80 80 o 80 . 80 .. 160 80
akdyzjivyresime, dostaneme A = —?,B =0aC= TR Konecné feSenitedyje 7, =T, = —3¢ t/4+ze 7t/4+7 aTl, =—3¢ ¢/4
160 240
— Ze_h/ 4 . MZete se na né podivat na grafu:
e sKklepapuda — |
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142.  Nejdriv si ujasnime, kolik odkud kam teée. Do prvniho jezirka tede Q, stejné tolik musi odtékat a voda odchazi dvéma zcela
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totoznymi kanaly. Jisté tedy potece kazdym Q/2. Do druhého ted’ tece Q/2 z prvniho, a tak, pokud se tam voda nema hromadit, musi
zase odtékat Q/2 do tretiho. To tedy znamena, ze do tretiho te¢e Q/2 z prvniho a Q/2 z druhého, coz se pravé vyrovna s odtokem Q, a
to jsme chtéli. Situace lze tedy znazornit asi takto:

Oznalme pomérné mnozstvi jedu v kazdém jezirku x,, x, a x; (jsou to poméry objemu jedu ku objemu jezirka) Protoze se jed okamzité
rozptyh po celém e21rku, jasné, ze kdyZ treba z prvniho jezirka do druhého te¢e Q/2 Vody za jednotku Casu, tak objem jedu, ktery
tudy tece, bude tomu primo imérny, tedy bude roven x,Q /2. Pomér jedu v jezirku se tedy méni rychlostl % Q /2V, protoZe jsme museli
délit ob]emem jezirka. Pro jednoduchost ozna¢me ¢ = Q/V. Hned muzeme podle obrazku sestrojit rovnice: z prvniho jezirka vsechen

jed te¢e do druhého 1 do tretlho a pritéka jen Cistd voda, takze mame x; = —gx,; do druhého pritéka jed z prvniho a odtéka zas do tretiho,
takze je x, = %1 9%, hakonec do tetiho pritéka jed z prvniho i z druhého a odték4 zas pry¢, takze mame x; = % + % —q%;.
—q O 0 —q—A 0 0
Matice soustavy je tedy | ¢/2 0  —¢q/2 |. Hledejme vlastni ¢isla. Charakteristickd rovnice je | ¢/2  —A —q/2 | =0.Zde
/2 q/2 —q /2 q/2 —q—A

pro prehlednost kladme A = gA. Z kazdého tadku pak méizeme vytknout ¢, pred determinant jde tedy ¢° a to maZeme hned zkrétit.
—1—-A O 0
Pocitaimetedy | 1/2 —A  —1/2 |. Tady lze rozvinout podle prvniho fadku a hned mame —(A41)[A>+A+1/4] = —(A+1)(A+1/2)?,
1/ 1h —1—A
takZe je vidét, ze matice ma jednoduché vlastni Cislo —1 a dvojnasobné vlastni ¢islo —1/2. Ptivodni matice méla vlastni &isla g-krat vées,
tedy —q a—¢q/2.
Poskladdme tedy feseni. U vlastniho &isla —q je vidét, Ze do x, patti Ae™?* a do x, a x; patti —Ae™?". U vlastniho ¢isla —7/2 musime

dosazovat ve tvaru (Ct 4+ D)e™7'/? atd.; dostaneme tedy rovnici —%(Ct + D)+ C =—q(Ct + D), z ¢ehoz sezndme, ze C =D =0, a

. R . . , v v 2E ’
také —%(Et +F)+E= —%(Gt + H): zde porovnanim jednotlivych mocnin ¢ dojdeme k zavéru, ze E = G a H = F — —. Mame tedy

vV v ’ — — — _ 2E _
obecné FeSeni x, = Ae ™, x, =—Ae 1" +(Et + F)e 7% ax; =—Ae 7" + <Et +F— —>e at/2,
q
Jesté do toho musime zapocitat pocatecni podminky x; = v/V ax, = x; =0 v Case t = 0. Tu vyjde najevo, ze A= v/V a dale Ze musi

. 2E Vv . v ’ / 4 M * vV _V 4
platit —A+F =0a—A+F — — =0. Zrejme tedy musi byt £ =0a pak F = A = v/V. Kdyz si pak jesté vzpomeneme, ze ¢ = Q/V,

v o_ v _ , )
mdme koneéné teSeni x, = Ve Q/V ax,=x,= v (e Q/2V _e Qt/zv). MuzZete ho opét obdivovat na grafu:
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objem vody, ktery celkem protekl jezirky [nasobek objemu jezirka]

143.  Oznalme x;, vychylku k-tého bodu z rovnovahy. Pruzina vzdycky tah4 bod zpét do rovnovaZného postavent silou rovnou
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souéinu tuhosti a natazeni. Podle toho dostaneme takovéto rovnice:

my iy = Kip(xy —x) + K35 —x)) ++- + K, (x, — x),
myiy = Ky (x) — ;) + K3 (05 — %) + - + Ky, (x, — %),

mnjén = Knl(xl _xn) +Kn2(x2 - xn) +-- +Kn,n—1(xn—1 - xn)'

Matice £}, musi byt kvuli zakonu akce a reakce symetricka (rozmyslete si to). Taky si uvédomte, Ze na diagonéle jsou samé nuly. ZapiSeme-
li vSechna x,, do sloupcového vektoru X, Ize tuto rovnici prepsat jako

MX =2X,

my
VeV v mz ’ ’
. v . . , , . . . v
pricemz ./ je prosté diagonalni matice ve tvaru A = . a matici & zapiSeme pomoci tuhosti takto:

—> M
k
—> A
k

_Z%

Rovnici tedy mtizeme prepsat na X = .4 ' 2X a pak nasleduje rutinni postup, totiz hledani vlastnich Cisel a vlastnich vektorti matice
M. Jejasné, Ze po diagonalisaci se soustava rozpadne na # nezavislych rovnic ve tvaru i, = A, , kde #, jsou néjaké nové proménné.

Je-li A, kladné, jsou resenim dvé exponencialy, #, = AeV¥t 4 Be VA1, je-li A, zaporné, je feSenim néjaka goniometricka funkce, reknéme
.= Acos<\/ —At+ gp) a konec¢né je-li A, =0, je reSenim linedrni funkce #, = Az + B. To jsou tedy vSechny moznosti, které mohou
nastat (kdyZz vynechame komplexni vlastni ¢isla).

Pitom situaci, kdy by .# 2 méla néjaké vlastni islo kladné, miizeme rovnou vytadit Cisté z toho divodu, Ze by to fysikalné
nedavalo zadny smysl (body by se exponencialné rozletély do nekonecna). Patrné by slo dokézat, ze takova matice nemuze mit kladné
vlastni ¢islo, ale nac se tim trapit.

Nejzajimavéjsi je pripad zapornych vlastnich éisel. Tomu totiz budou odpovidat néjaké periodické kmity vsech bodt takovym zpu-
sobem, ze vSechny body budou kmitat se stejnou frekvenci w = v/ —A. Takovym pohybum se rika vlasini mdédy dané soustavy. Ruzné

body pak kmitaji s riznymi amplitudami (podle toho, jaky je vlastni vektor prislusny danému vlastnimu ¢islu), ovsem vSechny se stejnou
frekvenci. No a vSechny mozné pohyby soustavy jsou jenom linearni kombinaci téchto vlastnich moédu.

Proto se taky hledaji ne]rade]1 rovnou tyto vlastni frekvence . ProtoZe je e = v/ —A, je také A = —w? a mizeme pro tyto frekvence
rovnou napsat prislusnou rovnici:

det(./~'2 + cozﬂ) =0.
Jesté uvazme, co se stane, kdyz kazdym bodem za¢neme cloumat néjakou periodickou silou ve tvaru 4;, cos w (tedy vSemi cloumdme
se stejnou frekvenci). To ndm prihodi do maticového zapisu jesté vektor Acos wt, kde A je sloupecek ze vsech a;,. Nase rovnice pak zni

MX =2X +Acoswt.

Obecné feseni homogenni rovnice uz ,,v zdsadé mame*, tak hledejme partikularni. Hidejme X = C cos wt, kde C je zas jakysi konstantni
vektor. Po dosazeni obdrzime
—w? M Ccosewt =Q2Ccoswt +Acoswt.
. Vere —_ p— _1 . Ve
Kosinu se zbavime a dostdvime (a)z//l + Q) C=—AliC=—un"" (M '2 +w? ﬂ) A.Nojenze co kdyz bude c blizké néjaké vlastni
frekvenci systému, tedy co kdyZ —w? bude ,skoro vlastnim &islem .# ' 2? Inversi miZeme napsat i pomoci adjungované matice:

Ladi AR+ )

C=—
det( ML + w?1)

determinant ve jmenovateli je skoro nula a C bude ohromny vektor. Proto se u téchto systému stava, ze pokud néjaka vnéjsi sila clouma
na ,$patné®, vlastni frekvenci takového systému, muze se systém rozlitat do obrovskych vychylek. To se pak mosty trhaji a mrakodrapy

se hrouti k zemi. Pfitom velikost cloumajici sily nemusi byt viibec velikd, staéi prosté, aby ptsobila dost dlouho. O zbytek se postara

1 . : v v o . .
ten faktor . Tak se muze klidné stat, ze zemétreseni strhne obrovsky barak a vojaci pochodem zniéi most, i kdyz by

det(//l*lg + w?1)

staCilo, aby se zemé klepala a vojaci dusali trochu jinou frekvenct a nic by se nestalo.

144.  Ad 1. Charakteristick4 rovnice je /\2 —16 = 0, coz ma koreny A = =44, Proto feeni piSeme ve tvaru y = Ae™ 4 Be™

Ad 2. Charakteristicka rovnice je A> 471 —8 = 0, co? ma koteny —8 a 1. Redeni mé tedy tvar y = Ae* + Be**. Ted’ zohlednime po-
ateéni podminky: pfi x = 0 ma byt y = 1, takZe m4 platit 1 = A + B. Podobné ma byt pri x = 0 také y" = 1, takZe po derivovani
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> 24

dostaneme A — 8B = 1. To je soustava 2 X 2. Nejdriv rovnice odeCteme a dostaneme 9B = 0, takZe dal uZ snadno zjistime A = 1. Za-
dané feSeni je tedy y = e*. Ad 3. Charakteristick4 rovnice je A* + A* — A —1 = 0. Pov§imneme si, Ze tato rovnice ma koten A = 1.
Provedeme déleni a polynom se rozpadne na souéin (A — 1)(A* +2A + 1) = (A —1)(A+ 1) = 0. Mame tedy jednoduchy koten 1 a
dvojnasobny —1. Proto ma feSeni tvar y = Ae* 4+ (Bx 4+ C)e ™. Ad 4. Charakteristick4 rovnice je A* + 10A% + 25 = 0. VSimneme
si, Ze vlevo stoji tplny &tverec a rovnici zapiSeme jako (A% 4 5)* = 0. Proto tedy méme dva rozliéné koteny, £iv/5, oba dvojnésobné.
Proto mé feSeni tvar y = (Ax + B)cosv/5x + (Cx 4+ D)sinv/5x. Ad 5. Zde je charakteristick4 rovnice A7 + 24> + > = 0. Vytkneme
a dostaneme A*(A* 4+ 212 + 1) = A*(A* 4 1)? = 0. Mame tedy trojnisobny koten 0 a dvojnisobné kofeny +i. Proto je feeni ve tvaru
y=Ax*+Bx+ C+(Dx +E)cosx +(Fx + G)sinx

145.  Ad 1. Rovnice bez pravé strany ma feSeni y = (Ax + B)e*. Partikularni feSeni uhodneme ]ako prostou jednicku — derivace
]1 zniéf a v y zistane. Celkem tedy méme y = (Ax 4+ B)e* + 1. Ad 2. Rovnice bez prave strany ma feSeni y = Ae* + Be *. Napravo
je n¢jaky polynom, tak partikularni feseni hadejme jako néjaky polynom tfetiho stupné. Je jasné, Ze druhd derivace takového poly-
nomu obsahuje jen nejvyse prvni mocniny x, takie u x° musi byt —1 a u x? mus{ byt 0. Hédejme tedy y = —x’ 4+ ax + 3. Dosadime
a mime —6x + x° —ax — 8 = x°, takZe @ = —6 a 8 = 0. Proto mame koneéné feseni y = Ae* + Be ™ —x’ —6x. Ad 3. Rovnice
bez pravé strany ma feseni y = A + Be**. KdyZ ma pravé strana nékolik séftancti, sta¢i hidat partikularni feseni ke kazdému zvIast a
pak to secist. Takze pro 4x hadame néjaky polynom. Staci linearni? Ne, protoze vlevo by se pak 4x viibec nemohlo objevit (nulta deri-
vace tam nenf). Dame tedy kvadraticky. U x? musi byt —1, takZe hadime y = —x? + ax. Absolutni ¢len tam nem4 cenu dévat, protoze
muze byt libovolny (viz integracni konstantu A). TakZe po derivovani mame —2 + 4x — 2 = 4x a tedy ma byt « = —1. Toto parti-
kularn{ feseni je tedy —x? — x. Podobné pro 2cos2x bude dobfe tipovat néjakou kombinaci @ cos2x + Bsin2x. Na levé strané mame
—4g cos2x —4Bsin2x +4asin2x —4 S sin2x = 2cos2x. Chceme tedy o = 5 a —4a —43 = —8a = 2, takze « = —1/4. Proto tady mame

1 . 4 :/ ’ R ’ 1 . .
_Z(COS 2x + sin2x). Ddme to oboji dohromady a celkem mame feseni y = A + Be** — x* — x — i 2x — Zsin 2x. Ad 4. Rovnice bez

pravé strany ma 1V’e§enf y = Ae* + Be**. Zase budeme hadat partikularni feseni zvlast’: pro 4x* budeme hadat kvadraticky polynom, ktery
zjevné musi mit u x? jedni¢ku, takZe hidime x*+ ax + 3. Po dosazeni mame 2—10x —5a + 4x” +4ax +48 = 4x*. Ma byt 42 = 10, tedy
25 1 21 5 21
a= > adale2—5a+48 =0,tedy S = — s 5 = 3 atak mame fedeni x>+ = 5 X+ e U sinu zas budeme hadat kombinaci sinu a kosinu,
vy 5 21 5 3.
tedy @ cos x4 Bsin x. Po dosazent zjistime, %e @ =5/2 a = 3/2. Celkem mame Feseni y = Ae* + Be* +x? + 5% + n + 5 cosx + 5 sinx.
Ad 5. Rovnice bez pravé strany ma reseni y = A cos(x + ¢). Partikularni reSeni budeme hadat ve tvaru y = e*(a cos x + B sinx). Po otrav-
ném derivovani obdrzime €*(23 cosx —2asinx) + e*acosx + Bsinx) = e* cosx. Z toho plynou rovnice 28 +a =1a 8 = 2a, a tedy

S
a=1/5, 8 =2/5. Vysledek je tedy y = Acos(x + ¢) + gosx t2sinx

7777777777 ‘ 5
146.  Pruzina taha silou o velikosti kL, kde & je tuhost pruzmy alj je1 momentalni délka pruziny, a to smérem do stredu. Vektorové
lze tedy pro silu psit § = —kr, kde r je polohovy vektor Castice na pruziné. Po uziti druhého Newtonova zikona dostivame velice
jednoduchou soustavu:
mix =—kx,
my =—ky.

v 4 k / k ’ Ve V7 v_ 7 ’ v .
Celkové tedy mame x = Acos| \| —t+¢ | ataké y = Bcos| \| — ¢+ ¢ |. Nyni uzijeme pocate¢nich podminek: v ¢ase 0 je poloha
m m

. v k. k.
x =xyay =0, takZe Acosp = x, a Bcos ¢ =0, a také rychlosti jsou x =02y = v, takze —A Zsmgp:Oa—B Zsmgb:vo.Ztoho

uz je vidét, ze 9 =0, ¢ = 7/2, a pak také A= x, a B = —vy4/ % . Bod tedy opisuje krivku danou rovnicemi

k m' . k
x =xycos| \| — ¢ |, y =4/ Gsin| \| —¢
m k m

. : m
Jde tedy o elipsu s vodorovnou poloosou x, a svislou poloosou vy / — .
k

147.  Druhy Newtontiv zikon d4 dvé rovnice pro soutadnice x a y:

mx =qBy,
mj =qF —qBx.
Tady se naskytaji dvé moznosti: bud’ zavést nové veli¢iny # = x a v =y, coz da soustavu
B
=1y
m
B E
v = 1 u+ q—,
m m

/ ’ ’ ’ B . . . , B
coz bez problému vyfesime. Zkracena soustava mé vlastni ¢isla +274 take po chvili dosp¢jeme k reseni # = Acos(q—t + go) av=
m m

=—A sm(q—t + ga). Jesté musime doplnit partikulirni reSeni nehomogenni rovnice, ale tam budeme hadat jen konstanty a zjistime,
m
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Vevy * vV _V /4 Vevy M \4 . B E . . B
ze k » mame pricist jesté E£/B a k v nemame pricist nic. Takze celkem #» = x = Acos<q—t + go) + V== —A s1n<q—t + ga>.
m m

v
. = (pfipadné jesté pricteme 7). Ted’ musime

E 2
’ 4 v 7 ’ v _ 2 —
Dosadime pocatecni podminky a dostaneme, ze A = <vx -3 +vy a g =—arctg

AgB . B E AgB B oo Syt vy .
integrovat jesté jednou podle Casu a dostaneme x = i sm<q—t + go) Et ay= AqB cos<q—t + <p> (tise jsme si fekli, ze v ¢ase 0 je
m m m m

2
x =y =0). Je tedy videét, ze kromé toho, ze ¢astice porad obiha v kruhu o poloméru % <fvx — %) + 5 s kruhovou frekvenci % (to
je tak teCena cyklotronni frekvence), také se da do rovnomérného pohybu rychlosti £ /B, ovsem ve sméru, ktery je kolmy k obéma polim.
£xB
B
Proc je tento priklad v sekei s rovnicemi vyssich radu? Protoze je tady ale i jind moznost postupu, kterou ,proslavil“ slovutny rusky
fysik Landau. Vrat'me se k puvodnim rovnicim, vynisobme druhou imaginarni jednotkou i a setéme je. Dostaneme jednu rovnici:

Plasmovi fysici tomu fikaji prosté & x B drift*, protoze jeho rychlost je rovna

m(% +1y)=gB(y —ix)+igE.
Oznalme z = x +1iy. Také si vsimnéme, ze z/i = y —ix. To uZ nAm umozni prepsat rovnici na
mz=—igBz +iqE.

To je rovnice druhého radu s konstantnimi koeficienty a pravou stranou. Nejdriv vyresime homogenni rovnici, kterd ma reseni z = a +

igB . . . . .
+p exp<—q— t>, poté uhodneme partikularni feSeni. Konstantu hadat nebudeme, protoze je tam nejméné prvni derivace. Hadejme tedy
m

Ve 14 . /4 4 4 . . \'2 . . Vv ’ vV Vv ’ . B E
néjaké Cr. Po derivovani obdrzime 0 = —igBC + igE, takze je zjevné C = E /B a celkem mame reseni z = o + ,ﬁexp<—1q—t> + Et’
m

V7 Ve ’ vy e , . v
¢imz je rovnou dana poloha ¢astice v komplexni rovine.

148. Opet jde o druhy Newtonuv zakon. Pist je do crusheru vtlacovan silou pS, z druhé strany crusher odporuje silou R, + kx.

Celkem tedy mame rovnici mi = pS—R,—kx. Kdyz to vydélime a trochu upravime, vidime, Ze je to rovnice s konstantnimi koeficienty a

k S—R k . .
pravou stranou: ¥+—x = P2 R0 R etent zkrdcené rovnice jex =Acos| \| — t + ¢ |, takzZe stali najit partikularni reSeni nehomogenni
m m m

. . . ’ /4 14 /’ . 4 / S - R /4 .
rovnice. Vpravo je jenom konstanta, takze sta¢i hadat taky konstantu, ktera navic zfejmé musi byt rovna % (druha derivace bude

S—R
nulové)‘ Tak dostaneme X = ACOS E t + gp + %, Je\slté to Zdel‘ivujme; to dostaneme )& = —A E Sin é t + 90 . V Ease
m m m

S§—R S—R
PR aA E sing = 0. Proto musi byt A = _Po—%

7 - 7 a@=0.Tim

t = 0 to oboji ma byt nula, takZe ma zrejmé byt Acosp = —

S—R k
dostavame nakonec x = P2=% 1—cosy\| —t
k m

Ztejmé tedy k maximdlnimu stlaceni dojde v okamziku, kdy bude kosinus v zdvorce roven —1. Pak pist odleti smérem zpatky, ale nase
diferencialni rovnice uz platit nebude, protoZe pak uz na néj samozrejmé nebude ptisobit odpor stlacovaného crusheru. Proto rozhodné
neni pravda, ze by vznikl néjaky periodicky déj.

2
Zkratka v ase 7\ k dojde k tomu, Ze crusher bude stla¢en maximalné, tedy o A = E( S —R,). Z toho uz tlak vybuchu snadno
m

kA4 2R,

spocteme jako p = 55
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