Treti cviceni

Jak pocitat limity

Pro limity plati nasledujici velmi uzitecné vztahy:

p lim a,
Fon 7, 225, )= iz o, )= B 5, lim (a, - b,) = (lim a,)-(lim b,), i e gmel)
n—00 n—00 n—00 n—00 n—00 n—00 n—oo bn hm b

samozrejmeé za predpokladu, Ze vSechny zminéné limity existuji a nedochazi k déleni nulou. Pokud je nekter z limit nekoneéna,
tak plati prirozena pravidla jako 1/00 =0, 00 + 00 = 00 a 00 - 00 = o0 (ddle viz cviceni). Ale pozor! Vyrazy co — 0o a 0o /00
mohou byt ledajaké a tak snadné to s nimi neni!
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Dal se vyplati mit v patrnosti takovyto zebricek ,rychlosti ristu funkc
Inn je pomalej$ine? 7% je pomalej$i ner e*”. (@ >0,k >0)

Pfitom ze dvou mocnin 7% roste rychleji tas vy$im a, a podobné ze dvou exponencil e¥” roste ta s vy$§im k. Pozor! Tohle funguje
jen pri n — oo.

Porovnanim toho, jak rychle roste Citatel a jak jmenovatel, naleznéte hodnoty téchto limit:

. Inn . n? .oe’+1 . nlnn . Jn+vn+1 . e +e"+3
1. lim —; 2. lim ; 3. lim ; 4. lm ——; Jdm —mmMm—; Jm —mm—;
n—oo p n—oo 1 4 en n—oo e” — 1 n—oon24n43 n—oo /2 + /271-{-3 n—oo Qeln 4 3en —17
27 . 10000007

7. lim —; 8. lim
| n—o0 nz + 1

Na rozdily typu ,,00 — 00 je potieba si ddvat pozor. Spoctéte tyto limity:

L. lim (n*—n); 2. lim <\/(n +a)n+b) —n); 3.nlinolo <\/ n++/n —«/W); 4.nlin;on <vd+% —ﬁ).

n—oo n—oo

Hodné uzitecny vztah: je-li f(x) spojita funkce, pak

lim f(xn):f( lim xn>.

n—oo n—oo

Spoctéte limity:

. 72 . 24 —1 .| 2n43 2 .
1. lim cos ¥ + ; 2.lim (In”2 —InZ ; 3. lim nt>_nt ; 4. lim exp({/ n3+1 —n>
n—00 n+3 n—oo\  pZ41 n+1 nmoo \ n4+1  2n+1 n—00 |

Pripominim také manévr, ktery je uziteny zejména tehdy, kdyz se v limité hodné nasobi nebo umocnuje:

lim a, = lim explna, =exp lim Ina,.

n—oo n—oo n—oo

Vyzkousite si to na dalSich prikladech.

Spoctéte limity:

1. lim /4" (a je kladné); 2. lim {/n} 3. lim («/?«7?«8/? 2:/?)

n—oo n—oo
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Vypoctéte nasledujici limity z riznych souctl a soucint:

T 1 L 2. 0; |:1+2+ +n—li| 3 1 2 3 +2n—1 2n
—|; Jdm | —+—+--- ; Jim |[——— 4 ——... i B
2 2.3 n-(n+1) n—oo| p? = p? n? n—so|2n  2n 2n 2n 2n
3 5 2n—1 . »
Fob et T >; 5. lim [(14+¢)(1+4¢*)(1+¢")(1+4")-(1+4")] (gl < D).

Dokazte, ze

li <1+1+1+1+ +1> +
m -+-4+-4+-4+—)=+o00,
n—oo\ 2 3 4 n

v
*exp x znamena totéz co €*. Casto se totiZ stiva, Ze argument exponenciily je tfeba pies cely fadek a pak by to malinkymi pismenky v exponentu bylo neptehledné.



a to tak, Ze si napidete 2” scitanci:

—1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+ e
23 45 6 8 9 10 1213 15 16 iz

a utvorite z nich dvojici, étvefici, osmici, atd., a% 2" '-tici, jak je to vyznaceno. UkaZte, Ze ka%d4 skupina zlomkd je véti neZ 1/2. Proto
a,, > 1+ 5. Z toho uz to dokéZete snadno.

Ukazte, ze posloupnost

konverguje k n¢jakému konecnému Cislu, nebot’ je rostouct (zjevné) a shora omezena (to dokazte metodou podobnou té z predchoziho

prikladu).

Nakonec pripomenu jednu slavnou limitu:

. 1\”
lim <1+—> —e.
n—o00 n

49| Spoctéte téz limity:
. 1 " . x\"
1. lim <1+ > ; 2. lim (1+—> .
n—00 2n+3 n—o0 n

Pouzijte bod 2 predchozi Glohy k tomu, abyste dokazali, Ze plati

x* X3 x”
e—1+x+2'+3'—|— +—+ —.
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Odpovedi a fesent
42 Ad 1. Inn roste daleko pomaleji neZ. 7, takZe limita je 0. Ad 2. Jedni&ka je nicotna proti e”, takZe stali politat lim n’e™ =0
"""" 2,—n
—, pak s limitou miZzeme zalézt zvlast’ do

(exponenciala roste daleko rychleji neZ 7%). Nebo bychom mohli kratit e”, dostaneme lim

n—oo | 4 e~
titatele i jmenovatele a opét dostaneme lim 7e™ = 0. Ad 3. Ty ptipad, jedni¢ky jsou zanedbatelné vzhledem k €”. Nebo tim mézeme
|
krétit; v obou ptipadech dostaneme 1. Ad 4. Jmenovatel roste jako 7%, takZe je to zhruba totéZ, jako lim 2% — 0. Formilné bychom
n—oo 9N

to na tuto limitu opét prevedli zkracenim 7. Ad 5. V Citateli obé odmocniny rostou asi jako /7', ve jmenovateli kazda roste jako v27.

N 1+4/1+5

= —. Formalné to zjistime tak, Ze zkratime /7' a dostaneme lim ———"—.1/713/n jde do nuly, a tak
24/2n 1/? ””°°1/_‘+‘/2+_

1 14+e " +3e 2 1 27 22 2 2
zustane ———— Sad) . Ad 6. Zase zkratime ¢*”, dostaneme lim re doe =-.Ad7.—==.--Z.=.. - Zlomky 2/n
n

N f n—oo 2 43¢ —17e21 2 w1234
klesaji k nule, a proto i cely soudin takovych zlomkd nakonec musi jit k nule. Ad 8. Je jedno, jak velké &islo je v Citateli u 7. #? ¢asem

prevladne, a proto je ta limita 0.

Limita je tedy

: b)— n?
43.  Ad1.Evidentnéjeto lim n(n—1)= oo. Ad 2. Rozsitime y/(n +a)(n + b) —n, takze dostaneme lim (nta)intb)—n =
| n—00 n—00 (n—l—a)(n—l—b) +n

"""" ab
, b b : : a+b+7; b : .
= lim (atbnta . Ted’ lze kratit 7, dostaneme lim z —at . Ad 3. JelikoZ 7 + /7' je mensi nez 2n,
"y (nta)n+b)+n U H+ D) 41
. / / . Ve 1.7 / v VIV, . —2n—3
tak prvni ¢len neporoste tak rychle jako ten druhy a vysledkem je —oo. Pri formalnim vypoctu to rozsifime: lim nt V=2
n=0 N n+ 4/ +4/2n+3
2 3 ! Y. . v 7 v/ ’ . . / .
a zase zkratime n: lim —2 + —_—— —\/ = / > \/ — + — . Citatel jde ke konecnému cislu, —2, zatimco jmenovatel je kladny a jde
n—00 n n
1/n 1

k nule; vysledek je tedy —oo. Ad 4. Zas ten stejny trik s roz$irenim: lim n————— = lim

o et Ty wmm 2

P , 2 2 oy oo . n*—1 —1
44, Ad 1. lim cos Vit m Vit = cos0 = 1. Ad 2. Nejdiiv sesikujeme ty logaritmy: In” InZ =

1 —In =
n—00 n+3 n—oo 743 n?+1 n+1

m. Vejdeme s limitou do logaritmu a zjistime, Ze je limita rovna In 1 = 0. Ad 3. Vejdeme s limitou do odmocniny. Prvni
n n—

zlomek ma limitu 2, druhy 1/2, takZe celkem je vysledek 4/3/2. Ad 4. Vejdeme s limitou do exponencialy. Pak rozsifime (n’ + 1)2/ 4

414/ 13 4 14 n?. Nahote dostaneme vztah pro a®> — b, takZe celkem mime exp lim

. Jmenovatel roste jako
n— 00 (7’13 + 1)2/3 + nﬁ/n} +1+n2

n? takze limita uvnitr je O a celkem je vysledek exp0 = 1.

45 Ad 1. lim /a'=explim Ina . Ina je néjakd konstanta, takze celkem je to Ina - lim L 0.Ad 2. lim ¢/n'=exp lim Inn =

n— 00 n n—oo 5 n—00 n—oo n

= expO = 1. Ad 3. Vnitrek limity zapiSeme jako 2
je tedy 2'=2.

1 1 1
233+ ++ 7 Limita soudtu v exponentu je 1 (je to soucet geometrické rady). Vysledek

1 k41— k 1 1
jako - Seéteme-li takové vyrazy od k£ =1 az do k = n, dostaneme pravé vnitiek
D))" R+ k k+ yraey P

4 . . v v . 1 1 1 1 14 v v \4 . 4 ’ v/ V17
nasi limity. Jenze tento soucet je — — 3 + 375 + 371 atd., zkratka vsechny cleny az na ty dva krajni se navzijem zrusi. Délame

T coz je ztejmé 1. Ad 2. Zase zlomky uvnitt limity seCteme a pouzijeme toho, Ze soucet prvnich 7z ptirozenych

1)/2 1 v v/, 28 4 7 &
—n(n +1)/ = —. Ad 3. Opét poscitime zlomky. Kazdé dva sousedni zlomky se sectou na

—1 1 NIRRT v , y.
no—=2 Ad 4. Tohle je asi nejslozitéjsi priklad, protoze musime néjak
n

%46. Ad 1. Zapisme

—_

tedy limitu z 1—
n+

Cisel je n(n +1)/2. Proto mame pocitat lim >
n—oo n

—1/2n atakovych dvojic je tam 7. Celkem tedy délame lim

n—oo

. Elementarné to nejsndz udélime asi takto: jesté k tomu pricteme a zas odeCteme geometrickou fadu

1 + 1 + 1 + + 1 1 1 2n+1 1 1 T/ t v t v v 2[ 1 + 2 + 3 + + ] <1
— J— J— P = 1— . 11m ten souce repiseme na -
2 T2 7211 et Prep 2Ty o

zavorkach rozepiSeme do takovéto ,pyramidy“:

>. Soucet v hranatych
2n+1
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Jednotlivé cleny jsme tam zapisovali po radcich. Ted” ovSem scitejme po sloupcich; v kazdém sloupci je geometrickd posloupnost,
11

v 17 v 7 .. v 2T 1 1 v ’ v o v

takze hned vidime, Ze v k-tém sloupci je soucet % = <2—/e — ﬁ) Sectenim viech sloupct od & = 1 az do 7 tedy dostaneme
1 2 n
1= 2 11 2n 1

2 - . Dame-li to ve dohromady, je na$ piivodni soucet, z néhoz se déla limita, roven 2| 4 —— (1= .

1— 3 2ﬂ+1 2 2n+1 2n+1 on+1

1 1

Z toho ted’ musime vypocist limitu. To zpusobi, ze Vsechny vypadnou a zustane nam pouze 2 - 4 - 3~ 1 =3. Ad 5. Jsou tu dvé

cesty. Jedna elementarni pro toho, kdo ma rad dvojkovou soustavu pri roznasobovani secteme souciny vSech moznych kombinaci ¢lent
branych po jednom z kazdé zavorky a v kazdé zévorce 1ze vzit bud’ jednicku, nebo ¢ umocnéné na néjakou mocninu dvojky. Roznasobime-
li tedy vSe, dostaneme 14 ¢q +g° + ¢*™ +¢* + ¢* + ¢*? + ¢ 4.+, zkritka kaZd4 mocnina g se objevi pravé jednou, protoZe

stithnim O- a 1-nésobkt mocnin dvojky dostaneme viechna pfirozend &sla a% do n&jakého 28 —1, kazdé jednou. Proto je cely soudin roven
on+l

n+ 1_ . . Ve o Vv -y o . . 7 Ve ’ ’ V17
4q++3++4¢* = N a limita z néj je proste T Jiny zpusob je trikovy: soucin vynasobime a vydélime 1—g. Pak
—_— q —_—
dostaneme vlevo (1—g)(1+¢q) = (1 —¢?). To se ale ndsobi s (14 ¢?) a vznikne 1 —g*. A tak potad dal, aZ stejnym postupem vsechny
1 . q2n+1 1
zavorky vyluxujeme a vyjde najevo, Ze soucin je roven ————, z ¢ehoz limita je —
-9 -9

P )2 1 ’ e . 1 1 v . . V. v/ v v . . 1 1 2 1 v/ V. Ve

47.  Cleny 1a 3 ponechime bokem. Pak vezmeme dvojici 3 + 7 Tretina je vétsi nez Ctvrtina, a tak je 3 + n > =3 Dalst ctyri
v | M 1 1 7o Ve vV _Vv/ v 1 4 v Ve . vV v/ v 1 1 M v v/ M ’
cleny jsou = + i + 5 + g &1y prvnith jsou vetdi neZ o, takze tato Ctverice je vétsi nez 4 i Stejneé tak v dalsi osmici je prvnich sedm

vV v/ v v . . M vV v/ v 1 V7 4 ’ 4 v n / v 4 v V.o v

zlomku veétsi nez —, takze i tato osmice je vetsi nez 22 tak porad dal. Celkem dostavame, ze 2”-ty soucet vzdy prevysuje 1+ g, takze

soucty nakonec prekroci jakékoli prirozené Cislo. Proto posloupnost diverguje. Této radé se Casto rika harmonickd 7ada.

1 1 2
48.  Posloupnost je zjevné rostouct (porad pricitime kladna ¢isla). Udélame horni odhad: jednicku dame bokem, pak % + 3 < %’

.. . . . 4 . 8
v dalsf ¢tvetici nahradime vechny zlomky 1/4% a zjistime, Ze je ta étvefice mensi neZ. yoL dalsi osmice je mensi nez o atd. Viechny soudty
1

2+4+ 1+1+1+ + 2. Proto limita existuj
— — — -+ = Z. I'TOtO 11mita existuje.
2 g 27438 J

49.  Ad 1. Pottebujeme, aby bylo ve jmenovateli zZlomku a v mocniné stejné ¢islo. Udélame tedy takovouto pravu s tou mocninou:

jsou tedy jisté mensi nez soucet geometrické rady 1+

|
1 n 1 2n+3 -3
1+ > = <1 + > . <1 + > . Limita z druhého ¢initele je 1 (exponent je tam konstantni) a z prvniho je rovna
< 2043 \J 243 2n+3 je 1 (exponent; Jazp )

e. Celkem je tedy limita rovna 4/€’. Ad 2. Napiseme <1 + f) [<1 + T) ] . S limitou vejdeme do hranaté zavorky, takze vyjde
n n/x
e
50.  Vime, %e jee® = lim (1 +— > RozepiSeme tu mocninu podle binomické véty a dostaneme e* = lim E /e‘ =
; n—o00 n n—oo 71 -
. —1)(n—2)-(n—k +1
= lim n(n— 1) )k (n—k+ )/e_ Zlomek je v limité roven jedné, takZe skuteéné mame e* = E . (Tohle bylo trosku

k=0
ynelegalni®, ale to nevadi . Takové ¢ upravy, kdy se rovnou délaji limity, byt’ v hloubi né¢jakého vyrazu, do ktereho by se s limitou podle
pravidel prochazet ani nemélo, stejné vzdycky fungujt.)



