v
Ctvrté cviceni

Vsechna pravidla, postupy a finty znate uz z minulého tydne a tohoto cvicent, takze se hned vrhneme na po¢itani. Pripomenu
pouze nékolik uzitecnych véct:
sinx tgx

o lim = lim =1l
x—0 x x—0 x

e [im <1+i) =e’.
x

X— 00
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e Jestlize lim 1)
*—% g(x
. . \2 vV
mezi sebou libovolné zaménovat.

=1, pak piSeme prosté f(x) ~ g(x) (x — x,) a pfi pocitani limit, v nichz jde x — x,, pak mtizeme f a g

51| DokaZte vztahy:

1-«/x+a—«/?~2:;? (o0 2 lim (VP rar b — /5 tath))=

Spoctéte limity:

a,—a
2

. 1= . .
1. lim arcsin x; 2. limarctg a 3. lim arcctg

x
xX—00 14+x x—2 (x_2)2’ xX—00 m
53| Primétenym uZitim vzorct a’—b? =(a—b)a+b)aa"—b" =(a—b)a" ' +a"2b+---+ab" 4+ b" ") spottéte nasledujici
limity:

. A/ 14+2x =3 . A1l=x =3 .oyl —v1— . 1 \
1.hm+—x; 2. lim —x; 3. lim +x x; 4. lim I:\}/x3+x2+1 —\3/x3—x2+1];
x—4  fx'—2 x——8 24 /x =0 14+ x'—/1—x x—00

5. lim [{/x3+3x2‘—\/x2—2x‘J; 6. lim [sin\/x—i-l —sin\/x:l; 7. lim arccos(x/ x2+x —x>.

X—00 X—00 X—0Q

atbh aFb
cos .

Népovéda: Ad 6: sina £ sin b = 2sin >

Podobnym zpisobem spoctéte také limity:

1. lim x3/2(\/x+2—2vx+1+\/7); 2-Iimﬁ_ﬁ+ i (proa > 0); 3-lim< r___Z >(Prom,np¥irozena’1).

X—> 00 x—a x2—42 x=1\1—xm 1—xn

Jaké hodnoty musi mit koeficienty a a b, aby byly splnény nasledujici rovnosti?

2
X +1—ax—b>:0; 2. lim (\/xz—x—i-l—ax—b):O.

X—00

Goniometrické limity

Pomoci toho, ze sinx ~ tgx ~ x (x — 0), dokazte, ze plati takeé:
2.2

. a‘x .

1. sinax ~tgax ~ax (x — 0); 2.1—cosax ~ =R (x — 0); 3. arcsinax ~ arctgax ~ax (x — 0).
v 1—cosx L, X . .

Napovéda: Ad 2: — = sin’ >: Ad 3: Klad'te x = arcsin# i arctgu.
| Spoctéte limity:
1+sinx —cosx . tgx—sinx . sinx —sina s,

. lim - ; 2. lim -2 — ; 3. lim ————— (pro a redlné).
x>0 1+ sm px —cos px x>0 sin’ x x—0 x—a

Spoctéte také limity:

cos(a + 2x)—2cos(a + x) + cosa — cos x+/cos2x'v/cos 3x . arctg(x + h)—arctgx
m ; . lim

*—0 x2 x2 h—0 b
Napovéda: Ad 2: Nejdriv dokazte, ze cos nx ~ cos” x (x — 0). Ad 3: Pouzijte vzorec z Glohy 31 v druhém cvileni.

(@ eR); 2. lin% ! (x eR).

Vietuv nekonecny soudin. Spoctéte

. 7T 7T 7T 7T
hm COS—COS—COS— +++-COS —.
nooo 48 16 2n

. L : . :
Napovéda: Rozsitte to sin > 2 uzivejte vzorec 2sin x cosx = sin 2x.
n




. T 1 x 14 cosx .
Dale si uvédomte, Ze cos 2 = \/; a cos 5 = ‘/ — To VAm umozni zapsat vas vysledek v ,tradicnim® tvaru

|
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Tento vyraz se nazyva Vietnv nekonecny soucin, po francouzském matematikovi Frangoisovi Vietovi, ktery ho publikoval uz v roce 1592 ().
Prisel na néj tak, Ze vpisoval 2”-helniky do jednotkového kruhu a pocital jejich obvody. Tento soucin se docela dobre hodi pri vy¢islovani
7t treba na pocitali, 1 kdyz dneska samoziejmé mame mnohem lepsi metody. Nicméné na vypocet 7 v presnosti, jakou umozuje obycejné
64-bitové desetinné Cislo na pocitaci (tak receny double), staci jen 27. 7 je tim spocteno na 16 desetinnych mist presné.

Limity s exponencialou

Dokazte, ze
lim(1+x)"* =e.

x—0

Také ukazte, Ze z toho hned vyplyva
In(1+ax)~ax (x—0).

Népovéda: Udélejte substituci 1/x. Pak ov§em musite spocitat obé jednostranné limity zvlast’.

Spoctéte limitu

B

. <1+x>1—x
lim ,
x—a 2+x

jestlize je:
1.a=0; 2.a=1; 3.a=+o0.
62| Spottéte limity:
. * 21\ . . 3 .
1. lim <x+d> ; 2. lim <x + > ; 3. lmé\‘/l—Zx; 4. lim ln(1+2x)ln<1+—>; 5. hrr%(l—x)long;
x— X Y—s

x—o0\ X —a x—o00 \ x2—2 x—00

—Ina . Incosax ) m crgx
—_— 7. lim ———; 8. llm[tg(——x)] .
X—a x—0Incos bx x—0 4
| Zhruba natrtnéte grafy nasledujicich funkef f(x):
(x)= lim (1—x*); 2. f(x)= lim sin”x; 3. f(x)= lim % (x#0); 4 f(x)= lim V/1+x" (jen ptix >0);
n—00 n—oo n—oo xn x—n n—oo

2

5. f(x)= lim { 1+x”+<%> (jen pri x > 0); 6. f(x)= lim In(2" +x7)
=} n

(jen pri x > 0); 7. f(x)= lim arctgnx.



Odpovédi a feseni

351. Ad 1. Rozéitime vx +a'+ +/x a dostaneme vx+a — /x' = 2 ~ 2. Ad 2. Zase roz&i¥me a dostaneme
i Vxta+yx 2%
(4, _“2>‘x +b,—b, ~ (a1 —a)x + b — ]92’ co¥ide k Ay
VX2 tax+b +/x2+ax+b, 2x

52. Tady muzeme Vzdycky s limitou vejit dovmtr funkce. Ad 1. Zlomek uvnitt ]de k —1, takze vysledek je —r/2. Ad 2. Zlomek

: 142 —3 142 3 2x —8 . —4 N
353. Ad 1. Rozéifime takto: vV1+2x —3 = _ W2 W20 +3) X a podobné i 4/x'—2 = X , takze
1 V14+2x'43 - VI+2x+3 Vx'+2

2x —8 \/ 2
nakonec mime lim X x
=4 142x +3  x—4
—x—8 4—2yx +x23 12

&+ b =(a+b)(a*—ab+b?). Po rozsiteni mime lim =—— =-2. Ad 3. Opét tyz pristup, ve jmenovateli
(a+b) )- T 84x A pet tyZ pristup, ve |

6 .o v/ . . . ’ VIV v v/
= ZZ = 3. Ad 2. Stejny pristup, jen ve jmenovateli musime rozsirit tak, aby $lo pouzit

2/3, 3 _ —x)2/3
musime roz3itit podle vzorce a’—b> = (a—b)(a*4+-ab+b?), takze nakonec mame lim _, mz_fm (o) 4 (H;;( 2)HI) Ad 4.
v 2 2 v 17 v/ v o . .. v
Zase musime rozsirit na d . Kazdy ze tti &lentt ve jmenovateli je ~ x?, takZe
(x3 4+ %2+ 1)23 /53 +x2+ TV —x2+ 14 (x> —x24+1)23
w 2 2 v v . : v .
celkem méme v/x3 +x2+1—v/x3 —x2+ 1 ~ _3x2 =3 Ad 5. Musime rozsirit tak, aby se obé odmocniny umocnily na Sestou; jen tak se
x

zbavime obou soutasné. Je to opét stejna pohadka: v Citateli se objevi (x°43x?)2—(x2—2x)® = x*(x? +6x4+9)—x>(x°—6x?+24x—8) = 12x° +
+ ---, zatimco ve jmenovateli je 6 ¢lent, z nichZ ka*dy je ~ x°. Podélenim tedy dostdvame 12/6 = 2. Ad 6. sinv/x +1 —siny/x =
Vi+1T—yx J/x+1+,/x

. .1 . . . , .
=2sin P cos 5 ~ 2sin e cosy/x". Argument sinu jde k nule, proto jde k nule i sinus a zbytek vyrazu je ome-
x

1 .
zeny, takze je to 0. Ad 7. lim (\/ x24+x — x> = takZe vysledek je arccos 5 = %

x—00 2

54 Ad 1. Vx+2 —vx ~ W a podobné vx +1 —4/x' ~ :

. Odecltenim téchto dvou vyrazi od sebe dostaneme

1
1 1 12V X . ..
x3/2(vx+2—2\/x+1+ﬁ>~x3/2<ﬁ—2ﬁ> —x’ 2?21/% x3/2%:—1/4.Ad2.VeJmenovatehJe x2—a? =

. .. 1 .. VX —4a . Vx—a
=+/x +a+/x —a.0Odmocninu s plusem m@zeme poslat pred limitu, takZe mame lim < + 1>. Zlomek je roven ——,
P P P V2a 2\ WJx—a ‘ VX +4/a

. ’ . 1 v / . v . Ve . . v Ve v/ V. ’
coz jde k nule. Vysledek je tedy Nor Ad 3. Predpokladejme, ze je m > n; pti m = n je to evidentné nula a pri m < 7 staci otoCit znameni
a

. nx”™ —mx"+m—n . . . .
am an prohodit. Zlomky seCteme a dostaneme . Ve jmenovateli miuzeme rozlozit podle vzorce; vznikne vzdy sou-

(I—xm)(1—xn)
¢in ve tvaru (1—x)(x™ '+ x™ 2 4... 4+ x +1). Dlouhd zavorka obsahuje m &lent, které vSechny jdou k jedné, tak¥e to miZeme vytknout
nx” —mx"+m—n

1 Ve . ’ 4
a pred limitou se objevi 1/mn. Celkem jsme to tedy upravili na — lim . Polynom v Citateli tedy musime dvakrat

mn x—1 (x—1)2
po sobé délit x — 1, nejlépe pomoci Hornerova schematu. Vyjde 7x™ 2 4 2nx™ 7> + 3nx™ 4.+ (m —n)nx""(m —n)(n—1)x" 2 +
+(m—n)(n—2)x"" +--- 4 2(m — n)x + m — n. Dosadime-li jedniku, vyjde prosté soucet viech koeﬁc1entu. Nejdriv musime secist
_ _ 1 sV V. V. - 1 .. . 1 - - 1
(142+---+(m—n))n=mn (m n)(r: nt1) ak tomu jeste pridat (m—n)w Limita je tedy rovna — <n (m n)(;;z ntl) +
mn
—1 - — .y . vy S s v 11
+ (m—n) n(nz )> = n(;n n>(m —n+l+n—1)= % To zrejmé funguje i pro ptipady m = n a m < n, jak jsme to vysvetlili
mn
na zggatku
; ) x*+1—ax’?—ax—bx—b T
55. Ad 1. Dame na spolecny jmenovatel a dostaneme . Aby to byla nula, tak musime v ¢itateli zrusit

+
kvadratlcky i linearni ¢len (kdyby ztstal kvadratlcky, rostl by ¢itatel rychlep a limita by byla nekonec¢na, pokud by tam zistal jen linedrni,
dostaneme ne]ake konecne lislo). Takze musi byt a=1laa + b =0, takze b = —1. Ad 2. Odmocnma roste jako x, takze a musi byt 1

—1
. Must byt tedy b =1/2.

; 2
356. Ad 1. Stadi dosadit ax misto x, protoze kdy? x jde k nule, tak jisté i ax jde k nule. Ad 2. 1 —cosax = 2sin’ % ~2 <a2x) .

Ad 3.V rovnosti sinx ~ x p01021me x =arcsin#. Prix — 0jde i # — 0 a mame sinarcsin# = # ~ arcsin # pri # — 0. Pak s tou rovnosti
zopaku eme manévr z cviceni 1. Stejné s arkustangentou

1— X + = 1+ 3
'sm X+ lzoosy = 22 ,nacez dosadime x = 0 a obdrzime vysledek 1/ p. Ad 2. RozepiSeme tangentu
sin px +1—cos px px+P2 P+_

1— 2/2 1 . . . —
cosx x/ = E.Ad 3.sinx —sina :231nx dcosx+ﬂ

57.  Adl.

—a
. Po déleni x —a

x
~ 2cosa

7./ . v .
a zkratime sinus, zlomek prejde na 5~
cosx sin” x x



zUstane cosa, coz je vysledek.

58.  Ad1.Selteme krajni éleny v ¢itateli: cos(a 4 2x)+cosa = 2cos(a + x ) cos x. Celkem tedy médme cos(a + 2x)—2 cos(a + x )+cosa =

=2cos(a 4 x)(cosx — 1) = —4cos(a + x)sin’ g ~ —cos(a 4 x)x*. Po zkriceni x* dostaneme vysledek —cos(a + x). Ad 2. NejdFiv si uvé-

cosi
n

2k

protoze se tam sinus (ktery jde k nule) ndsobi s néjakym kone¢nym Cislem. TakZe v limité mame cosnx ~ cos” x (prezil jen prvni Clen).

2,3
1—cosxv/cos2x'Wcos3x'  1—cos’x 1_<1_x7>

x2 x2 x2

domime, ze cosnx = E (—1)* < >cos”—2/e xsin®* x. Ovéem p¥i x — 0 &leny, které obsahujf sinus v aspoi prvé mocning, vypadnou,

Proto . Jednicky se odectou a jde-li x k nule, cleny, v nichz je néjaké x, vypadnou,

v o . 3 Vo / . V7 v \4 14 14
takze zGstane jen 5 Cozje vysledek. Ad 3. Nejdriv seCteme arkustangenty: arctg(x + h) —arctgx = arctg ——————, takze dostavime

14+x2+xh

h
arctg —; ) . arctg 1
2 Rozdéiiime 14+ x2 + xh, tak¥e mime Lextih
h h 1+ x2+xh

. Ovsem podle bodu 3 lﬁlohy§56 jde prvni ¢initel v limité
14+x24xh :

x — 0 k jedné. Stejné tak i xh ve jmenovateli druhého zlomku v limité vypadne a mame vysledek T
x
| T T T . 1 T T T . T .
59.  Udélame to, co se pise v napovedeé: napiSeme cos — cos — -+ - cos — jako cos — cos — - -+ cos — sin —. Ovsem na konci
i 4 8 27 sin z_n 8 272
. . n 1. =« . . T T
mame soudin cos o S = Ssin o Mame tedy 1/2 a na konci soucinu je ted - - - cos P sin —— T . Scéna se opakuje a sinus na konci
n n n— n—

) L ) .. . v —
postupné kosiny luxuje, az ndm zlstane jen sin i hromada polovin, za kazdy kosinus jedna. Kosint tam bylo 7 — 1, takze je soucin

-7
sin 5 2 K /2"
n—lsings 7 osinge
stam porad dokola pouzwat vzorec, jak je to vysvétleno v zadani.

upraven na .Druhy zlomek je v limité 1, takze limita je rovna 2/ . Rozepsani do tvaru s odmocninami je evidentni,

i v. . . v e o1 1 . v
60.  Zachovame se podle nipovédy: dosadime x = 1/%. Ovsem pri x — 0 nejde # k ni¢emu, protoze limita lmé — neexistuje. Takze
! x—0 x

1\* . , . .
musime spocitat ob¢ jednostranné limity. Za¢neme tieba zprava: hm 1 (1+ x)V* = lim <1 +— ) = e. Zleva je to podobné, jen # jde k

. . T\* .. i 1 V. J e . . v
—o0, takze mame hnol (1+x)7* = lim <1 + —> = lim W =—=e Obe jednostranné limity existuji a jsou si rovny, takze
x—0— u——00 u u—oo (1 __ 2 €

1 ptvodni limita existuje a je tém dvéma rovna. Nakonec vezmeme logaritmus obou stran a dostaneme lim

x—0

In(1
M =1, takze skute¢né

ln(l +x) ~x (x — 0). Opét muzeme dosadit za x cokoli, co jde samo k nule, tedy treba iax, ale klidné i sinx atd

| 1
61.  Nejdifv zkritime v mocniteli 1 — 4/x’, ¢imZ se vyraz upravi na <21x> . Ad 1. Pocitame-li limitu pro x — 0, je vi-
: x

dét, ze zavorka jde k 1/2 a mocnitel k 1. Limita je tedy 1/2. Ad 2. Opét hned dosadime a mame g Ad 3. V zavorce jsou Cisla
mensi nez 1 a ta se odmocnuji obrovlskou odmocninou. V}’Isledky tedy budou témér 1, a proto je tato limita 1. Nebo muZeme psit
lim<1+x>1+1ﬁ:exp lim ln<14ﬁ):exp lim ————— =exp0

e 14X e (x +2>(1 +F>
62 Ad 1. <x +a >x = <1 + 24 >x = <1 + 24 >x_ﬂ < > Prvni zavorka jde k €%, zatimco druha k jedné. Vysledek
% x—a x—a x—a x—a

je ted €2ﬂ. Ad 2. Oznaéime u = x takze eun — o0 a ocrcame lim = lim 1+ . Po ste'ném manévru jako v
) y ) p P ) J
n—00 u—

. 1-2 —2x S Ne e 1 e 1 ey .
predchozim bodé dostavame vysledek e’. Ad 3. 1 —2x'= exp< n(1—2x > exp —— =e 2. Ad 4. V prvnim ¢initeli je jednicka proti
Ve - . , 3 . 3\*

2* uboh, takZe tento Cinitel roste jako In2* = x In 2. Proto mime lim ln(l +2%)In <1 + —> = lim In2ln [<1 + —) ] =In2lne’ =3In2.
xX—00 X X—00 X
11’1 —u 11’12 v/ v/ N st
Ad 5. NapiSeme log, 2 = — a polozime x = 1+ #, ¢imz limita pfejde na lim ———— =1In2. Ad 6. PoloZime h = x —a, ¢imZ limita
Inx #=0 In(1+4 #)
In N—1 ) In(1+4+2 1 2.2 2.2 2.2
prejde na lim (ath)=lna =lim < a> = 2. Ad7.cosax ~ 1—2 tak¥elncosax ~In( 1— 2 )~ — 25 takde po vydéleni
h—0 h h—0 h a 2 2 2
ctgx
dvou takovych vyrazt se dostane a*/b*. Ad 8. lim [tg(z —x>] = explimectgx ln . Oznadime # = tgx, takze pri x — 0 jde
x—0 4 x—0 141tgx
In =% 1— 2 In(1— = 2 2
také # — 0 a méme exp lim —_ P¥epifeme “ jako 1 — | tak¥e mime nakonec < 1+u> ~—— = a po
=0y 1+u 1+u u u(l+u 1+u

dosazeni # = 0 obdrzime vysledek —2.

63.  Ad 1. Tato funkce je suda, takze staci kreslit jen pravou polovinu grafu a levou doplnit symetricky. Pfi x = 0 mocnina Gplné

vypadne, pfi0 < x < 1vypadne také, protoze mocnénim se Cisla v tomto intervalu zmensuji, a umocnime-li je ohromn¢, dostaneme mizivy



vysledek. P¥i x > 1 je naopak mocnina ohromna a 1—x*” jde k —oo. Ad 2. To je vlastné (sin” x)”. Podle stejné tivahy jako v predchozim
bodé pti 0 < sin® x < 1 obrovska mocnina hodnotu sinu snii na nulu. Jediné pfi sin” x = 1 mocnina neudél4 nic. Vysledkem je tedy sama
nula, jen v bodech k7 je hodnota 1. Ad 3. Pri x = 1 je tato funkce nulova. Je-li 0 < x < 1, je kladnd mocnina miziva a zdporna obrovska;
kladné tedy muzeme zanedbat, zaporné se zkrati mezi sebou a vysledek je —1. Pri x > 1 je to naopak, zaporné mocniny vypadnou, kladné
se zkrati a mame +1. U zapornych Cisel je Gvaha Gplné stejnd, takZe pti —1 < x < 0 je velikost kladné mocniny mal4 a ziporné obrovska,
tj. ztstane —1, pri x = —1 je v Citateli nula a pri x < —1 zlstane +1. Ad 4. Pfi 0 < x < 1 je x” mizivé a zUstane jednicka. Pfix =1 je
mocnina rovna jedné a mime v/2), coZ jde v limité k jedné. P¥i x > 1 je jednitka miziva oproti mocniné a visledek je +/x7' = x. Ad 5.
Tady mame dva &leny s mocninou: x” je mizivé p¥i 0 < x < 1 a ohromné pii x > 1, zatimco (x%/2)" je mizivé pti 0 < x < v/2'a ohromné
p¥i x > /2. Pfi x > v/2'je i kvadraticky &en daleZitdjé ne¥ jednitka. Oviem dokud je x > x?/2, bude prevlédat lineérn{ élen. Vy¥eSenim
nerovnosti vidime, ze to tak bude do x = 2; od této hodnoty prevladne ¢len kvadraticky a ten oba ostatni cleny prebije. Ad 6. Tady zalezi

ey - , . In2 v
na tom, jestli je vétsi 2, nebo x. Pokud 2 > x, roste 2” mnohem rychleji nez x” a ve vysledku mame 2o 2. Plix>2 naopak
n
n .o Y/ v ’ Ve . ’ v 1n2n+1 71+1 v . v-
roste x” mnohem rychleji nez 2", takze mame In x. Nakonec pri x = 2 je vysledek proste = In2, coz jde k In2. Ad 7. Pri
n n

x = 0 nezélezi na ni¢em a vysledek je 0. Pfi x > 0 jde nx to +00, takze arkustangenta jde do g; naopak pfi x < 0 jde 7x to —oo, takze

arkustangenta jde do —g. Vysledna funkce je tedy %sgn x. Zde jsou naértky:
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