Osmé cviceni (dalsi neurcité integraly)

Integrace racionalnich funkci

Parcialni zlomky

Pro pripomenuti: kazdy polynom s redlnymi koeficienty lze zapsat jako soudin zavorek ve tvaru (x —a, )" a zavorek ve tvaru
P(x)

Q(x)

(x2 4 byx + ¢, ). Cheeme-li rozkladat zlomek , kde P m4 men3i stupeni nez Q, na soulet parcidlnich zlomkd, postupujeme

takto:

1. Rozlozime Q na soucin zavorek, jak je to popsano vyse.

A A A
2. Zakazdou zavorku ve tvaru (x —a)” zapi$eme do souétu zlomky —— 4+ —2— 4... 4 "— (A, jsou neznamé koefi-
x—a (x—a)? (x—a)r
cienty, u kazdého zlomku jiné).
B (@ B C B x+C
3. ZakaZdou zavorku ve tvaru (x*+ bx +c)” zapiSeme do souctu zlomky ! 2%+ % . X Cn .
x2+bx+c  (x24+bx+c)? (x2+bx+c)

4. Tim jsme ziskali vysledny rozklad, az na to, Ze v ném vystupuji néjaké neznamé koeficienty. Ty urcime tak, ze cely soucet
opét dime na spole¢ného jmenovatele a srovname jeho Citatel s P(x).

To je aspon ucebnicovy postup. J4 Vim ovSem hned v dal3i tloze predvedu néco lepsiho.

‘ -+-(x —a,,) a rozklad tohoto zlomku Ize psat
ve tvaru

Px) A A, A

= + o —2
X X—a X —a X —a
Q( ) 1 2

Ukazte, ze v tomto pripadé pro neznamé koeficienty A, plati vzorce

A, = lim P(x)(x —ay) _ P(ay,)

=a o Q(x) Q'(a)

Népovéda: Nasobte obé strany x —a;, a vemte limitu x — .

Upozornuji jesté jednou, ze vzorec vySe funguje pouze v pripadé, ze jmenovatel zlomku ma jen jednoduché koreny.

Zkuste vymyslet, jak by slo tuto metodu vylepéit, aby fungovala i v ptipadé, Ze:

1. jmenovatel mé i vicenasobné koreny; 2. jmenovatel obsahuje nerozlozitelné kvadratické trojcleny.
RozloZte v parcialni zlomky:
1 1 1
1. 20— —; 3 —mF7—; . .
x(x—1)(x —2) x34+2x24x (x—1(x24+x+1)

Rozlozenim integrandu v parcidlni zlomky spoctéte nasledujici integraly:

2 2
B T <;> de s | D
x34+1 x*+1 (x+1)(x2+1) x2—3x+2 (x+1)2(x—1)

96| Rozliénymi postupy spoctéte tyto integraly:

2x+1)d 1—x’ ’
1. (2x +1)dx ; 2. —xdx; 3. ﬂ; 4, d—x Napovéda: Ad 4. » = xta
x*+2x3+3x242x + 1 x(1+x7) (x —1)100 (x+a)"(x+b) x+b

Derivovanim za znamenim integralu (nejlépe podle parametru c) spoctéte

dx
J (x242bx +c)? (b2 —c<0).

Integrace vyrazt s odmocninami

Vhodnymi Gpravami a substitucemi spoctéte nasledujict integraly:

dx dx Vi+1T—v/x—1 dx x(x+1)
; 2. ; 3. dx; 4 5
T+/x'+Jx"+/x

Vi+1+4yx—1 ' 3/(_x+1)2(x—1)4; VA +Vx x



jsme prepsali na

vax2+bx+c

Vzpomente si na trik, ktery jsme pouzili na cviceni: integrdl typu J
x

kde # = 1/x. To se bude v nasledujicim cviceni Casto hodit.

dx du
fxz‘/a+é+iz_ J\/a+lm+cu2,

. dx ' ) \/x2+2x+2dx' 3 1—x+x2 d: 4 x2+1 dx
' (1+x)v1+x2’ ' x ’ ) Vixx—x2 T a1l

100 | UzZitim pfiméfené substituce preved’te nasledujici integraly na integral z racionaln{ funkce (ten u nedopocitavejte):

x> dx dx J3
1. ; 2. | —/——; 3. | V/3x—x3dx.
J\/l—xz Jv31+x3

Goniometrické integraly

1| Vydislete integraly:

in® d d
1.Jsinzxcossxdx; 2. ﬁdx; 3. .4—x; 4, a ; 5.fsin5xcosxdx; 6.fcosxcostcos3xdx;
costx sin” x cos* x Vigx'

dx
7. de; 8. | —=
ftgxtg(x+a) x f3+5tgx

102/| Jakykoli integral, ktery je racionalni funkei sint a kosint (a tedy i tangent a kotangent), se d4 prevést na racionalni lomenou

funkci (tedy podil dvou polynomu) uplatnénim substituce # = tgx /2. Jak se pfi této substituci daji nasledujici veli¢iny vyjadrit pouze
pomoci #?
1. dx; 2.sinx; 3. cosx; 4.tgx.

103/| S pomoci universalni substituce tgx /2 = u spotéte tyto integraly:
dx dx 1 2 2 sinx cos x
1. | —— (O0<b<a) 2. - (c*>a”+b%); 3. | ————dx.
a+bcosx asinx + b cosx + ¢ sinx + cosx

. ’ oV & ’
Jiné rozlicné integraly

104 | Pomoci integrace per partes okaZte, Ze plati (n je ptirozené ¢islo):

n—1
l' x 1 /e —1 ' .V v v/ . d
=C— i(e") — e’ E ( ) , pricemz znacime lix = o
(=1 (n—1) &= xk Inx
i j vV _V ’ j/ 7. 14 4 :
2x d d
1. | x*e¥*dx; 2. | x7e™ dx; 3. | x%eV¥ dx; 4. | € x; 5. al ; 6. | xe*sinxdx;
14ex 1+ex/2+ex/3+ex/6
e*dx
7. _ 8.
J x2—3x+2 J
106 | Nakonec nabizim je$té virku nejroztodivngjsich dalsich integralé. Poradite si s nimi?
dx
X3 4. | In|(x+a)t*(x+bytt| ———— .
J [( e ) ] (x +a)(x+b)

1. Jxarctg x + 1)dx; 2.Jln2(x+ x241 dx, Jarcsm

5. fln V1i—x —I—Vl—i—x) 6. Jxarccos—dx

8.[\/x+\/x2+az dx.



Odpovédi a feseni
i 7777777 V717 v v 14 v P A A
192.  Zaridime se presné podle nipovedy: rovnost (x) =1 4+ 2 4.4
1 Qx) x—a;, x—a, x—a,

A v . Ayx—a
£ piejde na lim Ax—a)
xX—ay oA X —ay
Ayla,—a 0 v v ) . v . . A(x—a
k ey ) =— — = 0. Proto vSechny s¢itance vpravo vypadnou, jen ten s 4;, zustane. Ten prejde na lim Al =)
a, —al néco nenulového xoa X —ay

. Px)(x—a
No a vlevo provedeme totéz, takze dostaneme lim Pl —ay)

lim Peo)x—a) = lim M. P(x) muzeme dat pred limitu a zlstane definice derivace, jenom v prevricené hodnoté, takze
=4 Q(x) =4 Q(x) — Q(ag)
P(ay)

Q'(az)
i o / v . N V. ve . . v Voo v dn 1 (71 — 1)'
93.  Jsourtzné moznosti. Zde popiSu jenom to, co vétsinou nejvic vyhovuje mne. Ad 1. Tady pouzijeme to, ze = ( -
: "xX—a xX—a)"
1 dn 1 ’ v/ v /7 V7 A 1
— , kde pak za a4 dosadime prislusné cislo. Treba ———— =
(n—1)1da" x —a (x+1)2(x—1)

n

vynasobime x—a,, (pro néjakéa;)avezmem
ynasobime x—a,, (pro néjaké 2;) a vezmeme

limitu x — 4,,. Kazdy scitanec . Jenomze vSechna a jsou navzijem riiznd, a tak pfi £ # k jde tato limita

:Ak‘

.JelikoZ a;, je pak a; korenem Q(x), plati Q(a;,) =0, a tak lze rovnéZ psat

skutecné dostaneme A;, =

Proto muzeme kazdy nasobny kofen prepsat jako

_i[ 1 } _i[1<1_1>} _[_ 1 LA t 1 1] _ 1
Cdal(x—a)x—1)],_, dala—1\x—a x—1/leey | (@a—12x—a a—1(x—aP (a—12x—1]_, 4x+1
1 1 1

_— +_
2(x+1)2 4x—1

. Ad 2. Kvadraticky trojclen se objevi, protoze polynom mé dva nerealné navzajem komplexné sdruzené koteny z

a z*. Pokud jsou tyto koreny jednoduché, tak se pro né¢ v rozvoji objevi patricné s¢itance, tj. +
x—z x—2z*
’ v . Ve 4 2 ’ . v ’ v . 4 / B B* A* v
nesmi se ménit pri komplexnim sdruZent, a proto se ani tento soucet nesmi zménit. Ma tedy byt + = + , takze
X—z Xx—z* XxX—2Z X—2z*

. Protoze je polynom realny,

. Ma-li kvadraticky trojélen tvar x? 4 2ax + b = (x — z)(x — z*), vidime, Ze Ize
Re[A(x —2%)]
x2+ax+b

ma byt B =A*. Proto je vysledny scitanec roven 2 Re

X—Zz

psat z = —a+iv b —a?, takze nakonec je prislusny scitanec roven 2 . Pokud jsou komplexni kofeny nasobné, lze nisobnost

odstranit podobné jako v predchozim bodé.

| 1 1 1/ 1 1 o WV o121 12
94, Ad1. = =- < — > Ad 2. Uzitim vysledku cviceni92 hned dostavime Y2t + L
: x2—1 (x—1)(x+1) 2\x—1 =x+1 n x x—1 x=2
"""" 1 1 A B C Ve, , : , ., v )y

Ad 3. = ==+ . Uzitim podobné metody jako v loze 92 zjistime, ze A= 1, C =—1. Zbyvauz

3 +2x24+x  x(x+12 x  x+1 (x+1)02 §
T y e . U ’ 1
jen jeden sCitanec, takze ostatni od puvodniho zlomku odecteme a dostaneme ——— [1 —(x+1)7%+ x] S . To
x(x +1)2 x(x +1)? x+1

o1 1 1

je ten zbyvajici s¢itanec, takZe rozvoj je — — —— — . Ad 4. Pri mus stat koeficient 1/3, takZe to staci odelist a druhy ¢len
x x+1 (x+1)72 x—1
_ 1 x4+ x+1 (x—1)(x+2) 1 x+2 /3 1 x+2
rozvoje je 1— =— =—-————.Celkem —= .
7777777 (x—1D(x2+x+1) 3 3(x—1)(x24+x+1) 3x2+4+x+1 x—1 3x24x+1
3 1 1 1/3 —2 . 1 1 2x—1-—3)d
95. Ad1l. = = p__x . To uz mizeme integrovat na — In|x 4+ 1] — = u
1+x3  (x+1)(x2—x+1) x+1 3(x2—x+1) 3 6 x2—x+1
o . 2x—1)d d 2x—1 ,
Tento posledni integral rozdélime na (2e—1)dx =In|x*—x+ 1] ana—3 LB N6 arctg ¥ Celkem méime
x2—x+1 x2—x+1 V3
2x—1

+C. Ad 2. Vyjdeme ztoho, %e x*+1 = x*+2x?+1—2x? = (x*+1)*—(v2'x)? = (x>+v/2x+1) -

1 1 1
ZlIn|x+1|—=In|x?—x+1|+— arct
et o1 arerg 2

-(x?—=v/2'x+1). To je potieba rozloit na parcidlni zlomky. MtiZzeme vyjit tfeba z toho, %e zévorka s plusem mé koteny e™7/* a ta s minu-
1 x—e N 1 x—e 7/ ]_\/7 x++/2
4974 32 4 (D41 A4S 2D 1 x24+4/2x +1

4
. , +v2 oy v . 2x++v/2 d
>. To se musi integrovat. Integral f idx muzeme prepsat jako % J x—f ++/2 J ad

sem eX'7/*, Derivace jmenovatele je 4x°. Tak¥e dostaneme 2 Re [

x—v2

x2—/2%x +1 x24+/2%x+1 x24+4/2% +1 x24+4/2%+1

+ \/T? [arctg(ﬁx +1)+arctg(v2'x — 1)] +C.

x24+4/2%x+1
x2—4/2%x +1

! musi byt 1/2. To odecteme od piivodniho zlomku a tim dostaneme druhy scitanec. Celkem je tedy

1 2
= Eln|x2 + v/2'x 4+ 1] £ arctg(v2'x £ 1). Celkem tedy mime gln




12 1x—1 e 1 ) 1| 2xde 1| d 1 1
rozklad 2 _1x .Prvmclensemtegrujena5ln|x+1|,druhyserozpadnena——J ad x+_J—x:_zln|xz+1|+§amtgx'

x+1 2x2+1 4] x24+1 2| x2+41
v ’ 4 1 2 2 1 1 Vo . / N4 14
Po seCteni tedy mame - In razxet] +-arctgx+C, cozje vysledek. Ad 4.Rozlozime zlomek v zdvorce a dostaneme —r -
4 x2+1 2 (x—2)(x—1)

2 1 Proto < x )2 4 4 N 1 4 N 1 N 4 4 Ko ¢
= — . Proto je = - = - : z1to
x—1 x-—2 ) x2—3x+2 (x—12 (x—1)(x—2) (x—2)2 (x—12 (x—2)2 x—1 x-—2 7

, : , —1 4 1 v 241 i1 1 2
integrujeme dostaneme vysledek 41n al ‘ — — + C. Ad 5. Rozlozime S na - + —
x— x—1 x-—2 (x+1)2(x—1) 2[x—1 x+1 (x+1)?

. . 1 1
coZ se snadno integruje na — In |x* — 1|+ —— + C.
77777777 2 x+1

96.  Ad 1. VSimneme si, Ze x* +2x> + 3x? 4 2x + 1 je reciproky polynom, tj. jakysi palindrom (zeptedu a zezadu m4 stejné koefici-

enty). U takovych je vZdycky dobry nipad vytknout a pfevést na jiny polynom v proménné x + —. KdyZ to udélime, zjistime, Ze je ten
x
1 1 1\? 1 1 2
polynom roven x? |:x2 +5 +2<x + —> +3] =x? [(x + —) —2+2<x + —> +3} = x? [x +—-+ 1] = (x*4x+1)*. TakZe mame spo-
x x x x x

1
P Ad 2. Tady je potreba

2x +1)d R , .o viz /
Citat J %, coz uz je pfimo nachystané na substituci. Tu udélame a dostaneme vysledek C—
x24x

1—x7

—7x6 dx, coZ je na tu substituci
x7(1
(1+x7)

1
poloZit x” = u. JenZe to budeme potiebovat x° v Citateli. Nastésti po rozsitent dostaneme

x7

+ C. Ad 3. Prosté prerozlozime

. Vi _ , 1 1— 1 1 2 1
jako délané. Po jejim provedeni dostaneme — —% - <— — > dx==In
7 w(l4+u) 7 nw u+1 7

x7 tak, aby se prizptisobilo tomu x — 1 ve jmenovateli. Napi$eme x> =[(x — 1)+ 1] = (x — 1)’ +3(x — 1)* + 3(x — 1) + 3. Po vloZeni do
3 3 1

integralu se integral d Cet dno uz dost ysledek — — — — +C
integralu se integral rozpadne na soucet a snadno uz dostaneme vyslede 1% 17 B 917
IR T: ’ v ’ . ’ b_d (b_ﬂ)” —a ’ v v
Ad 4. Zatidime se podle napovedy. U této substituce plati du = dx,x+a = ——— ax+b = ——. Integral prepiseme
(x+b)? 1—u 1—u
d 1 b—a)d 1 . o oy 1
takto: ad = (b—a)dx . Ted’ mizeme vlozit substituci a integral prejde na ———— -
(x+a)y"(x+b)yr b—a (x+b)? (x+a)"(x+b)y—2 (b —a)ymtn—1
( >m+n 2 d M > v 4 V7 4 Ve . . . 14 v Vi1 v
- | = Integrace je ted’ uZ snadna, staci rozepsat zavorku v Citateli podle binomické véty a ze sumy oddélit ten clen, kde
u
1 2 2 1)* k—m+1
se bude integrovat 1/# (to totiz da logaritmus a ne mocninu). Vysledek: ——— E mtn= = <x ta > —
(b —a)mtn—1 — k E—m+1\x+5b
n—2
m+n—2 x+a m+n—2\(—1) / x+a\'*!
— (=" In +(=1)" E < > +C.
1) < m—1 > x+b =D — < m+{ >€+1 x+b

dx
x242bx+c¢

+ D, takZe pocitime dx ! arctg +5 Jelikoz plati dx d dx statl nam tento
s 1 = . 1 - = _—
P (x+b2+D /D & VD P (x242bx +c)? de | x242bx+c

97 Oznaéme D = c—b* > 0apocitejme J . Doplnénim na éeverec se ve jmenovateli objevi (x+b)*+c—b? = (x+b)* +

dD dD d d
vysledek derivovat podle D a budeme mit spocitano. Navic, jelikoz % = = 1, muzeme psit — jako —— . Politdme tedy

cdD _dD
d |1 e % u¥ie pHmotaré a brzo obdrHme visledek —— arcte < T2 ¥+ £)/2D ! w e
—— arc , CO0Z Uz )€ primocare¢ a brzo o rzime siede arc = arc
“do VD gF P P D T U Tt b D T 2c— b2 e
1 x+b

(C—bz)x2+2bx+c +

_|_

. ’ v . 2 d ’ . ’
98.  Ad1.PoloZme x = #?, integral prejde naJ 1% ? —2u—2In |14-#| = 2¢/x'—2In|144/x|4+C. Ad 2. PoloZime x = #°, integral
: u




54 5
prejde na 6 2% Délime jako na zakladni skole, dostaneme — =W —ut+——  Poslednd jmeno-
w4 ul+u+1 w4 ul+u+1 (n+1)(2+1)

1 3
+—ﬁ +C
14+ 2% +4/x
Ad 3. Rozsifime v/x +1 — v/x — 1, ve jmenovateli se objevi dvojka a v Citateli 2x — 24/x2—1. Tim jsme tedy integral upravili na

f(x —4/x2—1)dx. Lepsi bude ho zapsat jako J[Zx —(x4+1/x2—1)]dx, prvni séitanec integrovat na x* a v druhém poloZit x =chlny,

. . 3
. To vsechno se nakonec integruje na 24/x'—3y/x'+3arctgy/x'+ 3 In

/ v/
vany zlomek rozlozime na 321 3

1
y—1 2
dx = 2—dy Tak totiz dostaneme y = x + 4/ x . Tim prejde druhy kus integralu na y: —= ln ¥, coz po dosazeni y a secteni
Y

(x+1)(x—1

1 1
s predchozim kusem da 3 [xz —xy/x2—1+ ln(x +4/x2—1 )] + C. Ad 4. Prepiseme integral na f dx ) o[ 2 L@ polozime
\ x—

1 2 d . ’ v v 1
= 4= — 2% Tak miteme integral predelat na —— J
2 2

) 1\—2/3 3 3 1
: d;;z <x+ > :_§M1/3: 23 X+ +C. Ad 5. Tady
x— x—1

Cx—1 (x—1) x—1

rozsitime v x + 1'— 4/x". Ve jmenovateli se objevi jednicka, takZe ziistane f Vx(x+1)(v/x +1—4/x")dx. To uz se snadno rozepise na

v o A .2 2
soucet a integruje. Vysledek je g[xs/z —(x+ 1]+ 3[x3/2 +(x+1Y2]+C.

. Vytkneme z odmocniny a polozime y = 1/#, dostaneme

f uvu?2—2u+2

99 Ad 1. Polozme # = 1+ x, integral prejde na

dy

— | ——=——. Ve jmenovateli vytkneme dvojku, doplnime na Ctverec a dostaneme —

V22 =2y +1

v \2
, coz se uz snadno

2y

, : 1 1 [1—x /2422 v 2+2x42
1ntegru;ena——ln‘2y—l+\/ (2y—1)2+1|:——ln a +ox +C. Ad 2. Prepiseme na ﬁdx.'roseroz-
V2 V2 | 1+x 1+x xvV/x242x+2

2x+2 x x
+ +2 | —
Vx2+4+2x42 J\/x2+2x+2 JxVx2+2x+2

v V7 . /10 1 4 M 14 v 4 v v
padne na soucet tri integralt: 3 . Prvni dva jsou tabulkové, treti prepiseme

d d
S S W R ——
V22 42y +1 V1+(2y+1)
=—2v/2In )Zy +1+/(2y+1)2+1 | SeCteme vSechny tri integraly a dostaneme vysledek v/ x2+2x+2 +1In )x +1+vVx24+2x+2 ‘ —

x+244/x2+(x+2)?

tim, Ze vytkneme z odmocniny a polozime y = 1/x. Tim ten integral prejde na —ZJ

—24/2'In

. —14+x—x"+1-1
+C. Ad 3. Tady mame stésti, integral prepisSeme na — dx = —J 14+ x—x2 4+
V1+x—x2

2 V5 2x—1
+ | ————.Pod odmocninou doplnime na étverec: v/ 14+x —x2 = —4|1— <
J V1+x—x2 P V5

2
5 2x—1\? 2x —
—£ 1—<x—> dx+i d—x.Vprvnim integralu polozime a
V V5

11 L 2x—1 2x—1
sledekgarcsm a X

2
> . Integraly tim prejdou na

1 . A , / ,
=siny, druhy uz je tabulkovy a mame vy-

145
V1+x—x2+C. Ad 4. Tento integral Ize také psat ve tvaru | ——2— dx. Vnitfek odmocniny p¥epi-

V5 4 x2 + x_12
2 1 214Vt 41
Seme na <x — —> +2, nacez muzeme polozit # = x—— aintegral prejde na +1|=In AV rl +C
x x ,/ 2+ e f x
o 5+1 P
100 Ad1. — = =3, coZje celé &islo, takze mizeme rovnou klast #? = 1—x?, —udu = xdx. Integral pfepiSeme na | x*»'xdx =

necelé, ale kdyZ k tomu pricteme mocninu toho binomu, tj. —1/3, dostaneme &islo celé. Mame

= —f(l—uz)zd%. Ad 2. Tady je o+l



1/3

tedy vyhodit x> ven a dostaneme f x 114 x7) 7 dx. Ted polozime #> =14 x>, atedy 3u?*du = —3x~* dx. Integral tedy prepiSeme

d .
na j CuxTHdx = J 1% M}. Ad 3. Vytkneme z odmocniny x>, dostaneme J (—143x72)! 2 dx. Tady poloZime #* = —1 +3x72,

—u

v 9 3d
xdx = _%%2 du. Integral pak prejde na J tuxTdx = -5 J ﬁ

sin’x  sin’x
+

+ C. Ad 2. PfepiSeme jako

1—cos’x)sinx d 1 1 N , 1+tg’x)*d
(1= cos” x)sinx dx , polozime # = cosx. Vysledek: — + C. Ad 3. Tady prepiSeme integral na M Kla-
cos*x 3cos’x  cosx tgtx
1+u?)d , o tg 3 1
deme # = tgx, dostaneme M To se rozpadne na soucet RS 3tgx — — — + C. Ad 4. Klademe #» = ,/tgx),
u* 3 tgx  3tgix
dx ZdM v7 . 4 4 4 . 4 v o V7 . / i 3 v v
a tedy = . Vlozime to do integralu a dostavame 2 . Tento integral uz jsme spocitali v loze {95, takze uz se
Jtgx 14 ut 14 ut P
. , , 1 tgx+4/2tgx+1| 1 . —
s tim nemusime znova trapit a hned mame vysledek In|-2 8 [arctg V2tgx +1)+arctg(y/2tgx — 1)] +C.

24/2

Ad5.sin5x cosx = %(sin 6x-+sin4x). Integraci dostaneme vysledek —

tgx —4/2tgx +1

cosbx cos4x

+C. Ad 6. Tady postupujeme obdobné: cos x cos 2x -

sin2x sin4x  sinbx

- cos3x = %cost(cos4x +cos2x) = %(1 + cos2x + cos4x + cos6x). Integrujeme a mame vysledek " + . + T + > +C.
Ve v tgx+tgﬂ v/ v/ v . ’ tgx+a
Ad 7. Uzijeme toho, ze tg(x +a) = ———=—. Oznalime tga = a a vlozime to do naseho integralu. Dostaneme | tgx ————dx. Po-
1—tgxtga l—atgx
u(u+a)dx u(n+a)

.RozloZime integrand v parcialni zlomky; tim vyjde najevo, Ze

A+ n)(1—an)

loZzime # =tg x, integral prejdena | —M—M——
5 Bra’ pre] J(1+1/t2)(1—0m)

1 1 1 In|1—tgxtgal

= ————,atoseuzsnadno integruje na—— In [1—a#|—arctgy = —x———>——=—+C. Ad 8. Polozime » = tgx, dostaneme
l—aun 1+ u? a tga
du 25 1 5 2u 301 5 5 3
——— Zlomek rozloZime na — — +— , coZse integruje na — In |3+5tg x|—— In|14tg? x|[+—x+C.
J(3+514)(1+142) 343454 681+u? 341+ 42 grujena 77 In[3+3tgx| = Infleg x|+ 27
Ny tgx 1 : ., ,
102.  Nejdriv si uvedomime, Ze je sinx = ——— a cosx = . Pak se vrhneme na jednotlivé body. Ad 1. Mame du =
V1+x2 V142
d " 2d . . tg3 2 1—u2
:(1+tg2§)—x,coi divé dx = 2% Ad 2. sinx = 2sin S cos > = 222 = = X Ad3.cosx = cos? = —sin? s = —
2 142 2 2 T+tg?5 1+u? 2 2 14+u?
v/ V1 / M ’ o M 2 IV v Vo1 Vv 2t Z
Ad 4. Staci délit vysledky predchozich dvou bodt mezi sebou a dostaneme 1 “ > TotéZ by vyslo, kdybychom pouZili, Ze tg x = 1%
—u —tg 5
v L. . , 2du du y v, v v .
1103..  Ad 1. Pouzijeme tu substituci, dostaneme integral =2 | —————— . Touzse primocare inte-
P a(l1+u?)+ b(1—u?) '\
‘ ‘ 1+ < a+b ”)

#arct d%
v e\\Narp

2au+b(1—u?)+c(14+u?)

gruje a dostaneme vysledek

>—|—C Ad 2. Upotrebime substituci, dostaneme 2 J

A /4 /4 ’ v v/ v A4 2 d 2 C - b d 4 v
Preskladame to a doplnime na Ctverec, ¢imz obdrzime 214 = ( ) ? 5> COZ UZ se
c—b ( a ) + c2—a2—b? c2—g42_ )2 + [ (c—b)u+a ]
—b (c—b)? s ———
v/ v Vv . . 2 C - b t £ + a /7 v v d A ’ M M
primocare integruje na ———————arctg % + C. Ad 3. Integral prepiseme na S Upotrebime substituci,
JZ—2— )2 2—a2— )2 1 1



! ! 1420 —u?

du u(1— u? N . .

dostaneme ZJ — =4 ¥dixt. Provedeme délent a integral standardnim zptisobem rozkrouhdme, az dostaneme vy-
— J’_ —_
2u 1—u?

12

oo . . . 7
je si uvédomit, Ze 2sin x cos x = (sin x + cos x)* — 1 a Ze plati té% sin x 4 cosx = v/2 cos<x — Z)

sledek 2tg” = + 8 tg +38In + C. Mimochodem nejde zdaleka o nejjednodussi postup, lepst

tg ——2tg——1'+6f1

104.  Ad1.Oznatme/ —J e* dx. Jednou pouzijeme per partes, x” se derivuje ae* se integruje. Tim zjistime, ze I, = x"e*—nl,_,
To uz je rekurence, se kterou muzeme spocitat jakékoli I (kdyz jeste uvazime, ze I, = J e* dx = e*). Vzorec pak uz snadno dokaZeme
= k
indukei: pro 7z =0 plati a pro vSechna vét$i #» ma platit ta nase rekurence I, = x"e* —I,_,. KdyZ vezmeme I, = (—1)"n!e" E (—1) %
k=0 ’
n—1 k
a ze sumy oddélime posledni ¢len (s & = 7), vskutku dostaneme I, = (—1)" nle*(—1)" —' —I—( 1) nle* E (—1) % Prvni ¢len je jen €*x”
n! !
k=0
a v druhém prepiseme (—1)"n! jako —n(—1)""'(n — 1)!, &imZ je to dokizno. Ad 2. Tady se e* derivuje a x” integruje. Zase oznaéme
e’ dx , . e* 1 C e*dx
I = . Jedno per partes pak vyda rekurenci J, = — + I . Tato rekurence funguje az do I, = , kde se
x” (n—1)x1 n—1 x

v . . V7 . v . . ’ oV Ve X V/_ vV Vs

zasekne, protoze 1/x se neintegruje na vy$$i mocninu. Ve skutecnosti v tomto integralu miZzeme pouze polozit # = e*, ¢imZ prejde na
d% . 4 ’ Vet . . X /v v v M Ve v Ve ’ vv/
I, & tojsme podle zadani oznacili li(#) = li(e*). Vzorec dokaZeme uZ snadno, kdyZ si vSimneme, Ze pii 7 = 1 plati a pro vyssi n
nu

X

; . , e
plati rekurence, kterou jesté prepiSeme na tvar (n — 1), —I, | =— -
o

- Dosadime-li tam ten vzorec, hned vidime, Ze je to pravda.

3

1 k 1 u IV 4 ’ Vo
rovno —ﬁ6ex E (—1)k% = ﬁex(x3 —3x? 4+ 6x —6)+ C. Ad 2. Polozime # = —x?, tedy —dT = xdx. Nas integral tim prejde
k=0 )

na J we' du = —e (x84 3x* + 6x? +6)+ C. Ad 3. Tady polo¥ime x = #?, dx = 2udu, a dostaneme ZJ n>e” du, co je podle

tlohy 104 rovno 2eV*(x*/? — 5x% + 20x*/% — 60x 4 120y/x' — 120) + C. Ad 4. Polo¥ime # = ¢, du = e*dx, a integral piejde na

d 6d . ,
J 1%4_% =u—In(14 u)=e*—In(e* + 1)+ C. Ad 5. Polozime #® =e*, z tehoZ vyplyva dx = 2 Po dosazeni do integralu dostaneme
" "

1 112 1 2 12
w(n+ D)2 +1) u u+l C4u24+1 1+u

> coz se uz snadno in-

d 4 ’
6| ——2 — Rozlo¥imev parcialni zlomky, dostaneme
u(n+1)(u2+1)

. 1 1 1 1 1 1 N .
tegruje na lnu—z In(x + 1)_Z ln(n2 + 1)—5 arctgs =x—> In(e* + 1)—2 ln(ezx + 1)—5 arctge®+C. Ad 6. Zapiseme sin x jako Jme'*,
X 1 ix ix

takze integral pak ma tvar :Smf (H)x gy = (i) ell+x || =Tm [ 1e+ e (11 e ] Jeliko? 141 = v2e"* je také hned vi-
e —
1+1

1 1
dét, Ze (141)* = 2i. Proto je vysledek roven ﬁxe sm<x — %)—l— 2e cosx+C. Ad 7. Tady nejdiiv polozime # = €, coz integral prevede

u—1du K s
,a ak polo 1me
u—+1 paxp
—1(u+1y d 4 1—9? 2d
piSeme na i ( + i a provedeme tu substituci, ¢imz ziskdme | y——— Y ydy =4 L.Tady
n+1 +1)7 (1—=y2)? 1+y2 (I=y)(1+y?)

2 1/ 1 1
mame velké Stésti, protoze si hned vSimneme, ze je Y =- < — > >, a to uz se snadno integruje na In 0

(1=p)(1+y?)  2\1=y* 14y
ver+1+44ex—1 x—1
—2arctgy+C =1In crltve —2arctg ex+1—|—C.
\Je

er+1—yer—1

1 2
=ydy,zeu = %,anakonectaké n+l= n

= y%. To znamen4, Ze
"+ 1) -

- Integral pre-

+y
-y




2
. . . u—2u+1
deme per partes, pricemz arctg # se bude derivovat a ten zbytek integrovat. Nakonec tak dostaneme

2
/ . , X x+1
coz po vraceni substituce da 5 arctg(x + 1) —

u 1
arctg M_E—l_i ln(l + 142),

1 . v 7 v <. ’
+ Eln(xz +2x +2) + C. Ad 2. Jelikoz vime, ze ln(x +v/x2+ 1) je inversni

funkei k shx, bude zfejmé dobre polozit x = shu. Tim integral prejde na J u*chudu. Po dvojim per partes dostaneme vysledek

u? shu—2u ch u+2sh u, coZ po odstranéni substituce d4 x In?(x++/x2 +1)—2+/x2 + 1‘ln(x +vVx2+1 >+2x +C. Ad 3. Pouzijeme per
2y/x". 1 2/x >

1
erovna —
T+x - <ﬁ(1+x) (1+xp
x+1

partes, cely ten vyraz se bude derivovat a integrovat se bude jednicka. Derivace arcsin

1—x

1
mflﬂ T /x(1+x)

, ktery po substituci y/x' = # rychle vyda vysledek 2u—2arctg u. Celkem i s prvnim s¢itancem

Vytkneme ze zavorky 1/(1+x) a dostaneme , coz je celkem uchazejici. Po jednom per partes nam

X

tedy ztstane pouze integral 2
y p g f 1+x2 f

z per partes tedy mame x arcsin

2 | 1 b
VX' —24/x'+2arctg/x'+C. Ad 4. Po rozepsini logaritmu dostaneme f < n(x +a) + n(x + )> dx.
x

x+b x+a

Ted’ si uvédomime, ze = [In(x +a)]". To znamen4, Ze integral lze psat i jako J (ln(x +a)[In(x + b)) +In(x + &)[In(x +4)]') dx

]enze podle pravidla pro derivaci soucinu pod znamenim integralu stoji [In(x +a)1n(x +b)]'. Integrovani a derivovani se navzijem
zrudi a zustane vysledek In(x +a)In(x + &)+ C. Ad 5. Zase udélame per partes, pricemz se cely logaritmus bude derivovat a jednicka

1 < 1 1 >_1—\/1—x2
Vi+x'+4/1—x \2V/14+x 2¢/1—x 2x4/1—x2

se bude integrovat. Derivace toho logaritmu je , takZe musime integrovat

1—+/1—x2
24/ 1—x2

. 1 . X Suey v
dx, coz je rovno 5 arcsinx—=. Pti¢teme k tomu prvni s¢itanec z per partes a mame vysledek x ln(v I—x ++v1+x > —

1

1
1 e 1 s =T 2 11
—Earcsmx+§+C. Ad 6. Opét pouzijeme per partes: J x arccos —dx = rox 9;22_1 = x?arccos——iv x2—1+4C.
x x
x —
2

z dx :J(l—l—x—l)ln(l+x)dx—|—f(1—x—1)ln(l—x)dx :f(l—i—x)-

a+1
In(1+x)dx+ | (1—x)In(1—x)dx— | In(1+x)dx— | In(1—x)dx.Podle bodu 5 4lohy 90je | x*lnxdx = X Inx — ! +C
(1+x) ( (1—x) (1+x) y 90] )
a

a4+
proj akékoli a 76 —1. TakZe vSechny Ctyfi tyto integraly uz snadno spocteme. Kdyz se prach usadi a vSechno pékné upravime, obdrzime

o7 . ’ v/ ° 1
Ad 7. Rozpitvame integral na hromadu scitancu takto: J xIn +

1 . v/ Verpe . v . , 5 Ve v
V}’fsledek l ' s +x+ C. Ad 8. Uz jsme dfiv pouzili ten trik, ze ln(x +vVx2+1 ) je inversi funkce shx, a ted’ na néj bude cas
znova. Polo¥me tedy x = a sh #. Tim integral prejde na 2>/ J Vshu+chu chudu. Jelikoz shx = ¢ —2e achx= %, jejasné, Ze

3/2 2d 3/2 2d
shu+chu =e”. Celkem tedy mame ﬂT e"/*(e"+e™")du. Nyni poloZime e” = y%,tj. du = —y, adostaneme ﬂT y(y2+y_2)—y =
Y Y

x+vx2+a?

’ 1
=2’ <y > Ted’ je jen potieba vratit tu substituci. Jelikoz sh# = x /a, je ztejmé u = ln< +—vx2+a2 > =ln———— atedy
y a a
2

3
2422 1 3/2
jetaké y =+er = vt , takze nakonec vidime, ze vysledek je 3 (x + 4/ x2 +a2) P& +C.

a Vx+vVx2+a2



