Desate cviceni (jednoduché ODR)

v ’
Separace proménnych

. . . oV .. v v d /v
Méme-li rovnici ve tvaru ¥’ = f(x)g(y), miZzeme ji (kdyZ zapiseme y’ = d_y) také prepsat takto:
x

d_y: x)dx
g) /)

Na levé strané je ted’ jen funkce y, na pravé jen funkce x. MiZeme tedy obé strany ziroven integrovat a tim rovnici vyresit.

123/| Reéte nésledujici rovnice separaci proménnych:
3

1.y’:1—|—y2; 2.y/2:1x >3

-

7.(1+e")y +e*y =0ptiy(0)=1; 8.y'siny cosx = cosysinx pii y(0) = g

3.xy +y—92=0; 4.e770'+1)=1; 5.9 tgx —y? =1—2y; 6.ylny +xy" =0;

1.y +y=2x+3; 2.y  =(6x+2y+3)% 3.y =cos(x +y +3).

125| Mate-li rovnici ve tvaru y" = f(y/x), je dobry napad polozit y = ux. S tim feste nasledujici rovnice:
1. ny =y+x; 2. (x*—xy)y' +9* =0; 3.xy’—y:ylnz; 4.(xy/—y)cosZ:x.
x x

ax+by+c
Ax+By+C

Nakonec u rovnic y' = f < > je nejlep$i napad najit x, a y, tak, aby platily rovnice axy + by, + ¢ = 0 a ziroven

v/ Vv . v . d Ve , vV v .
Axy+ By, + C =0. Pak polozte x = u + x4 a y = v + y,, ¢imz rovnice prejde na tvar d—v =F <2> pro né¢jaké F. Takto reste rovnice:
u u
x—y+3 2 ,_2x—y+3

x4+y—5 .y_x—2y+3.
5y —5x—1

2y—2x—1

1.y' =

V ptipadé rovnice y’ = se postup vypodobnény v predchozi tloze rozbije. Proc se rozbije? Jak byste tuto rovnici

resili?
Variace konstant
Mame-li linedrni rovnici prvntho radu, 3’ = a(x)y + b(x), mGzeme ji fesit tzv. variaci konstant. Dél4 se to tak, Ze nejdriv resime
rovnici " = a(x)y a napiSeme jeji feSeni (m4 tvar y = Cexp | a(x)dx). Integraéni konstantu C nyni budeme pokladat také za
funkci x: dosadime za y zpét do rovnice a tim dostaneme rovnici pro C’. Tu integrujeme a koneéné dostaneme C jako néjakou

funkci x plus n¢jakou integraéni konstantu D.

128 | Pomoci variace konstant feste nasledujici rovnice:

1 y 1
—_— 5.9 = .
x —y? eV —x

1.y/:6xy—|—4xe3x2; 2.y cosx =(y +2cosx)sinx; 3.y’ex2 —i—2xye’“2 =cosx; 4.y’ =

Népovéda: Nékdy je lepsi porovnat prevracené hodnoty obou stran rovnice a spocitat x jako funkei y.

Slovni ulohy

Zufivost. Uz mate analysy plné zuby, a tak zlostné mrsknete svijj sesit na stal. Hmotnost sesitu je 7, v okamziku dotyku se
stolem ma vodorovnou rychlost v,. Jak daleko po stole dojede, nez se zastavi? Koeficient smykového treni mezi seSitem a stolem je f.

130| Déravy valec. Mite valec o poloméru R, v ném? je nalita voda do vy$ky h,. V jeho dné se ovem udélala kruhovi dira o
poloméru 7, takZe voda ted’ tece pry¢. Popiste, jak se méni vyska hladiny ve vélci v zavislosti na Case. Jak dlouho bude trvat, nez bude

valec prazdny? Napovéda: Voda vytéka rychlosti v =4/2gh, kde b je vyska vody nad otvorem.

131 | Koronavirus. M¢me N lidi, z nich? v &ase t = 0 je x, nakaZenych. KaZdy nakaZeny mtize nakazit dal$i lidi, ovSem jen ty, ktet

dosud nakazeni nejsou. Rychlost $ireni nakazy je tedy tmérnd x(N — x), tj. soucinu poctu nakazenych a poctu nenakazenych; konstantu
umérnosti oznacte tieba k. Zjistéte, jak pocet nakazenych zavisi na Case.

132| Skok s padakem. Vyskodili jste z letadla a ted” padate. V okamZiku otevieni padaku jste padali rychlosti v,, VaSe hmotnost

i s paddkem je m. K zemi Vas tdhne tihova sila, proti ni 4¢inkuje odporové sila vzduchu o velikosti ; CSpv?, kde C je asi 1,2, S plocha
padaku a p hustota vzduchu. Urcete mezni rychlost padu w (tj. rychlost, pfi niz se tihova a odporova sila vyrovnaji). Potom spoctéte
rychlost padu v zavislosti na Case a dalsi integraci rychlosti zjistéte i zavislost vzdalenosti, kterou jste prekonali, na ¢ase. V ¢em se bude

lisit Vas pad od padani mezni rychlosti, pokud budete padat hodné dlouho (¢t — 00)? Predpokladejte, Ze porad padate rychlosti v < w.



Zrcadlo na soustredéni paprski. M¢jme rovinu, do které nam svisle seshora prichazi rovnobézné paprsky po celé Sirce

roviny. Navrhnéte zrcadlo takového tvaru, aby se vechny tyto paprsky odrazily do pocatku (tedy tak, aby prochazely bodem x = 0,
. 14 /v /4 14 .. . v v /4 /4 v 7 v v v /4 v 14

y = 0). Viz obrazek nize (zrcadlo, které mate sestrojit, je na ném nacmarané modre, dopadajici paprsky Cervené, odrazené fialove. Malé

V7 /7 7 v o . v ’ 4 . Vo . v v Ve

carkované tsecky u boda dopadu jsou tecny a normaly k zrcadlu). (Normala je prosté jenom kolmice k tecne kfivky.)

Jako bonus si mtZete uvédomit, Ze paprsky mohou stejné dobte jit i v obriceném sméru. Proto Gplné stejné zrcadlo poslouzi i v ptipadé,

ze je v pocatku bodovy zdroj, ktery vysila paprsky na viechny strany, a zrcadlo pak z tohoto svétla udéla rovnobézny svazek. Zkuste

popremyslet, jestli jste takové zrcadlo uz nékde nevidéli.

Népovéda: Uhel mezi dopadajicim paprskem a normalou je stejny jako thel mezi normalou a odraZenym paprskem (zikon odrazu).

I Co—



Odpovédi a feseni

123 Ad 1. Separujeme na

i dx, po integraci mame arctgy = x + ¢ Cili y = tg(x + ¢). Ad 2. Tady musime nejdriv celou
Y

32

. d . .
, coz uz se snadno separuje na Y —4xdxa po integraci

V1—y? V1—y2
2 .

dostaneme arcsiny = :|:5x5/2+C .y = :I:sm<5 5/Z—I—C> Ad 3. Upravime na y’ = €’ — 1, coZ se separuje na

du < 1 1

. . n—
—> du. To uz se integruje snadno na In

rovnici odmocnit, abychom vyziskali y’. Tim dostaneme y’ = &

= dx. Polozme

e —

du .
vlevo u =€”, coz dd dy = — a mame vlevo =In|1—e™|, vpravo je
"

u(n—1) “\u—1
x + C, takze celkem mame 1 —e™ = £Ce*. & muzeme absorbovat do konstanty C a pak mame e™ = 1—Ce*, tedy y = —In(1— Ce").
Pri déleni vyrazem e’ —1 jsme také prisli o reseni y = 0; to ovSem dostaneme pro C =0, a tak ho nemusime psat bokem. Ad 4. Prepiseme
v , 3 N . dy dy  dx 1
to nejdrivnay’ tgx =y°—2y+1, coz se separuje na = ——. To uz muzeme integrovat na——— = In|sinx|+C,
—2y+1  (y—12 tgx —1

v v : dx
z ¢ehoz vyjadrime y = 1+ ——. Ad 5. PiepiSeme na xy’ = —yIny, to se separuje na = ——— a uz muzeme integrovat
C —In|sinx]| ylny x
: : D .
na In|lny| = —Inx + C. Po jednom odlogaritmovani mdme Iny = +—. + zase muzeme absorbovat do konstanty a kone¢né mame
x

y = eP/*. Pti déleni vyrazem jsme piilli o feSeni y = 1 (y < 0 byt nemiiZe, proto¥e to by logarimus v ptvodni rovnici nemél smysl),
ex

v .
———, cOZ se separuje na
1+4ex

ale kdyZ nemusime ho pridavat, protoze ho dostaneme, kdyZ polozime D = 0. Ad 6. Piepiseme na y’ = —

d e*dx d du
2o . Polozime u = €*, takze mame konecné Y__

Y 14e* Y 14 u

a to se integruje na In|y| = —In|1 + €*| + C, a to zase prejde na

(& miZeme absorbovat do konstanty). Pii déleni y ndm mohlo utéct reSeni y = 0, ale to dostavime, kdyZ klademe C =0,

y =
1+ex
takze ho pridavat nemusime. Nakonec pouzijeme pocatecni podminku: pri x =0 ma byt y = 1, takze kdyz to dosadlme do naseho reseni,

sinx
dy = dx.
cosy cosx

Obe¢ strany se lehce integruji a mame —In | cosy| = C —In|cos x|, tedy cosy = +C| cos x|. = zase pridruzime ke konstanté a celkem mame

dostavime 1 = T 2 proto je C = 2. Vysledné feseni i s pocatecni podminkou je tedy Tre Ad 7. Separujeme na >
ex

M 4 / v ’ . 1 1
cosy = C cosx. Nakonec dosadime pocatecni podminku: pfi x =0 ma byt y = g, takze ma platit 7 =C-l,aak C = e Celkem

COosXx

tedy méme v/2'cosy = cosx &li y = arccos

124.  Ad 1. Pfevedeme na jednu stranu, mame y" = 2x—y+3. PoloZime z = 2x —y +3, derivace je z’ = 2—y = 2—2z, coZ se snadno

. v 7 Vege v ’ Y 7 C
separuje na =dx, takze dostavaime —In|2—z| = x + C ¢ili 2—z = —. Opét dosadime za z a konecné dostavame y =2x + 1+ —.
—z x x
v v/ v . . ’ d v . .
Ad 2. Opét polozime z = 6x 4 2y + 3, co? se derivuje na z’ = 6 + 2y’ = 6 + 222, Separace d4 z 5 = 6dx, coz se snadno integruje
1+(%
. 3
na v/3'arctg % = 6x + C. Z toho vydolujeme z = v/3'tg(2v/3 x + C) a z toho dostaneme y = g tg(2v3x +C)—3x—=. Ad 3. Zas
. v . d d . v/
poloZime z = x +y +3, derivace je z’ = 1+’ = 1+ cos z, to prejde na z - < — = dx. Integrujeme, obdrzime tg —=x+Ca
l+cosz  2cos? 5 2

z toho konecne y =2arctg(x + C)—x —3.

Kdyz klademe y = ux, tak bude y" = #’x+u. To se nam bude hodit ve vSech &tytech piikladech. Ad 1. Zkratime x a dostaneme
2du dx

= —ato muzeme 1ntegrovat na

2y’ = 1+2. Polozime y = unx, dostaneme 2(u'x +u) = 1+ u, coz d4 2u’x = 1—u. Separujeme na
x

—u  x
C . 9 , o / ’ 1
(1—u)? = = neboli # = 1+ —. & pohlti konstanta a zfistane y = x + Cy/x". Ad 2. Upravime na y’ = L - 5. Tady bude
x VX' xy—x2 x_ (x
, y
4 / v 4 v d V7 . . N4 v/
dobré vzit prevracenou hodnotu, takze dostaneme XX <£> . Ted’ budeme poditat x jako funkci y. Polozime x = #y a obdrzime
y o) y
u 2 v . u dj/ . /1.7 1 v v v/
57 +# = u—wu", coZ se separuje na —— = —. Integrujeme a ziskime — = In|y|+ C, takZe kdyZ poloZime # = x/y, dostaneme
Y u Y u
= In|y| + C. To uZ bohuZel vic upravit nejde. Ad 3. Upravime na y’ = I+ 2, polozime y = ux a mime #'x +u = ulnu + u.
x x X
d d ver- vors oy
To se trochu zkrati a mame 1M == cor po integraci d4 In|lnu| = In|x|+ C &li Inu = Clx| &li y = xe“Fl. Ad 4. Nejdv
nlnu x
délime x, dostaneme (y/ — Z>cos, 2 — 1. Ted klademe y = ux, dostaneme (#'x + # — u)cosu = u’x cos u = 1, coz se hned integruje na

x
sin# = In|x| + C neboli y = x arcsin(In|x| + C).

126.  Ad 1. Zaridime se podle navodu a vyresime nejdriv soustavu xy — ¥, + 3 = x, + Y, — 5 = 0. Hned dostavame feseni y, = 4

dv u—v 1—-
a xy = 1, takZe mame polozit x = # +1ay = v + 4. Tim dostaneme — = =
u wu+v 14—




d 1— , , 1 d . . 1 ,
&tz Z ato upravime dale na L dz =~ To se snadno integruje na = In|z? 42z — 1| = —In|#| 4+ C. Dosadime
du z242z—1 u 2
z=v/uwa= (ln|’0 +2uv—u?|—2In|u|) = —In|u|+C, coz konetné dava v* +2uv—u* = C neboli (y—4)*4+2(y—4)(x—1)—(x—1)* = C.
Ad 2. Resnne soustavu 2xy, — Yy = X —2y0 = —3. Jeji reseni je xy =—1, y, = 1, takze mame polozit x = —1ay = v + 1. Tim rovnice
veid dv  2u—w 2—— dv dz +y 2 b odettent 7 ub L .. .
fejdena — = —— = =—u = . Po odecteni z uz lze rovnici separovat na
P du  u—20 1-22 du — du 1—2z P
2 _1 . . o4 4
ZZ—H dz :—Z—M, coZ se snadno integruje na In|z? — z + 1| = In|v* —vu + #?| —2In|u| = —2In|u|+ C. Zkritime a dosadime za #
22—z u

a v, im2 dostaneme feseni (y —1)* —(y — 1)(x + 1)+ (x + 1)’ = C.

127 Postup se rozb1 e proto Ze soustava 5y — 5x = Zy Zx = 1 je rozporna kdyz S(y —x)= 1 tak ymx= 1/5 ale z druhe

5z—1 . 1 .
7=y —1= 1 —1= 32 T To uz snadno separujeme na (2— — ) dz = 3dx a integrace ndm da feseni 2z —In|z| = 3x + C.
z— z— z
BohuZel zde feseni dostaneme jen v implicitnim tvaru, protoZe po dosazeni z =y —x dostaneme 2y —In|y —x| = 5x + C a z toho nelze y
2y—5x
nijak rozumné vyjadrit. Jesté mizeme to feseni trochu prepsat tim, ze ho odlogaritmujeme a dostaneme tvar = C. Béhem pocitani
y—x

jsme délili z =y — x, takZe je§té musime zjistit, jestli y = x rovnici fesi. Vidime, Ze zjevné ano, ale nase feseni tuto funkci nikdy nevyda;
proto musime napsat toto feseni jesté bokem.

3128.§ Ad 1. Nejdiiv Vyres1me jen rovnici y’ = 6xy; tu separujeme a dostaneme y = Ce™ . Ted’ politame, ¥e C je funkce x a derivu-

jeme: y' = C'e™ +6xCe*’ . Dosadime-li to do puvodm rovnice, méme C'e™ +6xCe> = 6xCe™™ + 4xe™ . éleny s C se zrusi (takze

asi potitame dobte) a mdme C’ = 4x, tedy C = 2x? + D, takZe celkem mame feSeni y = (2x*+C )e3x2. Ad 2. Nejdriv vydélime cos x a do-
C

|cosx|  cosxsgn(cosx)’

staneme y’ =y tgx +2sin x. Nejdiiv fesime jen y’ = y tg x, dostaneme feseni In |y| = —In|cos x|+ C, takZe y =
C’ Csinx

cosx sgn(cosx)  cos? x sgn(cosx)

. . . . / .
Derivujme s tim, ze C bereme jako funkci x; dostaneme y’ = . Dosadime to do piivodni rovnice a mame
, : :
C Csinx Csinx . v v v v . :
+ = +2sinx cosx. Cleny s C se rusi a mame konecné C’ = 2sin x cos x sgn cos x = sin 2x sgn cos x,
SgNCOSX  COSXSZNCOSX  COSX SZNCOSX
D cos2x

|cosx| 2cosx

. : 1 : , S v ..
coz da po integraci C = D — Ecos2x sgncosx. Celkem je tedy vysledek y = . Ad 3. Nejdriv resime jen rovnici

y'e¥ 4+ 2xye’ =0. Exponenciala se zru$i a mame y’ = —2xy, coZ se hned integruje na In|y| = C — x%, tedy y = Ce™ . Pova¥ujeme

C za funkci x a derivujeme: dostaneme y' = e (C’ —2xC). To dosadime do ptivodni rovnice, obdr¥ime C’ — 2xC + 2xC = cosx,

. v/ , 1 ’ v /7
. Ad 4. Tady je lepsi misto 2= vzit prevracenou hodnotu
dx  x—»?

—x2

takze C = sinx + D. Celkem tedy mime y = (sinx + C)e
dx

&
e’ (C'+ C) = Ce —y”. Po zkraceni mime C’ = —y?e™?. Po dvojim per partes dostaneme C = e (y? 4 2y +2) + D, takZe koneéné

d d
= x—y? a poditat x jako funkei y. Staé ndm tedy pocitat d_x = x, coz dava hned x = Ce”, derivovat na d_x =¢&’(C'+C), a dostaneme

mame x = D&’ +y* +2y +2. Ad 5. Opét je lepsi vzit prevricenou hodnotu d_x =€ —x a poditat x jako funkci y. Nejdiiv spocitime
Y

rovnici — = —x, coz d4 prosté x = Ce™”. Spocteme derivaci, jako by C bylo funkci y: mame x" = e?(C’ — C). Po dosazeni obdrzime

e?(C'—C)=e?—e?C,cozdd C' =1, takze C =y + D. Tim dostavime feseni x = (y + D)e ™.

129.  Velikost tfeci sily, kterd zaéne sesit brzdit, je f N, kde f je koeficient smykového tfeni a N je sila, ktera sesit pritladuje ke stolu.

V nasem pripadé je N = mg, takze treci sila ma velikost fmg. Podle druhého Newtonova zikona mame p = F = —f mg (teCka znali

derivaci podle Casu, tedy p = f} Jelikoz se hmotnost seSitu neméni, mame p = mv = —fmg, ¢ili v = —f g. Vpravo stoji konstanta,
v . . .. v . ° .

takZze feSeni rovnice je trivialni: dostavime v = C — f g¢. Reknéme, ze sesit na sttl dopadl v ¢ase ¢ = 0; v tom okamziku mél rychlost

0. Proto ma byt v, = C — fg - 0 neboli C = v,. Mame tedy v = v, — f gt a kdyz klademe v = 0, vidime, Ze se sesit zastavi v Case

t = —2. Abychom zjistili, jak daleko za ten Cas dojel, musime jeté rovnici pro rychlost integrovat jednou podle ¢asu. To dostaneme

1 v * VvV _V . . v / 1 v ’ v 4 Ve
vdt =s = C+ oyt — Efgtz. V Case t = 0 jesteé nic neujel, takze C = 0, mame s = vyt — Efgtz. KdyZ dosadime cas, po ktery sesit
' . 1 o2 22
pojede, tedy t = —, o -0

ffffffffff Fe Fo 28 Pg T arg

130 Jestlize voda vytéka rychlosti v = 4/2gh, znamena to, e za ¢as dt ji odtece objem 7r?vdt (vlastné nadobu opusti vilec

Vody o podstavé ve tvaru diry, tedy s plochou 772, a o v{Sce v dt, protoZe takovou vzdalenost voda u dna urazi za ¢as dt). Proto mame
pro zménu objemu dV = —nr?y/2gh dt. Z druhé strany vidime, Ze objem vody ve valci je V = nR?h, a tak plati, e dv = 7R*dh.

dostaneme konecné s = v

Srovname to a mame R*dh = —rr?y/2gh dt, coz uz je diferenciilni rovnice, z niZ zjistime, jak vyska vody zavisi na Case. Po separaci

db 2 . . 2 v /v v 4
mame ‘/—7 =—4/2g % dt a to u¥ snadno integrujeme na v = C —/ % ]%t. V case t = 0 byla vyska h,, takze mame C =4/ h,. Po



. . Qv ’ / . v 2h Rz
umocnéni vidime, ze je h = <\/ ‘/ > , a z toho je také hned vidét, Ze valec bude prazdny (tj. h =0) v dase t =4| — —

,,,,,,,,,, g 72 .
131 Vlastné mame resit rovnici X = kx(N—x), coz se hned separuje na x(N—x—x) =k dt apo integraci dostaneme In Ni o= Nkt +
+ (L?W{/”case t = 0 bylo x, nakazenych, takze dostavame In — = C. Po dosazeni tedy mame In — = Nkt +1n Nﬁ)xo , nebo po
odlogaritmovani =Nk 20 7 toho nakonec vyjadrime x, takze dostaneme x = N . Je tedy vidét, ze v Case
—x N —x, 1+ __1>e—th

t = 0 opravdu vychazi X nakazenych zatimco pti ¢t — oo budou kone¢né nakaZeni vSichni. Rychlost prlbyvam nakazenych je ovSem
(podle ptivodni rovnice) tmérna x(N — x); je tedy nejmensi, kdyZ je nakazeno jen malo lidi (nebo naopak uz skoro vSichni), a nejvétsi je
tehdy, kdyZ je nakazena presné polovina lidi. Graf feSeni (kdyz polozime £ = 1, N = 1 — to muzeme, protoze k jenom skaluje ¢as a N
pocet lidi — a ¢as muzeme také libovolné posunout, takze tady jsem dal x, = 1/2) vypada asi takto:

I

0,9 [

0,8 - T

077 [ 7

podil nakazenych v populaci
2
T

-10 -5 o s 10

v
cas

Teto rovnici se t1ka logistickd rovnice a tomu grafu logistickd funkce.

132 Mezni rychlost @ muzeme spocitat bez derivovani: pri ni se totiz obé sily vyrovnavaji, a tedy je mg = —C Spw’. Vyja-

2
dfime w a dostaneme w = % V piipadé, Ze vazite i s padikem 80kg a padik ma plochu 20 m?, je mezni rychlost jenom asi
\ CSp

7,2ms ! & 26kmh™!, coZ je sice poradny naraz, ale prezit se to da (nicméné obéas si pti dopadu nékdo néco zlomi).
v 4 . 1 Jou4 v . CS
Druhy Newtontv zakon nam rekne, ze mo = mg — ECSp'vz. Zkratime m a vytkneme g, takze dostaneme v = ¢ <1 — 2—’Ov2>.
mg
. v /v v oV P . 4 2 v .
Velky zlomek vpravo je ovem pravé 1/w?, takZe to miZeme psat i jako o = g [1—<—> ] To uz se snadno separuje a dostaneme
w
do
=(5)

Ted si uvédomime, ze J

:gdt.

ad > = arthx, kde arth je funkce inversni k tangenté hyperbolické. Je to tak proto, Ze kdyZ poloZime
—x

x = th#, tak dostaneme dx = (1 —th #?)du, a tedy du = %, a tak mame J J du = u = arthx 4+ C. Z druhé strany, kdyz
—x

— 52
14+ x

—X

rozlozime jmenovatel v parcidlni zlomky, dostaneme, ze arthx = In

: . . v v ) Y
TakZe po integraci na$f rovnice dostavime warth — = gz +C. Reknéme, Ye se paddk otev¥el pti t = 0, tak¥e pak bude C = warth 2.
w w

Pak vyjadrime v a mame konecné v = w th( +arth— > wth< +1In e >
w \ w—w,

Pokud chceme upadanou drahu, tak musime jesté jednou integrovat podle Casu. VyuZijeme toho, ze f thxdx = J —dx=Inchx+

2

v v 4 / .Z} v M Vv
+arth— ] V Case t =0 chceme s =0, takze ma byt C = — % Incharth =2 akdy¥ si uvédo-
w w w

g
1 2 7}2 v v 2 V wz_vz t w7,
mime, ze chx = ——— dostaneme také C = % in \| 1— —2 . Koneéné tedy mame s = Y| YT 0y 44 +lny| —2
V1—th2x g w? g w w w — v

+C, adostaneme tedy s = c+2 1r1 ch [
4



Jestlize budeme padat hodné dlouho, bude v rovnici pro rychlost argument hodné veliky a th pak ptjde k jedné, takZe se budeme

X —X
asymptoticky bliZit padani mezni mezni rychlosti @. V rovnici pro vzdalenost pak muZeme pouzit to, ze kdyz chx = %, tak
2 Vor—v5 [w+uo, 1 2 rTw+m
pro veliké x plati asi chx & e*/2. Pak dostaneme, ze upadame asi 2 In °. 0 et/ | = ln[—oeg‘/w] =
w w—v, 2 g 2w

w? gt 2w w? 2w Cv v , , L., .
=—(=>=—=In =wt——1In . Je tedy vidét, ze draha, kterou upadame, bude oproti draze, kterou bychom upadali za

g \w w + 7, g w + 7,
v vie ’ ’ v/ wz 2’(1}
Cas t, kdybychom leteli mezni rychlosti celou dobu, mensi o konstantu (1) — In n >0.
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133, Podle zdkona odrazu musi byt krivka takova, aby v kazdém bodé normala k ni délila napul Ghel mezi svislici (po které paprsek

prlcham) a spojnici mezi po¢atkem a tim danym bodem. Tato spojnice ma v bodé x,y(x) smérnici y/x = tga, kde a je tthel mezi spojnici
a vodorovnou kladnou poloosou. Na zikladé toho si nakreslime obrazek pro jeden takovy libovolny bod:

:tl(C/\—COZ, \(
TAX RV

Prikreslime si do naseho bodu poloprimku rovnobéznou s vodorovnou osou. Pak je jasné, ze odrazeny paprsek bude i s touto prene-
senou osou svirat tyz thel a, jaky sviral s tou skutecnou. JelikoZ prichozi paprsek jde k ose kolmo, miZzeme hned doplnit i thel mezi nim

a pokracovanim odrazeného paprsku jako g —a. Jelikoz fialova pfimka na obrazku ma z horni strany thel 7 (pochopitelné) a jelikoi
normala must thel mezi prlchoz1m a odrazenym paprskem délit napul, vidime, Ze po obou stranach normaly musi byt Ghel = 1 —|— . Mezi
normaélou a osou je tedy Ghel = 5 + Z + E a mezi te¢nou a osou je Ghel o 5 men§i, tedy T 4+% Noa jelikoZ vime, Ze derivace funkce je

. .. T oa
smérnice te¢ny ke grafu funkce v daném bodé, tak z toho dostavame rovnici y’ =tg <— + —>.

4 2
. o JI+tgad—1 I
Jesté si musime uvedomit, Ze tg C_V T Lt tga =y /x. Celkem tedy dostavame rovnici y’ = tg< +tg a> n & 2 =
tga _tg =

_tgat4/14tg?a —1
tga—+4/1+tg2a +1
ut+V1+u?—1 u—i—vl—i-uz—l—u—l-u T+u2—u?
—Uu =
u—y1+u?+1 u—y1+u?+1
odmocninu. Kdyz to ucinime, dostaneme v/ 1+ #2(1+ # —+/ 14 #?2) a shledavame, ze kulat4 zavorka se zazrané sejme s odpornym

jmenovatelem a zGstane pouze 4/ 1 + #2. TakZe mame integrovat #’x =4/ 1+ #2, coz uz opravdu zvladneme.
du dx

Separujeme to na ——— = —, coz se integruje na ln<u +vV 1+ 142) = Inx 4+ C. Vlozime # = y/x a odlogaritmujeme, takze

V1+u? x
y+4/x2+y?

. Hned se zaridime podle rady z ulohy 125 avlozime y = ux, takZe » = y/x =tga ay’ = u’x + u. Rovnice

tedy prejde v u'x = . V Citateli se # zrusi a ze zbytku miZzeme vytknout

dostaneme " = Cx, co¥ se upravi na 4/ x2 +y2 = Cx?—y, a, vzavse (tverec, obdrzime koneéné y? +x? = C?x*—2Cx?y 457,
C*x?—1
coz po zkraceni da vysledek y = ~—c

Takovych zrcadel tedy existuje nekonecné mnoho (pro rizna C), ale vsechna takova maji tvar n¢jaké paraboly. Takze parabola je

jedind (to pravé nas vypocet dokazal!) krivka, ktera je schopna soustredit rovnobézny svazek do jediného bodu nebo naopak udélat ze
v 14 . Vv / Ve ’ / v * vV Vv ’ . / v 4 4 .

svetla bodoveho zdroje rovnobézny svazek. (Pritom musi byt C > 0; ovsem ani reseni s C < 0 nejsou uplné nesmyslna, protoze pak je
sice pocatek schovany za zrcadlem, ale paprsky se od zrcadla poodrazi takovym zptisobem, Ze to bude vypadat, jakoby je vyslal bodovy
zdroj v pocatku. Takové zrcadlo tedy udéld z rovnobézného svazku nikoli bodovy zdroj, ale jen jeho ,neskutecny obraz*.)

Parabolicka zrcadla mazZete vidét vsude mozné a dost Casto. Az ptjdete nékde po ulici, koukejte se, kde maji na bardku namontovanou

/7 Ve v . 4 4 . 4 A 4 v / 4 v ’ . / 7.t
anténu. VSimnéte si, ze ta anténa je vzdycky uprostfed takového talire, ktery ma tvar rotacniho paraboloidu. Taky u starych svitilen,
které byly na obycejnou zarovku, byvala tato Zarovka umisténa v ohnisku parabolického zrcadla. Tim se zajistilo, ze svitilna nesvitila



vsude (vSimli jste si jisté, Ze tfeba ohen sviti velmi jasné, ale presto k nému musite jit hodné blizko, pokud na néco v noci cheete vidét),
ale naopak davala (skoro) rovnobézny svazek, kterym si ¢lovék mohl rozumné posvitit. No a jestli jste byli v herné v Technickém museu,
tak jste tam asi taky takova zrcadla potkali: jsou tam na protilehlych koncich herny. Kdyz date hlavu do ohniska jednoho a Vas kamarad
do ohniska druhého, muzZete se spolu bavit, prestoze je mezi Vami herna plna povykujicich lidi — prosté proto, ze zrcadlo ze zvukovych
vln udéld rovnobézny svazek, ktery se nerozleti do hije, ale putuje celkem nerusené k druhému zrcadlu, které vSechny vlny zase odrazi

do ohniska.



