Jedenacté cviceni (soustavy ODR a rovnice vyssiho radu)

Soustavy linearnich ODR

134/| Reste nasledujici soustavy:

1 Xx=2x+y, ) x+x—5y =0, 3 X =2y—3x, x=x+y, 5 x+x+5y =0,
Ty =4x—y.)] | y—x—y=0’ ly=y—2x." Ty =3y—2x.] | y—x—y=0."
135/| Reite nsledujici nehomogenni soustavy (bud’ uhodnutim partikuldrniho Ye$eni, nebo variaci konstant):
’ {J'C:—x—I—Zy—i—l,. ) {9&:2x+y+ef,. 3 {X:Zx—3y, ) 4 {J'C:y—{—tgzt—l,. 5 x:—4x—2y+et_1,
y=—2x+3y. y=—2x42t. y=x—2y+2sint. y=—x4tgt. §=6x+3y— —
e E—

Dokazali byste jistym rozsitrenim téch standardnich trikd, které na soustavy pouzivame, resit i tyto soustavy?

¢ 44 7 1
X+dx=—=x——-1,
277

2% +3§ = 163 — 7, 5% = 7x — 3y,
1.{x+y AR 2.{x X 3.

o — 5 G 5 1 7
x—2y 6x +3y. 5) =—2x+8y. ji+4y':—§x—zy-

137 | Vytapéni. Predstavte si, 7e mate chatu se tfemi mistnostmi: sklepem, obyvikem a podkrovim. Venku je 0 stupiiti Celsia a
protoze jste na chaté dlouho nebyli, je tato teplota i ve viech trech mistnostech. V obyvaku jsou nastésti kamna, v nichz rozdélate ohen. V
dokonale isolované mistnosti by tato kamna zvySovala teplotu o 20 stupnti za hodinu. OvSem tady tece teplo jak do ostatnich mistnosti,
tak ven z chaty. Podle Newtona se je ¢asova zména teploty rovna (7’ —T') kde T je teplota v mistnostia 7" je teplota v misté, kam teplo
unika. k je pro prechod mezi vnitrkem a vnéjskem chaty rovno % hod™ a pro ptechody mezi mistnostmi v chaté % hod ™. Urtete teploty
ve viech trech mistnostech v zavislosti na Case.

138 | Otravena jezirka. Tfi stejna jezirka o objemu V jsou navzijem propojena stejnymi kanaly. Do prvniho pritéka voda s pri-
tokem Q (to je objem vody za jednotku casu), ze tretiho zase stejnym prutokem odtéka. Néjaky zloduch do prvniho jezirka vylil kyanid
o objemu v. Urcete mnozstvi jedu ve vSech tiech jezirkich v zavislosti na ¢ase, predpokladate-li, Ze se v kazdém jezirku jed okamzité
dokonale rozmicha a Ze se voda nikde nehromady, tj. z kazdého jezirka odtéka tolik, kolik pritéka.

Soustava oscilatorti. Méjme na primce hmotné body o hmotnostech 2, m,, ..., m,. Kazdé dva body x; a x, jsou spojeny

pruzinou tuhosti Kj,. (V pfipadé, ze body spojeny nejsou, lze pro né prosté klast K = 0.) Zapiste pohybové rovnice tohoto systému a
zkuste néco fict o obecném feseni. Co kdyz zacneme cloumat kazdym bodem x;, néjakou silou a4, cosw? (a;, = const.)?

Rovnice vys$ich fadu s konstantnimi koeficienty

v

140 | Reste nasledujici rovnice:

1.9 —16y =0; 2.y" +7y" —8y = 0 pfi pocateénich podminkach y(0) =1 ay'(0) = 1; 39" +9" —y' —y=0;
4.9 410y +25y=0; 5.9 4290 4,0 =0,

141 Redte nasledujici rovnice s pravou stranou:
Ly"—2y"+y=1; 2.y"—y=x% 3.9" =2y’ =4x 4+ 2cos2x; 4.y" =5y +4y =4x* + 17sinx; 5.9" +y =e"cosx.

AAA . . . . . . .. . . Y ..
142 | Pruzina. Mame pruzinu, kterd je v roviné jednim koncem pridélana k pocatku a na druhém konci je pridélana castice. Céstici

natahneme do bodu (x,,0) a vysleme ji rychlosti v, ve svislém sméru. Jak se bude Castice pohybovat?

143 Pohyb v elektromagnetickém poli. Cstice s nabojem ¢ leti v roviné xy rychlosti v = (v, vy). Intensita elektrického pole je
E ve sméru osy y a magneticka indukce je B ve sméru osy z. Na ¢astici pusobi pouze Lorenzova sila § = g(#€ 4+ v X 3) (starobylé pismo

oznacuje vektory). Zjistéte, jak se v tomto poli Castice pohybuje.

144 | Crusher. Nékdy je potieba zjistit, jaky tlak vyviji plyny pfi néjakém vybuchu. Takovy stary dobry zpisob, jak to zméfit,
spociva v nasledujicim: vybuch se provede v néjaké pancéfované komore s pistem, ktery tésné naléha na médény valecek, tak receny
crusher. Tento valecek opét z druhé strany tésné priléha k néjaké dokonale tvrdé zdi. Tlak vybuchu p pak zatlaci na pist, jenz zabira
ve stén¢ komory plochu S, a ten stladi crusher o néjakou délku x; ovSem crusher tomu klade odpor silou R = R, + kx, kde R, a £
jsou konstanty. Po vybuchu se crusher vyjme a zméri se, o kolik se stlacil. Jak z toho spocitate tlak p zptsobeny vybuchem? Tento tlak
povazujte za konstantni, zménu objemu komory pfi posunu pistu zanedbejte.




Odpovédi a feseni

134.  Ad 1. Charakteristicka rovnice je > —A—6 =0, jeji koteny jsou A =3 a A = —2. Vezmeme A=3:dox pr1 jde Ae’" a do
pr1 jde Be'. Dosadime, dostaneme 3A = 24 + B neboli A = B Vezmeme A = —2; do x ptijde Ce ™, do y dime De™'. Dosadime,
dostaneme —2C = 2C + D, tedy D =—4C. Celkem mime x = Ae’* +Ce™* ay :Ae” —4Ce™. Ad 2. Prevedeme na druhou stranu,

matice soustavy je pak M = <_11 i) Vlastn &sla jsou A = £v/6. Pii A = V6 ddme do x AeV®" a do y ddme Be¥®", po dosazeni mame

6B—A—B =0,takze A=(v6—1)B.PriA=—v 6 damedo x Ce V" adoy dame De """, po dosazeni dostaneme —v 6 D—C —D =0,
V6B—A—B k¥e A = (v6'—1)B.Pti A = —v/6 ddme do x Ce™V** ado y d4me De V**, pod id V6éD—C—D
tedy C = —(v/6+1)D. Konetné tedy mame x = (V6 —1)Be¥*' —(vV/6'+1)De V" ay = BeV*' + De V¢! Ad 3. Déme pozor na piehozené

x a y. Matice soustavy je <:§ §>, ta ma jedno dvojnasobné vlastni ¢islo A = —1. Proto hleddme feSeni ve tvaru x = (Az + B)e™ a

=(Ct+D)e". Dosadime do jedné rovnice a dostaneme —C¢ + C —D = —2At —2B + Ct + D. Srovname koeficienty u ¢ a dostaneme
A = C, srovname zbytek a dostaneme 2B = 2D—C. Celkem x = (Ct+D—% C)e"ay=(Ct+D)e". Ad 4.Damesi pozor na prohozené

2+i)t (2+i)t

x ay v dolnim radku. Matice soustavy je M = <_12 ;), vlastni &sla jsou 2 £ 1. P¥ A = 241 klademe x = Ae**V*, y = Be>*! natey

dostaneme (2 +1)4 = A + B, tak¥e B = (1+1)A = Av2e"/*. Naopak pti A =2 —i klademe x = Ce> ™, y = De>*  tak¥e dostaneme
(2—1)C=C+D,1j.D =(1—1)C = Cv2e "™/* Mime tedy x = e*(Ae'’ + Ce ') ay = e* (V2 A+ 4 y/2'Ce™+7/9) Nakonec
chceme, aby x iy bylo redlné. A a C mohou byt komplexni, takze pokud ziskané vyrazy maji byt realné, je vidét, Ze musi byt navzajem
komplexné sdruZené, takZe C = A*. Proto dostavime x = e* (Ae' 4 (Ae')*) = 2e* ReAe', a kdyZ napiSeme A = ze'?, mame koneéné
x = ae* cos(t + ) (dvojku jsme zahrnuli do konstanty a. Zcela obdobné obdrzime také y = ae* cos(t +7/++ ¢). Ad 5. Prevedeme
1
1 1
dostaneme 2iB —A—B =0, tj. A = (1—2i)B = V5'Be ™, kde ¢ = arctg2 ~ 63943. Déle polo¥ime x = Ce % ay = De ', oviem to
uZ ze stejnych divodt jako v predchozim bodé nahlédneme, e C = A* a D = B, tak¥e hned mtZzeme psit x = v/5C cos(2t — ¢ + ¢) a
y= Ccos(2t + ¢), kde C, ¢ jsou konstanty.

.. —1 =5 . . . i i
na druhou stranu, mime matici soustavy < > Vlastni &sla jsou 42i. Podobné jako v predchozi Gloze dime x = Ae*, y = Be*' a

135 Ad 1. Zkracena rovnice bez jednicky ma matici < ) 3> kterd ma dvojnasobné vlastni ¢islo 1. Klademe x = (At + B)e a

(Ct +D)e’, coz d4 nakonec x = (At +B)e’ ay = (At +B+A/2)e’. Ted’ uhodneme partikularni feseni: hidejme prosté x =aay = 3,
kde aa ,5 jsou konstanty Derivace jsou nulové a dostdvime soustavu a + 2 ,5 +1=0a—2a+3 /6 =0, zniz dostavame a=3,p=-2
Obecné feseni rovnice je tedy rovno souctu obecného feseni zkracené rovnice a partikularniho fesent, takZe mame x = (At + B)e’ +3 a

=(Ct+D)e'—2. Ad 2. Zkricena rovnice ma matici <_22 é), vlastni ¢islajsou 1. Redeni zkricené rovnice mé tvar x = ae Feos(t + o),

y =+2ae’ cos(t +37/4++ ¢). Ted’ budeme hadat partikularni feSeni: vidime tam polynom prvniho stupné a exponencialu, tak¥e budeme
hidat x = At + B+ Ce' ay = Dt + E + Fe'. Dosadime do obou rovnic, ¢imZ nakonec dostaneme feSeni A =B =C = —E = 1a
D = F =2, tak¥e Gplné feden{ rovnice je x = ae’ cos(t + @)+t + 1+¢' ay =+v/2ae cos(t +37/s+ @) —2t —1—2e'. Ad 3. Zkriceni

. ..(2 3 . v - _ _ . v oy
rovnice ma matici < , vlastni &isla jsou %1, reseni je x = 3Ae’ + Be ™", y = Ae’ + De™". Partikularni reseni mtizeme bud’ hadat ve

1 -2
1 2 0 =310
. . v v/ /oy v 2 —-1 -3 010
tvarux =Acost+Bsint,y = Ccost +Dsint, coz po delSim patlani vede k soustave 4 x 4 ve tvaru 0 —1 —1 212 b kterou
-1 0 2 1 (0
konecné vyresime a dostaneme A =0, B =3, C =—1, D =2, atedy reseni bude x =3Ae* +Be *+3sint,y = Ae* +Be *—cost+2sint.

Nebo mtizeme udélat variaci konstant, které je v tomto pripadé asi podstatné snazsi a vede samozrejmé k témuz vysledku. Ad 4. Zkracena
rovnice ma vlastni &isla #i. P¥i +i klademe x = Ae' a y = Be™", dostaneme B = iA. Druhy kus musi byt komplexné sdruZeny, takZe je
x = Re(Ae') a y = Re(ide'). Zde radéji zapiSeme A = a + Bi a dostaneme vysledek x = acost — Bsint ay = —Bcost —asint. Ted
je totiz na potadu dne variace konstant a ta se s timhle tvarem déla mnohem lip. Dostaneme dvé rovnice, d¢cost — Bsint =tg’t —1a

: - . . ; sin” ¢t
—fBcost —asint = tgt, ze kterych dostaneme & = —cost (takze o = C —sint)a f = — = < —

>sin t. To integrujeme a
cos? t

cos? t

poloZime # = cost, nacez dostaneme snadno fefeni 8 = —cost — + D. Celkem tedy mame teseni x = tgz + Ccost —Dsint a

CcoSt

: . . _ 2 . _ .
y =2—Csint—Dcost. Ad 5. Zkricena rovnice ma vlastni ¢isla0a—1, fesenijsou x =A+Ce “ ay = —2A— 3 Ce". Po variaci konstant

N 2 -2 . Sy : 5/4
dostaneme rovnice A+Ce™" = a—2A—=Ce "' =— . Ztoho vzejde jednak A = /
el —1 3 Et—1 . et —
5 v s 3
staneme vysledek A = Z[ln(e‘ —1)—¢]+E, apodobné dostaneme téz C = y te
e —_—

v Vv Ve ’ . . t
T v ¢emz ucinime substituci e’ = # ado-

. . , 3
T coz po stejné substituci hned da C = 1 In(e! —1)+F.

5 5 3 5 5 1 2
Po dosazeni mime vysledek x = Z In(e’ —1)— 2! + Zet In(e*! —1)+E+Fe'ay= 25 In(e* —1)— Ee[ In(e* —1)—2E — gFet.

136 Ad 1. Tady je to jednoduché, stall rovnice posecitat a poodecitat tak, aby p¥e§ly do ,,obyéejného“ tvaru, ktery ui umime

{x =2x+y,
rovnici {

y=4x—y.

2t

. Tu uz jsme ovsem vyfesili v bodé 1 ulohy 134 Releni je x = Ae¥ + Ce 2 ay = Ae¥ —4Ce 2. Ad 2. Tady
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diagonalisace zabere Uplné stejné jako u téch rovnic, které jsme délali predtim. Matice soustavy je M = <_2 83>' Kdyz oznacime

X= <y>, muzeme soustavu psat jako 5X = M X . Musime nyni najit vlastni ¢isla a vlastni vektory této matice. Charakteristicka rovnice

je A*—1544-50 = 0, vastni &sla jsou 5 a 10. Pak najdeme vlastni vektory: vlastnimu &slu 5 piisluf vlastni vektor (3 2), vlastnimu &islu

10 prislusi (1 —1). Nasazime je po sloupcich do matice prechodu: 7 = <3 1) Pak mtizeme psat M = DT, takZe rovnice prejde na
tvar 5X = 7T 'X neboli 577'X = D7~1X. Matice D obsahuje na diagonale vlastni &isla 5 a 10 a jinde nuly, tak¥e mtzeme s klidem

1 O —1 v sV v/ v/ —1 v o 1 1 1
0 2>‘I X . Takze ted’ uz staci spocitat T~ -, coz je rovno 2 =3

nové proménné # = x +y a v = 2x — 3y, pro n&% pak uZ budou platit rovnice # = # a ¥ = 2v. Reden{ ted’ u% najdeme velmi snadno: je
u=Ae' +Be™' av=Ce'*" + De V2!, Kdy¥ piejdeme k piivodnim proménnym, méme feleni x = Ae"?* + Be V2" 4+ 3Ce' +3De " a

—7/ —1
y=2Ce' +2De ™" —Ae¥?' —BeV?*. Ad 3. Tady je styl fedeni tiplné stejny jako v piedchozim bodé. Matice soustavy je (_12 _7§§>.

zkrétit pétku a mame 7' X = < > Z toho je vidét, Ze mame zavést

Zase najdeme vlastni Cisla a zjistime, Ze jsou rovna —3 a —4. Dale k vlastnimu &islu —3 najdeme vlastni vektor (1 —1) a k vlastnimu
1
—1
prejit k proménnym # = x —y a v = x + , nalez dostaneme rovnice # + 4% +3u = 0 a ¥ + 40 + 4v = 0. Ty mlzeme uz snadno resit:
dostaneme # = Ae ' +Be ' av = (C t+D)e™*" (nebot’ tato rovnice m4 dvojnasobné vlastni &islo —2), co? v ptivodnich proménnych d4

x=Ae ' +Be ' +(Ct+D)e* ay=(Ct+D)e? —Ae " —Be™*

§137.§ Oznacme 7, teplotu ve sklepe T, v obyvaku a T, v podkrovi. Na pocatku, tedy v ¢ase t = 0,je I, = T, = T, = 0.

s

Ly , . .1 — C vl v
Cislu —4 vlastni vektor (1 1). Namlatime to do matice prechodu, mime 7 = ( i> a inverse je EG 11>. Proto je vidét, ze je treba

Seplseme rovnice: sklep e spojen s obyvikem a venkem, takze je T, = 4(O —T,)+ %(To — T,). Stejna rovnice plati pro podkrov1.

Tp = Z(O —T,)+ E(To —T,). Nakonec obyvak sousedi se vSim a jesté se v ném topi rychlosti 20 stupnidi za hodinu, takze mame (cas
potitime v hodinach) T, = %(O— T)+5(T,—T,)+ %(TP —T,)+20.

To je soustava s pravou stranou, takze nejdriv budeme muset vytesit prislusnou homogenni soustavu. Pisme tedy fesent jako vektor

T =4 1) 0
T =| T, | arovnice pak ma matici 1/2 —5/2 1/2 . Spolteme vlastni &isla: charakteristicka rovnice vyjde —(A +3/4)*(A+5/4) +
T 1/2 _3/4

+1/2(A + 3/4) = 0. Tady se da nastesti hned vytknout jedno (/1 + 3/4), takze dostaneme —(/{ + 3/D[(A+3/4)(A+3/4)—1/2] = 0. Uvnitt
hranaté zavorky je uz kvadraticka rovnice, kterou snadno vytesime, a dojdeme tak k zavéru, ze vlastni Cisla jsou —1/4, —3/4 a —7/4. Pak
spotitame vlastni vektory a vyjde najevo, e YeSeni zkricené rovnice je T, = Ae /* + Be_3 Py Ce T, = Ae Tt —2CeT a
T,= Ae t/* —Be 3/t 4 Ce A,
Pak musime najit partikularni fesent. To udélame tak, ze budeme hadat 7, =, T, = S a T, = y, coz dosadime do plivodni soustavy.

o2 00 160 240
Tak dostaneme soustavu 3 X3 proa, Say vetvaru{ —2 5 —2 |80 |, pojejimz vyfeSeni dostaneme a =y = — a S = —.

0o —2 3o 7 7
160 160 240
— T, =Ae /*—Be 4 Ce 7 2 T, :Ae_‘/4—2Ce_7t/4+7.

Je tedy vidét, Ze teploty asymptoticky spéji k asi 22,7 stupné na pudé a ve sklepé a k asi 34,1 stupné v obyvaku.
Nakonec musime zohlednit pocatecni podminky, které fikaji, ze v ¢ase t =0je 7, = T, = T, = 0. VSechny exponencialy budou rovny

TakZe mdme obecné feseni 7, = Ae™"/* 4 Be>*/* 4+ Ce™7/* 4

160

1 1 1 | ——

210

jedné, a tak musime vytesit jesté jednu soustavu 3 x 3, tentokrat pro integracni konstanty A, B, C.Soustavamatvar| 1 0 —2 —

160

1 -1 1 —

e v 80 80 v sV, . 80 _ 80 160 80 _

akdyz ji vyresime, dostaneme A = -5 B=0aC= TR Koneéné fesenitedyje 7, =T, = 3¢ [/44—21 7t/4+—7 al, =——e '/~

160 240
et 2

o . Muzete se na né podivat na grafu:
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138.  Nejdfiv si ujasnime, kolik odkud kam tece. Do prvniho ]e21rka tece Q, stejné tolik musi odtékat a voda odchazi dvéma zcela
totoznym1 kanily. Jisté tedy potece kazdym Q / 2. Do druhého ted’ tece Q/2 z prvniho, a tak, pokud se tam voda nemd hromadit, must
zase odtékat Q/2 do tfetiho. To tedy znamena, Ze do tretiho te¢e Q/2 z prvniho a Q/2 z druhého, coz se pravé vyrovna s odtokem Q, a

to jsme chtéli. Situace lze tedy znazornit asi takto:

Oznalme pomérné mnoistvi jedu vkazdém jezirku x,, x, a x5 (jsou to poméry objemu jedu ku objemu jezirka) Protoze se jed okamzité
rozptyh po celém jezirku, je jasné, ze kdyz tieba z prvniho jezirka do druhého tece Q/2 Vody za jednotku Casu, tak objem jedu, ktery
tudy tece, bude tomu primo mérny, tedy bude roven x,Q /2. Pomér jedu v jezirku se tedy meéni rychlosti x,Q/2V/, protoze jsme museli
délit objemem jezirka. Pro jednoduchost oznaéme ¢ = Q/V. Hned mﬁéeme podle obrazku sestrojit rovnice: z prvniho jezirka v§echen

jed tece do druhého i do tetiho a pritéka jen Cista voda, takZe mame x; = —gx,; do druhého pritéka jed z prvniho a odtéka zas do tretiho,
takze je x, = %1 9%, hakonec do tetiho pritéka jed z prvniho i z druhého a odtéka zas pry¢, takze mame x; = % + % —qx;.
—q 0 0 —q—A 0 0
Matice soustavy jetedy | ¢/2 0 —¢q/2 |. Hledejme vlastni ¢isla. Charakteristicka rovnice je | ¢/2  —A —¢q/2 | =0.Zde
q/2 q/2 —q q/2  q/2 —q—2A
pro prehlednost kladme A = gA. Z kazdého tadku pak mtizeme vytknout ¢, pred determinant jde tedy ¢° a to maZeme hned zkrétit.

—1—A O 0
Politametedy | 1/2 —A  —1/» |. Tady lze rozvinout podle prvniho fadku a hned mame —(A+1)[A?4+A+1/4] = —(A+1)(A+1/2)%,
1/ 1 —1—A
takZe je vidét, Ze matice ma jednoduché vlastni islo —1 a dvojnisobné vlastni ¢islo —1/2. Plivodni matice méla vlastni ¢isla g-krat vétsi,
tedy —q a—¢q/2.
Poskladame tedy reseni. U vlastniho Cisla —q je vidét, ze do x, patri Ae™¥* a do x, a x5 patri —Ae™?". U vlastniho ¢isla —7/2 musime
dosazovat ve tvaru (Ct + D)e™7'/? atd.; dostaneme tedy rovnici —%(Ct + D)+ C =—q(Ct + D), z cehoz sezndme, ze C =D =0, a

. .y . . R v 2E ’
také —%(Et +F)+E= —%(Gt + H): zde porovnanim jednotlivych mocnin ¢ dojdeme k zavéru, ze E = G a H = F — —. Mame tedy
q

R — — _ _ 2F _
obecné feseni x; = Ae ™", x, = —Ae 1 + (Et + F)e 1'/? a x; = —Ae qt+<Et —I—F——>e 9t/

q
Jesté do toho musime zapocitat pocatecni podminky x; = v/V a x, = x; =0 v Case t = 0. Tu vyjde najevo, ze A= v/V a dale Ze musi
. 2E Vo v ’ 7 v . * vV _V \4
platit —A+F =0a—A+F — — = 0. Zrejmé tedy musi byt E =0a pak F = A = v/V. Kdyz si pak jesté vzpomeneme, ze ¢ = Q/V,

/4 Vv v — Iv — — oV .
mame kone¢né reseni x; = Ve Q/V ax,=x,= v <e Q/2V _e QI/ZV). Muzete ho opét obdivovat na grafu:
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139.  Oznatme x; vychylku k-tého bodu z rovnovahy. Pruzina vzdycky taha bod zpét do rovnovazného postaveni silou rovnou
souéinu tuhosti a natazeni. Podle toho dostaneme takovéto rovnice:
my i) = Kip(x —xp) + K500 — xp) + -+ + Ky (x, — xy),
my¥y = Ky (2] —2,) + K3 (03 — %) + - + Ky, (x,, — %),

mnjén = Knl(xl _xn) +Kn2(x2 - xn) +-- +Kn,n—1(xn—l - xn)'

Matice %, musi byt kvuli zakonu akce a reakce symetrickd (rozmyslete si to). Taky si uvédomte, Ze na diagonale jsou samé nuly. Zapiseme-
li vSechna x,, do sloupcového vektoru X, Ize tuto rovnici prepsat jako

MX =QX,
my

m
. . . . 2 .
pricemz M je prosté diagonalni matice ve tvaru M = . a matici Q zapiSeme pomoci tuhosti takto:

—Z%k
%
—Z%k
%

Q=%+ .
—Z&k
%

Rovnici tedy miZzeme prepsat na X = M ' QX a pak nasleduje rutinn{ postup, totiz hledani vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti matice
M Q. Je jasné, Ze po diagonalisaci se soustava rozpadne na 7 nezavislych rovnic ve tvaru i, = A u,, kde u, jsou néjaké nové proménné.
Je-li A, kladné, jsou resenim dvé exponencialy, #, = AeV?t 4 Be VA1, je-li A, zaporné, je feSenim néjaka goniometricka funkce, reknéme
n, = Acos<\/ —At+ gp) a konec¢né je-li A, =0, je reSenim linedrni funkce #, = At + B. To jsou tedy vSechny moznosti, které mohou
nastat (kdyZz vynechime komplexni vlastni ¢isla).

Ptitom situaci, kdy by #~'Q méla néjaké vlastni ¢islo kladné, mtizeme rovnou vytadit &isté z toho divodu, e by to fysikalné nedavalo
zadny smysl (body by se exponencialné rozletély do nekonecna). Patrné by slo dokézat, ze takova matice nemtze mit kladné vlastni ¢islo,
ale na¢ se tim trapit.

Nejzajimavéjsi je pripad zapornych vlastnich ¢éisel. Tomu totiz budou odpovidat néjaké periodické kmity vSech bodt takovym zpu-
sobem, ze vSechny body budou kmitat se stejnou frekvenci w = v/ —A. Takovym pohybum se rika vlastni mdédy dané soustavy. Ruzné
body pak kmitaji s riznymi amplitudami (podle toho, jaky je vlastni vektor prislusny danému vlastnimu Cislu), ovsem vSechny se stejnou
frekvenci. No a viechny mozné pohyby soustavy jsou jenom linearni kombinaci téchto vlastnich médu.

Proto se taky hledaji nejradéji rovnou tyto vlastni frekvence . ProtoZe je w = v/—A1, je také A = —w? a miZeme pro tyto frekvence
rovnou napsat prislu$nou rovnici:
det(M~'Q+ w?1)=0.
Jesté uvazme, co se stane, kdyz kazdym bodem za¢neme cloumat néjakou periodickou silou ve tvaru 4;, cos wt (tedy vSemi cloumdme
se stejnou frekvenci). To ndm prihodi do maticového zapisu jesté vektor Acos wt, kde A je sloupecek ze vsech a;,. Nase rovnice pak zni

MX = QX +Acoswt.



Obecné feseni homogenni rovnice uz ,,v zasadé mame*, tak hledejme partikularni. Hidejme X = C cos wt, kde C je zas jakysi konstantni
vektor. Po dosazeni obdrzime
—w?*MC coswt = QC coswt +Acoswt.

Kosinu se zbavime a dostavame (a)z M+Q)C=—AdliC=—n - (o o+ a)zﬂ)_lA. No jenze co kdyz bude w blizké néjaké vlastni
frekvenci systému, tedy co kdyZ —c? bude ,skoro® vlastnim &islem 2~ Q? Inversi mtizeme napsat i pomoci adjungované matice:

g1 2+ 1)

C=—
det(M—1Q + w?1)

el

determinant ve jmenovateli je skoro nula a C bude ohromny vektor. Proto se u téchto systému stava, ze pokud néjakd vnéjsi sila clouma
v J&3 /7 M / / oV / ’ / 4 4
na ,Spatné“, vlastni frekvenci takového systému, muze se systém rozlitat do obrovskych vychylek. To se pak mosty trhaji a mrakodrapy

se hrouti k zemi. Pritom velikost cloumajici sily nemusi byt viibec velika, stali prosté, aby pusobila dost dlouho. O zbytek se postara ten

1 o . ’ . . . . .
faktor 1 (M oy 21) . Tak se muze klidné stat, ze zemétiesenti strhne obrovsky barak a vojaci pochodem znici most, 1 kdyz by stacilo,
et(M— w

aby se zemé klepala a vojaci dusali trochu ji jinou frekvenci a nic by se nestalo.

140.  Ad 1. Charakteristick4 rovnice je A> — 16 = 0, co¥ ma koreny A = +4. Proto feSeni piSeme ve tvaru y = Ae* + Be *.

Ad 2. Charakteristick4 rovnice je A* +71—8 =0, coZ m4 koteny —8 a 1. Redeni mé tedy tvar y = Ae* + Be ™. Ted’ zohlednime po-
Catecni podminky: pri x = 0 rné byt y = 1, takZe ma platit 1 = A + B. Podobné m4 byt pti x = 0 také y' = 1, takZe po derivovani
dostaneme A — 8B = 1. To je soustava 2 x 2. Nejd¥v rovnice odeéteme a dostaneme 9B = 0, tak¥e dal u snadno zjistime A = 1. Z4-
dané fedeni je tedy y = e*. Ad 3. Charakteristicka rovnice je A* + > — A —1 = 0. Povimneme si, Ze tato rovnice ma koten A = 1.
Provedeme déleni a polynom se rozpadne na sou¢in (A —1)(A* + 241+ 1) = (A —1)(A+ 1)> = 0. Mame tedy jednoduchy koten 1 a
dvojnasobny —1. Proto ma feSeni tvar y = Ae* 4 (Bx + C)e ™. Ad 4. Charakteristick4 rovnice je A* 4+ 10A% 4+ 25 = 0. V§imneme
si, 7e vlevo stoji tplny &tverec a rovnici zapiSeme jako (A% + 5)* = 0. Proto tedy méme dva rozli¢né koteny, +iv/5, oba dvojnisobné.
Proto mé FeSeni tvar y = (Ax + B)cosv/5x 4+ (Cx + D)sinv/5x. Ad 5. Zde je charakteristick4 rovnice A’ 4+ 24> + A* = 0. Vytkneme
a dostaneme A*(A* +24% +1) = P(A? + 1) = 0. Mame tedy trojnasobny koten 0 a dvojnisobné koteny +i. Proto je feSeni ve tvaru
y=Ax*+Bx+ C+(Dx+E)cosx +(Fx + G)sinx.

141.  Ad 1. Rovnice bez pravé strany ma reSeni y = (Ax + B)e”. Partikularni feSeni uhodneme jako prostou jednicku — derivace
ji zni¢f a v y zGstane. Celkem tedy mame y = (Ax 4+ B)e* + 1. Ad 2. Rovnice bez pravé strany ma reSeni y = Ae* + Be™*. Napravo
je n¢jaky polynom tak partikularm reseni hadejme jako nejaky polynom tretiho stupné. Je jasné, ze druha derivace takového poly-
nomu obsahuje jen nejvyse prvai mocmny X, takze u x” musi byt —1 a u x? musf byt 0. Hade]me tedy y = —x + ax + 3. Dosadime
a mime —6x + x3 —ax—f = X, takle @ = —6 a [ = 0. Proto mame konecné reSeni y = Ae* + Be ™ — x* —6x. Ad 3. Rovnice
bez pravé strany ma feeni y = A + Be?. KdyZ mé pravé strana nékolik s¢itancd, stadf hadat partikularni feSeni ke kazdému zvlast a
pak to secist. Takze pro 4x hadime néjaky polynom. Staéi linedrni? Ne, protoze vlevo by se pak 4x viibec nemohlo objevit (nulta deri-
vace tam nenf). Ddme tedy kvadraticky. U x* musi byt —1, takZe hiddme y = —x? + ax. Absolutni ¢len tam nema cenu ddvat, protoze
muze byt libovolny (viz integracni konstantu A). Takze po derivovani mame —2 + 4x — 2a = 4x a tedy ma byt « = —1. Toto parti-
kularni feseni je tedy —x* — x. Podobné pro 2cos2x bude dobfe tipovat néjakou kombinaci @ cos2x + 3sin2x. Na levé strané mame
—4acos2x —4sin2x + 4o sin2x —43sin2x = 2cos2x. Chceme tedy o = S a—4a — 43 = —8a = 2, takze  =—1/4. Proto tady mame

—Z(cos 2x + sin2x). Dame to oboji dohromady a celkem mame feseni y = A + Be** —x? — x — 7 508 2x — y sin2x. Ad 4. Rovnice bez

pravé strany ma Peéeni y = Ae* + Be*™. Zase budeme hadat partikularni feSeni zvlast’: pro 4x? budeme hadat kvadraticky polynom, ktery
zjevné musi mit u x? jednicku, takZe hidame x* + ax + 3. Po dosazeni mame 2— 10x —5a +4x* +4ax +48 = 4x*. Ma byt 4a = 10, tedy

25 1 21
a= > adile2—5a+48 =0, tedy S = — s 5 = L atak mime fedeni x>+ = 5 x4+ % U sinu zas budeme hadat kombinaci sinu a kosinu,

’ vV v ’ 2 3 .
tedy @ cos x + Bsin x. Po dosazent zjistime, 7e @ =5/2 a 8 = 3/2. Celkem mame fefeni y = Ae* + Be** +x2+ 7" + N + 5 C0s ¥ + 5 sin.

Ad 5. Rovnice bez pravé strany ma feSeni y = Acos(x + ¢). Partikularni reSeni budeme hadat ve tvaru y = e*(a cosx + Ssinx). Po otrav-
ném derivovani obdrzime €*(23 cosx —2asinx) + e*acosx + Bsinx) = e* cosx. Z toho plynou rovnice 28 +a =1 a 8 = 2a, a tedy

S
a=1/5, 3=2/5. Vysledek je tedy y = Acos(x + ¢) + gosx+2ony,

7777777777 ‘ 5
142, Pruzina taha silou o velikosti kL, kde & je tuhost pruzmy alj je1 momentalni délka pruziny, a to smérem do stfedu. Vektorové
lze tedy pro silu psat § = —kr, kde r je polohovy vektor ¢astice na pruziné. Po uziti druhého Newtonova zikona dostavame velice
jednoduchou soustavu:
mi =—kx,
mj =—ky.

v ’ k /7 k ’ Ve V7 v._ 7 ’ v .
Celkove tedy mame x = Acos| \| — ¢+ ¢ | ataké y = Bcos| \| — £+ ¢ |. Nyni uzijeme pocatecnich podminek: v Case 0 je poloha
m m

. N k. k.
x =xyay =0, takze Acosp = x, a Bcos () =0, a také rychlosti jsou x =0ay = v, takze —A ;smg&:Oa—B ;smgﬁ:vo.Ztoho



uz je vidét, ze ¢ =0, ) = 77/2, a pak také A = xy a B =—qy,/ % . Bod tedy opisuje krivku danou rovnicemi

k fm' . k
X = Xy COS —t |, Y =4/ 5 UpSIn —t
m k m

. : m
Jde tedy o elipsu s vodorovnou poloosou x, a svislou poloosou vy / — .
k

143.  Druhy Newtontiv zdkon d4 dvé rovnice pro soutadnice x a y:

mix =qBy,
my =qE —qBx.

Tady se naskytaji dvé moznosti: bud’ zavést nové velic¢iny # = x a v =y, coz da soustavu

B
h:q—v,
m
B E
V= 1 u—}—q—,
m m

4 B . . . B
coz bez problému vyftesime. Zkracena soustava ma vlastni Cisla :I:q—l, takZe po chvili dospéjeme k reseni » = Acos(q—t + §0> av=
m m
=—A sm(q—t + <p>. Jesté musime doplnit partikuldrni feseni nehomogenni rovnice, ale tam budeme hidat jen konstanty a zjistime,
m
v / Vev/ e vV / Vevy . v . qB E e . qB
ze k # mame pricist jesté £/B a k v nemame pricist nic. Takze celkem # = x = Acos| —t+¢ )+ it —Asin| —t+¢ ).
m m
{U_')’ V7 d Ve V.V VeV T d, ’
= (pfipadné jesté pricteme 7). Ted” musime

X

E 2
4 V7 v ’ ’ v — 2 —
Dosadime pocatecni podminky a dostaneme, ze A = <vx -3 + 05 ap=—arctg

. s v AgB . [qB E AgB B o vt vy .
integrovat jesté jednou podle asu a dostaneme x = A sm<q—t + (p> gt ay= 448 cos<q—t + go) (tiSe jsme si rekli, Ze v ¢ase O je
m m

* 1V v v 4 v/ . V7 ’ ’ v B E 2 /7 B

x =y =0). Je tedy vidét, ze kromeé toho, ze castice porad obiha v kruhu o polomeéru K <’vx — E) + 5 s kruhovou frekvenci Kiud (to
m m

je tak recena cyklotronni frekvence), také se da do rovnomérného pohybu rychlosti £ /B, ovsem ve sméru, ktery je kolmy k obéma polim.

- v s . v - . £x3
Plasmovi fysici tomu rikaji proste & x 3 drift“, protoze jeho rychlost je rovna .

Pro¢ je tento priklad v sekei s rovnicemi vyssich rada? Protoze je tady ale i jinA moznost postupu, kterou ,proslavil slovutny rusky
fysik Landau. Vrat'me se k pivodnim rovnicim, vynasobme druhou imaginarni jednotkou i a sec¢téme je. Dostaneme jednu rovnici:

m(X +1y) = gB(y —ix) +igE.
Oznalme z = x +1iy. Také si vsimnéme, Ze z/i = y —ix. To uZ nAm umozni prepsat rovnici na
mz=—iqBz+iqE.
To je rovnice druhého radu s konstantnimi koeficienty a pravou stranou. Nejdriv vyresime homogenni rovnici, kterd mé reseni z = a +

igB . : : . .
+0 exp(—q— t>, poté uhodneme partikularni feSeni. Konstantu hadat nebudeme, protoZe je tam nejméné prvni derivace. Hidejme tedy
m

. J . ;77 v/ . . v . . v / Vv ’ . B E
néjaké Ct. Po derivovani obdrzime 0 = —igBC + igE, takze je zjevné C = E /B a celkem mame reseni z = a + ﬁexp<—1q—t> + Et,
m

V7 A 4 v/ . ’ . v
¢imz je rovnou dana poloha castice v komplexni rovineé.

144. Opet jde o druhy Newtonuv zakon. Pist je do crusheru vtlacovan silou pS, z druhé strany crusher odporuje silou Ry + kx.

Celkem tedy méme rovnici mi = pS—R,—kx. Kdy? to vydélime a trochu upravime, vidime, %¢ je to rovnice s konstantnimi koeﬁmenty a

pravou stranou: X+—x = ———. ReSeni zkracené rovnice je x = Acos| \| — ¢t + ¢ |, takZe stali najit partikularni reSeni nehomogenni
m m m

pS—

rovnice. Vpravo je jenom konstanta, takZe stali hidat taky konstantu, kter4 navic zfejmé musi byt rovna % (druhé derivace bude

k
, k pS ko b .
nulova). Tak dostaneme x = Acos| \| —t+¢ k 2. Je$té to zderivujme; to dostaneme % = —A\| — sin{ \| —t +¢ |. V tase
m m m

S—R S—R
% aA % sing = 0. Proto musi byt A :—% a

t = 0 to oboji ma byt nula, takze ma ztejmé byt Acosp = —

S—R k
dostavame nakonec x = % 1—cos\| — ¢
J m

¢ =0. Tim



Ztejmé tedy k maximalnimu stlaceni dojde v okamziku, kdy bude kosinus v zdvorce roven —1. Pak pist odleti smérem zpatky, ale nase
diferencialni rovnice uz platit nebude, protoze pak uz na n¢j samozrejmé nebude ptisobit odpor stlatovaného crusheru. Proto rozhodné
neni pravda, ze by vznikl néjaky periodicky déj.

. 4 v 2 v /
Zkratka v Case 7\ k dojde k tomu, Ze crusher bude stlacen maximalné, tedy o A = E< S —R,). Z toho uz tlak vybuchu snadno
m
v ) kA +2R,
spocteme jako p = —5



