M1130 — Priklady ze cviceni a doméaci tlohy na procvic¢eni

e Jde o seznam typovych tloh, které se probiraji na cvi¢eni a dalsich obdobnych tloh na procviceni
za domaci dlohu. Na pisemkdach se objevi vyhradné modifikace piikladu z této sbirky a jim
obdobné piiklady.

e Piiklady oznacené hvézdickou jsou uréeny pro studenty, kteii by se na cvic¢eni p#ilis nudili a jsou
zde uvedeny pouze jako dopliujici priklady, které nebudou obsahem pisemek.

e Program jednotlivych cviceni si sestavuji vyucujici sami a mohou se lisit i v ramci jednotlivych
cviceni jednoho vyucujiciho.

e Velké mnozstvi piikladu je pfevzato ze sbirky ,Seminaf ze stfedoskolské matematiky“ autort
Herman, Kuéera, Simsa (skriptum MU, 2004). Dalsimi ptiklady pfispéli doc. Cadek, dr. Kruml
(oba v roce 2019), doc. Silhan (2020) a doc. Klima (2019-2020).

Aktudlni verze sbirky ze dne 13. prosince 2020.

1 Uvodni hodina - zapis mnozin

Cviceni{ konand 6. az 8. 10. 2020.

Priklad 1.1: Pomoci mnozinového zapisu zapiste nasledujici mnoziny definované slovneé:
1. Mnozinu vSech pfirozenych ¢isel, ktera jsou délitend tfemi.
2. Mnozinu vsech celych cisel, ktera davaji po déleni osmi zbytek 5.
3. Mnozinu vsech (kladnych) redlnych ¢isel, jejichz druhd mocnina je vétsi nez 3.
4. Mnozinu vSech (kladnych) redlnych ¢isel, jejichz druhd mocnina je mensi nez jejich trojnasobek.
5. Mnozinu vSech dvojic redlnych ¢isel, kde prvni je trojnasobkem druhého.
6. Mnozinu vSech dvojic kladnych redlnych ¢isel, kde prvni je vétsi nez trojnasobek druhého.

7. Mnozinu vSech trojic ptirozenych ¢isel, kterda mohou byt délkami stran pravoihlého trojuhelnika.
Je tato mnozina prazdna?

Reseni: 1) {3k | k € N}, 2) {8k+5| ke Z}, 3) {x e R|2® > 3} = (—o0, —v/3) U (V3,00),
resp. {r € R |2 >+3} = (v3,00), 4) {r €R |z >0,2% <3z} = (0,3) = {z € R | 2% < 3z}
— pro zdpornd x totiz plati 3z < 0 < 2*, 5) {[By,y] | y € R} = {[z, ] | x € R} — primka se
smérnicz’% prochazejici poédtkem, 6) {[x,y] | z,y € R,z > 3y > 0} — vyseé v pronim kvadrantu
mezi kladnou &dsti osy x a primkou y = sz, 7) {[z,y, 2] | ,y,z € N,a? + 3> = 22} U {[z,y, 2] |
r,y,z € N2 + 22 = 2 U{lz,y, 2] | 2,9, 2 € N,y? + 2% = 22},



Priklad 1.2: Pomoci mnozinového zapisu zapiste nasledujici mnoziny definované slovné:
1. Mnozinu vsech lichych prirozenych ¢isel, kterd jsou délitena 5.
2. Mnozinu vSech dvoucifernych celych ¢isel, kterd jsou délitena 17.
3. Mnozinu vSech redlnych éisel z, kterd jsou feSenfm nerovnice 22 + 2z + 1 > 0.

4. Mnozinu vSech kladnych realnych ¢éisel, jejichz tifeti mocnina je mensi nez jejich druha
mocnina.

5. Mnozinu vsech dvojic prirozenych ¢isel, kde prvni déli druhé.
6. Mnozinu vSech dvojic celych ¢isel, kterd se navzajem déli, tj. prvni déli druhé a naopak.

7. Mnozinu vSech ¢tvetic celych cisel, kde tieti je sou¢tem prvnich dvou a ¢tvrté je soucinem
prvnich tii.

Resend: 1) {10k+5 | k € No}, 2) 2) {17k | k € Z,k # 0, |k| < 6} = {£17, £34, +51, +68, +85),
{r eR|22+20+1 >0} =R, 4){z eR |z >0,2° < 2*} =(0,1), 5) {[z,y] | v,y €
N,z |y} ={lz, k] [ 2,k €N}, 6) {[z,y] [,y € Zow [ y,y | o} ={[z, 4] |2,y € Z, 2] = |y|} =
{lw, o] | € Zy U, —2] [x € Z}, 7) {lw,y, 2 +y,ay(e +y)] | 2,y € Z}.

Priklad 1.3: Napiste formalni definice:
1. Celé cislo a je sudé.
2. Celé ¢islo a je liché.
3. Celé cislo a je délitelné tremi.
4. Celé ¢islo a neni délitelné tfemi.
5. Celé ¢islo a je délitelné cislem b.

Reseni: 1) Existuje k € 7 takové, %e a = 2k. 2) wistuje k € 7 takové, ze a = 2k + 1. 3)
FEzistuje k € Z takové, Ze a = 3k. 4) Nexistuje k € 7 takové, Ze a = 3k. 5) Existuje k € 7
takové, zZe a =k - b.

Piiklad 1.4: Dokazte platnost nésledujicich tvrzeni pro libovolna celd ¢isla a a b.
1. Z ¢cisel a, b a a+ b je aspon jedno sudé.
2. Pokud je a + b sudé, pak a — b je sudé.

3. Cislo a + b je sudé prave tehdy, kdyz je sudé éislo a — b.



4. Pokud je a + b sudé, pak a® 4 b? je také sudé.
5. Pokud je a + b liché, pak a® + b? je také liché.
Cislo a® + a je sudé éislo.

Cislo a® — a je délitelné 3.

o N

Cislo a* — a? je délitelné 4.

Reseni: 1) Pokud a nebo b je sud0 tvrzeni plati. Pokud jsou obé liché, tj. a = 2k + 1 a
b =20+ 1 pro vhodnd celd cisla k, ¢, potom a+b = 2(k+{+ 1) je sudé a torzeni opét plati.
2) Protoze a — b= (a4 b) — 2b, z predpokladu, Ze a + b je sudé, vidime, Ze a — b je rozdil dvou
sudych cisel, a tedy sudé cislo. 3) Predchozi je jedna implikace. Pro druhou implikaci , pokud
je a —b sudé, pak je a+ b sudé“ se stejnym zpusobem vyuzije vztah a+b = (a—b) +2b. 4) i 5)
Lze vyuzit vztah a® + b* = (a + b)? — 2ab. 6) Cislo a®> 4+ a = a(a + 1) je soucinem dvou po sobé
jdoucich celijch ¢isel, z nichz jedno je sudé. 7) Cislo a® — a = (a — 1)a(a+ 1) je soucinem dvou
po sobé jdoucich celijch ¢isel, z nichZ jedno je délitelné 3. 8) Plati a* — a* = a*(a* — 1). Pokud
je a sudé, pak je a® délitelné 4. Pokud je a liché, pak je délitelné 4 éislo a®> —1 = (a—1)(a+1).
(I v jinych podprikladech lze pouzit metodu, Ze rozebiraji moznosti a = 2k resp. a = 2k + 1
apod. )

Piiklad 1.5: V nésledujicich ptikladech zapiste mnozinu M bodu v roviné, a pak urcete
vyétem prvki mnozinu vsech dvojic celych ¢isel x a y takovych, ze [x,y] € M.

1. M je obdélnik, jehoz tii vrcholy jsou [—2, —2], [-2,0] a [1, —2].
2. M je trojihelnik ABC, kde A =[3,2], B=1[1,-2] a C = [-1,1].

3. M je mnozina bodu [z,y] v kruhu se stfedem (8, 3) a polomérem 4, pro které navic plati
z <.

4. M je prunik trojihelniku, jehoz vrcholy jsou pocétek [0, 0] a body [0, 4] a [4, 0], s mnozinou
vSech bodu [z, y], pro které plati (z —y — 2)? = 9.

5. M je tvorena body (z,y) rovnobézniku, jehoz tii vrcholy jsou [0,0], [—6,0] a [4, 3], které
zaroven lezi pod piimkou y = x + 1.
Pozn.: Body obdélniku, trojihelniku atd. minime body, které jsou bud ,uvnitr“ nebo ,na hra-
nici“ tohoto utvaru. Rozmyslete si, jak by se resent lisilo v pripadé, kdybychom uvaZovali pouze
Lonatrng“ body.

Reseni: 1) M = {[zv,y] | v,y €ER, -2 <1 <1,-2<y <0}, MNZXZ = {[~2,-2],[-2, —1],
[—2,0],[-1,-2],[-1,—1],[-1,0],[0,—2],[0,—1],[0,0], [1, —2], [1, —1], 1, 0] }. Vnitini body: M' =
{lr,y] |z, y e R, 2 <o <1,-2<y< 0}, M'NZxZ={[-1,-1],[0,-1]}. 2) M = {[z,y] |
r,y € R, 3x+2y > —1,2x—y < 4,x—4y > -5}, MNZxZ = {|-1,1],[0,0], [0, 1], [1, —2], [1, —1],



[1,0],[1,1],[2,0],[2,1],[3,2]}. Vnitini body: M' = {[z,y] | z,y € R,3x +2y > —1,20 —y <
4w =4y > =5}, M'NZ x 2 = {[0,0],[0,1], [, 1], [1, 0], [1, 1], [2, 1]} 3) M = {[z,y] | 2,y €
R, (x—8)?+(y—3)* <16,z <y}, MNZXZ = {[5,5],[6,6]}. Vnitrni body: M' = {[z,y] | =,y €
R, (z—8)?+(y—3)2 < 16,z <y}, M'NZxZ = {[5,5],(6,6]}. 4) M ={[z,z+1] |0 <z < 3},
MNZxZ={[0,1],[1,2]}. Vaitini body: M' = {[z,z+1] |0 <z < 3}, M'NZ xZ = {[1,2]}.
5) M ={[x,y] | z,y e R,3x < dy,y—x < 1,0<y <3}, MNZxZ ={][0,0],[1,1],[2,2], [3, 3]}
Vnitrni body: M = {[z,y| | z,y € R,3z < 4dy,y—x < 1,0 <y <3}, MNZxZ = {[1,1],[2,2]}.

2 Vyhodnoceni vstupniho testu

Cviceni konand 13. az 15. 10. 2020.

Priklad 2.1: Necht T = [r,s] je teziste AABC, kde A = [2,—-1], B =[-1,3] a C = [5,7].
Urcete hodnoty r a s.
Reseni: r =2, s = 3.

Piiklad 2.2: Nechf S = 72¢em? je povrch krychle vepsané do kulové plochy o poloméru 7.
Uréejae hodnotu 7.
Reseni: k = 15.

Priklad 2.3: Necht M je mnozina vsech redlnych éisel, kterd splituji nerovnici [2z+1| < z+3.
Urcéete mnozinu M.

Reseni: M = (—%,2).

Priklad 2.4: Komplexnf ¢islo z je feSenim rovnice z + |z| = 5 + (2 + i)%. Urcete komplexn{
cislo 22,
Reseni: z* = —T + 24i.

Piiklad 2.5: Cisla a,b € R, a < b, jsou fesenfm rovnice z21°8+35 = 100,/z. Urcete éislo
k= ab®.

s

Reseni: k = 5.
Piiklad 2.6: Necht ¢islo ¢ je souctem vsech feseni rovnice cosz + sinz = V2 v intervalu
[0, 27]. Urcete hodnotu c.

Reseni: ¢ = 7 (jediné reseni v daném intervalu).

Priklad 2.7: Urcete pocet vSech lichych péticifernych ptirozenych cisel, kterd neobsahuji ve
svém zapisu cifru 9.
Reseni: 8 - 93 - 4.



Piiklad 2.8: Nechf ¢ = a? + b?, kde a a b jsou délky poloos kuZelosecky k o rovnici k
3z% + 5y? + 6x — 20y + 8 = 0. Urcete hodnotu c.
Reseni: ¢ = 8.

Priklad 2.9: Definujte, co je to aritmeticky prumeér n-tice redlnych cisel a1, as, ..., a, a co je
median téchto ¢isel. Na ptikladech ¢tyt ¢isel ukazte, ze nékdy je median mensi nez aritmeticky
prumér a jindy je tomu naopak.

Resend: Primeér: W Za dodatecného predpokladu ay < ay < --- < a, je medidn
roven anq pro liché (nepdrne) n, resp. %-(a% +an 1) pro sudé (pdrne) n. Pro cvterici 1,1,1,5
je medidn 1 a prumér 2. Pro ¢vterici 1,5,5,5 je medidn 5 a pramér 4.

Piiklad 2.10: Pro n-tici kladnych realnych cisel se definuji kromé aritmetického prumeéru i
jiné prumeéry. Nejznaméjsi je geometricky a harmonicky prumeér:

G(al,ag,...,an) = {L/al cQg e Qs

H(ay,as,...,a,) =

Dokazte, ze pro kazda dvé kladna redlnd ¢isla aq,as plati A(ay, az) > G(ay,az) > H(ay,as).
Pro kterd a;, as nastane rovnost? (A znaci aritmeticky prumér ¢isel v zavorce.)

Resend: V platné nerovnosti (ay — ag)? > 0 pricteme (kladné ¢islo) 4aiay k obéma strandm a
dostaneme (ay +az)* > 4ajas. Po odmocnéni (opét se vyuZije, Ze jsou obé ay i as kladnd ¢isla) a
podéleni dvema dostaneme nerovnost A(ay,as) > G(ay,az). Pokud v této nerovnosti dosadime
a; = i a ay = %, potom po podéleni obéma stranami dostaneme G(by,bs) > H(by,by). Z
postupu je jasné, Ze pro ay # as lze psdt nerovnosti ostré. Rovnost tedy nastavd prdvé pro
dvojice a1 = ag, kdy A(ay,as) = G(ay,asy) = H(ay,az) = ay.

Priklad 2.11*: Jakd je prumérna rychlost auta, které jede n stejné dlouhych tseku postupné
rychlostmi vy, v, ..., 0,7
Reseni: H(vy,va,...,0,)

Piiklad 2.12*: Nerovnosti z piikladu 2.10 plati nejen pro dvojice, ale pro vSsechny n-tice
kladnych redlnych ¢isel. Dokazte, ze z nerovnosti A > G plyne nerovnost G > H. Zkuste
dokéazat nerovnost A > G.

Resent: To, Ze z nerovnosti A > G plyne nerovnost G > H lze ukdzat stejné jako v fesent
prikladu 2.10. Elementdrné lze nerovnost A > G dokazovat indukci, kde pro n = 2 jsme jiZ pro-
vedly v prikladé 2.10. Indukéni krok je pomérné jednoduchy pro n = 2k, kdy se sectou nerovnosti
Alar,a9) > G(ag,az) = by, Alas,aq) > Glas,ay) = by, ..., Alan_1,a,) > G(an_1,a,) = by,
a potom se pouzije nerovnost A(by,be, ..., by) > G(by,...,b,). Z nerovnosti pro n = 2k (kde
gsme vyuzili indukcéni predpoklad pro 2 a k), lze volbou as, = A(ay,...,as_1) dokdzat ne-
rovnost pro 2k — 1. (Poznamenejme, Ze s jistymi znalostmi z matematické analyjzy lze dostat



nerovnost také takto: e® je konvexni funkce na intervalu (0,00), proto plati (Jensenova) nerov-
nost ex @t < L™ +---4e™), kde levd strana lze psdt jako {/e*t - - e®n. Po substutuci
e’ = a; dostnaneme pozadovanou nerovnost.)

3 Realné funkce a jejich grafy

Cviceni konand 20. 10. az 22. 10. 2020.

Zopakujte si, co je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B. O zobrazeni do mnoziny realnych
¢isel R budeme mluvit jako o funkci.

Piiklad 3.1: Urcete defini¢ni obor a obor hodnot zadanych funkci. Déle nac¢rtnéte graf a roz-
hodnéte, zda je funkce injektivni, surjektivni (zobrazeni ze svého definiéniho oboru) a zda je
rostouci, resp. klesajici.

1. f(z) =22 +7,

2. f(z) =3z +1| — =z,

3. f(a) = %

4. f(z) =2+ 2z + 3,

5. f(x) = loglo(x +2),

6. f(z)=

7. f(x) = (z —1)2 + (z +2)%,
8. f(z) =3cos,

9. f(z) = tan(—x).

Reseni: 1) D(f) = H(f) = R, injektivni, surjektioni a rostouci. 2) D(f) = R, H(f) =
(3, 00), nend injektivnd, nend surjektivnd, nend rostouct, nend klesagici. 3) D(f) = R\{1}, H(f) =
R\ {0}, injektioni, nent surjektivni, neni rostouct, nent klesajici. 4) D(f) =R, H(f) = [2,00),
nend injektivni, neni surjektivni, neni rostouct, neni klesajici. 5) D(f) = (=2,00), H(f) = R,
injektiond, surjektivni, rostouci. 6) D(f) = R, H(f) = (0,00), injektivni, neni surjektivni,
rostouci. 7) D(f) = R, H(f) = [$,00), neni injektivni, neni surjektiond, neni rostouct, neni
klesagici. 8) D(f) = R, H(f) = [-3,3], neni injektivni, neni surjektivni, neni rostouci, neni
Klesajici. 9) D(f) = R\ {5 + kn | k € Z}, H(f) = R, nend injektivni, je surjektivni, neni
rostouct, neni klesajici.



Priklad 3.2: Funkce f je ddana nasledujicim predpisem

1
~ logye(22 —1) = 17

/()

Najdeéte jeji definicni obor jako podmnozinu realnych ¢isel. Najdéte jeji obor hodnot.

Resent: D(f) = (—oo, —/11) U (=11, —1) U (1,/11) U (v/11,00), H(f) =R\ {0}.
Piiklad 3.3: Zkoumejte, jak se méni graf funkce y = f(x), kdyz prejdeme k funkci:

L y=2f(x),

2. y=y3- fla),
3. y=—f(2),
4.y = f(-=),
5. y= f(z+3),
6. y=f(z—2),
7. y=f(z) -4,
8. y=f(z)+6,
9. y= f(3z),

10. y = f(3).

Je-li puvodni funkce rostouci na svém definiénim oboru, co muzeme tici o nové vytvorenych
funkcich?

Reseni: 1) Graf se ,roztdhne na dvojndsobek ve sméru osy y. Bude rostouct. 2) Graf se
ssmrskne na tretinu® ve sméru osy y. Bude rostouci. 3) Graf je zrcadlové prevrdceny podle
osy y. Bude klesajici. 4) Graf je zrcadlové prevrdaceny podle osy x. Bude klesajici. 5) Graf je
posunuty ve sméru osy x o 3 doleva. Bude rostouci. 6) Graf je posunuty ve sméru osy x o 2
doprava. Bude rostouct. 7) Graf je posunuty ve sméru osy y o 4 dolu. Bude rostouci. 8) Graf
je posunuty ve sméru osy y o 6 nahoru. Bude rostouci. 9) Graf se ,,smrskne“ ve sméru osy
x v poméru 1:3. Bude rostouci. 10) Graf se ,roztdhne“ ve sméru osy x v poméru 2:1. Bude
rostouct.



Priklad 3.4: S vyuzitim ulohy 3.3 rozlozte nasledujici funkce jako slozeni ” jednodussich” funkci.
1. f(z) = |3z — 8|+ 2,
2. g(x) = xi% + 2,
3. h(z) =log,y(2z + 3) — 5.

Nakreslete grafy téchto funkci. Rozhodnéte, zda jsou funkce rostouci, resp. klesajici, ptipadné
dejte priklad vhodnych intervali, na kterych je funkce rostouci, resp. klesajici.

Reseni: 1) f = fyo fyo fao fi, kde fi(x) = 3z, folz) =2 — 8, f3(z) = |z|, fa(z) =2+ 2.
Funkce f je rostouct na intervalu [%, o0) a klesajici na intervalu (—oo, g] 2)g=94093092091,
kde g1(x) = x + 5, ga2(x) = %, g3(x) = 3x, g4(x) = x + 2. Funkce g je klasajici na intervalech
(—00,—=5) a (5,00). 3) h = hyohgohyohy, kde hi(x) = 2z, ho(x) = x + 3, hg(z) = logyo(x),
hy(x) = x — 5. Funkce h je rostouci na celém definicénim oboru (—32,00).

Priklad 3.5:
1. Definujte (formélné) pojem ,funkce f je rostouci na intervalu 7.
2. Definujte formdlné ,maximalni interval, kde je funkce f rostouci®.

3. U funkci z prikladu 3.1, 3.2 a 3.4 zjistéte, na kterych maximélnich intervalech jsou rostouci,
resp. klesajici.

4. Zformulujte precizné tvrzeni, Ze slozeni rostoucich funkei (na intervalu) je rostouci funkce
(na intervalu) a vétu dokazte. Zejména si uvédomte, jaké vsechny predpoklady je tieba
uvést. Presnéji: pokud g je rostouci funkce na intervalu I, kde I C D(g), a déle f je
rostouci funkce na intervalu J C D(f), potom jesté musime néco predpoklddat o mnoziné
{g(z); x € I}, abychom mohli dokazat, ze f o g je rostouci na intevalu I.

Reseni: 1) Funkce f je rostouci na intervalu I jestlize (Vri, x5 € I)(21 < 29 = f(21) <
f(x2)). 2) I je mazimalni interval, kde je funkce f rostouct, jestlize (i) funkce f je rostouci na
I a (ii) pro libovolny interval J obsahugjici mnoZinu I, na kterém je f rostouct, plati J = 1.

3) Ad 3.1: 3.1.1: Rostouci na celém definicnim oboru D(f) = R. 3.1.2: Mazimdalni interval,
kde je funkce rostouct, je [—%,00). Mazimdini interval, kde je funkce klesagici, je (—oo, —3].

3.1.3: Mazimdalni intervaly, kde je funkce klesajici, jsou (—oo,1) a (1,00). 8.1.4: Maximdlni
interval, kde je funkce klesajici, je (—oo,—1]. Maximdlni interval, kde je funkce rostouct, je
[—1,00). 3.1.5: Rostouci na celém definicnim oboru D(f) = (—2,00). 3.1.6: Rostouci na celém
definicénim oboru D(f) = R. 3.1.7: Maximdlni interval, kde je funkce klesajici, je (—o0, —%}
Maximdlni interval, kde je funkce rostouct, je [—%, 00). 8.1.8: Mazimdalni intervaly, kde je funkce
rostouct, jsou I, = [(2k — 1), 2kn], kde k je libovolné celé cislo. Mazimdlni intervaly, kde je
funkce klesajict, jsou J, = [2km, (2k + 1)7], kde k je libovolné celé cislo. 3.1.9: Maximalni

intervaly, kde je funkce klesagici, jsou I, = (=5 + km, 5 + km), kde k je libovolné celé cislo.



Ad 3.2: Funkce je sudd a staci si tedy rozmyslet v kladné cdsti defini¢niho oboru. Mazximalni
intervaly, kde je f je klesajici jsou (1,4/11) a (v/11,00), Proto mazimdini intervaly, kde je
f rostouct, jsou (—oo, —/11) a (—v/11,—1). Ad 3.4: Intervaly zminéné v vesend prikladu 3./
Jsou mazimdlni intervaly, kde je funkce monotonni. 4) Tvrzeni: pokud g je rostouci funkce
na intervalu I, kde I C D(g), a ddle f je rostouci funkce na intervalu J C D(f) takovd, Ze
Hi(g) = {g(x);x € I} C J, potom fog je rostouci na intevalu I. Dikaz: pokud xq,x9 € I takové,
Ze xy < x9, potom (protoZe g je rostouci na I) g(xy) < g(x2). Odtud (protoze g(x1),g(x2) € J
a f je rostouci na J) dostavame f(g(x1)) < f(g(z2)).

Priklad 3.6: Nakreslete graf funkce
T
f(z) =2cos(3x + 5) -1
Urcete vSechny maximalni intervaly, na nichz je funkce klesajici (resp. rostouci). Urcete vSechna

x € R splaujici f(x) = 0. Urcete zejména, kolik je takovych redlnych ¢isel v intervalu (0, 27).
Re§en’[ Maximdlni intervaly monotonie: pro kazdé k € Z je f klesajici na intervalu I, =

[2nk—Z, §7T/{7+ Zl a rostoucz/na intervalu Jy = [3mk+%, 2mk+Z]. MnoZina vSech fesend rovnice
f( )=0 ]e je {gﬂ'k}—F Tk € LY U{3nk + fmk € Z}, 6 fesent lezi v intervalu (0,27), a to
7 u 35
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Priklad 3.7: Necht f a g jsou rostouci funkce na intervalu I, tj. zejména I C D(f) N D(g).
Rozhodnéte, zda je rostouci nebo klesajici funkce h danéd nésledujicim pfedpisem:

L h(z) = f(z) + g(z),
2. h(z) = f(z) — g(x),
3. h(z) = f(x) - g(x),

4. h(z) = —g(),

5. h(z) = g(x) - g(z),

6. h(z) = |g(z)],

7. h(z) = L

V pripadech, kdy odpovidate ,ano“, se pokuste o formalni dukaz. V ptipadech, kdy odpovidate
ne“, dejte protipiiklad a navic se pokuste (pridanim vhodnych predpokladu pro funkece f a g)
zformulovat platné tvrzeni.

Resend: 1) Rostouci. 2) Volbou f(x) = x, g(x) = 2z (pripadné naopak) vidime, e h neni ros-
touct, ani klesajici. Nejde ani prirozené opravit/doplnit. 3) Volbou f(x) = z, g(x) = x vidime,
Ze h neni rostouct, ani klesajici. Lze opravit: pokud H(f) C (0,00), H(g) C (0,00), pak je h



rostouct. 4) Klesagici. 5) viz 3. 6) Volbou g(x) = x vidime, Ze h neni rostouct, ani klesajici. Ro-
zumny predpoklad na doplnéni H(g) C (0,00), aby h bylo rostouct, tvrzeni trivializuje, protoze
potom g = h. Podobné H(g) C (—o0,0) vede ke klesajici funkci popsané predpisem v ¢dsti 4.
7) Volbou g(x) = x vidime, Ze h neni rostouct, ani klesagici. Lze opravit: pokud H(g) C (0, c0),
pak je h klesajict.

Priklad 3.8: Necht g je rostouci funkce na intervalu I, tj. zejména I C D(g) a necht ¢ € R je
pevné zvolené realné ¢islo. Rozhodnéte, zda je rostouci nebo klesajici funkce h dana nasledujicim
predpisem:

1. h(z) =g(x) + ¢,
2 W) = e gla),
3. h(z) =c-g(x).

Pozor, odpoveéd se muze lisit v zavislosti na paramatru c.
Reseni: 1) Rostouci. 2) Klesajici. 3) Pro ¢ > 0 je h rostouct; pro ¢ < 0 je h klesajici. (Pro
¢ =0 je h konstantni funkce.)

4 Vlastnosti monoténnich funkci, kvadratické funkce

Cviceni konana 27. a 29. 10., resp. 4.11. 2020.

Kontrola teseni a vysledku piikladu z minulé kapitoly.

Priklad 4.1: Udejte ptiklad rostoucich funkei f a g s definicnim oborem R takovych, ze
funkce h, dand predpisem h(z) = f(x) - g(x), je klesajici funkce na celém definiénim oboru
D(h) = R.

Ndapovéda: Pokuste se mejdrive nacrtnout grafy vasich funkci f, g a h. Poté se pokuste
vymyslet néjaky vhodny predpis pro tyto funkce (jako sloZeni elementdrnich funkci).

Resent: f(z) = g(z) = 5+, h(z) = &.
Priklad 4.2: Necht f je rostouci funkce na celém definiénim oboru D(f) = R s oborem
hodnot H(f) = (0,00). Uvazujme déle funkci g danou pfedpisem g(x) = x - f(z). Dokazte, ze
funkce g je rostouci na intervalu I = (0, 00).

V dukazu identifikujte krok, kde se vyuzije predpoklad H(f) = (0, 00), a déle krok, kde se
vyuzije predpoklad, ze I obsahuje pouze kladnd realna cisla.

Ukazte, Zze oba tyto pfedpoklady jsou nutné. Zejména dejte piiklad rostouci funkce f s
definicnim oborem D(f) = R, takové, ze H(f) obsahuje 0 nebo zédporné ¢islo, pro niz funkce



g(x) = z - f(x) neni rostouci na intervalu I = (0,00). Poté zformulujte podobné tvrzeni o
existenci funkce f v druhém ptipadé a dejte vhodny priklad takové funkce.

Resend: Pro libovolné x1, x5 € I, spliujici ©1 < w5 plati f(z1) < f(xg). Protoze x; > 0
dostavame x1 - f(x1) < x1- f(x2). Z 11 < x9 dostavame také, vzhledem k predpokladu f(xs) > 0,
nerovnost x1- f(xe) < xo- f(xs). Tedy celkem g(x1) = x1- f(z1) < 21+ f(22) < 2o+ f(22) = g(x2).

Protipriklady: (i) f(x) = x — 2 (2de H(f) obsahugje zdpornd ¢isla), pritom g(0) =0, g(1) =
—1, (ii) f(z) =2° (zde I = D(f) =R)), pritom g(—2) = —3 = g(—1).

Piiklad 4.3: Pomoci tipravy na ¢tverec odvodte “vzorecek” pro feSeni obecné kvadratické
rovnice
ar® 4+ bx +c =0,

kde a,b,c € R, a # 0. Nacrtnéte graf kvadratické funkce f(z) = ax® + bz + ¢ pro a > 0 a pro
a < 0. Urcete, jaké maximum nebo minimum tato funkce nabyvé a v kterém bodé.

Reseni: ax* +bx +c=a(z’ +2x+ <) =a ((m +2)2— 4a2 + ) ((x +2)2+ —4“fa§b2>.
Odtud pri oznaceni D = b>—4ac dostaneme q*—i—— = j:‘/; a ddle vzorecek v = _bif . Parabola
je otocend (,oteviend®) nahoru pro kladnd a, resp. dolu pro zapornd a. Vrchol“ pamboly je v

bodé 52, 4aiab |, tj. minimum/mazximum je 4acab =c— —a, kterého nabyvd v bodé 5>

Priklad 4.4: Urcete vSechny hodnoty parametru r» € R tak, aby dana nerovnost platila pro
viechna z € A. (Kreslete si, jak musi vypadat grafy piislusnych kvadratickych funkei.)

a) (r+4)z> —2rz+2r—6<0, A=R.

b) ra? — 4z +3r+1>0, A= (0,00).

c) (r—2)2 +rx+1—r>0, A= (0,00).

d) (z—3r)(z—r—-3) <0, A=1,3].

Reseni: a) r € (—o0,—6), b) r € (1,00), ¢) nemd 7esent, d) r € (0,1/3).

Piiklad 4.5: Urcete vSechny hodnoty parametru r € R tak, aby nerovnost
(re—1)(z+7r) <0
platila pro vSechna x € A.

) =(0,1).
(=
c) A=(=2,2).
d) A= (0,

Reseni: a) r € [0,1], b) r =1, ¢) nemd 7esend, d) r = 0.

00).



Piiklad 4.6: Urcete, kdy pro feseni x; < xo rovnice
22 —2(2a+ Dx +ala—1)=0

plati 1 < a < x9. Napovéda: Vyznacte na grafu prislusné kvadratické funkce jeji hodnotu v a.
Reseni: a € (—o0, —3) U (0, 00).

Priklad 4.7: Urcete, kdy pro feSeni x; a xo rovnice
(a—2)2* —2(a+3)z+4a=0

plati z1 > 3 a x5 < 2.
Reseni: a € (2,5).

Priklad 4.8: Urcete, pro kterd a € R ma nasledujici polynom dvojnésobny kotfen
(2a — 5)z* — 2(a — 1)z + 3.

Reseni: a = 4.

Piiklad 4.9: Najdéte nejmensi celé ¢islo k, pro néz ma rovnice
2 =2k +2)z+ 124+ k=0
dvé ruzné redlna reseni.

Reseni: k = 3, diskriminant D = 16(k — 2).

Piiklad 4.10*: Naleznéte kvadratickou rovnici s celo¢iselnymi koeficienty, jejimz jednim fesenim

je

V-3
VBB
Reseni: 1 = 4 — \/ﬁ, To =4+ \/E, rovnice > — 8x + 1 = 0.

T

Piiklad 4.11*: Ogznacme

a=1/3V21+8, b=1/3v21-8.

Dokazte, ze soucin i rozdil téchto dvou realnych cisel je celociselny a urcete jej. Zjednoduste
algebraické vyrazy pro ¢isla a a b tak, aby obsahovala kromé celych ¢isel a obvyklych operaci
jiz pouze druhé odmocniny.

Ndpovéda: Napiste si kvadratickou rovnici s dvojici resent a, —b.

Reseni: ab="5, a — b= 1. Potom a = @, b= @



Prvni vnitrosemetralni pisemka

Psana dne 12.11.2020 na obsah kapitol 1, 3 a 4.

1. Ctverec. Nechf M je mnozina bodii v roviné, které jsou uvnit (tj. nikoli na strandch) ¢tverce
se stfedem v bodé [4, 3], stranou délky 2, jehoz ihlopricky jsou rovnobézné s osami x a y. Napiste
mnozinu M formdlné (tj. body roviny o soutadnicich, které spliuji vhodné nerovnosti). Urcete
déle vSechny body s celo¢iselnymi soutfadnicemi, které mnozina M obsahuje.

Reseni: Délka uhlopricky je 2v/2, proto jsou vrcholy cétverce v bodech [4 — /2,3],[4,3 +
V2], [4+V/2, 3], [4,3—/2]. Smérové vektory stran jsou (1,1) a (1, —1) a jsou na sebe kolmé, proto
magji primky prochdzejici stranou rovnici bud x —y = d (pro dvojici stran se smérnici (1,1)),
nebo x +y = d (pro dvojici stran se smérnici (1,—1)), kde vhodné d se dopocitd dosazenim
vrcholii. Dvojice nerovnosti x —1y > 1 — /2, x —y < 1+/2 (0stré nerovnosti zde jsou, protoZe
nds zajimd vnitiek ctverce bez stran) lze vyjddrit ekvivalentné podminkou |x —y — 1| < /2.
Podobné dostaneme pro druhou dvojici stran, resp. primek, podminku |z +y — 7| < /2. Proto
M = {[z,y]; |lt—y—1] < V2,|z+y—T7| < v2}. Dile MNZxZ = {[4,3],[3,3],[5,3], [4, 2], [4, 4]}

2. Funkce. Méjme funkci f(z) = @ Urcete jeji definiéni obor, obor hodnot, nacrtnéte
jeji graf a urcete, na kterych maximalnich intervalech je tato funkce rostouci nebo klesajici.
Resend: D(f) =R\ {3}, H(f) = (0,00). Funkce je rostouct na intervalu (—oc, 1) a klesajict
na intervalu (%, o0). [Graf zhruba vypadd jako hyperbola, kterd md levou vétev preklopenou do
druhého kvadrantu a posunutou o 1 smérem nahoru, a obé vétve posunuté doprava, nebot funkce

nent definovand v bodé % — pro doplnéni uved'me, Ze lim,_,_ oo = 1, lim, 10 = 00, lim, o = 0./

3. Kvadraticka nerovnost. Urcete vsechny hodnoty parametru r € R tak, aby nerovnost
(r —2)a? + roz + 3r + 2 > 0, platila pro viechna x € [3, 5].

Resent: (i) V pripadé v > 2 je grafem funkce f(z) = (r — 2)2® + ro + 3r + 2 parabola
,otevrend nahoru® (funkce je konvexni) a vzhledem k tomu, Ze md vsechny koeficienty (1j.
r—2,r a3r+2) kladné, tak nabyvd funkce f na intervalu (0,00) kladnych hodnot. Tim spise
plati nerovnost (r — 2)x® + rz + 3r +2 > 0 pro vsechna x € [3,5]. (i) V pripadé r = 2 je
funkce f(x) = 2x + 8 a nerovnost 2x + 8 > 0 opét plati dokonce pro vsechna kladnd redlnd
¢isla. (iii) V pripadé r < 2 je grafem funkce f(x) = (r —2)a® +rx + 3r + 2 parabola , oteviend
doli* (funkce je konkdvni). Proto je podminka Nz € [3,5] : f(x) > 0 ekvivalentni podmince
Lf(3) >0A f(5) > 0% Po dosazeni dostanem pozZadavky 157 — 16 > 0 a 33r — 48 > 0 a tedy
r € (%, 2) (protoze Tesime pripad (iii) a i—g < g—g = %) Celkovd odpovéd’ (spojenim viech tii
moznosti vyse) je: r > 13.

4. Monotonie. Méjme funkei f(z) s definicnim oborem D(f) = R a oborem hodnot H(f) =
(0,7/2) a predpokladejme, ze f(z) je klesajici na celém definiénim oboru.
a) Dokazte, ze pak funkce cos(f(z)) je rostouci na celém defini¢cnim oboru.

b) Rozhodnéte o chovéni funkce g(z) = % na intervalu (0, 7/2). Mozné odpovédi jsou,



ze funkee g(z) je na tomto intervalu bud rostouci nebo klesajici nebo se takto chova jen
na ¢dsti daného intervalu nebo monotonie zavisi na volbé funkce f(x). Odpoved je vzdy
treba dokazat.

Reseni: a) Pro libovolnd 1, xs € R, takovd Ze xy < x4, mdme f(x1) > f(xs) (nebot f(x)
je klesagici funkce na celém definicnim oboru R), z éehoz vyplyvd, Ze cos(f(x1)) < cos(f(z2))
(nebot cosx je na intervalu (0,m/2) klesajici). b) Oznacme h(x) = cos(x — 7/2), coZ je na
intervalu (0,7/2) funkce rostouci a kladnd; pak pro x; < x5 z nerovnosti h(zy) < h(xs) a
f(x1) > f(x2) dostaneme h(zy)f(xa) < h(xg)f(z1) a odtud h(xq)/f(x1) < h(z2)f(xs) (nebot
f(z) nabyvd pouze kladngch hodnoty). Tedy cos(x — w/2)/f(x) je rostouct funkce na (0,7/2).

5. Jednociferna ¢isla. Necht a,b, ¢, d jsou rizné jednocifernd kladna celd ¢isla takovd, Ze 3
déli a® + b + ¢ + d?. Dokazte, Ze potom a? + b? neni délitelné 3.

Reseni: Po déleni 3 ddvd druhd mocnina celého cisla n zbytek 0 (v pripadé, kdy n je
délitelné 3) nebo 1 (v pripadé, kdy n neni délitelné 3). ProtoZe jsou nmase jednocifernd cisla
ruznd, nemohou byt vSechna ctyri deélitelna 3. Je tedy délitelné 3 prdvé jedno z nich. Soucet
a’? 4+ b? tak po déleni 3 ddvd zbyek 1 nebo 2.

5 Funkce s absolutni hodnotou,
racionalni koreny celoc¢iselnych polynomiu

Cviceni konana 3.11, 11.11. a 12.11. 2020.

Priklad 5.1: Uvazujme funkci f : R =+ R danou predpisem
flx) =22 = 3| — |z +2[+ |10 — 3z| — 1.
1. Nakreslete graf funkce f : R — R na intervalu [—5, 5].
2. Najdéte obor hodnot funkce f.
3. Urcete maximalni intervaly, na kterych je funkce f monotonni.
4. Urcete, pro kterd z € R plati f(x) < 2.

Reseni: 2) H(f) = [-%,00). 8) Klesajici na intervalu (—o0, 2], rostouci na intervalu

(9 00). 4) {z € R; f(z) <2} = (4,9). e

Piiklad 5.2: Reste v R rovnice

L |lz+1] —|z|+ 3|z — 1| = 2|z — 2| = |z + 2|,



|2* —dz| +3

=1
2% + |x — 5|
Reseni: 1) x € (—o0, —2] U [2,00). 2) x € {~2/3,1/2,2}.

Piiklad 5.3: Uvazujme dvé funkce f,g: R — R dané predpisy
fla)=[lz+1[+ |z — 1]
1. Nacrtnéte grafy funkei f a g.

o 9@ =lle 1] = e 1]

Najdéte obor hodnot téchto funkci.
Najdéte maximalni intervaly, na kterych je funkce f rostouci, resp. klesajici.

Najdéte maximalni intervaly, na kterych je funkce g rostouci, resp. klesajici.

ool W N

Urcete vSechna feseni nerovnice g(z) < f(x), tj.

e +1 =]z —1]| < |le+1]+]z—1]].

Reseni: 1) Pro x € (—o0,—1] je f(x) = —2x, pro x € [-1,1] je f(z) = 2, pro = € [1,00)
je f(x) = 2x. Pro z € (—oo,—1] je g(x) =2, pro x € [—1,1] je g(x) = |2z|, pro x € [1,00) je
flx) =2. 2)H(f) = [2,00), H(g) = [0,2]. 8) Mazximdlni interval, kde je funkce f klesajici je
(—o00, —1]. Mazimdlni interval, kde je funkce f rostouct je [1,00). 4) Maximdlni interval, kde je
funkce g klesajici je [—1,0]. Mazimdlni interval, kde je funkce f rostouci je [0,1]. 5) Nerovnost
plati pro viechna x € R kromé ¢isel —1,1 (pro néz plati f(—1) = g(—1) =2 = f(1) = g(1)).

Priklad 5.4": Urcete vSechna x € R, pro ktera plati

’x—i— ’21.

z+1

Reseni: v € R\ {—1}

Priklad 5.5: Najdéte néjaky polynom s celociselnymi koeficienty,
1. jehoz koteny jsou 0,1, —1/2,
2. jehoz jediny realny koren je —1, ale stupen polynomu je vétsi nez 1,
3. ktery ma trojnasobny koten 1,
4. jehoz kofeny jsou v/2, —1 a pripadné dalsi redlnd éisla.

Resend: 1) Napr. 2°(x—1)(2241). 2) Napr. (x+1)3 nebo (z*+1)(x+1). 3) Naps. (z—1).
4) Napr. (z* —2)(z +1).



Priklad 5.6: Dokazte kritérium pro racionalni kofeny polynomu s celociselnymi koeficienty:
Pokud zlomek ve zkriaceném tvaru § je kofenem polynomu f = a,2" +a,_ 12" '+ - -+ a1z +ag
s celo¢iselnymi koeficienty, potom p | ag a q | a,.
Resent: Z rovnosti f(g) = 0 dostaneme prondsobenim ¢islem g™ rovnost a,p™ + a,_1p" tq+
Un2p" 72" + -+ apg" T+ aog” = 0. Tedy aog” = —anp" — an1p""'q — anop"?q* —
- — a1pq™ Y, kde vsechny scitance (vsechny tyto séitance jsou celd ¢isla) na pravé strané
jsou délitelné p, a proto p déli apq™. ProtoZe p a q jsou nesoudélnd cisla (§ je totiz zlomek
ve zkrdceném tvaru), dostdvame, Ze p déli ag. Podobné se dokdze q | a, z rovnosti a,p" =

—n 1" = Anop" TR — s — aapq" T — agg”.

Priklad 5.7: Najdéte vSechny racionalni kofeny polynomu:
1. 22 + 2% — 42 — 3,
2. 2723 4+ 272% — 4,
3. 4ot + 723 + 222 + Tz — 2.
Resend: 1) Adepti podle kritéria: j:l,i?),j:%,:t%. Vyjde dvojnasobny koren —1, a jedno-

duchy koren 3, tedy 22° 4+ 2% — 4z — 3 = (x + 1)*(2z — 3). 2) Adepti podle kritéria: £, kde

p€{1,2,4,—1,-2,—4} a q € {1,3,9,27}. Vyjde dvojndsobny koren —%, a jednoduchy koren
5, tedy 2723 4+ 272% — 4 = (3w 4 2)*(3x — 1). 3) Adepti podle kritéria: +1,+2,+%, +1. Vyjdou
jednoduché koreny —2 a 1, coZ ddvd 4a* + T2 + 22 + Tz — 2 = (dz — 1)(z + 2) (22 + 1) (a tedy
dalsi koteny jsou komplexni éisla i a —1).

Priklad 5.8: Urcete vSechny hodnoty parametru a € R tak, aby obé rovnice mély aspon

jedno spole¢né tesSend.
?*+ar+8=0, z*4+x+a=0.

Reseni: a = —6

Priklad 5.9: Urcete vSechny hodnoty parametru a € R tak, aby obé rovnice mély aspon
jedno spole¢né feseni.

(1—2a)z*> —6ax —1=0, az’—z+1=0.

Reseni: a = —3/4, 0, 2/9



6 Priklady s odmocninami, Vietovy vztahy

Cviceni konand 10.11., 18.11. a 19.11. 2020.

Piiklad 6.1: Reste v R rovnice:
1. Vz+l-—1=+z—Vz+3,
2. V3rx+4+ vV —4=2x,
3. V3 +2=+br+3+2V2zx + L
Reseni: a) 8, b) 4, ¢) —1/2.

Piiklad 6.2: Reste v R nerovnice:
1.3>2+3-V1—2a2
2. Vo +3—+vVr—1>+2z—1,
3. 1>z +VA4—2a2
4. V22 +1—V2x —1>Vo+4—+Va+2
Resend: 1) [~1,0)U (3/5,1]. 2) [1,3/2). 3) [-2,1(1 — v7T)]. 4) [1,3).

Piiklad 6.3: Oznacme z1, o Feseni rovnice 322+ 8z +4 = 0. Aniz danou rovnici fesite, urcete
1,42 )
¢islo:
2 2
1. x7 + 73,
3 3
2. x{ + x5,

3. 2 +1

T1 T2’

4. 1 — Tog,

2 2
5. x1x9 + 1173,

2 2
6. 7 — 3.

Resend: 1) %2, 2) —21.3) —2. /) 3 nebo —3. 5) —32. 6) 32 nebo —2.



Piiklad 6.4: Oznaéme z;, 79, 23 feseni rovnice 2® + 322 — 72 — 6 = 0. Aniz danou rovnici
fesite, urcete cislo:

1. 22+ 22 + 22,
2% a3 + 1 + a3,
3. =+L+=
4. (Il — .%'2)2 + (.TQ — :[‘3)2 + (133 - I1)2,
5. 222 + 2wl + xial.
Reseni: 1) 23. 2) —=72. 3) —%. /) 60. 5) 85.
Piiklad 6.5*: Nechf polynom x® + az? + bx + ¢ mé tii kladné kofeny. Dokazte, Ze a® < 27c.

Resend: Soucet korent —a i soucin —c jsou kladnd ¢isla. Podle AG nerovnosti z prikladu 2.12
plati —a/3 > /—c. Umocnénim na tieti a prondsobenim —1 dostaneme poZadovanou nerovnost.

Puvodni piiklad 6.6. byl odsunut na neurcito, rozhodné nebude v druhém semestralnim
testu.

7 Exponencialni a logarimické funkce

Cviceni konand 24. az 26. 11. 2020.

Priklad 7.1: Mocniny a exponencialni funkce a”.

1. Proa > 0 an € Z definujte a™.

2. Je-li a > 1 redlné c¢islo a n < m cela cisla, pak a™ < a™. Dokazte.

3. Proa > 0 realné a x = %, p € Z, q € N definujte a”.
4.* Pro a > 0 realné a x,y racionalni, dokazte, ze a®a¥ = a®¥ a (a®)? = a™.

5. Proa > 1 a z € R definujeme a® = sup{a? € R; y € Q,y < x}. Udélejte totéz pro
ae (0,1).

6.* Dokazte, ze funkce a® je rostouci pro a > 1 a klesajici pro a € (0,1).
7.* Pro a > 0 redlné a z,y redlnd, dokazte, ze a®a? = a®¥ a (a*)? = a™.
8. Nakreslete graf exponencialni funkce pro ruzna a.

Resend: Vétsina podpiikladi je znacné ndroénd. Rozhodné priklad presahuje pozadavky k ukonéend
tohoto predmétu, a proto nebude tento typ prikladu v pisemkdch.



Priklad 7.2: Logaritmicka funkce log, .

1.
2.
3.

Definujte inverzni funkci k funkei f.
Definujte log, x jako inverzni funkci k exponencidlni funkci a®.

Jak je to s monotonif logaritmické funkce? Nakreslete grafy logaritmické funkce pro ruzné
zaklady.

Priklad 7.3: Z vlastnosti exponencidlnich funkei dokazte tyto vlastnosti logaritmickych funkei:

1.

2.

d.

6.

log, (zy) = log, x + log, y.

log,, % = log, x — log, v.

. log,(z¥) = ylog, .

_ logyx
log, x = Toga”

_ 1
loga b = @.

bloga c _ Cloga b'

Dopliite vzdy chybéjici predpoklady na pouzité parametry a, b, c, z,y.

Piiklad 7.4: Urcete

1

\)

6.

7.

491—% log, 25

log (log Vi W)

1
. 81less3,

log, % + log, %

32 logs 2+logs 5

1 1 1
logy 3 + log, 9 logg 3 °

3610g6 5 + 101—log102 o 310g9 36'

Reseni: 1) 2. 2) —1. 3) 625. 4) 0. 5) 20. 6) —logy 2. 7) 24.



8 Exponencialni a logarimické funkce — dokonceni

Cviceni konand 1. az 3. 12. 2020.

Priklad 8.1: Pomoci ¢isel a, b, ¢ vyjadiete x:
1. © =logy5p40; a =log,5.
2. z =logg16; a =log, 27.
3. leogﬁ; a=1log2, b=1og3, ¢c=logh.

4. v =1log 40 63; a=1logy,3, b=logyb, c=log;?2.

Resent: 1) £5. 2) 4350 5) —(2a+b+20). 4) Gt

Pifklad 8.2: Reste v R rovnice:
1. 4% 422+ =24,
2. |x|” 2 = 1.
3.6-9"=13-6"+6-4" =0.
L@ yI=o
Reseni: 1) 2. 2) —1,1,2. 3) 1, —1. 4) 1 (lze snadno ukdzat, Ze md prdavé jedno Fesend).

Piiklad 8.3: Reste v R rovnice:
1. logh +log(z 4+ 10) = 1 — log(2x — 1) + log(21z — 20).
2. logy s, #* — 14log¢, 2° + 401log,, /z = 0.
3. 15853 . pl+logs(92) —
4. log/1T+ +3logy/1—z =logyv/1— 22 +2.
Reseni: 1) 3/2, 10. 2) v/2/2, 1, 4. 8) 1/15, 1/3. 4) nemd 7esen.



Piiklad 8.4: Reste v R nerovnice:
1 1
L 55 < so
2. 8% +18* —2-27* > 0.
3. log(,_9) (27 — 3) > log,_4)(24 — 6x).
4. glog:v > 9

Resend: 1) (—1,1]. 2) (—00,0). 3) (2,3) U (27/8,4). 4) (0,1/2) U (2, 00).

Druha vnitrosemetralni pisemka

Psana dne 10.12.2020 na obsah kapitol 5-8.

1. Absolutni hodnota. Reste v R rovnici |22 — 42 — 5| — 3 = 2% + |z — 4].
Reseni: v € {—4,1/2,2}.

2. Kvadraticka soustava. Urcete vSechny parametry a € R takové, ze ma nasledujici dvojice
rovnic néjaké spoleéné realné tesent:

ar’+r4+a=0, z*+ar+a=0.

Reseni: a =0 a a = —1/2. Kdybychom nevyzadovali x € R, bylo by fesenim i a = 1.

3. Odmocniny. Reste v R nerovnici vz + 2 — vz — 1 > /22 — 3.
Reseni: x € [3/2,2).

4. Logaritmy. a) Reste v R rovnici logz 2 - logy x = 3.
b) Vyuzijte piedchozi vysledek a vyfeste rovnici log(|z| 4+ 1)? - logg(]z| + 1) = 3.
Reseni- a) x =3V3 nebox =3"V3.0) 2 =33 -1 az=-3"3+1.

9 Goniometrické funkce

Cviceni konand 8. az 10. 12. 2020.

Piiklad 9.1: Odvodte zékladni vztahy:
1. sin?2 + cos’z = 1,
2. sin(—x) = —sinz, cos(—x) =cosz, tg(—z)=—tgx,

3. sin(z 4 27w) =sinz, cos(z+27) =cosz, tg(x+7)=tguz,



4. sinx = sin(m — z) = —sin(7 + x) = —sin(27 — x),
5. cosx = —cos(m — x) = —cos(m + x) = cos(2m — z), tgx = —tg(mr — x).

T _

6. cosx = sin(z + §) = sin(§ — ), sinx = cos(

T _

5 —T).

Piiklad 9.2*: Predpoklddejme, Ze plati € = cosx + isinx, kde z je libovolné redlné &fslo.
Daéle predpokladejme, Ze pro umocnovani redlného ¢isla e na komplexni ¢isla plati obvyklé
vlastnosti pro umociiovani. Odvod'te souétové vzorce

sin(x 4+ y) =sinx cosy + cosxsiny, cos(z +y) = cosxcosy —sinxsiny.

Souctovych vzorcu vyuzijte k odvozeni vzorcu (e) a (f) z predchoziho piikladu.

Piiklad 9.3: Odvodte déle vztahy:

1. sin2z = 2sinx cosz, cos2z = cos® z — sin® z,

2. sinx+siny:2sinx7”cosxz;y, cosx+cosy:2cosx—;”’cosx—;/,
inT—siny = 2sin =¥ Tty _ — _9qin Y gip =Y
3. sinx —siny = 2sin =% cos =*, €OST — Cosy = —28in =~ sin —*.

Ndpovéda: V édstech (2) a (8), napiste t = a+  ay =« — 5 a pouZijte souctové vzorce.

Priklad 9.4: Za predpokladu, ze vyrazy davaji smysl, dokazte nasledujici rovnosti. Popiste,
pro které hodnoty tyto rovnosti plati.

L tg(z +y) = {5000,

tgx—t
2. tg(z —y) = —lftxgmggyy,

3. tgz-tg (5 +2) =—1.

Priklad 9.5: Odvod'te nésledujici vztahy (a promyslete, pro které hodnoty = € R plati):

. 2tg £
1. sine = —2+
1+tg? 57
1-tg2 &
2. COST = —52
1+tg2 37

2tg §
3. tgzr = 7 T



Piiklad 9.6: Za predpokladu, ze vyrazy na obou stranach rovnosti davaji smysl, dokazte:

1. sinztcosz __ 1—|—tgx+tg2x—|—tg3:13,

cos3

9. lisin2z _ tg(5 + ),

cos 2x

3. tg3xz _ 3—tg2zx

tgx ~  1-3tg2x’
l1—cos2z+4sin2x __
4. 1+cos2z+sin2x tgl’,
5. cos®z — sin® z = 1(3 + cos? 2z) cos 2z,

6. sinz cos(y — ) + coszsin(y — ) = siny.

Priklad 9.7: Vypoctéte bez kalkulacky:
1. cos15°,
2. tg75°,
3. tg20° + tg40° + /3 tg 20° tg 40°,
4. sin 160° cos 110° + sin 250° cos 340° 4 tg 110° tg 340°,

fon 3T i T to0 3T i 2T to T G3an 3T
5. sin 10 Sin 10 Sin 5 Sin 5 4+ sin 10 Ssin 10"

Ndpovéda: 1) 15 = 45—30. 2) 75 = 454 30. 3) pouZijte vztah 9.4-1 pro argumenty 20° a 40°. 4)
pouZijte vztahy z prikladu 9.1 na posunuti argumenti do zdkladniho intervalu. Potom souctovy
vzorec na soucet pronich dvou élent a vzorec z 9.4-3 na treti s¢itanec. 5) pouZijte posledni vzorec
2 9.3-3 v opacném smeru.

Resent: 1) ¥2.(1++/3). 2)2++/3. 3)V/3. 4) 0. 5) 0.
Piiklad 9.8*: Dokazte, ze pro vnitini uhly «, 5, trojihelnika plati:

cos a + cos [ + cosy —1+4sin%sin§sin%.



