
M1130 — Př́ıklady ze cvičeńı a domáćı úlohy na procvičeńı

• Jde o seznam typových úloh, které se prob́ıraj́ı na cvičeńı a daľśıch obdobných úloh na procvičeńı
za domáćı úlohu. Na ṕısemkách se objev́ı výhradně modifikace př́ıklad̊u z této sb́ırky a jim
obdobné př́ıklady.

• Př́ıklady označené hvězdičkou jsou určeny pro studenty, kteř́ı by se na cvičeńı př́ılǐs nudili a jsou
zde uvedeny pouze jako doplňuj́ıćı př́ıklady, které nebudou obsahem ṕısemek.

• Program jednotlivých cvičeńı si sestavuj́ı vyučuj́ıćı sami a mohou se lǐsit i v rámci jednotlivých
cvičeńı jednoho vyučuj́ıćıho.

• Velké množstv́ı př́ıklad̊u je převzato ze sb́ırky
”
Seminář ze středoškolské matematiky“ autor̊u

Herman, Kučera, Šimša (skriptum MU, 2004). Daľśımi př́ıklady přispěli doc. Čadek, dr. Kruml
(oba v roce 2019), doc. Šilhan (2020) a doc. Kĺıma (2019-2020).

Aktuálńı verze sb́ırky ze dne 3. listopadu 2020.

1 Úvodńı hodina - zápis množin

Cvičeńı konaná 6. až 8. 10. 2020.

Př́ıklad 1.1: Pomoćı množinového zápisu zapǐste následuj́ıćı množiny definované slovně:

1. Množinu všech přirozených č́ısel, která jsou dělitená třemi.

2. Množinu všech celých č́ısel, která dávaj́ı po děleńı osmi zbytek 5.

3. Množinu všech (kladných) reálných č́ısel, jejichž druhá mocnina je větš́ı než 3.

4. Množinu všech (kladných) reálných č́ısel, jejichž druhá mocnina je menš́ı než jejich trojnásobek.

5. Množinu všech dvojic reálných č́ısel, kde prvńı je trojnásobkem druhého.

6. Množinu všech dvojic kladných reálných č́ısel, kde prvńı je větš́ı než trojnásobek druhého.

7. Množinu všech trojic přirozených č́ısel, která mohou být délkami stran pravoúhlého trojúhelńıka.
Je tato množina prázdná?

Řešeńı: 1) {3k | k ∈ N}, 2) {8k+ 5 | k ∈ Z}, 3) {x ∈ R | x2 > 3} = (−∞,−
√

3)∪ (
√

3,∞),
resp. {x ∈ R | x >

√
3} = (

√
3,∞), 4) {x ∈ R | x > 0, x2 < 3x} = (0, 3) = {x ∈ R | x2 < 3x}

– pro záporná x totǐz plat́ı 3x < 0 < x2, 5) {[3y, y] | y ∈ R} = {[x, x
3
] | x ∈ R} – př́ımka se

směrnićı 1
3

procházej́ıćı počátkem, 6) {[x, y] | x, y ∈ R, x > 3y > 0} – výseč v prvńım kvadrantu
mezi kladnou část́ı osy x a př́ımkou y = 1

3
x, 7) {[x, y, z] | x, y, z ∈ N, x2 + y2 = z2} ∪ {[x, y, z] |

x, y, z ∈ N, x2 + z2 = y2} ∪ {[x, y, z] | x, y, z ∈ N, y2 + z2 = x2}.



Př́ıklad 1.2: Pomoćı množinového zápisu zapǐste následuj́ıćı množiny definované slovně:

1. Množinu všech lichých přirozených č́ısel, která jsou dělitená 5.

2. Množinu všech dvouciferných celých č́ısel, která jsou dělitená 17.

3. Množinu všech reálných č́ısel x, která jsou řešeńım nerovnice x2 + 2x+ 1 > 0.

4. Množinu všech kladných reálných č́ısel, jejichž třet́ı mocnina je menš́ı než jejich druhá
mocnina.

5. Množinu všech dvojic přirozených č́ısel, kde prvńı děĺı druhé.

6. Množinu všech dvojic celých č́ısel, která se navzájem děĺı, tj. prvńı děĺı druhé a naopak.

7. Množinu všech čtveřic celých č́ısel, kde třet́ı je součtem prvńıch dvou a čtvrté je součinem
prvńıch tř́ı.

Řešeńı: 1) {10k+5 | k ∈ N0}, 2) 2) {17k | k ∈ Z, k 6= 0, |k| < 6} = {±17,±34,±51,±68,±85},
3) {x ∈ R | x2 + 2x + 1 > 0} = R, 4) {x ∈ R | x > 0, x3 < x2} = (0, 1), 5) {[x, y] | x, y ∈
N, x | y} = {[x, kx] | x, k ∈ N}, 6) {[x, y] | x, y ∈ Z, x | y, y | x} = {[x, y] | x, y ∈ Z, |x| = |y|} =
{[x, x] | x ∈ Z} ∪ {[x,−x] | x ∈ Z}, 7) {[x, y, x+ y, xy(x+ y)] | x, y ∈ Z}.

Př́ıklad 1.3: Napǐste formálńı definice:

1. Celé č́ıslo a je sudé.

2. Celé č́ıslo a je liché.

3. Celé č́ıslo a je dělitelné třemi.

4. Celé č́ıslo a neńı dělitelné třemi.

5. Celé č́ıslo a je dělitelné č́ıslem b.

Řešeńı: 1) Existuje k ∈ Z takové, že a = 2k. 2) xistuje k ∈ Z takové, že a = 2k + 1. 3)
Existuje k ∈ Z takové, že a = 3k. 4) Nexistuje k ∈ Z takové, že a = 3k. 5) Existuje k ∈ Z
takové, že a = k · b.

Př́ıklad 1.4: Dokažte platnost následuj́ıćıch tvrzeńı pro libovolná celá č́ısla a a b.

1. Z č́ısel a, b a a+ b je aspoň jedno sudé.

2. Pokud je a+ b sudé, pak a− b je sudé.

3. Č́ıslo a+ b je sudé právě tehdy, když je sudé č́ıslo a− b.



4. Pokud je a+ b sudé, pak a2 + b2 je také sudé.

5. Pokud je a+ b liché, pak a2 + b2 je také liché.

6. Č́ıslo a2 + a je sudé č́ıslo.

Řešeńı: 1) Pokud a nebo b je sud0 tvrzeńı plat́ı. Pokud jsou obě liché, tj. a = 2k + 1 a
b = 2` + 1 pro vhodná celá č́ısla k, `, potom a + b = 2(k + ` + 1) je sudé a tvrzeńı opět plat́ı.
2) Protože a− b = (a+ b)− 2b, z předpokladu, že a+ b je sudé, vid́ıme, že a− b je rozd́ıl dvou
sudých č́ısel, a tedy sudé č́ıslo. 3) Předchoźı je jedna implikace. Pro druhou implikaci

”
pokud

je a − b sudé, pak je a + b sudé“ se stejným zp̊usobem využije vztah a + b = (a − b) + 2b. 4) i
5) Lze využ́ıt vztah a2 + b2 = (a + b)2 − 2ab. 6) Čı́slo a2 + a = a(a + 1) je součinem dvou po
sobě jdoućıch celých č́ısel, z nichž jedno je sudé. (Ve všech př́ıkladech lze rozeb́ırat možnosti zda
a = 2k nebo a = 2k + 1 apod.)

Př́ıklad 1.5: V následuj́ıćıch př́ıkladech zapǐste množinu M bod̊u v rovině, a pak určete
výčtem prvk̊u množinu všech dvojic celých č́ısel x a y takových, že [x, y] ∈M .

1. M je obdélńık, jehož tři vrcholy jsou [−2,−2], [−2, 0] a [1,−2].

2. M je trojúhelńık ABC, kde A = [3, 2], B = [1,−2] a C = [−1, 1].

3. M je množina bod̊u [x, y] v kruhu se středem (8, 3) a poloměrem 4, pro které nav́ıc plat́ı
x ≤ y.

4. M je pr̊unik trojúhelńıku, jehož vrcholy jsou počátek [0, 0] a body [0, 4] a [4, 0], s množinou
všech bod̊u [x, y], pro které plat́ı (x− y − 2)2 = 9.

5. M je tvořena body (x, y) rovnoběžńıku, jehož tři vrcholy jsou [0, 0], [−6, 0] a [4, 3], které
zároveň lež́ı pod př́ımkou y = x+ 1.

Pozn.: Body obdélńıku, trojúhelńıku atd. mı́ńıme body, které jsou bud’
”

uvnitř“ nebo
”

na hra-
nici“ tohoto útvaru. Rozmyslete si, jak by se řešeńı lǐsilo v př́ıpadě, kdybychom uvažovali pouze

”
vnitřńı“ body.

Řešeńı: 1) M = {[x, y] | x, y ∈ R,−2 ≤ x ≤ 1,−2 ≤ y ≤ 0},M∩Z×Z = {[−2,−2], [−2,−1],
[−2, 0], [−1,−2], [−1,−1], [−1, 0], [0,−2], [0,−1], [0, 0], [1,−2], [1,−1], [1, 0]}. Vnitřńı body: M ′ =
{[x, y] | x, y ∈ R,−2 < x < 1,−2 < y < 0},M ′ ∩ Z× Z = {[−1,−1], [0,−1]}. 2) M = {[x, y] |
x, y ∈ R, 3x+2y ≥ −1, 2x−y ≤ 4, x−4y ≥ −5},M∩Z×Z = {[−1, 1], [0, 0], [0, 1], [1,−2], [1,−1],
[1, 0], [1, 1], [2, 0], [2, 1], [3, 2]}. Vnitřńı body: M ′ = {[x, y] | x, y ∈ R, 3x + 2y > −1, 2x − y <
4, x − 4y > −5},M ′ ∩ Z × Z = {[0, 0], [0, 1], [1,−1], [1, 0], [1, 1], [2, 1]}. 3) M = {[x, y] | x, y ∈
R, (x − 8)2 + (y − 3)2 ≤ 16, x ≤ y}, M ∩ Z × Z = {[5, 5]}. Vnitřńı body: M ′ = {[x, y] | x, y ∈
R, (x − 8)2 + (y − 3)2 < 16, x ≤ y}, M ′ ∩ Z × Z = {[5, 5]}. 4) M = {[x, x + 1] | 0 ≤ x ≤ 3

2
},

M ∩Z×Z = {[0, 1], [1, 2]}. Vnitřńı body: M ′ = {[x, x+ 1] | 0 < x < 3
2
}, M ′ ∩Z×Z = {[1, 2]}.

5) M = {[x, y] | x, y ∈ R, 3x ≤ 4y, y−x < 1, 0 ≤ y ≤ 3},M ∩Z×Z = {[0, 0], [1, 1], [2, 2], [3, 3]}.
Vnitřńı body: M = {[x, y] | x, y ∈ R, 3x < 4y, y−x < 1, 0 < y < 3},M ∩Z×Z = {[1, 1], [2, 2]}.



2 Vyhodnoceńı vstupńıho testu

Cvičeńı konaná 13. až 15. 10. 2020.

Př́ıklad 2.1: Necht’ T = [r, s] je těžǐstě 4ABC, kde A = [2,−1], B = [−1, 3] a C = [5, 7].
Určete hodnoty r a s.

Řešeńı: r = 2, s = 3.

Př́ıklad 2.2: Necht’ S = 72 cm2 je povrch krychle vepsané do kulové plochy o poloměru r.
Určete hodnotu r.

Řešeńı: k = 15.

Př́ıklad 2.3: Necht’ M je množina všech reálných č́ısel, která splňuj́ı nerovnici |2x+1| < x+3.
Určete množinu M .

Řešeńı: M = (−4
3
, 2).

Př́ıklad 2.4: Komplexńı č́ıslo z je řešeńım rovnice z + |z| = 5 + (2 + i)2. Určete komplexńı
č́ıslo z2.

Řešeńı: z2 = −7 + 24i.

Př́ıklad 2.5: Č́ısla a, b ∈ R, a < b, jsou řešeńım rovnice x2 log x+3,5 = 100
√
x. Určete č́ıslo

k = ab2.
Řešeńı: k = 1

10
.

Př́ıklad 2.6: Necht’ č́ıslo c je součtem všech řešeńı rovnice cosx + sinx =
√

2 v intervalu
[0, 2π]. Určete hodnotu c.

Řešeńı: c = π
4

(jediné řešeńı v daném intervalu).

Př́ıklad 2.7: Určete počet všech lichých pěticiferných přirozených č́ısel, která neobsahuj́ı ve
svém zápisu cifru 9.

Řešeńı: 8 · 93 · 4.

Př́ıklad 2.8: Necht’ c = a2 + b2, kde a a b jsou délky poloos kuželosečky k o rovnici k :
3x2 + 5y2 + 6x− 20y + 8 = 0. Určete hodnotu c.

Řešeńı: c = 8.



Př́ıklad 2.9: Definujte, co je to aritmetický pr̊uměr n-tice reálných č́ısel a1, a2, . . . , an a co je
medián těchto č́ısel. Na př́ıkladech čtyř č́ısel ukažte, že někdy je medián menš́ı než aritmetický
pr̊uměr a jindy je tomu naopak.

Řešeńı: Pr̊uměr: a1+a2+···+an
n

. Za dodatečného předpokladu a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an je medián
roven an+1

2
pro liché (nepárne) n, resp. 1

2
· (an

2
+ an

2
+1) pro sudé (párne) n. Pro čvteřici 1,1,1,5

je medián 1 a pr̊uměr 2. Pro čvteřici 1,5,5,5 je medián 5 a pr̊uměr 4.

Př́ıklad 2.10: Pro n-tici kladných reálných č́ısel se definuj́ı kromě aritmetického pr̊uměru i
jiné pr̊uměry. Nejznáměǰśı je geometrický a harmonický pr̊uměr:

G(a1, a2, . . . , an) = n
√
a1 · a2 · · · · · an,

H(a1, a2, . . . , an) =
n

1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

.

Dokažte, že pro každá dvě kladná reálná č́ısla a1, a2 plat́ı A(a1, a2) ≥ G(a1, a2) ≥ H(a1, a2).
Pro která a1, a2 nastane rovnost? (A znač́ı aritmetický pr̊uměr č́ısel v závorce.)

Řešeńı: V platné nerovnosti (a1−a2)2 ≥ 0 přičteme (kladné č́ıslo) 4a1a2 k oběma stranám a
dostaneme (a1+a2)

2 ≥ 4a1a2. Po odmocněńı (opět se využije, že jsou obě a1 i a2 kladná č́ısla) a
poděleńı dvěma dostaneme nerovnost A(a1, a2) ≥ G(a1, a2). Pokud v této nerovnosti dosad́ıme
a1 = 1

b1
a a2 = 1

b2
, potom po poděleńı oběma stranami dostaneme G(b1, b2) ≥ H(b1, b2). Z

postupu je jasné, že pro a1 6= a2 lze psát nerovnosti ostré. Rovnost tedy nastává právě pro
dvojice a1 = a2, kdy A(a1, a2) = G(a1, a2) = H(a1, a2) = a1.

Př́ıklad 2.11∗: Jaká je pr̊uměrná rychlost auta, které jede n stejně dlouhých úsek̊u postupně
rychlostmi v1, v2, . . . , vn?

Řešeńı: H(v1, v2, . . . , vn)

Př́ıklad 2.12∗: Nerovnosti z př́ıkladu 2.10 plat́ı nejen pro dvojice, ale pro všechny n-tice
kladných reálných č́ısel. Dokažte, že z nerovnosti A ≥ G plyne nerovnost G ≥ H. Zkuste
dokázat nerovnost A ≥ G.

Řešeńı: To, že z nerovnosti A ≥ G plyne nerovnost G ≥ H lze ukázat stejně jako v řešeńı
př́ıkladu 2.10. Elementárně lze nerovnost A ≥ G dokazovat indukćı, kde pro n = 2 jsme jǐz pro-
vedli v př́ıkladě 2.10. Indukčńı krok je poměrně jednoduchý pro n = 2k, kdy se sečtou nerovnosti
A(a1, a2) ≥ G(a1, a2) = b1, A(a3, a4) ≥ G(a3, a4) = b2, . . . , A(an−1, an) ≥ G(an−1, an) = bk,
a potom se použije nerovnost A(b1, b2, . . . , bk) ≥ G(b1, . . . , bn). Z nerovnosti pro n = 2k (kde
jsme využili indukčńı předpoklad pro 2 a k), lze volbou a2k = A(a1, . . . , a2k−1) dokázat ne-
rovnost pro 2k − 1. (Poznamenejme, že s jistými znalostmi z matematické analýzy lze dostat
nerovnost také takto: ex je konvexńı funkce na intervalu (0,∞), proto plat́ı (Jensenova) nerov-

nost e
1
n
(x1+···+xn) ≤ 1

n
(ex1 + · · ·+exn), kde levá strana lze psát jako n

√
ex1 · · · · · exn. Po substutuci

exi = ai dostnaneme požadovanou nerovnost.)



3 Reálné funkce a jejich grafy

Cvičeńı konaná 20. 10. až 22. 10. 2020.

Zopakujte si, co je zobrazeńı množiny A do množiny B. O zobrazeńı do množiny reálných
č́ısel R budeme mluvit jako o funkci.

Př́ıklad 3.1: Určete definičńı obor a obor hodnot zadaných funkćı. Dále načrtněte graf a roz-
hodněte, zda je funkce injektivńı, surjektivńı (zobrazeńı ze svého definičńıho oboru) a zda je
rostoućı, resp. klesaj́ıćı.

1. f(x) = 2x+ 7,

2. f(x) = |3x+ 1| − x,

3. f(x) = 1
x−1 ,

4. f(x) = x2 + 2x+ 3,

5. f(x) = log10(x+ 2),

6. f(x) = 2x−3,

7. f(x) = (x− 1)2 + (x+ 2)2,

8. f(x) = 3 cosx,

9. f(x) = tan(−x).

Řešeńı: 1) D(f) = H(f) = R, injektivńı, surjektivńı a rostoućı. 2) D(f) = R, H(f) =
[1
3
,∞), neńı injektivńı, neńı surjektivńı, neńı rostoućı, neńı klesaj́ıćı. 3) D(f) = R\{1}, H(f) =

R \{0}, injektivńı, neńı surjektivńı, neńı rostoućı, neńı klesaj́ıćı. 4) D(f) = R, H(f) = [2,∞),
neńı injektivńı, neńı surjektivńı, neńı rostoućı, neńı klesaj́ıćı. 5) D(f) = (−2,∞), H(f) = R,
injektivńı, surjektivńı, rostoućı. 6) D(f) = R, H(f) = (0,∞), injektivńı, neńı surjektivńı,
rostoućı. 7) D(f) = R, H(f) = [9

2
,∞), neńı injektivńı, neńı surjektivńı, neńı rostoućı, neńı

klesaj́ıćı. 8) D(f) = R, H(f) = [−3, 3], neńı injektivńı, neńı surjektivńı, neńı rostoućı, neńı
klesaj́ıćı. 9) D(f) = R \ {π

2
+ kπ | k ∈ Z}, H(f) = R, neńı injektivńı, je surjektivńı, neńı

rostoućı, neńı klesaj́ıćı.

Př́ıklad 3.2: Funkce f je dána následuj́ıćım předpisem

f(x) =
1

log10(x
2 − 1)− 1

.

Najděte jej́ı definičńı obor jako podmnožinu reálných č́ısel. Najděte jej́ı obor hodnot.
Řešeńı: D(f) = (−∞,−

√
11) ∪ (−

√
11,−1) ∪ (1,

√
11) ∪ (

√
11,∞), H(f) = R \ {0}.



Př́ıklad 3.3: Zkoumejte, jak se měńı graf funkce y = f(x), když přejdeme k funkci:

1. y = 2f(x),

2. y = 1
3
· f(x),

3. y = −f(x),

4. y = f(−x),

5. y = f(x+ 3),

6. y = f(x− 2),

7. y = f(x)− 4,

8. y = f(x) + 6,

9. y = f(3x),

10. y = f(x
2
).

Je-li p̊uvodńı funkce rostoućı na svém definičńım oboru, co můžeme ř́ıci o nově vytvořených
funkćıch?

Řešeńı: 1) Graf se
”

roztáhne na dvojnásobek“ ve směru osy y. Bude rostoućı. 2) Graf se

”
smrskne na třetinu“ ve směru osy y. Bude rostoućı. 3) Graf je zrcadlově převrácený podle

osy y. Bude klesaj́ıćı. 4) Graf je zrcadlově převrácený podle osy x. Bude klesaj́ıćı. 5) Graf je
posunutý ve směru osy x o 3 doleva. Bude rostoućı. 6) Graf je posunutý ve směru osy x o 2
doprava. Bude rostoućı. 7) Graf je posunutý ve směru osy y o 4 dol̊u. Bude rostoućı. 8) Graf
je posunutý ve směru osy y o 6 nahoru. Bude rostoućı. 9) Graf se

”
smrskne“ ve směru osy

x v poměru 1:3. Bude rostoućı. 10) Graf se
”

roztáhne“ ve směru osy x v poměru 2:1. Bude
rostoućı.

Př́ıklad 3.4: S využit́ım úlohy 3.3 rozložte následuj́ıćı funkce jako složeńı ”jednodušš́ıch”funkćı.

1. f(x) = |3x− 8|+ 2,

2. g(x) = 3
x+5

+ 2,

3. h(x) = log10(2x+ 3)− 5.

Nakreslete grafy těchto funkćı. Rozhodněte, zda jsou funkce rostoućı, resp. klesaj́ıćı, př́ıpadně
dejte př́ıklad vhodných interval̊u, na kterých je funkce rostoućı, resp. klesaj́ıćı.

Řešeńı: 1) f = f4 ◦ f3 ◦ f2 ◦ f1, kde f1(x) = 3x, f2(x) = x− 8, f3(x) = |x|, f4(x) = x + 2.
Funkce f je rostoućı na intervalu [8

3
,∞) a klesaj́ıćı na intervalu (−∞, 8

3
]. 2) g = g4 ◦g3 ◦g2 ◦g1,

kde g1(x) = x + 5, g2(x) = 1
x
, g3(x) = 3x, g4(x) = x + 2. Funkce g je klasaj́ıćı na intervalech

(−∞,−5) a (5,∞). 3) h = h4 ◦ h3 ◦ h2 ◦ h1, kde h1(x) = 2x, h2(x) = x + 3, h3(x) = log10(x),
h4(x) = x− 5. Funkce h je rostoućı na celém definičńım oboru (−3

2
,∞).



Př́ıklad 3.5:

1. Definujte (formálně) pojem
”
funkce f je rostoućı na intervalu I“.

2. Definujte formálně
”
maximálńı interval, kde je funkce f rostoućı“.

3. U funkćı z př́ıklad̊u 3.1, 3.2 a 3.4 zjistěte, na kterých maximálńıch intervalech jsou rostoućı,
resp. klesaj́ıćı.

4. Zformulujte precizně tvrzeńı, že složeńı rostoućıch funkćı (na intervalu) je rostoućı funkce
(na intervalu) a větu dokažte. Zejména si uvědomte, jaké všechny předpoklady je třeba
uvést. Přesněji: pokud g je rostoućı funkce na intervalu I, kde I ⊆ D(g), a dále f je
rostoućı funkce na intervalu J ⊆ D(f), potom ještě muśıme něco předpokládat o množině
{g(x);x ∈ I}, abychom mohli dokázat, že f ◦ g je rostoućı na intevalu I.

Řešeńı: 1) Funkce f je rostoućı na intervalu I jestlǐze (∀x1, x2 ∈ I)(x1 < x2 =⇒ f(x1) <
f(x2)). 2) I je maximálńı interval, kde je funkce f rostoućı, jestlǐze (i) funkce f je rostoućı na
I a (ii) pro libovolný interval J obsahuj́ıćı množinu I, na kterém je f rostoućı, plat́ı J = I.
3) Ad 3.1: 3.1.1: Rostoućı na celém definičńım oboru D(f) = R. 3.1.2: Maximálńı interval,
kde je funkce rostoućı, je [−1

3
,∞). Maximálńı interval, kde je funkce klesaj́ıćı, je (−∞,−1

3
].

3.1.3: Maximálńı intervaly, kde je funkce klesaj́ıćı, jsou (−∞, 1) a (1,∞). 3.1.4: Maximálńı
interval, kde je funkce klesaj́ıćı, je (−∞,−1]. Maximálńı interval, kde je funkce rostoućı, je
[−1,∞). 3.1.5: Rostoućı na celém definičńım oboru D(f) = (−2,∞). 3.1.6: Rostoućı na celém
definičńım oboru D(f) = R. 3.1.7: Maximálńı interval, kde je funkce klesaj́ıćı, je (−∞,−1

2
].

Maximálńı interval, kde je funkce rostoućı, je [−1
2
,∞). 3.1.8: Maximálńı intervaly, kde je funkce

rostoućı, jsou Ik = [(2k − 1)π, 2kπ], kde k je libovolné celé č́ıslo. Maximálńı intervaly, kde je
funkce klesaj́ıćı, jsou Jk = [2kπ, (2k + 1)π], kde k je libovolné celé č́ıslo. 3.1.9: Maximálńı
intervaly, kde je funkce klesaj́ıćı, jsou Ik = (−π

2
+ kπ, π

2
+ kπ), kde k je libovolné celé č́ıslo.

Ad 3.2: Funkce je sudá a stač́ı si tedy rozmyslet v kladné části definičńıho oboru. Maximálńı
intervaly, kde je f je klesaj́ıćı jsou (1,

√
11) a (

√
11,∞), Proto maximálńı intervaly, kde je

f rostoućı, jsou (−∞,−
√

11) a (−
√

11,−1). Ad 3.4: Intervaly zmı́něné v řešeńı př́ıkladu 3.4
jsou maximálńı intervaly, kde je funkce monotónńı. 4) Tvrzeńı: pokud g je rostoućı funkce
na intervalu I, kde I ⊆ D(g), a dále f je rostoućı funkce na intervalu J ⊆ D(f) taková, že
HI(g) = {g(x);x ∈ I} ⊆ J , potom f◦g je rostoućı na intevalu I. D̊ukaz: pokud x1, x2 ∈ I takové,
že x1 < x2, potom (protože g je rostoućı na I) g(x1) < g(x2). Odtud (protože g(x1), g(x2) ∈ J
a f je rostoućı na J) dostáváme f(g(x1)) < f(g(x2)).

Př́ıklad 3.6: Nakreslete graf funkce

f(x) = 2 cos(3x+
π

2
)− 1.

Určete všechny maximálńı intervaly, na nichž je funkce klesaj́ıćı (resp. rostoućı). Určete všechna
x ∈ R splňuj́ıćı f(x) = 0. Určete zejména, kolik je takových reálných č́ısel v intervalu (0, 2π).



Řešeńı: Maximálńı intervaly monotonie: pro každé k ∈ Z je f klesaj́ıćı na intervalu Ik =
[2
3
πk− π

6
, 2
3
πk+ π

6
] a rostoućı na intervalu Jk = [2

3
πk+ π

6
, 2
3
πk+ π

2
]. Množina všech řešeńı rovnice

f(x) = 0 je je {2
3
πk + 11

18
π; k ∈ Z} ∪ {2

3
πk + 7

18
π; k ∈ Z}, 6 řešeńı lež́ı v intervalu (0, 2π), a to

7
18
π, 11

18
π, 19

18
π, 23

18
π, 31

18
π a 35

18
π.

Př́ıklad 3.7: Necht’ f a g jsou rostoućı funkce na intervalu I, tj. zejména I ⊆ D(f) ∩D(g).
Rozhodněte, zda je rostoućı nebo klesaj́ıćı funkce h daná následuj́ıćım předpisem:

1. h(x) = f(x) + g(x),

2. h(x) = f(x)− g(x),

3. h(x) = f(x) · g(x),

4. h(x) = −g(x),

5. h(x) = g(x) · g(x),

6. h(x) = |g(x)|,

7. h(x) = 1
g(x)

.

V př́ıpadech, kdy odpov́ıdáte
”
ano“, se pokuste o formálńı d̊ukaz. V př́ıpadech, kdy odpov́ıdáte

”
ne“, dejte protipř́ıklad a nav́ıc se pokuste (přidáńım vhodných předpoklad̊u pro funkce f a g)

zformulovat platné tvrzeńı.
Řešeńı: 1) Rostoućı. 2) Volbou f(x) = x, g(x) = 2x (př́ıpadně naopak) vid́ıme, že h neńı ros-

toućı, ani klesaj́ıćı. Nejde ani přirozeně opravit/doplnit. 3) Volbou f(x) = x, g(x) = x vid́ıme,
že h neńı rostoućı, ani klesaj́ıćı. Lze opravit: pokud H(f) ⊆ (0,∞), H(g) ⊆ (0,∞), pak je h
rostoućı. 4) Klesaj́ıćı. 5) viz 3. 6) Volbou g(x) = x vid́ıme, že h neńı rostoućı, ani klesaj́ıćı. Ro-
zumný předpoklad na doplněńı H(g) ⊆ (0,∞), aby h bylo rostoućı, tvrzeńı trivializuje, protože
potom g = h. Podobně H(g) ⊆ (−∞, 0) vede ke klesaj́ıćı funkci popsané předpisem v části 4.
7) Volbou g(x) = x vid́ıme, že h neńı rostoućı, ani klesaj́ıćı. Lze opravit: pokud H(g) ⊆ (0,∞),
pak je h klesaj́ıćı.

Př́ıklad 3.8: Necht’ g je rostoućı funkce na intervalu I, tj. zejména I ⊆ D(g) a necht’ c ∈ R je
pevně zvolené reálné č́ıslo. Rozhodněte, zda je rostoućı nebo klesaj́ıćı funkce h daná následuj́ıćım
předpisem:

1. h(x) = g(x) + c,

2. h(x) = c− g(x),

3. h(x) = c · g(x).

Pozor, odpověd’ se může lǐsit v závislosti na paramatru c.
Řešeńı: 1) Rostoućı. 2) Klesaj́ıćı. 3) Pro c > 0 je h rostoućı; pro c < 0 je h klesaj́ıćı. (Pro

c = 0 je h konstantńı funkce.)



4 Vlastnosti monotónńıch funkćı, kvadratické funkce

Cvičeńı konaná 27. a 29. 10., resp. 4.11. 2020.

Kontrola řešeńı a výsledk̊u př́ıklad̊u z minulé kapitoly.

Př́ıklad 4.1: Udejte př́ıklad rostoućıch funkćı f a g s definičńım oborem R takových, že
funkce h, daná předpisem h(x) = f(x) · g(x), je klesaj́ıćı funkce na celém definičńım oboru
D(h) = R.

Nápověda: Pokuste se nejdř́ıve načrtnout grafy vašich funkćı f , g a h. Poté se pokuste
vymyslet nějaký vhodný předpis pro tyto funkce (jako složeńı elementárńıch funkćı).

Řešeńı: f(x) = g(x) = −1
2x

, h(x) = 1
4x

.

Př́ıklad 4.2: Necht’ f je rostoućı funkce na celém definičńım oboru D(f) = R s oborem
hodnot H(f) = (0,∞). Uvažujme dále funkci g danou předpisem g(x) = x · f(x). Dokažte, že
funkce g je rostoućı na intervalu I = (0,∞).

V d̊ukazu identifikujte krok, kde se využije předpoklad H(f) = (0,∞), a dále krok, kde se
využije předpoklad, že I obsahuje pouze kladná reálná č́ısla.

Ukažte, že oba tyto předpoklady jsou nutné. Zejména dejte př́ıklad rostoućı funkce f s
definičńım oborem D(f) = R, takové, že H(f) obsahuje 0 nebo záporné č́ıslo, pro niž funkce
g(x) = x · f(x) neńı rostoućı na intervalu I = (0,∞). Poté zformulujte podobně tvrzeńı o
existenci funkce f v druhém př́ıpadě a dejte vhodný př́ıklad takové funkce.

Řešeńı: Pro libovolné x1, x2 ∈ I, splňuj́ıćı x1 < x2 plat́ı f(x1) < f(x2). Protože x1 > 0
dostáváme x1 ·f(x1) < x1 ·f(x2). Z x1 < x2 dostáváme také, vzhledem k předpokladu f(x2) > 0,
nerovnost x1 ·f(x2) < x2 ·f(x2). Tedy celkem g(x1) = x1 ·f(x1) < x1 ·f(x2) < x2 ·f(x2) = g(x2).

Protipř́ıklady: (i) f(x) = x− 2 (zde H(f) obsahuje záporná č́ısla), přitom g(0) = 0, g(1) =
−1, (ii) f(x) = 2x (zde I = D(f) = R)), přitom g(−2) = −1

2
= g(−1).

Př́ıklad 4.3: Pomoćı úpravy na čtverec odvod’te “vzoreček” pro řešeńı obecné kvadratické
rovnice

ax2 + bx+ c = 0,

kde a, b, c ∈ R, a 6= 0. Načrtněte graf kvadratické funkce f(x) = ax2 + bx + c pro a > 0 a pro
a < 0. Určete, jaké maximum nebo minimum tato funkce nabývá a v kterém bodě.

Řešeńı: ax2 + bx+ c = a(x2 + b
a
x+ c

a
) = a

(
(x+ b

2a
)2 − b2

4a2
+ c

a

)
= a

(
(x+ b

2a
)2 + 4ac−b2

4a2

)
.

Odtud při označeńı D = b2−4ac dostaneme x+ b
2a

= ±
√
D

2a
a dále vzoreček x = −b±

√
D

2a
. Parabola

je otočená (
”

otevřená“) nahoru pro kladná a, resp. dol̊u pro záporná a.
”

Vrchol“ paraboly je v
bodě [−b

2a
, 4ac−b

2

4a
], tj. minimum/maximum je 4ac−b2

4a
= c− b2

4a
, kterého nabývá v bodě −b

2a
.



Př́ıklad 4.4: Určete všechny hodnoty parametru r ∈ R tak, aby daná nerovnost platila pro
všechna x ∈ A. (Kreslete si, jak muśı vypadat grafy př́ıslušných kvadratických funkćı.)

a) (r + 4)x2 − 2rx+ 2r − 6 < 0, A = R.

b) rx2 − 4x+ 3r + 1 > 0, A = (0,∞).

c) (r − 2)x2 + rx+ 1− r > 0, A = (0,∞).

d) (x− 3r)(x− r − 3) < 0, A = [1, 3].

Řešeńı: a) r ∈ (−∞,−6), b) r ∈ (1,∞), c) nemá řešeńı, d) r ∈ (0, 1/3).

Př́ıklad 4.5: Určete všechny hodnoty parametru r ∈ R tak, aby nerovnost

(rx− 1)(x+ r) < 0

platila pro všechna x ∈ A.

a) A = (0, 1).

b) A = (−1, 1).

c) A = (−2, 2).

d) A = (0,∞).

Řešeńı: a) r ∈ [0, 1], b) r = 1, c) nemá řešeńı, d) r = 0.

Př́ıklad 4.6: Určete, kdy pro řešeńı x1 ≤ x2 rovnice

2x2 − 2(2a+ 1)x+ a(a− 1) = 0

plat́ı x1 < a < x2. Nápověda: Vyznačte na grafu př́ıslušné kvadratické funkce jej́ı hodnotu v a.
Řešeńı: a ∈ (−∞,−3) ∪ (0,∞).

Př́ıklad 4.7: Určete, kdy pro řešeńı x1 a x2 rovnice

(a− 2)x2 − 2(a+ 3)x+ 4a = 0

plat́ı x1 > 3 a x2 < 2.
Řešeńı: a ∈ (2, 5).



Př́ıklad 4.8: Určete, pro která a ∈ R má následuj́ıćı polynom dvojnásobný kořen

(2a− 5)x2 − 2(a− 1)x+ 3.

Řešeńı: a = 4.

Př́ıklad 4.9: Najděte nejmenš́ı celé č́ıslo k, pro něž má rovnice

x2 − 2(k + 2)x+ 12 + k2 = 0

dvě r̊uzná reálná řešeńı.
Řešeńı: k = 3, diskriminant D = 16(k − 2).

Př́ıklad 4.10∗: Nalezněte kvadratickou rovnici s celoč́ıselnými koeficienty, jej́ımž jedńım řešeńım
je

x1 =

√
5−
√

3√
5 +
√

3
.

Řešeńı: x1 = 4−
√

15, x2 = 4 +
√

15, rovnice x2 − 8x+ 1 = 0.

Př́ıklad 4.11∗: Označme

a =
3

√
3
√

21 + 8, b =
3

√
3
√

21− 8 .

Dokažte, že součin i rozd́ıl těchto dvou reálných č́ısel je celoč́ıselný a určete jej. Zjednodušte
algebraické výrazy pro č́ısla a a b tak, aby obsahovala kromě celých č́ısel a obvyklých operaćı
již pouze druhé odmocniny.

Nápověda: Napǐste si kvadratickou rovnici s dvojićı řešeńı a, −b.
Řešeńı: ab = 5, a− b = 1. Potom a =

√
21+1
2

, b =
√
21−1
2

.



5 Funkce s absolutńı hodnotou,

racionálńı kořeny celoč́ıselných polynomů

Cvičeńı konaná 3. a 5. 11., resp. 11.11. 2020.

Př́ıklad 5.1: Nakreslete graf funkce f : R→ R dané předpisem

f(x) = |2x− 3| − |x+ 2|+ |10− 3x| − 1

na intervalu [−5, 5]. Najděte obor hodnot této funkce, maximálńı intervaly, na kterých je mo-
notónńı, a vyřešte nerovnici f(x) < 2.

Př́ıklad 5.2: Řešte v R rovnice

a) |x+ 1| − |x|+ 3|x− 1| − 2|x− 2| = |x+ 2|,

b) |x2−4x|+3
x2+|x−5| = 1.

Př́ıklad 5.3: Uvažujme dvě funkce f, g : R→ R dané předpisy

f(x) =
∣∣ |x+ 1|+ |x− 1|

∣∣ , g(x) =
∣∣ |x+ 1| − |x− 1|

∣∣ .
a) Načrtněte grafy funkćı f a g.

b) Najděte obor hodnot těchto funkćı.

c) Najděte maximálńı intervaly, na kterých je funkce f rostoućı, resp. klesaj́ıćı.

d) Najděte maximálńı intervaly, na kterých je funkce g rostoućı, resp. klesaj́ıćı.

e) Určete všechna řešeńı nerovnice g(x) < f(x), tj.∣∣ |x+ 1| − |x− 1|
∣∣ < ∣∣ |x+ 1|+ |x− 1|

∣∣ .
Př́ıklad 5.4∗: Určete všechna x ∈ R, pro která plat́ı∣∣∣∣x+

1

x+ 1

∣∣∣∣ ≥ 1.

Př́ıklad 5.5: Najděte nějaký polynom s celoč́ıselnými koeficienty,

a) jehož kořeny jsou 0, 1,−1/2,

b) jehož jediný reálný kořen je −1, ale stupeň polynomu je větš́ı než 1,

c) který má trojnásobný kořen 1,

d) jehož kořeny jsou
√

2 a −1.



Př́ıklad 5.6: Dokažte kritérium pro racionálńı kořeny polynomů s celoč́ıselnými koeficienty:
Pokud zlomek ve zkráceném tvaru p

q
je kořenem polynomu f = anx

n+an−1x
n−1 + · · ·+a1x+a0

s celoč́ıselnými koeficienty, potom p | a0 a q | an.

Př́ıklad 5.7: Najděte všechny racionálńı kořeny polynomu:

a) 2x3 + x2 − 4x− 3,

b) 27x3 + 27x2 − 4,

c) 4x4 + 7x3 + 2x2 + 7x− 2.

Př́ıklad 5.8: Určete všechny hodnoty parametru a ∈ R tak, aby obě rovnice měly aspoň
jedno společné řešeńı.

x2 + ax+ 8 = 0, x2 + x+ a = 0.

Př́ıklad 5.9: Určete všechny hodnoty parametru a ∈ R tak, aby obě rovnice měly aspoň
jedno společné řešeńı.

(1− 2a)x2 − 6ax− 1 = 0, ax2 − x+ 1 = 0.


