M1130 — Priklady ze cviceni a doméaci tlohy na procvic¢eni

e Jde o seznam typovych tloh, které se probiraji na cvi¢eni a dalsich obdobnych tloh na procviceni
za domaci dlohu. Na pisemkdach se objevi vyhradné modifikace piikladu z této sbirky a jim
obdobné piiklady.

e Piiklady oznacené hvézdickou jsou uréeny pro studenty, kteii by se na cvic¢eni p#ilis nudili a jsou
zde uvedeny pouze jako dopliujici priklady, které nebudou obsahem pisemek.

e Program jednotlivych cviceni si sestavuji vyucujici sami a mohou se lisit i v ramci jednotlivych
cviceni jednoho vyucujiciho.

e Velké mnozstvi piikladu je pfevzato ze sbirky ,Seminaf ze stfedoskolské matematiky“ autort
Herman, Kuéera, Simsa (skriptum MU, 2004). Dalsimi ptiklady pfispéli doc. Cadek, dr. Kruml
(oba v roce 2019), doc. Silhan (2020) a doc. Klima (2019-2020).

Aktualni verze sbirky ze dne 6. listopadu 2020.

1 Uvodni hodina - zapis mnozin

Cviceni{ konand 6. az 8. 10. 2020.

Priklad 1.1: Pomoci mnozinového zapisu zapiste nasledujici mnoziny definované slovneé:
1. Mnozinu vSech pfirozenych ¢isel, ktera jsou délitend tfemi.
2. Mnozinu vsech celych cisel, ktera davaji po déleni osmi zbytek 5.
3. Mnozinu vsech (kladnych) redlnych ¢isel, jejichz druhd mocnina je vétsi nez 3.
4. Mnozinu vSech (kladnych) redlnych ¢isel, jejichz druhd mocnina je mensi nez jejich trojnasobek.
5. Mnozinu vSech dvojic redlnych ¢isel, kde prvni je trojnasobkem druhého.
6. Mnozinu vSech dvojic kladnych redlnych ¢isel, kde prvni je vétsi nez trojnasobek druhého.

7. Mnozinu vSech trojic ptirozenych ¢isel, kterda mohou byt délkami stran pravoihlého trojuhelnika.
Je tato mnozina prazdna?

Reseni: 1) {3k | k € N}, 2) {8k+5| ke Z}, 3) {x e R|2® > 3} = (—o0, —v/3) U (V3,00),
resp. {r € R |2 >+3} = (v3,00), 4) {r €R |z >0,2% <3z} = (0,3) = {z € R | 2% < 3z}
— pro zdpornd x totiz plati 3z < 0 < 2*, 5) {[By,y] | y € R} = {[z, ] | x € R} — primka se
smérnicz’% prochazejici poédtkem, 6) {[x,y] | z,y € R,z > 3y > 0} — vyseé v pronim kvadrantu
mezi kladnou &dsti osy x a primkou y = sz, 7) {[z,y, 2] | ,y,z € N,a? + 3> = 22} U {[z,y, 2] |
r,y,z € N2 + 22 = 2 U{lz,y, 2] | 2,9, 2 € N,y? + 2% = 22},



Priklad 1.2: Pomoci mnozinového zapisu zapiste nasledujici mnoziny definované slovné:
1. Mnozinu vsech lichych prirozenych ¢isel, kterd jsou délitena 5.
2. Mnozinu vSech dvoucifernych celych ¢isel, kterd jsou délitena 17.
3. Mnozinu vSech redlnych éisel z, kterd jsou feSenfm nerovnice 22 + 2z + 1 > 0.

4. Mnozinu vSech kladnych realnych ¢éisel, jejichz tifeti mocnina je mensi nez jejich druha
mocnina.

5. Mnozinu vsech dvojic prirozenych ¢isel, kde prvni déli druhé.
6. Mnozinu vSech dvojic celych ¢isel, kterd se navzajem déli, tj. prvni déli druhé a naopak.

7. Mnozinu vSech ¢tvetic celych cisel, kde tieti je sou¢tem prvnich dvou a ¢tvrté je soucinem
prvnich tii.

Resend: 1) {10k+5 | k € No}, 2) 2) {17k | k € Z,k # 0, |k| < 6} = {£17, £34, +51, +68, +85),
{r eR|22+20+1 >0} =R, 4){z eR |z >0,2° < 2*} =(0,1), 5) {[z,y] | v,y €
N,z |y} ={lz, k] [ 2,k €N}, 6) {[z,y] [,y € Zow [ y,y | o} ={[z, 4] |2,y € Z, 2] = |y|} =
{lw, o] | € Zy U, —2] [x € Z}, 7) {lw,y, 2 +y,ay(e +y)] | 2,y € Z}.

Priklad 1.3: Napiste formalni definice:
1. Celé cislo a je sudé.
2. Celé ¢islo a je liché.
3. Celé cislo a je délitelné tremi.
4. Celé ¢islo a neni délitelné tfemi.
5. Celé ¢islo a je délitelné cislem b.

Reseni: 1) Existuje k € 7 takové, %e a = 2k. 2) wistuje k € 7 takové, ze a = 2k + 1. 3)
FEzistuje k € Z takové, Ze a = 3k. 4) Nexistuje k € 7 takové, Ze a = 3k. 5) Existuje k € 7
takové, zZe a =k - b.

Piiklad 1.4: Dokazte platnost nésledujicich tvrzeni pro libovolna celd ¢isla a a b.
1. Z ¢cisel a, b a a+ b je aspon jedno sudé.
2. Pokud je a + b sudé, pak a — b je sudé.

3. Cislo a + b je sudé prave tehdy, kdyz je sudé éislo a — b.



4. Pokud je a + b sudé, pak a® 4 b? je také sudé.
5. Pokud je a + b liché, pak a? + b? je také liché.
6. Cislo a® + a je sudé éislo.

Reseni: 1) Pokud a nebo b je sud0 tvrzeni plati. Pokud jsou obé liché, tj. a = 2k + 1 a
b =20+ 1 pro vhodnd celd ¢isla k,?, potom a +b = 2(k + {4+ 1) je sudé a tvrzeni opét plati.
2) Protoze a — b= (a +b) — 2b, z predpokladu, Ze a + b je sudé, vidime, Ze a — b je rozdil dvou
sudych c¢isel, a tedy sudé ¢islo. 3) Predchozi je jedna implikace. Pro druhou implikaci ,pokud
je a — b sudé, pak je a + b sudé“ se stejnym zpusobem vyuZije vztah a +b = (a — b) +2b. 4) i
5) Lze vyuZit vztah a® + 0> = (a + b)? — 2ab. 6) Cislo a®> + a = a(a + 1) je soucinem dvou po
sobé jdoucich celych ¢isel, z nichz jedno je sudé. (Ve vsech prikladech lze rozebirat moznosti zda
a =2k nebo a = 2k + 1 apod.)

Priklad 1.5: V nasledujicich ptikladech zapiste mnozinu M bodu v roving, a pak urcete
vyétem prvki mnozinu vsech dvojic celych ¢isel x a y takovych, ze [x,y] € M.

1. M je obdélnik, jehoz tii vrcholy jsou [—2, —2], [-2,0] a [1, —2].
2. M je trojihelnik ABC, kde A= [3,2], B=[1,—-2] a C =[-1,1].

3. M je mnozina bodu [z,y] v kruhu se stfedem (8, 3) a polomérem 4, pro které navic plati
z < y.

4. M je prunik trojihelniku, jehoz vrcholy jsou pocétek [0, 0] a body [0, 4] a [4, 0], s mnozinou
viech bodu [z, y], pro které plati (z —y — 2)? = 9.

5. M je tvofena body (z,y) rovnobézniku, jehoz tii vrcholy jsou [0,0], [—6,0] a [4, 3], které
zaroven lezi pod piimkou y = x + 1.
Pozn.: Body obdélniku, trojihelniku atd. minime body, které jsou bud ,uvnitr“ nebo ,na hra-
nict“ tohoto utvaru. Rozmyslete si, jak by se resent lisilo v pripadé, kdybychom uvaZovali pouze
Lonitrni“ body.
Resent: 1) M = {[z,y] | 2,y € R, -2 <2 <1,-2 <y <0}, MNZXZ = {[-2,-2],[-2, —1],

[—2,0],[-1,-2],[-1,—1],[-1,0], [0, —2],[0,—1], [0,0], [1, 2],[1 1], [1,0]}. Vnitind body: M' =
{[:Uy]\xyE]R—2<x<l—2<y<0}M’ﬂZ><Z—{[ —11,10,-1]}. 2) M = {[z,y] |
€ R 3042y > —1,20—y < 4, 0—dy > —5}, MAZxZ = {[~1,1],[0,0], [0, 1], [1, =2, [1, —1],

[1,0],[1,1],[2,0], 2, 1],[3,2]}. Vnitind body: M' = {[x,y] | x,y E R, 3z +2y > —1,20 —y <
4,0 —4y > =5}, M'NZ x Z = {[0,0],[0,1],[1,—1],[1,0],[1,1],[2,1]}. 8) M = {[z,y] | =,y €
R, (x —8)? + (y—3)2 < 16,2 <y}, MNZ x Z = {[5,5]}. Vnitini body: M' = {[x,y] | z,y €
R, (z—8)?+ (y—3)? < 16,2 <y}, MNZxZ={[55]}. 4) M ={[z,z+1]|0<z <3}

MNZx7Z={[0,1],[1,2]}. Vnitind body: M' = {{z,z+1] |0 <z < 2}, M'NZ x Z = {[1,2]}.
5) M ={[z,y] | z,y e R, 3z < 4dy,y—x < 1,0<y <3}, MNZx7Z = {[0,0],[1,1],[2,2],[3, 3]}
Vnitini body: M = {[z,y| | v,y e R,3z <4dy,y—2x < 1,0<y <3}, MNZxZ = {[1,1],[2,2]}.



2 Vyhodnoceni vstupniho testu

Cviceni konand 13. az 15. 10. 2020.

Priklad 2.1: Necht T = [r,s] je teziste AABC, kde A = [2,—1], B =[-1,3] a C = [5,7].
Urée];e hodnoty r a s.
Reseni: r =2, s = 3.

Piiklad 2.2: Necht S = 72cem? je povrch krychle vepsané do kulové plochy o poloméru 7.
Urée:ce hodnotu 7.
Reseni: k = 15.

Priklad 2.3: Necht M je mnozina vsech redlnych ¢isel, kterd splituji nerovnici [2z+1| < z+3.
Urcete mnozinu M.

Reseni: M = (—3,2).
Priklad 2.4: Komplexni ¢islo z je feSenfm rovnice z + |z| = 5+ (2 + ¢)?. Urcete komplexn{
¢islo 22.

Resend: 2% = —T + 24i.

Piiklad 2.5: Cisla a,b € R, a < b, jsou feSenim rovnice x21°8#+35 = 100,/x. Urcete ¢islo
k= ab?.

S Spmde I — L

Reseni: k = 4.
Piiklad 2.6: Necht ¢islo ¢ je souctem vsech feseni rovnice cosz + sinz = V2 v intervalu
[0, 27]. Urcete hodnotu c.

Reseni: ¢ = 7 (jediné reseni v daném intervalu).

Priklad 2.7: Urcete pocet vSech lichych péticifernych ptirozenych cisel, ktera neobsahuji ve
svém zapisu cifru 9.
Resend: 8 - 93 - 4.

Piiklad 2.8: Nechf ¢ = a? + b2, kde a a b jsou délky poloos kuZelosecky k o rovnici k
3% 4-5y® + 62 — 20y + 8 = 0. Urcete hodnotu c.
Reseni: ¢ = 8.



Priiklad 2.9: Definujte, co je to aritmeticky prumér n-tice redlnych cisel a1, as, ..., a, a co je
median téchto ¢isel. Na prikladech ¢tyt cisel ukazte, ze nékdy je median mensi nez aritmeticky
prumér a jindy je tomu naopak.

Reseni: Primeér: w Za dodatecného predpokladu ay < ay < --- < a, je medidn
TOVEN Gng1 PTO liché (nepdrne) n, resp. %-(a% +azn 1) pro sudé (pdarne) n. Pro cuvterici 1,1,1,5
je median 1 a prumeér 2. Pro cvterici 1,5,5,5 je median 5 a prumeér 4.

Piiklad 2.10: Pro n-tici kladnych redalnych cisel se definuji kromé aritmetického prumeéru i
jiné prumeéry. Nejznaméjsi je geometricky a harmonicky prumeér:

G(al,ag,,_,7an) = {L/a,l cQy v ap,

H(ay,as,...,a,) =

Dokazte, ze pro kazda dvé kladnd redlnd ¢isla aq,as plati A(ay, az) > G(ay,az) > H(ag,as).
Pro kterd a;, as nastane rovnost? (A znaci aritmeticky prumér ¢isel v zavorce.)

Resend: V platné nerovnosti (a1 —ag)? > 0 pricteme (kladné ¢islo) 4aias k obéma strandm a
dostaneme (ay+az)? > 4ajay. Po odmocnéni (opét se vyuZige, Ze jsou obé ay i ay kladnd c¢isla) a
podéleni dvema dostaneme nerovnost A(ay,as) > G(ay,az). Pokud v této nerovnosti dosadime
a, = é a ay = é, potom po podéleni obéma stranami dostaneme G(by,bs) > H(by,bs). Z
postupu je jasné, Ze pro ay # as lze psdt nerovnosti ostré. Rovnost tedy nastdvd prdvé pro
dvojice a1 = ag, kdy A(ay,as) = G(ay,ay) = H(ay,as) = ay.

Priklad 2.11*: Jakd je prumérna rychlost auta, které jede n stejné dlouhych tsekt postupné
rychlostmi vy, v, ..., 0,7
Reseni: H(vy,va,...,0,)

Priklad 2.12*: Nerovnosti z piikladu 2.10 plati nejen pro dvojice, ale pro vSechny n-tice
kladnych redlnych cisel. Dokazte, Zze z nerovnosti A > G plyne nerovnost G > H. Zkuste
dokéazat nerovnost A > G.

Resent: To, Ze z nerovnosti A > G plyne nerovnost G > H lze ukdzat stejné jako v Tesent
prikladu 2.10. Elementdrné lze nerovnost A > G dokazovat indukct, kde pro n = 2 jsme jiz pro-
vedli v priklade 2.10. Indukcni krok je pomérné jednoduchy pro n = 2k, kdy se sectou nerovnosti

Aar,az) > Glay,az) = by, Alas,as) > G(as,as) = by, ..., Alan-1,a,) > Glan_1,a,) = by,
a potom se pouzije nerovnost A(by, b, ..., by) > G(by,...,b,). Z nerovnosti pro n = 2k (kde
Jsme vyuzili indukéni predpoklad pro 2 a k), lze volbou agx = A(ay,...,as_1) dokdzal ne-

rovnost pro 2k — 1. (Poznamenejme, Ze s jistymi znalostmi z matematické analyzy lze dostat
nerovnost také takto: e je konvexni funkce na intervalu (0,00), proto plati (Jensenova) nerov-

e’ = a; dostnaneme poZadovanou nerovnost.)



3 Realné funkce a jejich grafy

Cviceni konand 20. 10. az 22. 10. 2020.

Zopakujte si, co je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B. O zobrazeni do mnoziny realnych
¢isel R budeme mluvit jako o funkei.

Piiklad 3.1: Urcete defini¢ni obor a obor hodnot zadanych funkei. Déle nac¢rtnéte graf a roz-
hodnéte, zda je funkce injektivni, surjektivni (zobrazeni ze svého definiéniho oboru) a zda je
rostouci, resp. klesajici.

1. f(x)=2z+T,

2. f(z) =3z + 1| -z,

3. f(z) = Ll

4. f(x) = 2% + 22 + 3,

5. f(x) = loglo(:v +2),

6. f(x) =

7. f(@) = (z — 1)+ (z +2)%,
8. f(x) = 3cosuz,

9. f(x) = tan(~x).

Reseni: 1) D(f) = H(f) = R, injektiond, surjektivni a rostouci. 2) D(f) = R, H(f) =

(3, 00), nend injektivni, nend surjektivni, nend rostouct, nend klesagici. 3) D(f) = R\{1}, H(f) =
R\ {0}, injektivni, neni surjektivni, neni rostouct, nent klesajici. 4) D(f) =R, H(f) = [2,00),
nent injektivni, neni surjektivni, neni rostouct, neni klesajici. 5) D(f) = (=2,00), H(f) = R,
injektivnd, surjektiond, rostouct. 6) D(f) = R, H(f) = (0,00), injektivni, neni surjektioni,
rostouci. 7) D(f) = R, H(f) = [3,00), neni injektivni, neni surjektioni, neni rostouct, neni
klesajici. 8) D(f) = R, H(f) = [=3,3], nend injektivni, neni surjektivni, neni rostouct, neni
klesajict. 9) D(f) = R\ {5 + kn | k € Z}, H(f) = R, nend injektivni, je surjektivni, neni
rostouct, nent klesajici.

Priklad 3.2: Funkce f je ddana nasledujicim predpisem

1

fle) = logy(z? —1) —1°

Najdéte jeji defini¢ni obor jako podmnozinu realnych c¢isel. Najdéte jeji obor hodnot.

Reseni: D(f) = (=00, —V/11) U (=V/11, ~1) U (1, V11) U (VI1, 00), H(f) = R\ {0}.



Piiklad 3.3: Zkoumejte, jak se méni graf funkce y = f(x), kdyz prejdeme k funkci:
Loy =2f(z),

2. y=x- f(x),
3. y=—f(2),
4.y = f(-z),
5. y= f(z+3),
6. y=f(z—2),
T.y=flz) -4,
8. y= f(r)+6,
9. y= f(32),

10. y = f(3)-
Je-li puvodni funkce rostouci na svém definiénim oboru, co muzeme fici o nové vytvorenych
funkcich?

Resent: 1) Graf se ,roztdhne na dvojndsobek ve sméru osy y. Bude rostouct. 2) Graf se
ssmrskne na tretinu® ve sméru osy y. Bude rostouci. 3) Graf je zrcadlové prevrdceny podle
osy y. Bude klesajici. ) Graf je zrcadlové prevrdceny podle osy x. Bude klesajici. 5) Graf je
posunuty ve sméru osy x o 3 doleva. Bude rostouci. 6) Graf je posunuty ve sméru osy x o 2
doprava. Bude rostouci. 7) Graf je posunuty ve sméru osy y o 4 doli. Bude rostouci. 8) Graf
je posunuty ve sméru osy y o 6 nahoru. Bude rostouci. 9) Graf se ,smrskne“ ve sméru osy
x v pomeéru 1:3. Bude rostouci. 10) Graf se ,roztdhne* ve sméru osy x v pomeéru 2:1. Bude
rostouct.

Priklad 3.4: S vyuzitim ulohy 3.3 rozlozte nasledujici funkce jako slozeni ” jednodussich” funkci.
1. f(z) =13z — 8| +2,

2. g(2) = 75 +2,

3. h(x) =logy,(2x + 3) — 5.

Nakreslete grafy téchto funkci. Rozhodnéte, zda jsou funkce rostouci, resp. klesajici, ptipadné
dejtq piiklad vhodnych intervalu, na kterych je funkce rostouci, resp. klesajici.

Reseni: 1) f = fyo fso fao fi, kde fi(x) =3z, folx) =x =8, f3(z) = |z|, fulz) =2+ 2.
Funkce f je rostouci na intervalu [§,00) a klesagici na intervalu (—co,3]. 2) g = g0 gsog20 g1,
kde g1(z) = x + 5, go(x) = 2, g3(x) = 3w, ga(x) = x + 2. Funkce g je klasajici na intervalech
(—00,—=5) a (5,00). ) h = hgohzohyohy, kde hi(x) = 2z, hao(x) = x + 3, hz(x) = log,y(x),

= r —

hy(z) 5. Funkce h je rostouci na celém definiénim oboru (—32,00).



Priiklad 3.5:
1. Definujte (formdalné) pojem ,funkce f je rostouci na intervalu I“.
2. Definujte formdalné ,maximalni interval, kde je funkce f rostouci®.

3. U funkci z prikladu 3.1, 3.2 a 3.4 zjistéte, na kterych maximélnich intervalech jsou rostouci,
resp. klesajici.

4. Zformulujte precizné tvrzeni, ze slozeni rostoucich funkei (na intervalu) je rostouci funkce
(na intervalu) a vétu dokazte. Zejména si uvédomte, jaké vsechny predpoklady je tieba
uvést. Presnéji: pokud g je rostouci funkce na intervalu I, kde I C D(g), a déle f je
rostouci funkce na intervalu J C D(f), potom jesté musime néco predpoklddat o mnoziné
{g9(z); x € I}, abychom mohli dokézat, ze f o g je rostouci na intevalu I.

Reseni: 1) Funkce f je rostouci na intervalu I jestlize (Vay, x5 € I)(11 < 29 = f(21) <
f(z2)). 2) I je maximdlnd interval, kde je funkce f rostouct, jestlize (i) funkce f je rostouci na
I a (it) pro libovolny interval J obsahujici mnozZinu I, na kterém je f rostouct, plati J = I.
3) Ad 3.1: 3.1.1: Rostouci na celém definicnim oboru D(f) = R. 8.1.2: Mazimdlni interval,
kde je funkce rostouct, je [—%,oo), Mazximadlni interval, kde je funkce klesajici, je (—oo, —%}
3.1.8: Mazimalni intervaly, kde je funkce klesagici, jsou (—oo,1) a (1,00). 8.1.4: Maximdlni
interval, kde je funkce klesajici, je (—oo,—1]. Mazimdlni interval, kde je funkce rostouct, je
[—1,00). 8.1.5: Rostouci na celém definicnim oboru D(f) = (—2,00). 3.1.6: Rostouci na celém
definicnim oboru D(f) = R. 3.1.7: Mazimdlni interval, kde je funkce klesagici, je (—oo, —3].
Mazximdlni interval, kde je funkce rostouct, je [—%, 00). 8.1.8: Mazimdlni intervaly, kde je funkce
rostouct, jsou I, = [(2k — 1), 2kn], kde k je libovolné celé ¢islo. Mazimdalni intervaly, kde je
funkce klesajici, jsou Ji = [2km,(2k + 1)7|, kde k je libovolné celé cislo. 3.1.9: Mazimdlni
intervaly, kde je funkce klesagici, jsou I, = (=5 + km, 5 + km), kde k je libovolné celé cislo.
Ad 3.2: Funkce je sudd a staci si tedy rozmyslet v kladné casti definicniho oboru. Mazimalni
intervaly, kde je f je klesajici jsou (1,4/11) a (v/11,00), Proto mazximdini intervaly, kde je
f rostouct, jsou (—oo, —v/11) a (—v/11,—1). Ad 3.4: Intervaly zminéné v vesend prikladu 3./
jsou mazimdlni intervaly, kde je funkce monotonni. 4) Tuvrzeni: pokud g je rostouci funkce
na intervalu I, kde I C D(g), a ddle f je rostouci funkce na intervalu J C D(f) takovd, Ze
Hi(g) = {g(x);x € I} C J, potom fog je rostouci na intevalu I. Dikaz: pokud x1,x9 € I takové,
Ze 1y < x9, potom (protoZe g je rostouci na I) g(xy) < g(x2). Odtud (protoze g(x1),g(x2) € J

a f je rostouci na J) dostavame f(g(x1)) < f(g(z2)).
Piiklad 3.6: Nakreslete graf funkce
f(z) =2cos(3x + g) -1

Urcete vSechny maximalni intervaly, na nichz je funkce klesajici (resp. rostouci). Urcete vSechna
x € R splnujici f(x) = 0. Urcete zejména, kolik je takovych redlnych ¢isel v intervalu (0, 27).



Resent: Mazimdlnd intervaly monotonie: pro kazdé k € Z je f klesajict na intervalu I, =
[2rk—Z, §7T]{7+ Zl a rostoucz/na intervalu Jy, = [3nk+%, 3mk~+%]. MnoZina viech fesent rovnice
f( )=0 je je {gwk—i— Tk € LYy U{3nk + &mk € Z}, 6 Fesent lezi v intervalu (0,2), a to
A
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Priklad 3.7: Necht f a g jsou rostouci funkce na intervalu I, tj. zejména I C D(f) N D(g).
Rozhodnéte, zda je rostouci nebo klesajici funkce h dand nésledujicim predpisem:

1-() f(@) +g(x),
= f(z) — g(2),
) -

o ot R W N
>
/\/\/\/\/\
\_/\_/3/\_/\_/
Il
|
KQ
—~
8
~—

- h(z) = g(x) - g(2),
- h(z) = lg(z)],
7. h(z) = 5.

V piipadech, kdy odpovidate ,,ano“, se pokuste o formélni dukaz. V piipadech, kdy odpovidate
ne“, dejte protipiiklad a navic se pokuste (pfidanim vhodnych pfedpokladu pro funkce f a g)
zformulovat platné tvrzeni.

Resend: 1) Rostouct. 2) Volbou f(z) = x, g(x) = 2z (pripadné naopak) vidime, e h nent ros-
touct, ani klesajict. Nejde ani prirozené opravit/doplnit. 3) Volbou f(x) = x, g(x) = x vidime,
Ze h neni rostouct, ani klesajici. Lze opravit: pokud H(f) C (0,00),H(g) C (0,00), pak je h
rostouct. 4) Klesagjici. 5) viz 3. 6) Volbou g(x) = x vidime, Ze h neni rostouct, ani klesajici. Ro-
zumny predpoklad na doplnéni H(g) C (0,00), aby h bylo rostouct, tvrzeni trivializuje, protoze
potom g = h. Podobné H(g) C (—00,0) vede ke klesajici funkci popsané predpisem v cdsti 4.
7) Volbou g(x) = x vidime, Ze h neni rostouct, ani klesagici. Lze opravit: pokud H(g) C (0, 00),
pak je h klesajici.

Priklad 3.8: Necht g je rostouci funkce na intervalu I, tj. zejména I C D(g) a necht ¢ € R je
pevneé zvolené realné ¢islo. Rozhodnéte, zda je rostouci nebo klesajici funkce h dana nasledujicim
predpisem:

L h(z) =g(z) +¢
2. h(x) = c—g(x),
3. h(z) =c-g(z).
Pozor, odpovéd se muze lisit v zdvislosti na paramatru c.

Reseni: 1) Rostouci. 2) Klesajici. 3) Pro ¢ > 0 je h rostouct; pro ¢ < 0 je h klesagici. (Pro
¢ =0 je h konstantni funkce.)



4 Vlastnosti monoténnich funkci, kvadratické funkce

Cviceni konana 27. a 29. 10., resp. 4.11. 2020.

Kontrola feseni a vysledku ptikladi z minulé kapitoly.

Piiklad 4.1: Udejte priklad rostoucich funkci f a g s definicnim oborem R takovych, ze
funkce h, dand predpisem h(x) = f(x) - g(z), je klesajici funkce na celém definiénim oboru
D(h) =R.

Ndpoveda: Pokuste se nejdrive nacrtnout grafy vasich funkci f, g a h. Poté se pokuste
vymyslet néjaky vhodny predpis pro tyto funkce (jako sloZeni elementdrnich funkci).

Resent: f(z) = g(z) = 5 h(z) = .

Priklad 4.2: Nechf f je rostouci funkce na celém definicnim oboru D(f) = R s oborem
hodnot H(f) = (0,00). Uvazujme déle funkci g danou predpisem g(x) = x - f(z). Dokazte, ze
funkce g je rostouci na intervalu I = (0, 00).

V dukazu identifikujte krok, kde se vyuzije predpoklad H(f) = (0,00), a déle krok, kde se
vyuzije predpoklad, ze I obsahuje pouze kladné realna cisla.

Ukazte, ze oba tyto predpoklady jsou nutné. Zejména dejte ptiklad rostouci funkce f s
definiénim oborem D(f) = R, takové, ze H(f) obsahuje 0 nebo zédporné ¢islo, pro niz funkce
g(x) = z - f(x) neni rostouci na intervalu I = (0,00). Poté zformulujte podobné tvrzeni o
existenci funkce f v druhém ptipadé a dejte vhodny priklad takové funkce.

Resend: Pro libovolné x1, x5 € I, spliujici ©1 < w5 plati f(z1) < f(x2). Protoze x; > 0
dostdvame x1 - f(x1) < z1- f(x2). Z x1 < x5 dostavame také, vzhledem k predpokladu f(xs) > 0,
nerovnost x1- f(xe) < xo- f(xs). Tedy celkem g(x1) = x1- f(21) < 21~ f(22) < 2o~ f(22) = g(x2).

Protipriklady: (i) f(x) = x —2 (2de H(f) obsahugje zdpornd ¢isla), pritom g(0) =0, g(1) =
=1, (i) f(x) =2" (zde I = D(f) =R)), pritom g(=2) = —§ = g(-1).

Piiklad 4.3: Pomoci tipravy na ¢tverec odvodte “vzorecek” pro feSeni obecné kvadratické
rovnice
azr® 4+ bxr +c =0,

kde a,b,c € R, a # 0. Nac¢rtnéte graf kvadratické funkce f(z) = ax?® + bx + ¢ pro a > 0 a pro
a < 0. Urcete, jaké maximum nebo minimum tato funkce nabyva a v kterém bodé.
Reseni: az® 4+ bx + ¢ = a(2? + Lz + <) :(L<((L’+%)2—%+g) :a((a:—l—%y—l—%).
= ig a dale vzorecek x = %@_ Parabola
je otocend (,otevrend”) nahoru pro kladnd a, resp. doli pro zdpornd a. ,, Vrchol® paraboly je v
bodé [52, 49=Y] "t minimum,/mazimum je 29<=2 b

Odtud pri oznaceni D = b>—4ac dostaneme x+ %

o , .y b
2 4a T = c— -, kterého nabyvd v bodé 3.



Piiklad 4.4: Urcete vSechny hodnoty parametru r» € R tak, aby dana nerovnost platila pro
viechna = € A. (Kreslete si, jak musi vypadat grafy piislusnych kvadratickych funkei.)

a) (r+4)z? —=2re+2r—6<0, A=R.
b) ra? —4x +3r+1>0, A= (0,00).

¢) (r—=2)z+rx+1—r>0, A= (0,00).
d) (z—=3r)(x—r—3)<0, A=]1,3].

Reseni: a) r € (—o0,—6), b) r € (1,00), ¢) nemd 7esent, d) r € (0,1/3).
Priklad 4.5: Urcete vSechny hodnoty parametru r € R tak, aby nerovnost
(ra —1)(x+7r) <0

platila pro vsechna = € A.

a) A=(0,1).

b) A=(-1,1)
) A=(-2,2).
d) A= (0,00).

Reseni: a) r € [0,1], b) r = 1, ¢) nemd resend, d) r = 0.

Priklad 4.6: Urcete, kdy pro feseni x; < x9 rovnice
22 —2(2a+ Dx +ala—1) =0

plati x; < a < xy. Ndpovéda: Vyznacte na grafu prislusné kvadratické funkce jeji hodnotu v a.
Reseni: a € (—o0, —3) U (0, 00).

Piiklad 4.7: Urcete, kdy pro feseni x; a x5 rovnice
(a—2)z* —2(a+3)z+4a =0

plati z1 > 3 a x5 < 2.
Reseni: a € (2,5).



Piiklad 4.8: Urcete, pro kterd a € R ma nasledujici polynom dvojnasobny koien
(2a — 5)2* — 2(a — 1)z + 3.
Resend: a = 4.
Piiklad 4.9: Najdéte nejmensi celé ¢islo k, pro néz ma rovnice
2 =2k +2)z+12+ k=0

dvé ruznd realnd reseni.
Reseni: k = 3, diskriminant D = 16(k — 2).

Priklad 4.10*: Naleznéte kvadratickou rovnici s celociselnymi koeficienty, jejimz jednim fesenim

je
V-3
VB VB
Reseni: 1 = 4 — \/ﬁ, To =4+ \/ﬁ, rovnice > — 8x + 1 = 0.

T

Piiklad 4.11*: Ogznacme

a=1/3V21+8, b=1/3v21-8.

Dokazte, ze soucin i rozdil téchto dvou realnych cisel je celociselny a urcete jej. Zjednoduste
algebraické vyrazy pro ¢isla a a b tak, aby obsahovala kromé celych ¢isel a obvyklych operaci
jiz pouze druhé odmocniny.

Ndpovéda: Napiste si kvadratickou rovnici s dvojici reSent a, —Db.

Reseni: ab="5, a — b= 1. Potom a = ‘/%H, b= @




5 Funkce s absolutni hodnotou,
racionalni koreny celoc¢iselnych polynomiu

Cviceni konana 3.11, 11.11. a 12.11. 2020.

Piiklad 5.1: Uvazujme funkci f : R — R danou predpisem
f(x) =122 =3|—|z+2|+]10 —3z| — 1.
1. Nakreslete graf funkce f : R — R na intervalu [—5, 5].
2. Najdéte obor hodnot funkce f.
3. Urcete maximalni intervaly, na kterych je funkce f monoténni.
4. Urcete, pro kterd x € R plati f(z) < 2.
10

—3,00). 3) Klesajici na intervalu (—oo, %], rostouci na intervalu

Resent: 2) H(f) = [-8,

[3,00). 4) {z € R; f(z) < 2} = (5, 3)-

Piiklad 5.2: Reste v R rovnice
Lo 1 = ol 3l — 1 = 20 = 2| = o +2],
2.

|2? —dx| +3

Ll I
22 + |z — 5

Reseni: 1) x € (—00, —2]U[2,00). 2) v € {-2/3,1/2,2}.

Priklad 5.3: Uvazujme dvé funkce f,g: R — R dané predpisy

f(x):‘|:v+1|+|x—1|

, 9@ =[la+1 e —-1] .

1. Nacrtnéte grafy funkei f a g.

2. Najdéte obor hodnot téchto funkci.

3. Najdéte maximalni intervaly, na kterych je funkce f rostouci, resp. klesajici.
4. Najdéte maximalni intervaly, na kterych je funkce g rostouci, resp. klesajici.
5. Urcete vSechna feseni nerovnice g(x) < f(x), tj.

e +1 =]z —1]| < |le+1]+]z—1]].



Reseni: 1) Pro x € (—oo,—1] je f(z) = =2z, pro x € [~1,1] je f(z) = 2, pro x € [1,0)
je f(x) = 2x. Pro z € (—oo,—1] je g(x) =2, pro x € [—1,1] je g(x) = |2z|, pro x € [1,00) je
flx) =2. 2)H(f) = [2,00), H(g) = [0,2]. 8) Mazximdalni interval, kde je funkce f klesajici je
(—o0, —1]. Mazimdlni interval, kde je funkce f rostouct je [1,00). 4) Maximdlni interval, kde je
funkce g klesajici je [—1,0]. Mazimdlni interval, kde je funkce f rostouci je [0,1]. 5) Nerovnost
plati pro viechna x € R kromé c¢isel —1,1 (pro néz plati f(—1) = g(—1) =2 = f(1) = g(1)).

Priiklad 5.4": Urcete vSechna x € R, pro ktera plati

Resend: v € R\ {—1}

Priiklad 5.5: Najdéte néjaky polynom s celociselnymi koeficienty,
1. jehoz koteny jsou 0,1, —1/2,
2. jehoz jediny realny koten je —1, ale stupen polynomu je vétsi nez 1,
3. ktery ma trojnasobny koten 1,
4. jehoz kofeny jsou v/2, —1 a piipadné dalsi redlna éisla.

Reseni: 1) Napt. 2*(x —1)(2x+1). 2) Napr. (x+1)3 nebo (x> +1)(x+1). 8) Napr. (z—1)3.
4) Napr. (z* —2)(z +1).

Priiklad 5.6: Dokazte kritérium pro racionalni kofeny polynomu s celo¢iselnymi koeficienty:
Pokud zlomek ve zkrdceném tvaru § je kofenem polynomu f = a,a2" +ap_ 12" '+ -+ a1z +ag
s celo¢iselnymi koeficienty, potom p | ag a ¢ | a,.
Regend: Z rovnosti f(%’) = 0 dostaneme prondsobenim ¢islem ¢" rovnost a,p" + an_1p™ 'q+
pop" 2% + -+ + aipg™ ! + apq” = 0. Tedy apq” = —anp” — Apn1p" 'q — Qp_op" 2¢* —
- — aypq" Y, kde wvsechny scitance (vsechny tyto scitance jsou celd ¢isla) ma pravé strané
jsou delitelné p, a proto p déli ayq™. ProtoZe p a q jsou nesoudélnd cisla (§ je totiz zlomek
ve zkrdceném tvaru), dostdvame, Ze p déli ag. Podobné se dokdze q | a, z rovnosti a,p" =

— Q1PN = Apop™ T — - — aipg™ Tt — apg”.

Priiklad 5.7: Najdéte vSechny racionalni kofeny polynomu:
1. 223 + 2% —4x — 3,

2. 27a% + 2722 — 4,



3. dxt + T2 + 222 4+ Tx — 2.

Regen: 1) Adepti podle kritéria: il,i?),i%,i%. Vyjde dvojnasobny kotren —1, a jedno-

duchy koren 3, tedy 22° + 2* — 4w — 3 = (v + 1)*(22 — 3). 2) Adepti podle kritéria: 2, kde

p€{1,2,4,—-1,-2,—4} a q € {1,3,9,27}. Vyjde dvojndsobny koren —%, a jednoduchy koren
5, tedy 272° + 272° — 4 = (3x + 2)*(3z — 1). 3) Adepti podle kritéria: +1,+2, £, +1. Vyjdou

jednoduché koreny —2 a 3, coz ddvd 4a* + T2 +22% + Tz — 2 = (4o — 1)(z +2) (22 + 1) (a tedy

dalsi koreny jsou komplexni ¢isla i a —i).

Priklad 5.8: Urcete vSechny hodnoty parametru a € R tak, aby obé rovnice mély aspon
jedno spole¢né feseni.
2 +ar+8=0 z*4zx+a=0.

Reseni: a = —6

Piiklad 5.9: Urcete vSechny hodnoty parametru a € R tak, aby obé rovnice mély aspon
jedno spole¢né fesend.

(1—-2a)x* —6ax —1=0, az®—x+1=0.
Reseni: a = —3/4, 0, 2/9

6 Priklady s odmocninami, Vietovy vztahy

Cviceni konana 10.11., 18.11. a 19.11. 2020.

Kontrola teseni piikladu 5.8.
P#iklad 6.1: Reste v R rovnice:

L Vatli-1=+vz—Vz+8,

2. V3r+4+ Ve —4=2x,

3. V3r+2=+br+3+22z+ 1.

Reseni: a) 8, b) 4, ¢) —1/2.




Piiklad 6.2: Reste v R nerovnice:
1.3>x+3- m,
2. Vr+3—+vVr—1>+2x—1,
3. 1>x+vV4— 22
Reseni: a) [-1,0) U (3/5,1], b) [1,3/2), ¢) [-2, (1 — V7)].

Piiklad 6.3: Oznacme x4, x5 FeSeni rovnice 322 +8x 44 = 0. AniZz danou rovnici fesite, uréete
¢islo:

1. 22 + 22,

2. a3 + a3,

3. -+ o,

4. 1 — T,

5. x3x9 + 1173,

6. z? — 2.

Resend: 1) 2. 2) =24 3) —2. J) 4 nebo —2. 5) —32. 6) 32 npebo —2

9 -

Piiklad 6.4: Oznaéme z1, 22, x5 feseni rovnice 2 + 322 — 7x — 6 = 0. Aniz danou rovnici
fesite, urcete cislo:

1. 2% + 23 + 22,
2. a3+ x5 + 73,
3. oot
4. (11— x9)% + (w2 — w3)% + (23 — 11)%,
5. x?x3 + xivd + rixd.
Resend: 1) 23. 2) =72. 3) —%. /) 60. 5) 85.
Piiklad 6.5*: Nechf polynom 2® + az? + bx + ¢ ma tii kladné kofeny. Dokazte, Ze a® < 27c.

Reseni: Soucet korenti —a i soucin —c jsou kladnd éisla. Podle AG nerovnosti z prikladu 2.12
plati —a/3 > /—c. Umocnénim na treti a prondsobenim —1 dostaneme poZadovanou nerovnost.



Piiklad 6.6: Uvazujme nésledujici vlastnosti funkce f s definiénim oborem D(f).

1. f(x) =sinx,

(z)

2. f(z) = cosx

3. flx) =27,

4 flz) =37,

5 f(z) =Inz

6. f(x)=2>+22+3
T fla) = 2%

8. f(x) = V/z.



