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3 Nadkvadriky v afinńım a projektivńım prostoru 23
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7 Tenzorový součin 56
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9 Determinanty, objemy a orientace 77
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Úvod

Obsah skript je zřejmý z následuj́ıćıho podrobného sylabu. Většina kapitol kromě teoretického
výkladu obsahuje vyřešené př́ıklady a na konci kontrolńı otázky a úlohy k samostatnému
procvičeńı. Rádi bychom poděkovali Richardu Lastoveckému, který značnou část textu přepsal
v LATEXu a opatřil úlohami k samostatnému řešeńı.

Mı́sta označená jednou hvězdičkou
”
∗“ považujeme za těžká a jejich studium doporučujeme

pouze student̊um usiluj́ıćım o lepš́ı známku. Mı́sta označená dvěma hvězdičkami
”
∗∗“ jsou

ještě náročněǰśı. Části označené
”
cv“ se dělaly na cvičeńı a

”
nd“ se nedělaly v̊ubec.

Martin Čadek & Lukáš Vokř́ınek

Sylabus přednášky

1. Afinńı a projektivńı prostory: afinńı prostor, komplexifikace vektorového a afinńıho
prostoru, projektivńı prostor, projektivńı rozš́ı̌reńı afinńıho prostoru.

2. Nadkvadriky v afinńım a projektivńım prostoru: nadkvadriky v afinńım a pro-
jektivńım prostoru, vztah projektivńıch nadkvadrik a bilineárńıch forem a jejich klasifikace,
klasifikace afinńıch nadkvadrik.

3. Metrická klasifikace nadkvadrik: polárně sdružené body vzhledem k nadkvadrice, střed
nadkvadriky, hlavńı směry, hlavńı nadroviny, vrcholy nadkvadriky, metrická klasifikace nad-
kvadrik.

4. Mooreova–Penroseova pseudoinverze: Mooreova–Penroseova pseudoinverze, singulárńı
hodnoty, singulárńı rozklad, aproximace řešeńı soustavy lineárńıch rovnic, lineárńı regrese.

5. Multilineárńı algebra: faktorový prostor, multilineárńı zobrazeńı, duálńı prostor, duálńı
báze, duálńı zobrazeńı, dualita a podprostory, báze prostoru multilineárńıch forem.

6. Tenzorový součin: tenzorový součin a jeho univerzálńı vlastnost, asociativita, komutati-
vita a daľśı vlastnosti tenzorového součinu, vztah tenzorového součinu a prostoru lineárńıch
zobrazeńı, tenzorová algebra vektorového prostoru, souřadnice tenzor̊u při změně báze.

7. Symetrické a antisymetrické tenzory: symetrické tenzory, symetrická algebra vekto-
rového prostoru a jej́ı báze, antisymetrické tenzory, vněǰśı algebra vektorového prostoru a jej́ı
báze, vztah vněǰśı mocniny a determinantu.

8. Determinanty, objemy a orientace: antisymetrické formy a objemy, orientace, objem v
Eukleidovském prostoru, geometrie v rovině a prostoru, kvaterniony a jejich vztah ke geometrii
v prostoru.

9. Smith̊uv normálńı tvar celoč́ıselných matic: celoč́ıselné matice a jejich Smith̊uv
normálńı tvar, prezentace konečně generovaných komutativńıch grup, klasifikace konečně ge-
nerovaných komutativńıch grup.

10. Smith̊uv normálńı tvar polynomiálńıch matic: polynomiálńı matice a jejich Smith̊uv
normálńı tvar, K[λ]-moduly a jejich vztah k operátor̊um na vektorových prostorech, kanonická
prezentace operátor̊u na Kn, racionálńı kanonický tvar, Cayleyho–Hamiltonova věta, Jordan̊uv
kanonický tvar.
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1. Afinńı a projektivńı prostory

Začněme s krátkou motivaćı. Naš́ım ćılem bude studium kuželoseček a jejich v́ıce-rozměrných
analogíı, kvadrik a nadkvadrik. Na kuželosečky se dá pohĺıžet dvěma zp̊usoby – geometricky
jako na množiny bod̊u, které splňuj́ı nějakou kvadratickou rovnici a algebraicky jako na tuto
rovnici samotnou. Klasifikace kuželoseček pak spoč́ıvá v nalezeńı jistých kanonických tvar̊u
– geometricky to znamená, že po posunut́ı a otočeńı každá kuželosečka vypadá jako elipsa,
hyperbola, parabola, atd. a algebraicky pak to, že po jisté vhodné lineárńı substituci rovnice
kuželosečky vypadá nějakým specifickým zp̊usobem. Aby byly tyto dva pohledy ekvivalentńı,
je potřeba uvažovat

”
komplexně“, nebot’ např́ıklad x2 + y2 = −1 a x2 = −1 neńı možné

převést na sebe, nicméně maj́ı tyto rovnice totožnou množinu řešeńı, totiž prázdnou. Pokud
bychom uvažovali i komplexńı řešeńı, budou se jejich množiny chovat geometricky jinak.

Kromě komplexńıch bod̊u bude ještě výhodné přidat k naš́ı rovině
”
body v nekonečnu“.

Např́ıklad by mělo být zřejmé, že střed elipsy hraje zásadńı roli (elipsa je podle něj syme-
trická). Představme si nyńı, že jeden konec elipsy drž́ıme na mı́stě a druhý konec táhneme
směrem od prvńıho – střed se bude vzdalovat polovičńı rychlost́ı. V limitńım př́ıpadě, kdy
pohyblivý konec elipsy zmiźı v nekonečnu, stane se z elipsy parabola a ta již střed mı́t ne-
bude, protože jsme jej také přesunuli do nekonečna. Nicméně, tento bod v nekonečnu je stále
v jistém smyslu středem paraboly a je vhodné jej mı́t k dispozici. O něco jednodušš́ı př́ıklad
je dvojice r̊uznoběžných př́ımek, jejichž pr̊useč́ık přesunujeme do nekonečna. Pokud budeme
vhodnou dvojici bod̊u držet na mı́stě, stane se v limitńım př́ıpadě z dvojice r̊uznoběžných
př́ımek dvojice rovnoběžných př́ımek. Pokud budeme uvažovat i body v nekonečnu, př́ımky
se budou stále prot́ınat (tak, jak se nám zdá, že se koleje v dálce prot́ınaj́ı).

V daľśım tedy obohat́ıme rovinu (obecněji afinńı prostor) o komplexńı body a později o
body v nekonečnu. Mluv́ıme o komplexńım a projektivńım rozš́ı̌reńı.

1.1. Komplexifikace reálného vektorového prostoru

Necht’ V je reálný vektorový prostor. Jeho komplexńım rozš́ıřeńım (komplexifikaćı) je kom-
plexńı vektorový prostor V C s nosnou množinou V × V , na které je definováno sč́ıtáńı a
násobeńı komplexńım č́ıslem takto:

(v, w) + (v′, w′) = (v + v′, w + w′)

(a+ ib)(v, w) = (av − bw, bv + aw)

Neńı těžké dokázat, že jde skutečně o vektorový prostor nad C s nulovým prvkem (0, 0).
(Dobrou motivaćı je zp̊usob, jakým se konstruuj́ı komplexńı č́ısla jako dvojice reálných č́ısel.)

Vektory v ∈ V ztotožńıme s prvky (v, 0) ∈ V C a budeme tak V považovat za podmnožinu
prostoru V C. Plat́ı

(v, w) = (v, 0) + i(w, 0) = v + iw

Poznámka. Poněkud abstraktńı, ale velice užitečné pozorováńı je následuj́ıćı univerzálńı vlast-
nost: každé R-lineárńı zobrazeńı ϕ : V → W do komplexńıho vektorového prostoru W se
jednoznačně rozšǐruje na C-lineárńı zobrazeńı ϕ̃ : V C →W , nutně dané předpisem

ϕ̃(v + iw) = ϕ̃(v) + iϕ̃(w) = ϕ(v) + iϕ(w).

To, že je vskutku C-lineárńı se ověř́ı snadno (stač́ı zachováváńı násobeńı i).
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1. Afinńı a projektivńı prostory

Věta 1.1. Každá báze (e1, . . . , en) prostoru V je báźı prostoru V C.

D̊ukaz. Necht’ u+ iv ∈ V C je libovolný vektor. Chceme ukázat, že existuj́ı jediná komplexńıcv
č́ısla zk = ak + ibk taková, že

u+ iv = z1e1 + · · ·+ znen = (a1 + ib1)e1 + · · ·+ (an + ibn)en.

Porovnáńım reálných a imaginárńıch část́ı dostáváme ekvivalentńı soustavu

u = a1e1 + · · ·+ anen, v = b1e1 + · · ·+ bnen.

Tato soustava má jediné řešeńı: ak je k-tá souřadnice u a bk je k-tá souřadnice v.

Př́ıklad. Komplexńı rozš́ı̌reńı vektorového prostoru Rn je izomorfńı s Cn. Nejlépe se to vid́ı
pomoćı předchoźı poznámky a věty: inkluze Rn → Cn se rozšǐruje na (Rn)C → Cn, které
pośılá bázový vektor ei na bázový vektor ei a je tedy isomorfismem.

Př́ıklad. Dokažte, že komplexńı rozš́ı̌reńı prostoru polynomů s reálnými koeficienty R[x] jecv
izomorfńı s prostorem polynomů s komplexńımi koeficienty C[x].

Definice 1.2. Necht’ ϕ : V → W je lineárńı zobrazeńı mezi reálnými vektorovými prostory.
Komplexńı rozš́ıřeńı ϕC : V C →WC je zobrazeńı definované předpisem

ϕC(v + iw) = ϕ(v) + iϕ(w).

Toto zobrazeńı je opět lineárńı.

Věta 1.3. Je-li A matice lineárńıho zobrazeńı ϕ : V →W v báźıch α a β, pak ϕC : V C →WC

má v báźıch α a β opět matici zobrazeńı A.

D̊ukaz. Necht’ α = (e1, . . . , en), β = (ẽ1, . . . , ẽm). Matice A = (aij) je definována takto:cv

ϕ(ej) =
k∑
i=1

ẽiaij

Pro ϕC plat́ı

ϕC(ej) = ϕ(ej) =
k∑
i=1

ẽiaij .

Tedy (ϕC)βα = A.

1.2. Afinńı prostor a jeho komplexifikace

Definice 1.4. Necht’ V je vektorový prostor. Afinńı prostor S se zaměřeńım V je množina
S společně s vektorovým prostorem V a s operaćı +: S × V → S, která splňuje následuj́ıćı
podmı́nky:

(1) pro každé A ∈ S plat́ı A+ 0 = A,

(2) pro každé A ∈ S a v, w ∈ V plat́ı (A+ v) + w = A+ (v + w),

(3) pro každé A, B ∈ S existuje právě jedno v ∈ V tak, že A+ v = B. Ṕı̌seme v =
−−→
AB.

Pro zaměřeńı V použ́ıváme značeńı V = DirS.
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1. Afinńı a projektivńı prostory

(Prvńı dvě podmı́nky zkráceně ř́ıkaj́ı, že V má pravou akci na S. Posledńı podmı́nka ř́ıká,
že tato akce je jednoduše tranzitivńı.)

Z posledńı podmı́nky plyne, že pro každou volbu
”
počátku“ O ∈ S je zobrazeńı DirS → S,

v 7→ O+ v, bijekce a můžeme tedy ztotožnit S s vektorovým prostorem DirS. Důležité je ale
mı́t na paměti, že tato identifikace záviśı na volbě počátku. Každá jiná identifikace se však

lǐśı pouze o translaci, v 7→
−−→
PO + v.

Naopak, každý vektorový prostor V lze chápat jako afinńı prostor se zaměřeńım V t́ım,
že počátek

”
zapomeneme“, tj. požadované zobrazeńı V × V → V bude sč́ıtáńı ve V .

Definice 1.5. Báze afinńıho prostoru S je (n + 1)-tice (O, e1, . . . , en), kde O ∈ S je bod
(počátek) a (e1, . . . , en) je báze vektorového prostoru V . Souřadnice bodu A ∈ S v této bázi
je (n+ 1)-tice skalár̊u (1, x1, . . . , xn)T taková, že

A = O + x1e1 + · · ·+ xnen = (O, e1, . . . , en) ·


1
x1
...
xn

 .

Souřadnice vektoru v ∈ DirS v této bázi je (n+ 1)-tice skalár̊u (0, x1, . . . , xn)T taková, že

v = x1e1 + · · ·+ xnen = (O, e1, . . . , en) ·


0
x1
...
xn

 .

Alternativně zapisujeme souřadnice bod̊u [x1, . . . , xn] = (1, x1, . . . , xn)T a souřadnice vek-
tor̊u (x1, . . . , xn) = (0, x1, . . . , xn)T.

Př́ıklad. Kařdý afinńı podprostor vektorového prostoru je afinńı prostor.

Př́ıklad. Standardńım afinńım prostorem dimenze n budeme rozumět prostor

An = {(1, x1, . . . , xn) ∈ Kn+1} = {(x0, x1, . . . , xn) ∈ Kn+1 | x0 = 1}.

Vzhledem k předchoźı diskuzi lze An považovat za
”
prostor souřadnic“. Konkrétně, báze

afinńıho prostoru S zadává izomorfismusAn → S daný násobeńım zleva řádkem (O, e1, . . . , en).
Inverzńı zobrazeńı S → An pak přǐrazuje každému bodu jeho souřadnice.

V afinńım prostoru můžeme definovat afinńı kombinace: jsou-li A0, . . . , An ∈ S body a
x0, . . . , xn ∈ K č́ısla taková, že x0 + · · ·+ xn = 1, polož́ıme

x0A0 + · · ·+ xnAn = P + x0
−−→
PA0 + · · ·+ xn

−−→
PAn ∈ S,

kde P ∈ S je libovolně zvolený bod. Snadno se ukáže, že výsledek na této volbě nezáviśı.cv

Př́ıklad. Prostorem barycentrických souřadnic dimenze n budeme rozumět prostor

Bn = {(x0, x1, . . . , xn) ∈ Kn+1 | x0 + · · ·+ xn = 1}.
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1. Afinńı a projektivńı prostory

Stejně jako izomorfismy An ∼= S odpov́ıdaj́ı báźım S, izomorfismy Bn ∼= S odpov́ıdaj́ı
bodovým báźım, tj. (n+ 1)-tićım bod̊u E0, . . . , En takovým, že každý bod A lze jednoznačně
vyjádřit jako A = x0E0 + · · ·+xnEn, x0 + · · ·+xn = 1. Koeficienty xi nazýváme barycentrické
souřadnice bodu A.

Necht’ S je afinńı prostor, jehož zaměřeńı V je reálný vektorový prostor. Komplexńım
rozš́ıřeńım (komplexifikaćı) afinńıho prostoru S je množina SC = S × V s operaćı

+: SC × V C → SC

definovanou předpisem
(A, u) + (v, w) = (A+ v, u+ w).

Jednoduše se dá ověřit, že takto definovaná operace má všechny vlastnosti z definice
afinńıho prostoru, např. vlastnost (3) je splněna, protože rovnice

(A, u) + (v, w) = (B, t)

má jediné řešeńı (v, w) = (
−−→
AB, t− u).

Bod A ∈ S ztotožńıme s bodem (A, 0) ∈ SC a budeme tak opět chápat S jako podmnožinu
SC. Pro každý bod (A, u) ∈ SC pak plat́ı

(A, u) = (A, 0) + (0, u) = A+ iu.

Př́ıklad. Je-li T ⊆ S afinńı podprostor s parametrickým popisemcv

{P + t1v1 + · · ·+ tkvk | t1, . . . , tk ∈ R},

pak T C je afinńı podprostor v SC s parametrickým popisem

{P + t1v1 + · · ·+ tkvk | t1, . . . , tk ∈ C}.

Př́ıklad. Je-li T = {x ∈ Rn | Ax = b} afinńı podprostor všech reálných řešeńı soustavycv
rovnic Ax = b, pak T C = {x ∈ Cn | Ax = b} je prostorem všech komplexńıch řešeńı téže
soustavy.

Definice 1.6. Zobrazeńı ϕ : S → T mezi afinńımi prostory se nazývá afinńı, jestliže existuje
lineárńı zobrazeńı ϕ : DirS → Dir T takové, že

ϕ(A+ v) = ϕ(A) + ϕ(v)

pro všechny body A ∈ S a všechny vektory v ∈ DirS. Zobrazeńı ϕ se nazývá indukované
lineárńı zobrazeńı.

Poznámka. Indukované lineárńı zobrazeńı je jednoznačně určeno afinńım zobrazeńım ϕ, protože

plat́ı ϕ(v) =
−−−−−−−−−−→
ϕ(P )ϕ(P + v), pro libovolný bod P ∈ S.

Definice 1.7. Necht’ ϕ : S → T je afinńı zobrazeńı mezi reálnými afinńımi prostory. Jeho
komplexńı rozš́ıřeńı ϕC : SC → T C je definováno předpisem

ϕC(A+ iu) = ϕ(A) + iϕ(u),

kde ϕ je indukované lineárńı zobrazeńı.

Zobrazeńı ϕC je opět afinńı s indukovaným lineárńım zobrazeńım ϕC = ϕC.cv
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1. Afinńı a projektivńı prostory

1.3. Projektivńı prostor

Necht’ V je (n+ 1)-rozměrný vektorový prostor nad tělesem K (obvykle K = R nebo C).

Definice 1.8. Množinu P(V ) všech jednorozměrných podprostor̊u vektorového prostoru V
nazveme n-rozměrným projektivńım prostorem nad K. Vektorový prostor V se nazývá arit-
metickým základem projektivńıho prostoru P(V ). Prvky projektivńıho prostoru se nazývaj́ı
body .

Každý nenulový vektor v ∈ V r {0} určuje jednorozměrný podprostor

[v] = {kv ∈ V | k ∈ K} ∈ P(V );

vektor v se nazývá aritmetickým zástupcem bodu [v]. Zjevně každý jiný aritmetický zástupce
je nenulovým násobkem v a můžeme tedy alternativně P(V ) chápat jako rozklad (V r{0})/∼
podle relace ekvivalence v ∼ kv, k ∈ K×.

Př́ıklad. Standardńım projektivńım prostorem dimenze n budeme rozumět Pn = P(Kn+1).
K popisu bod̊u budeme použ́ıvat označeńı

(x0 : · · · : xn) = [(x0, . . . , xn)].

Jedna z možných názorných představ o projektivńım prostoru s aritmetickým základem
Rn+1 je založena na pozorováńı, že každá př́ımka v Rn+1 protne sféru

Sn = {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1 | x2
0 + · · ·+ x2

n = 1}

právě ve dvou bodech. Tedy Pn je Sn, kde
”
ztotožńıme“ protilehlé body. O něco lépe předsta-

vitelná je identifikace bod̊u na okraji hemisféry. Takto lze podmnožiny projektivńıho prostoru
v omezené mı́̌re i namalovat, viz přednášky.

Poznámka. Na přednášce jsem měl deľśı odbočku ohledně ploch, orientace, atd. Konkrétně
jsem mluvil o Riemannovských plochách, Möbiově pásku, Kleinově láhvi a projektivńım pro-
storu.

Libovolná báze α = (e0, . . . , en) vektorového prostoru V zadává identifikaci V
∼=−→ Kn+1

a následně P(V )
∼=−→ Pn, [v] 7→ [(v)α]. O obrazu bodu [v] budeme hovořit jako o jeho ho-

mogenńıch souřadnićıch. Konkrétně, je-li (v)α = (x0, . . . , xn), jsou homogenńı souřadnice [v]
rovny (x0 : · · · : xn) a tyto nezáviśı na volbě aritmetického základu v.

1.4. Projektivńı podprostory

Jednorozměrné podprostory v (k + 1)-rozměrném podprostoru W ⊆ V tvoř́ı k-rozměrný
projektivńı podprostor P(W ) v projektivńım prostoru P(V ). Jednorozměrný projektivńı pod-
prostor se nazývá projektivńı př́ımka.

Př́ıklad. Každé dvě př́ımky p, q v P2 maj́ı společný bod. V aritmetickém základu K3 př́ımkám
p a q odpov́ıdaj́ı podprostory U a V dimenze 2. Protože

dimU ∩ V = dimU + dimV − dim(U + V )

a dim(U + V ) ≤ 3, je dimU ∩ V ≥ 1. Tedy p ∩ q obsahuje alespoň jeden bod projektivńıho
prostoru P2.
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1. Afinńı a projektivńı prostory

Necht’ P(W ) ⊆ Pn je k-rozměrný projektivńı podprostor, zadaný (k + 1)-rozměrným
podprostorem W ⊆ Kn+1 popsaným homogenńı soustavou rovnic Ax = 0. Stejná soustava
rovnic pak popisuje homogenńı souřadnice bod̊u projektivńıho prostoru P(W ), tj.

P(W ) = {[x] | Ax = 0}.

1.5. Kolineace

Necht’ P(V ) a P(W ) jsou dva projektivńı prostory dimenze n. Zobrazeńı Φ: P(V ) → P(W )

se nazývá kolineace, jestliže existuje lineárńı izomorfismus ϕ : V
∼=−→W takový, že

Φ([v]) = [ϕ(v)]

pro všechna v ∈ V . Ṕı̌seme Φ = [ϕ]. Kolineace Pn → Pn tvoř́ı grupu, kterou budeme značit
PGL(Pn).

Poznámka. Analogicky k situaci ve vektorových a afinńıch prostorech existuje pojem báze pro-cv
jektivńıho prostoru – konkrétně geometrická báze je (n+2)-tice bod̊u tvaru [e0], . . . , [en], [e0 +
· · · + en] pro nějakou bázi aritmetického základu. Plat́ı, že kolineace je jednoznačně určena
t́ım, kam pośılá bázi a tu může poslat na libovolnou jinou bázi. Viz cvičeńı.

1.6. Afinńı prostor jako podmnožina projektivńıho prostoru

Nyńı se k afinńımu prostoru pokuśıme přidat body v nekonečnu. Názornou představu o tomto
procesu si můžeme učinit t́ım, že afinńı prostor budeme vńımat jako rovinu nad ńıž se nacháźı
pozorovatel (jako když se d́ıváme na podlahu). Pak když pozorujeme svět kolem sebe tak
vid́ıme jednak body této roviny a jednak body na horizontu1. Body na horizontu maj́ı speciálńı
význam, odpov́ıdaj́ı směr̊um v rovině – např́ıklad každé dvě rovnoběžné př́ımky v rovině se
prot́ınaj́ı na horizontu přesně v bodě odpov́ıdaj́ıćım jejich společnému směru, atd. Pokuśıme
se nyńı tuto situaci popsat obecně.

Necht’ P(V ) je n-rozměrný projektivńı prostor s aritmetickým základem V . Necht’ N ⊆ V
je afinńı nadrovina neprocházej́ıćı počátkem. Pro každý bod X ∈ P(V ) nastane právě jedna
z následuj́ıćıch dvou možnost́ı:

• X ∩N = ∅, potom X ∈ P(DirN ) nebo

• X ∩N 6= ∅, potom je t́ımto pr̊unikem jediný bod. Naopak, každým bodem A ∈ N pro-
cháźı jediný jednorozměrný podprostor X ∈ P(V ).

Dostáváme tak identifikaci N ∼= P(V ) r P(DirN ). Definujme nevlastńı prostor afinńıho
prostoru S jako ν(S) = P(DirS). Můžeme potom psát

P(V ) = N t ν(N ).

O bodech z N (lépe řečeno jednorozměrných podprostorech V prot́ınaj́ıćıch N ) budeme
hovořit jako o vlastńıch bodech a o bodech ν(N ) jako o nevlastńıch bodech nebo také směrech.
Toto rozděleńı samozřejmě záviśı na volbě nadroviny N (ve skutečnosti pouze na DirN ).

V této situaci mluv́ıme o projektivńım prostoru P(V ) jako o projektivńım rozš́ıřeńı afinńıho
prostoru N a znač́ıme jej N = P(V ).

1Body nad horizontem budeme ignorovat. Důvodem je, že naše vńımáńı je založené na polopř́ımkách,
zat́ımco projektivńı prostor na př́ımkách a v projektivńım vńımáńı jsou tedy body nad horizontem zároveň
body roviny vyskytuj́ıćı se týmž směrem za pozorovatelem.
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1. Afinńı a projektivńı prostory

Př́ıklad. Zabývejme se př́ıkladem N = An ⊆ Kn+1, tj. standardńım afinńım prostorem
dimenze n. Potom bod (1, x1, . . . , xn) ∈ An ztotožňujeme s vlastńım bodem (1 : x1 : · · · : xn)
a zbylé body Pn jsou tvaru (0 : x1 : · · · : xn) a lež́ı v ν(An). Zejména Pn = An.

Poznámka. Přesuňme se nyńı do situace, kdy máme zadaný abstraktńı afinńı prostor S a∗∗
chceme definovat jeho projektivńı rozš́ı̌reńı. Podle předchoźıho výkladu je vhodné S vložit
do nějakého vektorového prostoru V jako afinńı nadrovinu neprocházej́ıćı počátkem. K tomu,
abychom tento vektorový prostor definovali, předpokládejme prvně, že takové vložeńı máme
a popǐsme V pouze pomoćı S.

Necht’ P ∈ S je libovolný bod (o kterém můžeme uvažovat jako o počátku). Zjevně plat́ı
V = [P ]⊕DirS (jsou to podprostory komplementárńı dimenze s nulovým pr̊unikem, protože S
neprocháźı počátkem), a proto můžeme obecný vektor u ∈ V psát jednoznačně jako u = tP+v,
kde t ∈ K a v ∈ DirS. Zřejmě tedy máme bijekci K×DirS ∼= V , (t, v) 7→ tP + v.

Mohli bychom tedy definovat V = K× DirS, bijekce z předchoźıho odstavce ale bohužel
záviśı na volbě počátku P . Pokusme se nyńı této závislosti zbavit a uvažujme tedy jinou
volbou počátku Q a poč́ıtejme

sQ+ w = s(P +
−−→
PQ) + w = sP + (s

−−→
PQ+ w).

Zřejmě tedy plat́ı tP + v = sQ+ w, právě když s = t a v = s
−−→
PQ+ w.

Je-li nyńı S libovolný afinńı prostor, uváž́ıme na K × S × DirS relaci ekvivalence, jej́ıž
tř́ıdy [(t, P, v)] budeme značit tP + v a budeme tedy požadovat tP + v = sQ+w, právě když

plat́ı s = t a v−w = s
−−→
PQ. Potom lze na vzniklém rozkladu V (S) = (K×S×DirS)/∼ zavést

strukturu vektorového prostoru (plat́ı tP+v = tO+(t
−−→
OP+v) a polož́ıme (tO+v)+(sO+w) =

(t + s)O + (v + w)). Bod A ∈ S ztotožńıme s vektorem 1A + 0 ∈ V (S) a t́ımto zp̊usobem
budeme chápat S jako nadrovinu ve V (S). Dostáváme tak projektivńı rozš́ı̌reńı S = P(V (S)).

Cvičeńı. Popǐste projektivńı př́ımku procházej́ıćı dvěma vlastńımi body; vlastńım a ne-cv
vlastńım bodem (řešte stejným zp̊usobem).

1.7. Projektivńı rozš́ı̌reńı afinńıch podprostor̊u

Necht’ T ⊆ S je afinńı podprostor. Naš́ım ćılem bude zkonstruovat projektivńı podprostor
T ⊆ S tak, že T bude projektivńım rozš́ı̌reńım T . Předpokládejme tedy, že S ⊆ V jako afinńı
nadrovina a pokusme se naj́ıt vektorový podprostor W ⊆ V , v němž bude T ležet jako afinńı
nadrovina. Protože T ⊆ S neprocháźı počátkem, stač́ı za W zvolit lineárńı obal T , který
je zjevně W = {0} ∗ T (spojeńı počátku a T – to je afinńı podprostor obsahuj́ıćı počátek,
tj. vektorový podprostor). Pro dimenzi plat́ı dimW = dim{0} + 1 + dim T = dim T + 1,
takže v něm vsktuktu lež́ı T jako afinńı nadrovina neprocházej́ıćı počátkem. Můžeme tedy
psát T = P(W ) a jedná se o projektivńı podprostor S – hovoř́ıme o projektivńım rozš́ıřeńı
afinńıho podprostoru. Z konstrukce vid́ıme, že se jedná o nejmenš́ı projektivńı podprostor S
obsahuj́ıćı T . Z předchoźı sekce v́ıme, že T = T t ν(T ) a tedy T obsahuje krom bod̊u z T
také směry v zaměřeńı Dir T . To podává uspokojivé vysvětleńı, proč (a kde!) se prot́ınaj́ı
rovnoběžné př́ımky.

Zabývejme se nyńı početńım aspektem. Necht’ je T zadán soustavou (nehomogenńıch)

lineárńıch rovnic b+ Ax = 0. Tu můžeme vhodně zapsat jako
(
b A

)(1

x

)
= 0. Protože jsou
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1. Afinńı a projektivńı prostory

tedy body T dány soustavou

(
b A

)(x0

x

)
= 0, x0 = 1,

je zjevně T afinńı nadrovinou ve vektorovém podprostoru zadaném prvńı (homogenńı) sou-

stavou rovnic
(
b A

)(x0

x

)
= 0 (speciálně je třeba vyřešit př́ıpad, že by p̊uvodńı soustava

neměla řešeńı2).

Pod́ıvejme se na tento podprostor poněkud elementárněji: plat́ı X = (x0 : x1 : · · · : xn) ∈
T , právě když x0 6= 0 a X = (1 : x1/x0 : · · · : xn/x0) = (1, x1/x0, . . . , xn/x0) ∈ T , tj. právě
když x0 6= 0 a

b+A(x1/x0, . . . , xn/x0)T = 0.

Přenásobeńım x0 6= 0 dostáváme ekvivalentńı podmı́nku

bx0 +A(x1, . . . , xn)T =
(
b A

)
(x0, x1, . . . , xn)T = 0.

Dostaneme tedy popis projektivńıho rozš́ı̌reńı T tak, že do soustavy zadávaj́ıćı T dosad́ıme
(1, x1/x0, . . . , xn/x0) = (x0 : x1 : · · · : xn), přenásobeńım x0 z ńı uděláme opět lineárńı
soustavu a zapomeneme na podmı́nku x0 6= 0 (t́ım přesně přidáme nevlastńı body – nav́ıc je
jasné, že tyto přidané body budou právě ty s x0 = 0, tj. řešeńı homogenizované soustavy).

1.8. Vztah afinńıch zobrazeńı, lineárńıch zobrazeńı a kolineaćı∗

Zabývejme se vztahem afinńıch zobrazeńı Am → An a lineárńıch zobrazeńı Km+1 → Kn+1.
Zjevně, každé lineárńı zobrazeńı T : Km+1 → Kn+1 s vlastnost́ı T (Am) ⊆ An dává po zúžeńı
afinńı zobrazeńı ϕ : Am → An. Budeme-li T psát blokově tvaru (1 + n)× (1 +m), pak

T

(
1
x

)
=

(
k c
b A

)(
1
x

)
=

(
k + cx
b+Ax

)
=

(
1

b+Ax

)
a je vidět, že muśı platit k = 1, c = 0.

Naopak, necht’ ϕ je afinńı zobrazeńı. Potom

ϕ

(
1
x

)
= ϕ

(
1
0

)
+ ϕ

(
0
x

)
=

(
1
b

)
+

(
0
Ax

)
=

(
1

b+Ax

)
,

pokud vezmeme za b souřadnice ϕ(e0) a za A matici ϕ ve standardńıch báźıch. Proto je ϕ

zúžeńım lineárńıho zobrazeńı s matićı T =
(

1 0
b A

)
.

Na cvičeńı ukážeme, že, je-li kolineace Φ reprezentována dvěma lineárńımi izomorfismycv
ϕ, ψ, pak plat́ı ψ = kϕ. Dı́ky předchoźı analýze je pak jednoduché vidět, že každá kolineace
je reprezentována maximálně jedńım afinńım zobrazeńım a tento př́ıpad nastane, právě když
Φ zachovává rozklad na vlastńı a nevlastńı podprostory. Ve výsledku tedy lze ř́ıct, že afinńı
zobrazeńı jsou kolineace zachovávaj́ıćı rozklad An = An t ν(An).

2V takovém př́ıpadě je T = ∅ a tedy podle naš́ı definice je T = ∅. Z druhého pohledu je pak T = ∅ s
netriviálńım zaměřeńım daném řešeńımi př́ıslušně homogenńı soustavy a T = T t ν(T ) = P(Dir T ).
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1. Afinńı a projektivńı prostory

Kontrolńı otázky

1. Necht’ V je reálný vektorový prostor. Definujte jeho komplexifikaci V C. Ukažte na př́ıkladu
V = R2[x] reálných polynomů stupně nejvýše 2. Co je V C v tomto př́ıpadě?

2. Vyslovte definici afinńıho prostoru a afinńıho zobrazeńı. Demonstrujte na několika př́ı-
kladech.

3. Co jsou body projektivńıho prostoru Pn? Co jsou př́ımky v Pn? Maj́ı každé dvě projektivńı
př́ımky v P3 neprázdný pr̊unik?

4. Vysvětlete projektivńı rozš́ı̌reńı afinńı roviny A2 na projektivńı prostor P2. Představujte
si A2 jako rovinu v R3 zadanou v souřadnićıch rovnićı x0 = 1. Co jsou v tomto př́ıpadě
nevlastńı body?

Př́ıklady k procvičeńı

1. Ke komplexńımu vektorovému prostoru V lze definovat konjugovaný prostor V takto:
množinově V = V , sč́ıtáńı vektor̊u je stejné jako ve V a násobeńı skalárem � definujeme
předpisem

(a+ ib)� u = (a− ib) · u.

Dokažte, že V je komplexńı vektorový prostor.

2. Ke komplexńımu vektorovému prostoru V lze definovat jeho realifikaci V R takto: mno-
žinově V R = V , sč́ıtáńı vektor̊u je stejné jako ve V a násobeńı reálným č́ıslem je stejné.
Necht’ (e1, . . . , en) je báze V . Najděte nějakou bázi V R.

[Řešeńı: Např. (e1, . . . , en, ie1, . . . , ien).]

3. Dokažte, že pro reálný vektorový prostor V plat́ı

(V C)R ' V ⊕ V.

4. Dokažte, že pro komplexńı vektorový prostor V plat́ı

(V R)C ' V ⊕ V .

5. Necht’ ϕ : V → W je lineárńı zobrazeńı mezi komplexńımi vektorovými prostory. Zobra-
zeńım ϕ je indukováno zobrazeńı

ϕR : V R →WR.

Dokažte, že ϕR je lineárńı zobrazeńı mezi reálnými vektorovými prostory.

6. Jsou-li v prostorech V a W z předchoźıho př́ıkladu zvoleny báze α = (e1, . . . , en) a
β = (ẽ1, . . . , ẽm), můžeme naj́ıt matice A a B takové, že matice zobrazeńı (ϕ)βα = A+iB.

Zvolme v prostoru V R bázi αR = (e1, . . . , en, ie1, . . . , ien) a v prostoru WR bázi βR =
(ẽ1, . . . , ẽm, iẽ1, . . . , iẽm). Dokažte, že matice zobrazeńı ϕR v těchto báźıch je

(ϕR)βRαR =

(
A −B
B A

)
.

Uvědomte si, jaké jsou rozměry jednotlivých matic!
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2. Polyedry a lineárńı programováńı

7. V prostoru AC
3 udejte př́ıklady př́ımky p takové, že př́ımky p a p jsou rovnoběžné,

r̊uznoběžné, mimoběžné.

8. Necht’ S ⊆ An je afinńı podprostor. Popǐste nejmenš́ı projektivńı podprostor An ob-
sahuj́ıćı S, tzv. projektivńı rozš́ı̌reńı S. Znač́ıme jej S. Popǐste také nevlastńı body S.
Interpretujte pr̊unik S ∩ T . (Podstatné je, že S je afinńı nadrovinou ve svém lineárńım
obalu.)

9. Najděte bod, kde se prot́ınaj́ı větve paraboly y = x2.

2. Polyedry a lineárńı programováńı

Hlavńı myšlenkou této kapitoly je studovat podmnožiny eukleidovského prostoru Rn skrze
rovnice či nerovnice, které tyto podmnožiny splňuj́ı. Možnost́ı, jak toto upřesnit je spousta:
můžeme uvažovat rovnice tvaru f(x) = 0, kde f omeźıme na (homogenńı nebo nehomogenńı)
lineárńı funkce, (homogenńı nebo nehomogenńı) polynomiálńı funkce, spojité funkce, hladké
funkce, atd.; také můžeme uvažovat nerovnice f(x) ≥ 0 pro stejné tř́ıdy funkćı. V daľśım nás
bude nejv́ıce zaj́ımat př́ıpad lineárńıch nerovnic ax+β ≥ 0, kde použ́ıváme značeńı a ∈ (Rn)∗,
β ∈ R. Z tohoto pohledu neumı́me rozlǐsit mezi množinou tř́ı bod̊u v rovině a trojúhelńıkem
maj́ıćı tyto tři body za vrcholy, protože tyto množiny splňuj́ı přesně tytéž lineárńı nerovnice –
to si lze snadno rozmyslet, když si uvědomı́me, že množina řešeńı nerovnice je polorovina, a že
tyto dvě množiny lež́ı ve stejných polorovinách (přesněji pokud v nějaké polorovině lež́ı trojice
bod̊u, bude v ńı automaticky ležet i celý trojúhelńık). Přitom trojúhelńık je v jistém smyslu
speciálńı, protože to je celá množina řešeńı jistého systému nerovnic. Situace se snadno poṕı̌se
pomoćı tzv. Galoisovy konexe. Zásadńı výsledek, i když velmi snadný, je, že vždy dostáváme
bijekci mezi množinami řešeńı na straně jedné a množinami vztah̊u na straně druhé.

Tato dualita bude v našem výkladu hrát zásadńı roli a lze ji velice hezky ilustrovat
na předchoźım př́ıkladu. Viděli jsem, že pokud tři body patř́ı do množiny řešeńı systému
lineárńıch nerovnic, bude tam ležet i celý trojúhelńık jimi “generovaný”. Naopak trojúhelńık
lze zadat třemi nerovnicemi vyjadřuj́ıćımi náležitost do tř́ı polorovin určených jednotlivými
hranami trojúhelńıka. Samozřejmě bude trojúhelńık splňovat také spoustu daľśıch nerovnic,
ale ty budou opět “generovány” těmi zmı́něnými třemi. Trojúhelńık tedy lze zadat třemi body
nebo třemi nerovnicemi. Ve vyšš́ıch dimenźıch už tyto počty nebudou totožné, ale vždy bude
platit, že daný útvar lze zadat konečným počtem bod̊u, právě když jej lze zadat konečným
počtem lineárńıch nerovnic a takovéto útvary budeme nazývat polyedry.

Zabývejme se nyńı krátce t́ım, jak vypadaj́ı polyedry dimenze 2. S výjimkou celé roviny
se jedná o mnohoúhelńıky s t́ım, že některé vrcholy můžou ležet “v nekonečnu”; např́ıklad
(konvexńı) úhel je trojúhelńık maj́ıćı dva vrcholy v nekonečnu. Jestliže k rovině přidáme body
v nekonečnu (p̊ujde o jisté projektivńı rozš́ı̌reńı), můžeme pak s body v nekonečnu nakládat
stejně jako s ostatńımi body a situace se stane homogenńı; po pravdě se opravdu stanou
definuj́ıćı rovnice homogenńı, jak časem uvid́ıme. Protože je tato homogenńı situace výrazně
jednodušš́ı, začneme prvně s ńı a budeme tedy zkoumat podmnožiny Rn skrze homogenńı
lineárńı nerovnice, které tato podmnožina splňuje.

Začneme s Galoisovou konex́ı, která je sice poměrně snadným pojmem, ale bude i přesto
velmi užitečná.

Definice 2.1. Galoisova konexe je dvojice zobrazeńı F : A // B :Goo mezi uspořádanými
množinami A, B, splňuj́ıćı:
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2. Polyedry a lineárńı programováńı

• a ≤ a′ ⇒ Fa ≥ Fa′,
• b ≤ b′ ⇒ Gb ≥ Gb′,
• a ≤ GFa,

• b ≤ FGb.

Prvńı dvě podmı́nky ř́ıkaj́ı, že obě F , G obraćı uspořádáńı, pro vysvětleńı zbylých dvou
budeme prvky v obrazu G nazývat G-uzavřené a prvky v obrazu F pak F -uzavřené. Pro
a ∈ A je GFa tedy G-uzavřený, nyńı ukážeme, že je dokonce nejmenš́ı G-uzavřený nad a:
necht’ tedy a ≤ Gb, pak b ≤ FGb ≤ Fa a nakonec a ≤ GFa ≤ Gb. Budeme tedy ř́ıkat, že
GFa je G-uzávěr a, složeńı GF budeme nazývat uzávěrový operátor a zejména vid́ıme, že a
je G-uzavřený, právě když GFa = a.

Lemma 2.2. Galoisova konexe se zužuje na bijekci mezi G-uzavřenými a F -uzavřenými
prvky.

2.1. Polyedrálńı kužely

Prvně se budeme zabývat homogenńı situaćı, tedy homogenńımi lineárńımi nerovnicemi.
Uvažme následuj́ıćı Galoisovu konexi

(−)� : {podmnožiny U} // {podmnožiny U∗} : (−)�oo

pośılaj́ıćı podmnožinu X ⊆ U na množinu všech homogenńıch lineárńıch nerovnic, které tato
podmnožina splňuje, přesněji

X� = {a ∈ U∗ | ∀x ∈ X : ax ≥ 0}

Zobrazeńı v opačném směru je definováno zcela analogicky: přǐrad́ı systému A lineárńıch
nerovnic množinu řešeńı tohoto systému,

A� = {x ∈ U | ∀a ∈ A : ax ≥ 0}.

Evidentně (−)�-uzavřené podmnožiny, tj. prvky obrazu (−)�, jsou právě množiny řešeńı
systémů homogenńıch lineárńıch rovnic a (−)�-uzávěr množiny X je pak množina X�� řešeńı
systému všech homogenńıch nerovnic, které X splňuje. O něco přehledněji je množina řešeńı
jedné nerovnice poloprostor procházej́ıćı počátkem a X�� je tedy pr̊unik všech poloprostor̊u
procházej́ıćıch počátkem, ve kterýchX lež́ı. Následuj́ıćı tvrzeńı poměrně snadno charakterizuje
(−)�-uzavřené množiny, v daľśım jej ale nebudeme použ́ıvat.

Tvrzeńı 2.3. Podmnožina X ⊆ U je (−)�-uzavřená, právě když je X uzavřená na nezáporné
lineárńı kombinace a zároveň uzavřená ve smyslu topologie.3

3Zjevně každá množina řešeńı A� je uzavřený konvexńı kužel (např́ıklad je to pr̊unik poloprostor̊u a� pro
a ∈ A, které jsou uzavřenými konvexńımi kužely, a t́ım pádem i jejich pr̊unik).

Zbývá tedy ukázat, že naopak každý uzavřený konvexńı kužel X splňuje X = X��, přičemž inkluze ⊆ plat́ı
pro libovolné X. Necht’ tedy X je uzavřený konvexńı kužel a u /∈ X. Zvolme na U libovolně skalárńı součin
a necht’ x ∈ X je nějaký z nejbližš́ıch bod̊u k u (podle definice je X neprázdná a nejbližš́ı bod existuje d́ıky
uzavřenosti X). Potom zjevně

ax := 〈x− u, x〉 = 1/2 · d
dt

∣∣
t=0
〈x+ tx− u, x+ tx− u〉 ≥ 0

13



2. Polyedry a lineárńı programováńı

Množinám uzavřeným na nezáporné lineárńı kombinace budeme ř́ıkat konvexńı kužely.
Definujme

coneX = {t1x1 + · · ·+ tnxn | n ≥ 0, xi ∈ X, ti ≥ 0},

tj. množinu všech nezáporných lineárńıch kombinaćı prvk̊u (pro n = 0 dostaneme 0 ∈ coneX).
MnožinaX je tedy konvexńı kužel, pokudX = coneX. Podle předchoźıho tvrzeńı se Galoisova
konexe zužuje na bijekci

{uzavřené konvexńı kužely v U} ∼= {uzavřené konvexńı kužely v U∗},

v daľśım nás ale budou zaj́ımat jen ty konvexńı kužely, které jsou v nějakém smyslu konečné
a které budou zjevně (−)�-uzavřené.

Definujme H-kužel jakožto množinu tvaru A� pro libovolnou konečnou množinu A, tedy
jakožto množinu řešeńı konečného systému homogenńıch lineárńıch nerovnic. Definujme dále
V-kužel jakožto množinu tvaru X�� pro nějakou konečnou množinu X; jedná se tedy o
nejmenš́ı (−)�-uzavřenou množinu obsahuj́ıćıX a je tedy v jistém smyslu generovaná konečnou
množinou X – následuj́ıćı věta tuto situaci poṕı̌se konkrétně. Evidentntě pak dostáváme
zúžeńım Galoisovy korespondence bijekce

{V-kužely v U} ∼= {H-kužely v U∗}
{H-kužely v U} ∼= {V-kužely v U∗}

Věta 2.4. Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

1. C je V-kužel,

2. C = coneX pro nějakou konečnou množinu X,

3. C = X�� pro nějakou konečnou množinu X, tj. C je H-kužel.

Množinám tohoto tvaru budeme ř́ıkat polyedrálńı kužely.
Pro d̊ukaz bude zcela zásadńı tzv. Motzkinova eleminace, kterou lze teoreticky použ́ıt

i k řešeńı soustavy nerovnic – konkrétně ji lze použ́ıt k rozhodováńı, zda daný systém má
nějaké řešeńı. Uvažujme soustavu homogenńıch lineárńıch nerovnic bt+Ax ≥ 0 v proměnných
t, x1, . . . , xn jako soustavu nerovnic v jedné proměnné t a považujme tedy x1, . . . , xn za pa-
rametry. Budeme zkoumat, kdy má tato soustava řešeńı. Jednotlivé nerovnice v systému
rozděĺıme podle koeficientu βi:

βit+ aix ≥ 0

Pokud βj = 0, je tato nerovnice ekvivalentńı ajx ≥ 0. Pokud βk > 0, je tato nerovnice
ekvivalennt́ı t ≥ −ak/βk · x. Pokud βl < 0, je tato nerovnice ekvivalennt́ı t ≤ −al/βl · x.
Zjevně lze systém skládaj́ıćı se z posledńıch dvou typ̊u nerovnic vyřešit vzhledem k t, právě
když každá horńı mez je větš́ı nebo rovna každé dolńı mezi, tj.

−al/βl · x ≥ −ak/βk · x

nebo ekvivalentně
(ak/βk − al/βl) · x ≥ 0.

(v opačném př́ıpadě by vzdálenost x+ tx od u byla pro malé t > 0 menš́ı než vzdálenost x od u), takže a ∈ X�,
přitom

au = 〈x− u, u〉 < 〈x− u, x〉 = 1/2 · d
dt

∣∣
t=1
〈tx− u, tx− u〉 = 0

(v opačném př́ıpadě by vzdálenost tx od u byla pro t bĺızko 1 menš́ı než vzdálenost x od u), takže u nesplňuje
au ≥ 0 a tedy u /∈ X��.
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2. Polyedry a lineárńı programováńı

Společně s nerovnicemi prvńıho typu, tj. ajx ≥ 0, dostáváme soustavu A′x ≥ 0, pro ńıž plat́ı:
pro každou volbu parametru x má p̊uvodńı soustava bt+Ax ≥ 0 nějaké řešeńı t, právě když
plat́ı A′x ≥ 0. Symbolicky:

∃t : bt+Ax ≥ 0 ⇔ A′x ≥ 0.

Posledńı formulace ř́ıká, že lze Motzkinovu eliminaci považovat za tzv. eliminaci (exis-
tenčńıch) kvantifikátor̊u, protože pro danou formuli s existenčńım kvantifikátorem najdeme
ekvivalentńı formuli bez kvantifikátoru, přičemž iteraćı lze samozřejmě odstranit libovolný
konečný počet existenčńıch kvantifikátor̊u.

D̊ukaz. Prvně ukážeme 2 ⇒ 3. Necht’ tedy X = {x1, . . . , xk}, pak coneX je zjevně množina
těch x, které splňuj́ı formuli

∃t1 · · · ∃tk : x = t1x1 + · · ·+ tkxk, t1 ≥ 0, . . . , tk ≥ 0

Protože je však tato formule ekvivalentńı formuli Ax ≥ 0 d́ıky Motzkinově eliminaci, jedná
se o H-kužel.

Nyńı ukážeme 1⇒ 2, přesněji pro konečnou množinu X dokážeme X�� = coneX. Protože
je X�� nejmenš́ı množina tvaru A� obsahuj́ıćı X, stač́ı ukázat, že coneX splňuje totéž. Podle
právě dokázané implikace 2⇒ 3 je coneX tvaru A� (nav́ıc pro konečnou množinu A). Zároveň
je každá množina tvaru A� uzavřená na nezáporné lineárńı kombinace, takže pokud obsahuje
X, muśı obsahovat i coneX a t́ım pádem je coneX nejmenš́ı.

Implikace 3 ⇒ 1 je jednoduchou aplikaćı duality a již dokázané implikace 1 ⇒ 2 ⇒ 3,
totiž C je H-kužel ⇒ C� je V-kužel ⇒ C� je H-kužel ⇒ C je V-kužel.

Důsledek 2.5 (Farkasovo lemma pro kužely). Necht’ C : Ax ≥ 0 je polyedrálńı kužel. Pak
C splňuje lineárńı nerovnici cx ≥ 0, právě když je tato nezápornou lineárńı kombinaćı gene-
ruj́ıćıch nerovnic, tj. c = yA pro nějaké y ≥ 0.

D̊ukaz. Podle předpokladu plat́ı C = A�, kde A nyńı bereme jako množinu řádk̊u matice A,
tedy jako podmnožinu A ⊆ U∗. Jestliže C splňuje cx ≥ 0, pak c ∈ C� = A�� = coneA,
protože je A konečná. To ale přesně znamená, že c je nezápornou lineárńı kombinaćı řádk̊u
matice A.

2.2. Polyedry

Uvažujme U jako podprostor {1} × U ⊆ R × U se souřadnicemi t na R a x na U , tedy jako
podprostor {t = 1}. Zjevně řešeńı systému b+Ax ≥ 0 jsou právě pr̊uniky

{bt+Ax ≥ 0} ∩ {t = 1}

polyedrálńıch kužel̊u s nadrovinou {t = 1}. Takovým podmnožinám budeme ř́ıkat polyedry.
Zabývejme se nyńı podrobněji zobrazeńım

{kužely v R× U} → {polyedry v U}

daným právě pr̊unikem s {t = 1}. Označme pro jednoduchost C1 = C ∩ {t = 1}, v daľśım
budeme potřebovat také C0 = C ∩ {t = 0}. Je-li polyedr P obrazem kuželu C, pak zřejmě
P = C1 ⊆ C, takže P �� ⊆ C a následně

P ⊆ (P ��)1 ⊆ C1
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2. Polyedry a lineárńı programováńı

a protože P = C1, dostáváme P = (P ��)1. Máme tedy přirozeného kandidáta na inverzńı
zobrazeńı, totiž P 7→ P ��. Zřejmě kužely tohoto tvaru budou obsaženy v t ≥ 0, protože celý
prostor {t = 1} je v tomto poloprostoru obsažen. Nav́ıc, pokud P 6= ∅, neńı P �� zcela obsažen
v {t = 0}. Budeme tedy ř́ıkat, že kužel C je kladný, pokud C ⊆ {t ≥ 0}, C 6⊆ {t = 0}. Ve
zbylém př́ıpadě P = ∅ je pak P �� = 0. Kladným kužel̊um společně s nulovým budeme ř́ıkat
nezáporné.

Věta 2.6. Zobrazeńı C 7→ C1 je bijekce

{nezáporné kužely v R× U} → {polyedry v U}

s inverźı P 7→ P ��.

D̊ukaz. Již jsme ukázali, že pro polyedr P plat́ı P = (P ��)1, zbývá tedy dokázat C = C��1 pro
nezáporné kužely C. Protože se jedná o (−)�-uzavřené množiny, je toto ekvivalentńı C� = C�1 ,
přičemž implikace ⇒ je triviálńı. Necht’ tedy cx ≥ 0 plat́ı na C1 a ukážeme, že plat́ı i na C.
Protože každý prvek C s t > 0 je kladným násobkem prvku z C1 bude nerovnice cx ≥ 0 pro
takové prvky splněna a zbývá vyřešit př́ıpad v ∈ C0. Necht’ x0 ∈ C1 je libovolný bod. Pak
x0 +λv ∈ C1 pro libovolné λ ≥ 0 a muśı tedy platit c(x0 +λv) ≥ 0 pro libovolné λ ≥ 0 a tedy
jistě cv ≥ 0, takže v také splňuje uvažovanou nerovnici.

Nyńı vysvětĺıme, jak popsat polyedry pomoćı V-kužel̊u. Protože je V-kužel obsažen v t ≥ 0,
můžeme jeho generuj́ıćı vektory psát jako (1, xi) nebo (0, vj). Jejich nezáporná kombinace lež́ı
v {t = 1}, právě když je tvaru

λ1x1 + · · ·+ λkxk + t1v1 + · · ·+ tlvl,

kde λ1 + · · ·+λk = 1 a všechny koeficienty jsou nezáporné. Jedná se tedy o součet konvexńıho
obalu conv{x1, . . . , xk} bod̊u a konvexńıho kužele cone{v1, . . . , vl} vektor̊u. Druhá množina
je pak zároveň pr̊unikem s {t = 0} a lze ji tedy považovat za “zaměřeńı” polyedru.

Poznámka. Podmnožina

convX = {λ1x1 + · · ·+ λkxk | λ1 + · · ·+ λk = 1, λi ≥ 0}

je nejmenš́ı konvexńı podmnožina obsahuj́ıćı X, tj. nejmenš́ı podmnožina uzavřená na kon-
vexńı kombinace (nezáporné se součtem koeficient̊u 1). Plat́ı totiž, že konvexńı kombinace
konvexńıch kombinaćı je opět konvexńı. Nav́ıc lze každou takovou dostat iterováńım konvexńı
kombinace pro dva prvky, kde λx + µy = x + µ(y − x) jsou přesně body úsečky xy, protože
µ ∈ [0, 1], takže podmnožina je konvexńı, právě když s každými dvěma body obsahuje i
př́ıslušnou úsečku.

Uvažujme nyńı kladný polyedrálńı kužel C : Ax ≥ bt. Pr̊unikem s {t = 1} tak dostaneme
polyedr P : Ax ≥ b. Naopak, každá neprázdná množina tohoto tvaru dostaneme jako C1 pro
kladný kužel C : Ax ≥ bt, t ≥ 0. Dı́ky jednoznačnosti plat́ı P �� = C a tedy nerovnice, které
P splňuje jsou právě nezáporné lineárńı kombinace Ax ≥ bt, 0 ≥ −t, což můžeme d́ıky t = 1
přepsat jako nezáporné lineárńı kombinace

Ax ≥ b, 0x ≥ −1,

tedy lineárńı nerovnice, které P splňuje jsou právě nezáporné kombinace generuj́ıćıch nerovnic
a triviálńı nerovnice 0 ≥ −1.
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2. Polyedry a lineárńı programováńı

Tvrzeńı 2.7 (Farkasovo lemma pro polyedry). Polyedr P : Ax ≥ b je prázdný, tj. soustava
Ax ≥ b nemá řešeńı, právě když nezápornou lineárńı kombinaćı nerovnic z Ax ≥ b lze vyrobit
0 ≥ 1.

D̊ukaz. Soustava nemá řešeńı, právě když kužel C : Ax ≥ bt má prázdný pr̊unik s {t = 1}, tj.
právě když lež́ı v 0 ≥ t. To je ale právě když je 0 ≥ t nezápornou lineárńı kombinaćı nerovnic
z Ax ≥ bt. Tvrzeńı se dostane dosazeńım t = 1.

2.3. Afinńı obal polyedru

Lemma 2.8. Necht’ P : Ax ≥ b je neprázdný polyedr. Pak jsou následuj́ıćı podmı́nky ekviva-
lentńı:

1. P nesplňuje žádnou netriviálńı rovnici.

2. P nesplňuje žádnou netriviálńı nerovnici z Ax ≥ b jako rovnici.

3. Existuje bod P splňuj́ıćı všechny netriviálńı nerovnice v Ax ≥ b ostře.

Zjevně prvńı podmı́nka znamená, že P nelež́ı v žádném vlastńım afinńım podprostoru,
tedy že afinńı obal P je celý prostor U . V takovém př́ıpadě řekneme, že dimenze P je rovna
dimenzi U . Body z podmı́nky 3 nazveme vnitřńı body polyedru P , takže budeme ř́ıkat, že P
je polyedr s neprázdným vnitřkem.

Obecně lze uvažovat P uvnitř svého afinńıho obalu, kde podmı́nky již splněny budou
(některé nerovnice se po zúžeńı na afinńı obal stanou triviálńımi) a dimenze P je pak rovna
dimenzi tohoto afinńıho obalu. Vnitřńı body P chápaného jako podmnožinu svém afinńım
obalu nazveme relativně vnitřńı.

Snadno se ukáže, že každý bod je relativně vnitřńım bodem právě jedné stěny (a každá
neprázdná stěna má nějaký relativně vnitřńı bod), totiž stěny určené všemi nerovnicemi z
Ax ≥ b, které jsou v daném bodě splněné jako rovnice. Ostatńı jsou splněny ostře, takže
podle lemmatu je bod relativně vnitřńım bodem této stěny. Je tedy každý polyedr disjunktńım
sjednoceńım relativńıch vnitřk̊u stěn.

D̊ukaz. Budeme předpokládat, že všechny nerovnice v Ax ≥ b jsou netriviálńı.

Implikace 1 ⇒ 2 je zřejmá.

Pro implikaci 2 ⇒ 3 předpokládáme, že každá nerovnice aix ≥ βi systému Ax ≥ b je
v nějakém bodě xi ∈ P splněna ostře. Potom barycentrum 1

kx1 + · · · + 1
kxk bude všechny

nerovnice splňovat ostře.

Zbývá 3 ⇒ 1. Budeme ekvivalentně dokazovat, že žádná netriviálńı nerovnice neńı na P
splněna jako rovnice. Uvažme tedy nerovnici cx ≥ δ, která je splněna na P a muśı tedy být
nezápornou lineárńı kombinaćı nerovnic z Ax ≥ b, 0x ≥ −1. Pokud je nav́ıc netriviálńı, muśı
být nějaký koeficient nenulový. Každy bod splňuj́ıćı jednotlivé nerovnice ostře, jehož existence
je zaručena podle 3, bude splňovat ostře i nerovnici cx ≥ δ a tato nerovnice tedy nemůže být
na P splněna jako rovnice.

2.4. Stěny polyedr̊u

Necht’ cx ≥ δ je lineárńı nerovnice, kterou polyedr P splňuje. Potom pr̊unik P s podprostorem
cx = δ nazveme stěnou polyedru P . Dva speciálńı př́ıpady nerovnic, které P splňuje jsou
0x ≥ −1, 0x ≥ 0, které odpov́ıdaj́ı stěnám ∅, P .
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Necht’ nyńı P : Ax ≥ b. Již v́ıme, že cx ≥ δ plat́ı na P , právě když je nezápornou lineárńı
kombinaćı nerovnic ze systému Ax ≥ b a 0x ≥ −1. Jestliže má být pr̊unik polyedru P s
podprostorem cx = δ neprázdný, jistě nebude posledńı nerovnice v kombinaci vystupovat.
Nav́ıc pokud cx ≥ δ je kombinaćı, ve které vystupuj́ı s nenulovými koeficienty právě řádky
aix ≥ βi, řekněme s koeficienty λi > 0, pak pro libovolné x ∈ P plat́ı

cx = δ ⇔ ∀i : aix = βi

(jinak by musela platit pro nějaké i nerovnost aix > βi a protože je nerovnice brána s kladným
koeficientem, bylo by i cx > δ). Je tedy obecná stěna dána t́ım, že některé z nerovnic systému
Ax ≥ b nahrad́ıme rovnicemi.

Lemma 2.9. Necht’ P : Ax ≥ b je polyedr s neprázdným vnitřkem. Předpokládejme, že žádná
nerovnice systému Ax ≥ b neńı nadbytečná (tj. d̊usledkem zbylých nerovnic). Potom přiřazeńı

{nerovnice systému Ax ≥ b} → {stěny P kodimenze 1},

pośılaj́ıćı nerovnici ax ≥ β na stěnu P ∩ {ax = β}, je bijekce.

D̊ukaz. Prvně ukážeme, že je zobrazeńı dobře definované, tedy že pro každou nerovnici ax ≥ β
systému je př́ıslušná stěna kodimenze 1, tedy že má uvnitř nadroviny {ax = β} neprázdný
vnitřek. Označme podsoustavu vzniklou odstraněńım nerovnice jako A′x ≥ b′. Protože má
P neprázdný vnitřek, existuje z splňuj́ıćı A′z > b′, az > β. Protože neńı naše nerovnice
nadbytečná, muśı existovat bod y splňuj́ıćı A′y ≥ b′, ay < β. Vhodnou kombinaćı y, z s
kladnými koeficienty dostaneme bod x splňuj́ıćı A′x > b′, ax = β, jedná se tedy o vnitřńı bod
stěny P ∩ {ax = β}.

Každá stěna je dána nahrazeńım některých nerovnic systému př́ıslušnými rovnicemi. Po-
kud by byly alespoň dvě, př́ıslušný afinńı prostor by měl kodimenzi alespoň dvě a stěna by
nemohla mı́t kodimenzi 1. Je tedy zobrazeńı surjektivńı.

Každá stěna kodimenze 1 má jako afinńı obal afinńı nadrovinu a protože má P neprázdný
vnitřek, lež́ı P právě v jednom poloprostoru určeném touto nadrovinou. Je tedy nerovnice
zadávaj́ıćı stěnu určena jednoznačně až na kladný násobek. Dı́ky nenadbytečnosti je v systému
maximálně jedna taková nerovnice. Je tedy zobrazeńı injektivńı.

Z d̊ukazu je nav́ıc zřejmé, že nenadbytečné nerovnice jsou jednoznačné až na kladný
násobek (formulace analogického výsledku pro polyedry s prázdným vnitřkem je výrazně
složitěǰśı).

Důsledek 2.10. Minimálńı (tj. minimálńı neprázdné) stěny jsou afinńı podprostory. Je-li
polyedr P : Ax ≥ b, jsou minimálńı stěny tvaru {A′x = b′}, kde A′x ≥ b′ je podsystém
Ax ≥ b.

D̊ukaz. Každá stěna je dána nahrazeńım některých nerovnic systému př́ıslušnými rovnicemi.
Označme podprostor určený těmito rovnicemi U ′ ⊆ U . Pokud je stěna minimálńı, muśı být
zbylé nerovnice triviálńı na U ′, jinak by existovala nějaká nenadbytečná a ta by určovala
nějakou stěnu. Jestliže jsou však ostatńı nerovnice nadbytečné, je celé U ′ stěnou. Nav́ıc vid́ıme,
že je U ′ prostor řešeńı systému rovnic určeného podsystémem Ax ≥ b. Poznamenejme, že z
toho, že daľśı nerovnice muśı být na U ′ triviálńı, snadno plyne, že každá minimálńı stěna má
zaměřeńı {Ax = 0}, zejména je tedy stejné pro všechny minimálńı stěny.
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2. Polyedry a lineárńı programováńı

Polyedr, jehož minimálńı stěny jsou body se nazývá bodovaný a jeho minimálńı stěny se
nazývaj́ı vrcholy. Samozřejmě každý neprázdný polyedr obsahuje nějakou minimálńı stěnu,
zejména každý neprázdný bodovaný polyedr obsahuje vrchol. Vrcholy jsou dány jako řešeńı
(některých) systémů n nezávislých rovnic A′x = b′ jako v d̊usledku.

Př́ıklad. Každý polyedr {Ax = b, x ≥ 0} je bodovaný, protože neobsahuje př́ımku. Vrcholy
jsou {Ax = b, z = 0}, kde z jsou některé souřadnice x; ne každá volba určuje vrchol. Pokud
má systém Ax = b nezávislé řádky, můžeme souřadnice brát tak, že systém Ax = b, z = 0 má
n řádk̊u a hodnost n. Jsou tedy vrcholy popsány (obecně nejednoznačně) některými (n− k)-
prvkovými podmnožinami M ⊆ {1, . . . , n}, kde k je hodnost matice A. To nám výrazně
zjednoduš́ı poč́ıtáńı s vrcholy.

Poznámka. Polytop je polyedr tvaru P = convX pro X konečnou množinu bod̊u. Plat́ı, že
prvky X, které nejsou nadbytečné, jsou právě vrcholy P : Dı́ky nenadbytečnosti y /∈ conv(Xr
{y}). Existuje tedy nějaká nerovnice cx ≥ δ, která je splněna na conv(X r {y}), ale nikoliv
na y, tj. cy < δ. Potom cx ≥ cy je nerovnice, kterou splňuje P , a přitom př́ıslušna stěna
P ∩{cx = cy} je tvořena právě bodem y, takže se jedná o vrchol. Naopak pokud by vrchol y,
zadaný nerovnićı cx ≥ δ, byl kombinaćı zbylých vrchol̊u polyedru, musely by tyto také ležet
na opěrné nadrovině cx = δ, takže by př́ıslušná stěna obsahovala v́ıc bod̊u a nejednalo by se
o vrchol.

Nenadbytečné generuj́ıćı body tedy odpov́ıdaj́ı vrchol̊um, nenadbytečné generuj́ıćı nerov-
nice odpov́ıdaj́ı stěnám – pěkný př́ıklad duality.

2.5. Úloha lineárńıho programováńı

Jde o úlohu minimalizovat (nebo maximalizovat) lineárńı funkci cx na polyedru P : Ax ≥ b.
Úlohu budeme zapisovat

min{cx | Ax ≥ b}.

Stejný zápis samozřejmě znač́ı minimálńı hodnotu této funkce, nám však p̊ujde o to naj́ıt bod
x ∈ P , v němž minimum nastává. Poznamenejme, že z vyjádřeńı P = convX + coneV a z
linearity funkce cx vyplývá, že obraz cP ⊆ R je opět polyedr, tedy uzavřený interval. Máme
tři možnosti – bud’ je obraz prázdný, to nastane právě když je P prázdný, nebo je zdola
neomezený nebo má minimum δ. V posledńım př́ıpadě je množina všech bod̊u ve kterých
nastává minimum {cx = δ}∩P a jedná se tedy o (neprázdnou) stěnu polyedru, nebot’ cx ≥ δ
na P . Pokud je polyedr P bodovaný, nastává minimum nutně v nějakém vrcholu. Toho
využ́ıvá metoda pro nalezeńı optima, tzv. simplexová metoda.

Uvedeme dva speciálńı př́ıpady, které jsou ekvivalentńı úloze v obecném tvaru, ale zároveň
jsou velmi d̊uežité – jednak kv̊uli dualitě a jednak kv̊uli simplexové metodě.

Následuj́ıćı typy úloh jsou ekvivalentńı:

min{cx | Ax ≥ b}
min{cx | Ax ≥ b, x ≥ 0}
min{cx | Ax = b, x ≥ 0}

T́ım je myšleno, že pro každou úlohu prvńıho typu umı́me sestrojit úlohu druhého typu, z
jej́ıhož řešeńı umı́me vyrobit řešeńı v p̊uvodńı úloze, atd. Ukažeme nyńı tedy redukce prvńıho
typu na druhý a druhého na třet́ı. V opačných směrech neńı potřeba úlohu měnit, protože se
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2. Polyedry a lineárńı programováńı

jedná o postupně speciálněǰśı tvary. Pro úlohu min{cx | Ax ≥ b} nahrad́ıme neznámý vektor
x rozd́ılem dvou nezáporných vektor̊u, x = x+ − x−, kde tedy x+, x− ≥ 0. Dostaneme tak
úlohu

min{cx | Ax ≥ b} ' min{cx+ − cx− | Ax+ −Ax− ≥ b, x+, x− ≥ 0}

druhého typu, řešeńı p̊uvodńı úlohy se dostane jako x = x+ − x−. Pro úlohu min{cx | Ax ≥
b, x ≥ 0} zavedeme substituci s = Ax − b ≥ 0, č́ımž nerovnici Ax ≥ b nahrad́ıme rovnićı
Ax− s = b, kde tedy s ≥ 0 (tzv. přebytek). Dostaneme tak úlohu

min{cx | Ax ≥ b, x ≥ 0} ' min{cx | Ax− s = b, x, s ≥ 0}

třet́ıho typu, řešeńı p̊uvodńı úlohy se dostane zapomenut́ım s.

2.6. Dualita v lineárńım programováńı

Nejjednodušš́ı je: min{cx | Ax ≥ b} lze popsat jako největš́ı dolńı závoru, přičemž δ je dolńı
závora, pokud Ax ≥ b ⇒ cx ≥ δ, takže podle Farkasova lemmatu to nastane, právě když
je cx ≥ δ nezápornou lineárńı kombinaćı Ax ≥ b (také bychom mohli použ́ıt 0x ≥ −1, t́ım
bychom ale dostali menš́ı dolńı závoru, takže ignorováńı této nerovnice maximum nezměńı).

min{cx | Ax ≥ b} = max{δ | ∃y ≥ 0: c = yA, δ = yb}
= max{yb | c = yA, y ≥ 0}

Duálně samozřejmě

min{cx | Ax = b, x ≥ 0} = max{yb | c ≥ yA}.

Uved’me ještě symetričtěǰśı verzi pro prostředńı typ úlohy lineárńıho programováńı:

min{cx | Ax ≥ b, x ≥ 0} = max{δ | ∃y ≥ 0∃z ≥ 0: c = yA+ zE, δ = yb+ z0}
= max{yb | ∃z ≥ 0: c = yA+ z, y ≥ 0}
= max{yb | c ≥ yA, y ≥ 0}

(přitom lze elementárně vidět, že každé yb je menš́ı nebo rovno každému cx, takže stejná
nerovnost bude platit i pro maximum a minimum: yb ≤ y(Ax) = (yA)x ≤ cx).

2.7. Simplexová metoda

Prvně uved’me metody, které sice funguj́ı, ale nejsou př́ılǐs efektivńı. Zaprvé lze Motzkinovou
eliminaćı popsat obraz P při zobrazeńı cx, tj. popsat množinu

{δ | ∃x : cx = δ, Ax = b, x ≥ 0}.

Bude se jednat o interval a jeho minimum je právě minimum úlohy. K němu pak lze opět
Motzkinovou eliminaćı nalézt nějaké řešeńı. Druhou metodou je prvně sestavit seznam všech
vrchol̊u a poté porovnat funkčńı hodnoty v nich. K tomu lze použ́ıt popis vrchol̊u jakožto
řešeńı soustav Ax = b, z = 0, kde z je nějaká podmnožina proměnných x, viz ńıže.

Budeme předpokládat úlohu ve tvaru min{cx | Ax = b, x ≥ 0}, kde o soustavě rovnic
Ax = b budeme nav́ıc předpokládat, že jsou z ńı odstraněny nadbytečné rovnice, takže jej́ı
hodnot je rovna počtu řádk̊u k. Položme n = k+ l, tedy l je dimenze podprostoru {Ax = b}.
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2. Polyedry a lineárńı programováńı

Vrcholy polyedru P : Ax = b, x ≥ 0 budeme popisovat množinou index̊u, pro které xi = 0.
Pǐsme souhrnně tyto proměnné jako z a zbylé proměnné jako y. Protože předpokládáme, že
podprostor {Ax = b, z = 0} má dimenzi 0 (jedná se o vrchol) a soustava Ax = b má lineárně
nezávislé řádky, můžeme př́ıpadným zredukováńım proměnných z dosáhnout toho, že je těchto
právě l a tedy proměnných v y je právě k. Soustavu Ax = b pak lze upravit do ekvivalentńıho
tvaru y +Az = b, tj. rozřešit ji vzhledem k proměnným y, konkrétně y = b−Az. V takovém
př́ıpadě je vrcholem právě (y, z) = (b, 0). Pak lze ale také lineárńı funkci cx na podprostoru
Ax = b napsat pouze v proměnných z (dosazeńım y = b−Az).

Lemma 2.11. Pokud má vyjádřeńı cx pomoćı z všechny koeficienty nezáporné, je vrchol (b, 0)
bodem, ve kterém nastává minimum.

Předpokládejme tedy dále, že koeficient u zq je záporný, označme zbylé proměnné z′,
pak pro zq > 0, z′ = 0 dostaneme bod s menš́ı funkčńı hodnotou. Uvažme tedy př́ımku
{Ax = b, z′ = 0}. Ta prot́ıná polyedr P v hraně, jej́ımž jedńım vrcholem je bod (b, 0). Každá
nerovnice yi ≥ 0 zadává omezuj́ıćı podmı́nku na zq:

y + aqzq +A
′
z′ = b

vzhledem k z′ = 0 dává yi + αiqzq = βi, tedy

αiqzq ≤ βi.

Pokud αiq ≤ 0, nedává tato rovnice na zq žádné omezeńı shora, budeme tedy v daľśım uvažovat
pouze ty rovnice s αiq > 0, kdy tato rovnice je ekvivalentńı zq ≤ βi/αiq.

Lemma 2.12. Pokud jsou všechna αiq ≤ 0, je hrana neomezená a funkce cx podél ńı klesá,
takže nenabývá minima.

Předpokládáme tedy, že nějaké αiq > 0 a mezi nimi vyberme index p, pro který je poměr
βp/αpq minimálńı. Pak druhým vrcholem hrany je zq = βp/αpq a tedy yp = 0. Dostaneme
tedy nový vrchol tak, že v proměnných y nahrad́ıme yp za zq. Obě volby index̊u p, q jsou
nejednoznačné.

Pokud bude v každém kroku βp > 0, hodnota se vždy zmenš́ı a vzhledem ke konečnému
počtu vrchol̊u se algoritmus zastav́ı. Toto nastane pro nedegenerované polyedry, tj. polyedry,
ve kterých se v každém vrcholu potkává právě l stěn, tj. v každém vrcholu je nulových právě
l souřadnic. Tato situace je obecná ve smyslu, že libovolně malou změnou pravé strany b lze
dosáhnout nedegenerovanosti.

V př́ıpadě degenerovaného polyedru je třeba opatrnosti při výběru proměnných, jinak
může doj́ıt k zacykleńı – v každém kroku měńıme proměnné popisuj́ıćı vrchol, ale vlastńı
vrchol se neměńı, přičemž po nějaké době opět dospějeme k téže množině proměnných. K
zacykleńı nedojde při použit́ı tzv. Blandova pravidla, které ř́ıká, že máme volit q nejmenš́ı
možné a v rámci této volby také p nejmenš́ı možné. Důkaz nezacykleńı zde uvádět nebudeme.

2.8. Nalezeńı vrcholu

Na započet́ı výpočtu je potřeba nalézt vrchol polyedru P : Ax = b, x ≥ 0. To se nám podař́ı
následuj́ıćı metodou. Př́ıpadným vynásobeńım některých rovnic systému koeficientem −1
můžeme předpokládat b ≥ 0. Přidejme umělé proměnné t ≥ 0 a uvažme pomocnou úlohu

min{1t | Ax+ t = b, x ≥ 0, t ≥ 0},
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2. Polyedry a lineárńı programováńı

ve které 1t = t1 + · · ·+ tk je součet pomocných proměnných (tj. 1 reprezentuje řádek složený
ze samých jedniček). Zjevně minimum takové úlohy bude existovat, protože je hodnota funkce
zdola omezena nulou a pomocný polyedr obsahuje vrchol (x, t) = (0, b) zadaný rovnicemi x =
0. Protože pro pomocnou úlohu máme počátečńı vrchol, můžeme na ni aplikovat simplexovou
metodu. V př́ıpadě, že nalezneme minimum větš́ı než nula, dostaneme P = ∅, v př́ıpadě, že
minimum bude nula, dostaneme bod polyedru P . Př́ıpadnými dodatečnými kroky můžeme
dosáhnout toho, že př́ıslušný pomocný vrchol bude zadán rovnicemi z = 0, t = 0, kde z je
tvořen některými z proměnných x jako předt́ım, takže se jedná také o vrchol polyedru P .
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3. Nadkvadriky v afinńım a projektivńım prostoru

3.1. Definice nadkvadriky v reálném afinńım prostoru

Uvažujme reálný afinńı prostor S s báźı (O, e1, . . . , en), pro jednoduchost můžeme předpokládat
S = An se standardńı báźı. Nadkvadrikou v An rozumı́me množinu Q ⊆ An všech bod̊u, je-
jichž souřadnice v dané bázi splňuj́ı rovnici

n∑
i,j=1

aijxixj + 2
n∑
i=1

ai0xi + a00 = 0,

kde aij = aji ∈ R a aspoň jedno aij 6= 0 pro i, j ∈ {1, . . . , n}. Nadkvadriky v A2 se nazývaj́ı
kuželosečky , nadkvadriky v A3 kvadriky .

Mnohé rovnice výše uvedeného typu (např. x2
1 + x2

2 + 1 = 0) nemaj́ı v reálném oboru
řešeńı. Proto je výhodné mı́sto s nadkvadrikami v An pracovat s nadkvadrikami v komplexńım
rozš́ı̌reńı AC

n .

Poznámka. Za chv́ıli uvid́ıme, že tato definice nezáviśı na souřadnićıch a ve skutečnosti lze
provést ve vektorovém obalu afinńıho prostoru pomoćı symetrické bilineárńı formy.

3.2. Definice nakvadriky v komplexńım rozš́ı̌reńı afinńıho prostoru

Uvažujme komplexńı rozš́ı̌reńı AC
n reálného afinńıho prostoru. Necht’ (O, e1, . . . , en) je nějaká

báze An. Nadkvadrikou v AC
n rozumı́me množinu Q ⊆ AC

n všech bod̊u, jejichž souřadnice
v dané bázi splňuj́ı rovnici

n∑
i,j=1

aijxixj + 2
n∑
i=1

ai0xi + a00 = 0,

kde aij = aji ∈ R a aspoň jedno aij 6= 0 pro i, j ∈ {1, . . . , n}.
Pro nadkvadriky v afinńım prostoru chceme definovat takové pojmy jako střed, tečná

nadrovina, asymptotická nadrovina, a to nejlépe v řeči koeficient̊u aij , aby nalezeńı těchto
objekt̊u bylo početně co nejjednodušš́ı. To se nám podař́ı celkem snadno, když od afinńıho
prostoru přejdeme k jeho projektivńımu rozš́ı̌reńı a od kvadriky Q ⊆ AC

n ⊆ AC
n k jej́ımu

rozš́ı̌reńı Q ⊆ AC
n .

Popǐsme nyńı nadkvadriku Q v homogenńıch souřadnićıch AC
n . Necht’ tedy X = (x0 :

x1 : · · · : xn) ∈ AC
n . Potom tento bod lež́ı na Q, právě když X je vlastńı, tj. x0 6= 0 a pak

X = (1 : x1x0 : · · · : xnx0 ), a nav́ıc plat́ı

n∑
i,j=1

aij
xi
x0

xj
x0

+ 2
n∑
i=1

ai0
xi
x0

+ a00 = 0.

Po vynásobeńı x0 6= 0 dostáváme ekvivalentńı rovnici

n∑
i,j=1

aijxixj + 2

n∑
i=1

ai0xix0 + a00x
2
0 = 0.

Množinu všech bod̊uAC
n , jejichž homogenńı souřadnice splňuj́ı výše uvedenou rovnici, nazveme

projektivńım rozš́ıřeńım nadkvadriky Q a budeme ji označovat Q. Množina Q může obsahovat
i nevlastńı body z ν(AC

n) o souřadnićıch (0 : x1 : · · · : xn).
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Polož́ıme-li a0i = ai0 aA = (aij)
n
i,j=0, jeA nenulová symetrická matice typu (n+1)×(n+1).

Výše uvedenou rovnici můžeme psát ve tvaru

n∑
i,j=0

aijxixj = xTAx = 0.

Symetrická matice A definuje reálnou bilineárńı formu f na aritmetickém základu projek-
tivńıho prostoru An předpisem

f(x, y) =
n∑

i,j=0

aijxiyj = xTAy.

Blok matice A př́ıslušný kladným index̊um i > 0, j > 0 budeme označovat Ã, odpov́ıdá
kvadratické části p̊uvodńı rovnice.

3.3. Definice nadkvadriky v projektivńım prostoru

Necht’ P(V ) je reálný projektivńı prostor dimenze n. Necht’ f je nenulová reálná symetrická
bilineárńı forma na V . Nadkvadrika Q v projektivńım prostoru P(V C) je množina bod̊u
[v] ∈ P(V C), pro které

f(v, v) = 0.

V souřadnicovém vyjádřeńı v nějaké bázi V jde o řešeńı rovnice

xTAx =
n∑

i,j=0

aijxixj = 0,

kde aij = aji ∈ R a aij 6= 0 pro nějaké i, j. Důležitým aspektem je homogennost této rovnice,
d́ıky ńıž platnost této rovnice nezáviśı na volbě reprezentanta.

Poznámka. Necht’ Q ⊆ AC
n je afinńı nadkvadrika. Pak množina Q je nejmenš́ı projektivńı

nadkvadrika, která obsahuje Q. Toto tvrzeńı neńı zcela triviálńı a přenecháváme jej čtenáři k
věřeńı.

Lemma 3.1. Nadkvadrika Q v AC
n je rozš́ıřeńım nějaké kvadriky v AC

n právě tehdy, když
existuje nějaký nevlastńı bod X ∈ ν(AC

n), který v Q nelež́ı.

D̊ukaz. Necht’ je projektivńı nadkvadrika Q ⊆ AC
n zadána symetrickou bilineárńı formou f

s matićı A. Potom Q neńı rozš́ı̌reńım afinńı nadkvadriky, právě když je blok Ã nulový, tj.
právě když je zúžeńı f na nevlastńı podprostor nulové. To je ale právě tedhy, když je rovnice
f(x, x) = 0 splněna pro všechny nevlastńı body X = [x] ∈ ν(AC

n).

3.4. Vztah mezi nadkvadrikami a symetrickými bilineárńımi formami

Necht’ Kn je množina všech nadkvadrik v PC
n , necht’ Bn je množina všech symetrických bi-

lineárńıch forem na aritmetickém základu Rn+1. Protože se jedná o vektorový prostor, můžeme
uvažovat př́ıslušný projektivńı prostor P(Bn) = (Bn r {0})/∼.

Zobrazeńı ϕ : Bn r {0} → Kn, definované předpisem ϕ(f) = {[x] ∈ PC
n | f(x, x) = 0},

indukuje zobrazeńı ϕ̃ : P(Bn)→ Kn.
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Věta 3.2. Zobrazeńı ϕ̃ : P(Bn)→ Kn je bijekce.

D̊ukaz. Z definice existuje ke každé nadkvadrice př́ıslušná bilineárńı symetrická forma, tedy
ϕ̃ je surjektivńı zobrazeńı. Chceme dokázat, že je také injektivńı, to znamená, že zadávaj́ı-li
dvě bilineárńı symetrické formy f a g tutéž kvadriku, pak g = k · f pro nějaké k ∈ R.

Vezměme u ∈ Rn+1 takové, že f(u, u) 6= 0. Protože f a g zadávaj́ı tutéž kvadriku, je také
g(u, u) 6= 0. Můžeme proto psát g(u, u) = kf(u, u) pro nějaké 0 6= k ∈ R. Vezměme nyńı
libovolné v ∈ Cn+1. Potom výrazy

f(tu+ v, tu+ v) = t2f(u, u) + 2tf(u, v) + f(v, v)

g(tu+ v, tu+ v) = t2g(u, u) + 2tg(u, v) + g(v, v),

chápané jako polynomy druhého stupně v proměnné t, maj́ı podle předpoklad̊u stejné kořeny
t1, t2. Z algebry v́ıme, že koeficienty polynomů stejného stupně (v našem př́ıpadě 2) a se
stejnými kořeny muśı být úměrné, proto ze vztahu g(u, u) = kf(u, u) plyne g(v, v) = kf(v, v).
Protože vektor v byl volen libovolně, plat́ı g = k · f .

Poznámka. Podobné tvrzeńı plat́ı také pro afinńı nadkvadriky, konkrétně dvě kvadratické
rovnice q(x) = 0, r(x) = 0 zadávaj́ı stejnou nadkvadriku, tj. maj́ı stejnou množinu řešeńı,
právě když r = k · q pro nějaké k ∈ R×. Důkaz se provede stejně jako v projektivńım
př́ıpadě, jen je potřeba zvolit u nevlastńı; pak se stejně ukáže, že g(x, x) = kf(x, x) pro
x = (1, x1, . . . , xn) vlastńı. To je ale přesně rovnice r(x) = kq(x).

3.5. Klasifikace nadkvadrik v projektivńım prostoru

Věta 3.3. Necht’ Q ⊆ PC
n je nadkvadrika. Potom v Rn+1 existuje báze, v ńı̌z je nadkvadrika

popsána právě jednou z rovnic

(a) pro n = 1

x2
0 + x2

1 = 0 dva imaginárńı body

x2
0 − x2

1 = 0 dva reálné body

x2
0 = 0 dvojný bod

(b) pro n = 2

x2
0 + x2

1 + x2
2 = 0 imaginárńı regulárńı kuželosečka

x2
0 + x2

1 − x2
2 = 0 reálná regulárńı kuželosečka

x2
0 + x2

1 = 0 dvojice imaginárńıch př́ımek

x2
0 − x2

1 = 0 dvojice reálných př́ımek

x2
0 = 0 dvojnásobná př́ımka

(c) pro n = 3

x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3 = 0 imaginárńı regulárńı kvadrika

x2
0 + x2

1 + x2
2 − x2

3 = 0 nepř́ımková regulárńı kvadrika

x2
0 + x2

1 − x2
2 − x2

3 = 0 př́ımková regulárńı kvadrika

x2
0 + x2

1 + x2
2 = 0 imaginárńı kuželová plocha

x2
0 + x2

1 − x2
2 = 0 reálná kuželová plocha

x2
0 + x2

1 = 0 imaginárńı dvojice rovin

x2
0 − x2

1 = 0 reálná dvojice rovin

25



3. Nadkvadriky v afinńım a projektivńım prostoru

x2
0 = 0 dvojnásobná rovina

D̊ukaz. Každá nadkvadrika je určena nějakou reálnou symetrickou bilineárńı formou f na arit-
metickém základu Rn+1. Pro tuto formu lze nalézt vhodnou bázi Rn+1, v ńıž má f diagonálńı
tvar s koeficienty ±1 nebo 0 na diagonále. Př́ıpadným vynásobeńım č́ıslem −1 dostaneme
rovnici tvaru

x2
0 + · · ·+ x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+q = 0,

kde p, q ≥ 0, p+ 1 ≥ q a p+ q ≤ n.

3.6. Afinńı klasifikace nadkvadrik∗

Podobně lze provést klasifikaci nadkvadrik v afinńım prostoru. Stač́ı při diagonalizaci brát
zvláštńı zřetel na použité řádkové/sloupcové operace. Vı́me totiž, že kolineace je afinńım
zobrazeńım, právě když zachovává rozklad na vlastńı a nevlastńı body. Znamená to tedy, že
při změnách báze (O, e1, . . . , en) stač́ı dbát na to, aby nultý prvek byl vždy bod a zbylé prvky
vždy vektory. Jednoduše tak lze aplikovat diagonalizaci na posledńıch n prvk̊u báze a dostat
matici A do tvaru 

a00 bT cT dT

b Ep 0 0
c 0 −Eq 0
d 0 0 0

 .

Nyńı nastávaj́ı dvě možnosti: Pokud d = 0, lze použ́ıt matice Ep a −Eq k eliminaci b a c
(výsledek přič́ıtáńı násobku vektoru k bodu je opět bod) a př́ıpadným vyděleńım prvńıho
řádku a sloupce

√
|a00| lze opět dosáhnout toho, že a00 je jedno z ε ∈ {0, 1,−1}; dostaneme

tedy tvar 
ε 0 0 0

0 Ep 0 0
0 0 −Eq 0
0 0 0 0

 , ε+ x2
1 + · · ·+ x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+q = 0.

V takovémto př́ıpadě mluv́ıme o středové nadkvadrice; o středu pojednáme podrobněji v
následuj́ıćı kapitole.

Druhou možnost́ı je d 6= 0, přičemž lze jednoduše dosáhnout toho, že a0(p+q+1) = 1. Pak
můžeme a0(p+q+1) použ́ıt k eliminaci a00, b, c a zbylých prvk̊u d, č́ımž dostaneme tvar

0 0 0 1 0

0 Ep 0 0 0
0 0 −Eq 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , 2xp+q+1 + x2
1 + · · ·+ x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+q = 0.

Takovéto nadkvadriky nazýváme nestředové. Dokázali jsme tak následuj́ıćı větu.

Věta 3.4. Necht’ Q ⊆ AC
n je nadkvadrika. Potom v An existuje báze, v ńı̌z je nadkvadrika

popsána právě jednou z rovnic

(a) pro n = 1

x2
1 + 1 = 0 dva imaginárńı body
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x2
1 − 1 = 0 dva reálné body

x2
1 = 0 dvojný bod

(b) pro n = 2

x2
1 + x2

2 + 1 = 0 imaginárńı elipsa

x2
1 + x2

2 − 1 = 0 reálná elipsa

x2
1 − x2

2 + 1 = 0 hyperbola

x2
1 + 2x2 = 0 parabola

x2
1 + x2

2 = 0 dvě imaginárńı r̊uznoběžky

x2
1 − x2

2 = 0 dvě reálné r̊uznoběžky

x2
1 + 1 = 0 dvě imaginárńı rovnoběžky

x2
1 − 1 = 0 dvě reálné rovnoběžky

x2
1 = 0 dvojnásobná př́ımka

(c) pro n = 3

x2
1 + x2

2 + x2
3 + 1 = 0 imaginárńı elipsoid

x2
1 + x2

2 + x2
3 − 1 = 0 reálný elipsoid

x2
1 + x2

2 − x2
3 + 1 = 0 dvoud́ılný (nepř́ımkový) hyperboloid

x2
1 + x2

2 − x2
3 − 1 = 0 jednod́ılný (př́ımkový) hyperboloid

x2
1 + x2

2 + 2x3 = 0 eliptický paraboloid

x2
1 − x2

2 + 2x3 = 0 hyperbolický paraboloid

x2
1 + x2

2 + x2
3 = 0 imaginárńı kuželová plocha

x2
1 + x2

2 − x2
3 = 0 reálná kuželová plocha

x2
1 + x2

2 + 1 = 0 imaginárńı eliptická válcová plocha

x2
1 + x2

2 − 1 = 0 reálná eliptická válcová plocha

x2
1 − x2

2 − 1 = 0 hyperbolická válcová plocha

x2
1 + 2x2 = 0 parabolická válcová plocha

x2
1 + x2

2 = 0 dvě imaginárńı r̊uznoběžné roviny

x2
1 − x2

2 = 0 dvě reálné r̊uznoběžné roviny

x2
1 + 1 = 0 dvě imaginárńı rovnoběžné roviny

x2
1 − 1 = 0 dvě reálné rovnoběžné roviny

x2
1 = 0 dvojnásobná rovina

Kontrolńı otázky

1. Vysvětlete vzájemný vztah mezi kuželosečkami v komplexńım rozš́ı̌reńı projektivńıho pro-
storu a reálnými bilineárńımi formami.

2. Co znamená, že dva body projektivńıho prostoru jsou polárně sdružené vzhledem k dané
kuželosečce? Které geometrické pojmy se definuj́ı pomoćı pojmu polárně sdružených
bod̊u?

3. Které kvadriky v projektivńı klasifikaci jsou regulárńı a které singulárńı?

4. Které kuželosečky a které kvadriky jsou v afinńı klasifikaci středové?

5. Které kuželosečky v afinńı rovině maj́ı asymptoty?
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3. Nadkvadriky v afinńım a projektivńım prostoru

6. Načrtněte podobu všech kvadrik z afinńı klasifikace.

Př́ıklady k procvičeńı

1. Určete polárńı nadrovinu k bodu X vzhledem k nadkvadrice Q

(a) Q : 2x1 + 2x1x2 + x2
2 + x2

3 + 2x3 + 2 = 0, X = [3; 1;−1]

(b) Q : 2x2
1 + 5x2

2 + 2x2
3 − 2x1x2 − 4x1x3 + 2x2x3 + 2x1 − 10x2 − 2x3 − 1 = 0, X =

[2;−1; 3]

(c) Q : 2x2
1 + 6x1x2 + x2

2 + 14x2 − 13 = 0, X = [−3; 2]

[Řešeńı: (a) 7x1 + 4x2 = −1; (b) 3x2 + 4x3 = 1; (c) nevlastńı př́ımka.]

2. Určete tečnou nadrovinu nadkvadriky Q v bodě X

(a) Q : 3x2
1 + 2x1x2 − x2

2 + 6x1 + 4x2 − 3 = 0, X = [0; 1]

(b) Q : x2
1 + 6x1x2 + 9x2

2 − 12x1 + 24x2 + 15 = 0, X = [0;−1]

(c) Q : x2
1 − 2x1x2 + x1x3 + x2

2 + 5x2x3 − x1 + 3x2 − x3 = 0,
X = [1;−1;−1]

[Řešeńı: (a) 4x1 + x2 = 1; (b) 3x1 − x2 = 1; (c) 4x1 − 6x2 − 3x3 = 5.]

3. Rozhodněte, zda projektivńı rozš́ı̌reńı následuj́ıćıch nadkvadrik jsou regulárńı nebo sin-
gulárńı a vypočtěte hodnost př́ıslušné symetrické bilineárńı formy. Určete dále singulárńı
body nadkvadrik.

(a) 5x2
1 − 2x1x2 + 5x2

2 − 4x1 + 20x2 + 20 = 0 v S2

(b) 4x1x2 + 3x2
2 + 16x1 + 12x2 − 36 = 0 v S2

(c) x2
1 + x2

2 + 4x2
3 − 2x1x2 + 4x1x3 − 4x2x3 − 2x1 + 2x2 − 4x3 + 1 = 0 v S3

(d) x2
1 + x2

2 + x2
3 + 2x1x3 + 2 = 0 v S3

[Řešeńı:

(a) hodnost 2, singulárńı bod [0; -2];

(b) regulárńı kuželosečka – hodnost 3;

(c) hodnost 1, singulárńı body [1 + t− 2s; t; s];

(d) hodnost 3, nevlastńı singulárńı bod (1; 0;−1; 0).

4. Určete středy nadkvadrik z př́ıkladu (3).

[Řešeńı: (a) S = [0;−2]; (b) S = [3;−4]; (c) každý bod kvadriky je střed;
(d) př́ımka střed̊u S = [t; 0;−t].]

5. Určete typ nadkvadrik z př́ıkladu (3).

[Řešeńı: (a) bod; (b) hyperbola; (c) dvojnásobná rovina; (d) imaginárńı eliptická válcová
plocha.]

6. Určete asymptoty kuželoseček

(a) 2x2
1 − 3x1x2 − x1 + 3x2 + 4 = 0
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3. Nadkvadriky v afinńım a projektivńım prostoru

(b) 2x2
1 − x1x2 − 3x2

2 − x1 − 6x2 − 15 = 0

(c) x2
1 − 2x1x2 + x2

2 + 6x1 − 14x2 + 29 = 0

(d) 8x2
1 + 4x1x2 + 5x2

2 + 16x1 + 4x2 − 28 = 0

[Řešeńı: (a) a1 : 2x1 − 3x2 = −1, a2 : x = 1; (b) a1 : x1 + x2 = −1, a2 : 2x1 − 3x2 = 3; (c)
nevlastńı asymptota; (d) a1 : 24ix1 + 6(3 + i)x2 = −24i, a2 : 24ix1 − 6(3− i)x2 = −24i.]
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4. Metrická klasifikace nadkvadrik

4.1. Pojem polárně sdružených bod̊u

Začneme motivaćı. Nadkvadrika Q v AC
n je v souřadnićıch x ∈ AC

n určena rovnićı xTAx = 0.
Tečný vektor ke Q spoč́ıtáme derivaćı křivky x(t) lež́ıćı v Q v bodě x = x(0). Derivováńım
v rovnici x(t)TAx(t) = 0 dostáváme (x′(0))TAx(0) + x(0)TAx′(0) = 0.

Vzhledem k tomu, že A je symetrická matice, je tato rovnice ekvivalentńı

(x(0))TAx′(0) = 0.

Necht’ y ∈ Cn+1 lež́ı v tečné nadrovině, pak

y = x+ x′(0)

a plat́ı

xTAy = xTA(x+ x′(0)) = xTAx+ xTAx′(0) = 0 + 0 = 0.

Tedy pro y ∈ AC
n v tečné nadrovině ke Q v bodě x ∈ AC

n plat́ı xTAy = 0.

Definice 4.1. Necht’Q ⊆ PC
n je nadkvadrika definovaná pomoćı bilineárńı symetrické formy f .

Body [x], [y] ∈ PC
n jsou polárně sdružené vzhledem ke Q, jestliže

f(x, y) = 0.

V daľśım budeme občas psát [x] t [y]. Pro projektivńı podprostor U ⊆ PC
n označme

Ut = {Y ∈ PC
n | ∀X ∈ U : X t Y },

budeme mu ř́ıkat polárńı doplněk podprostoru U .

Okamžitým d̊usledkem definice je následuj́ıćı tvrzeńı: bod X lež́ı na Q, právě když je X
polárně sdružený sám se sebou, tj. f(x, x) = 0.

Lemma 4.2. Množina [x]t polárně sdružených bod̊u k bodu [x] vzhledem k nadkvadrice Q je
bud’ celé PC

n nebo nadrovina v PC
n .

D̊ukaz. Množina polárně sdružených bod̊u k [x] je {[y] ∈ PC
n | y ∈ ker f(x,−)}.

Protože f(x,−) : V C → C je lineárńı zobrazeńı, je bud’ im f(x,−) = 0 nebo C. Dále

dim ker f(x,−) = n+ 1− dim im f(x,−),

což dává tvrzeńı lemmatu.

Př́ıklad (a). V PC
3 uvažujme kvadriku

x2
1 + x2

2 − x2
3 − x2

4 = 0.

Polárně sdružené body k bodu [(1, 1, 0,
√

2)] maj́ı homogenńı souřadnice (y1, y2, y3, y4) a tvoř́ı
rovinu

0 = f
(
(1, 1, 0,

√
2), (y1, y2, y3, y4)

)
= y1 + y2 −

√
2y4.
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4. Metrická klasifikace nadkvadrik

Př́ıklad (b). V PC
2 uvažujme kuželosečku

x2
1 − x2

2 = 0.

Polárně sdružené body k bodu [(0, 0, 1)] jsou všechny body PC
2 , nebot’ pro jejich homogenńı

souřadnice (y1, y2, y3) plat́ı

0 · y1 + 0 · y2 = 0.

Definice 4.3. Bod [x] ∈ PC
n se nazývá regulárńım bodem vzhledem k nadkvadrice Q, jestliže

množina polárně sdružených bod̊u k [x] je nadrovina v PC
n . Tato nadrovina se nazývá polárńı

nadrovina (v PC
2 stručně polára).

Definice 4.4. Bod [x] ∈ PC
n se nazývá singulárńım bodem nadkvadriky Q, jestliže množina

polárně sdružených bod̊u k [x] je celý prostor PC
n . (Speciálně plat́ı [x] ∈ Q.)

Definice 4.5. Nadkvadrika Q v PC
n se nazývá regulárńı, jsou-li všechny jej́ı body regulárńı.

Nadkvadrika se nazývá singulárńı, obsahuje-li nějaký singulárńı bod.

Lemma 4.6. Nadkvadrika Q ⊆ PC
n je regulárńı právě tehdy, když hodnost symetrické maticend

A, která ji definuje v souřadnićıch, je rovna n+ 1.

D̊ukaz. Hodnost A je rovna n + 1 právě tehdy, když xTA 6= 0 pro každé x 6= 0. To je alend
ekvivalentńı tomu, že existuje y 6= 0 takové, že xTAy 6= 0, neboli bod [x] je regulárńı.

Lemma 4.7. Jestlǐze Q ⊆ PC
n je regulárńı nadkvadrika, pak součet dimenźı podprostoru U a

jeho polárńıho doplňku Ut je vždy n − 1 a plat́ı (Ut)t = U . Řı́káme, že to jsou podprostory
komplementárńı dimenze.

D̊ukaz. Pokud má aritmetický základ U bázi (u0, . . . , ud), pak jeho polárńı komplement má
aritmetický základ popsaný soustavou d+1 rovnic f(u0,−) = · · · = f(ud,−) = 0. Tyto rovnice
jsou lineárně nezávislé, protože jejich kombinace f(x0u0 + · · ·+ xdud,−) je nulová pouze pro
x0u0 + · · ·+ xdud = 0, tj. x0 = · · · = xd = 0, d́ıky regularitě Q. Proto má aritmetický základ
Ut dimenzi n− d a v součtu pak maj́ı U a Ut dimenzi d+ (n− d− 1) = n− 1.

Druhé tvrzeńı plyne z prvńıho, protože zřejmě plat́ı U ⊆ (Ut)t a oba podprostory maj́ı
stejnou dimenzi.

Lemma 4.8. Necht’ Q ⊆ PC
n je nadkvadrika se singulárńım bodem X. Jestlǐze Y 6= X je

daľśım bodem nadkvadriky Q, pak v Q lež́ı celá př́ımka
←−→
XY .

D̊ukaz. Pro aritmetické zástupce x, y bod̊u X a Y a bilineárńı formu f , která definuje nad-
kvadriku Q, plat́ı f(x, x) = 0 a f(x, y) = 0, nebot’ [x] = X je singulárńı bod, a f(y, y) = 0,
nebot’ [y] = Y ∈ Q.

Potom

f(ax+ by, ax+ by) = a2f(x, x) + 2abf(x, y) + b2f(y, y) = 0.

Tedy [ax+ by] ∈ Q.

Speciálńı př́ıpad, kdy singulárńı bod [v] ∈ ν(AC
n) je nevlastńı, má následuj́ıćı geometrickou

interpretaci: s každým bodem Y ∈ Q obsahuje nadkvadrika Q i celou př́ımku procházej́ıćı Y
se směrovým vektorem v.
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4.2. Tečná nadrovina

Na základě předchoźı motivace můžeme vyslovit následuj́ıćı definici.

Definice 4.9. Tečná nadrovina nadkvadriky Q ⊆ PC
n v regulárńım bodě X ∈ Q je polárńı

nadrovina k X.

Věta 4.10. Nadrovina τ v PC
n je tečnou nadrovinou k nadkvadrice Q v regulárńım bodě

X ∈ Q právě tehdy, když τ ⊆ Q nebo τ ∩Q je singulárńı kvadrika v τ se singulárńım bodem
X.

D̊ukaz. Necht’ τ je tečná nadrovina v bodě X = [x], τ = {[y] | f(x, y) = 0}. Pak Q ∩ τ =
{[y] ∈ τ | f(y, y) = 0} a máme dvě možnosti – bud’ je zúžeńı f na aritmetický základ τ
nulové, pak je τ ⊆ Q, nebo nenulové, pak je Q ∩ τ opět nadkvadrika a př́ımo podle definice
je X jej́ı singulárńı bod Q. Opačný směr je analogický.

Důsledek 4.11. Př́ımka p je tečnou ke kuželosečce Q právě tehdy, když p ⊆ Q nebo p∩Q je
jednobodová množina (č́ıtaje nevlastńı body, viz př́ıpad osy paraboly nebo př́ımky maj́ıćı směr
asymptoty hyperboly).

Př́ıklad. Najděte tečnu kuželosečky Q v bodě X ∈ Q.

Q : 8x2
1 + 4x1x2 + 5x2

2 + 16x1 + 4x2 − 28 = 0, X = [0; 2]

Řešeńı. Daná kuželosečka je zadána v afinńı rovině. Rozš́ı̌ŕıme ji prvně na projektivńı rovinu.
V této rovině je bilineárńı forma kuželosečky Q

f(x, y) = 8x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 5x2y2 + 8x1y0 + 8x0y1 + 2x2y0 + 2x0y2 − 28x0y0.

Bod X má homogenńı souřadnice x1 = 0, x2 = 2, x0 = 1. Jeho dosazeńım do f(x, y)
źıskáme rovnici tečny v homogenńıch souřadnićıch:

12y1 + 12y2 − 24y0 = 0.

V afinńı rovině je tečnou vedenou bodem X ke kuželosečce Q př́ımka

y1 + y2 − 2 = 0. �

Př́ıklad. Bodem X 6∈ Q ved’te tečnu ke kuželosečce Q.

Q : 2x2
1 − 4x1x2 + x2 − 2x1 + 6x2 − 3 = 0, X = [3; 4]

Řešeńı. Kuželosečku Q zadanou v afinńı rovině rozš́ı̌ŕıme na kuželosečku Q v projektivńı
rovině. Př́ıslušná bilineárńı forma pro Q je

f(x, y) = 2x1y1 − 2x1y2 − 2x2y1 + x2y2 − x1y0 − x0y1 + 3x2y0 + 3x0y2 − 3x0y0.

Necht’ T = (t0, t1, t2) je bodem dotyku hledané tečny. Tedy T ∈ Q a T a X jsou polárně
sdružené. To vede na rovnice

2t21 − 4t1t2 + t22 − 2t1t0 + 6t2t0 − 3t20 = 0

−3t1 + t2 + 6t0 = 0

32
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Dosazeńım t2 = 3t1 + 6t0 do prvńı rovnice dostaneme

−t21 − 3t20 + 4t1t0 = 0.

Polož́ıme t0 = 1 a řeš́ıme rovnici
−t21 + 4t1 − 3 = 0.

Řešeńı t1 = 3 a 1 vede k bod̊um T1 = (1, 3, 3) a T2 = (1, 1,−3). Hledané tečny jsou potom

x1 − 3 = 0 a 7x1 − 2x2 − 13 = 0. �

4.3. Střed nadkvadriky v afinńım prostoru

V tomto paragrafu budeme pracovat s nadkvadrikou Q v afinńım prostoru AC
n a s jej́ım

projektivńım rozš́ı̌reńım Q v AC
n . Body z Q r Q nazýváme nevlastńı body nadkvadriky Q.

Obecně pak o bodech z ν(AC
n) budeme hovořit jako o směrech.

Definice 4.12. Bod S ∈ AC
n se nazývá střed nadkvadriky Q, jestliže je polárně sdružen se

všemi nevlastńımi body.

Poznámka. Střed může být vlastńı i nevlastńı bod v AC
n .

Následuj́ıćı věta ř́ıká, že vlastńı střed má právě ty vlastnosti, které po středu v geometrii
požadujeme.

Věta 4.13. Bod S ∈ AC
n je středem nadkvadriky Q právě tehdy, když Q je středově souměrná

podle S.

D̊ukaz. Necht’ s ∈ Cn+1 je aritmetický zástupce středu nadkvadriky S ∈ AC
n ⊆ AC

n . Potom
pro všechny vektory v ze zaměřeńı afinńıho prostoru AC

n plat́ı f(s, v) = 0. Odtud dostáváme

f(s+ tv, s+ tv) = f(s, s) + 2f(s, v)t+ f(v, v)t2 = f(s, s) + f(v, v)t2.

Tato rovnice v proměnné t má bud’ nekonečně mnoho řešeńı (oba koeficienty jsou nulové),
žádně řešeńı (pouze kvadratický je nulový) nebo právě dvě řešeńı t = ±t0. V každém př́ıpadě
je množina řešeńı symetrická podle počátku a proto Q symetrická podle S.

V opačném směru je potřeba ještě uvážit jednu možnost symetricky rozložených řešeńı,∗∗
konkrétně jediné řešeńı t = 0, kdy lineárńı člen nemuśı být nulový. Potom bude nulový kvad-
ratický člen, tj. f(v, v) = 0. Protože je ale zúžeńı bilineárńı formy f na nevlastńı podprostor
DirAn nenulové, existuje báze (e1, . . . , en) taková, že f(ei, ei) 6= 0, jak se snadno ukáže. Podle
předchoźıho tak muśı platit f(s, ei) = 0 a proto je S polárně sdružený s [ei] a t́ım pádem se
všemi nevlastńımi body.

Výpočet středu. Chceme-li naj́ıt středy S nadkvadrikyQ zadané v homogenńıch souřadnićıch
AC
n bilineárńı symetrickou formou f(x, x) = xTAx, řeš́ıme soustavu

a10s0 + a11s1 + . . . + a1nsn = 0
...

...
...

...
an0s0 + an1s1 + . . . + annsn = 0

Ta vznikne ze vztahu 0 = f(x, s) = xTAs postupným dosazeńım e1, . . . , en za x. Chceme-li
naj́ıt vlastńı střed, pokládáme s0 = 1, ideálně pak převedeme členy ai0s0 na pravou stranu.
(Pro výpočet nevlastńıho středu bychom položili s0 = 0.)
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Lemma 4.14. Regulárńı nadkvadrika má právě jeden (vlastńı nebo nevlastńı) střed.

D̊ukaz. To plyne bud’ z lemmatu o dimenźıch polárńıch duál̊u (střed je polárńı duál nevlastńı
nadroviny, která má dimenzi n− 1) nebo z předchoźıho popisu výpočtu.

Př́ıklad. Najděte středy kuželosečky Q (vlastńı i nevlastńı).

Q : 4x1x2 + 3x2
2 + 6x1 + 12x2 − 36 = 0

Řešeńı. Bilineárńı forma pro kuželosečku Q je

f(x, y) = 2x1y2 + 2x2y1 + 3x2y2 + 3x1y0 + 3x0y1 + 6x2y0 + 6x0y2 − 36x0y0.

Rovnice pro střed S = (y0, y1, y2) jsou

2y2 + 3y0 = 0

2y1 + 3y2 + 6y0 = 0

Pro y0 = 1 dostaneme jediné řešeńı S = (−3
4 ,−

3
2 , 1). Pro y0 = 0 dostame y1 = y2 = 0, což

nedává v projektivńı rovině žádný bod. Daná kuželosečka má tedy vlastńı střed S = [−3
4 ,−

3
2 ]

a nemá žádný nevlastńı střed. �

Př́ıklad. Najděte středy kvadriky Q (vlastńı i nevlastńı).

Q : x2
1 + x1x2 + 2x2

2 − x3 − 2 = 0

Řešeńı. Bilineárńı forma pro kvadriku Q je

2f(x, y) = 2x1y1 + x1y2 + x2y1 + 4x2y2 − x3y0 − x0y3 − 4x0y0.

Soustava rovnic pro střed S = (y0, y1, y2, y3) je

2y1 + y2 = 0
y1 + 4y2 = 0

−y0 = 0

Tato soustava nemá řešeńı pro y0 6= 0. Pro y0 = 0 má řešeńı (0, 0, 0, t). Tedy daná kvadrika
nemá vlastńı střed a má jeden nevlastńı střed o homogenńıch souřadnićıch (0, 0, 0, 1). �

4.4. Eukleidovský afinńı prostor

Řekneme, že afinńı prostor S je Eukleidovský , jestliže je na DirS zadán skalárńı součin.
Standardńı Eukleidovský prostor En dimenze n je standardńı afinńı prostor An vybavený
stadardńım skalárńım součinem

〈(0, x1, . . . , xn), (0, y1, . . . , yn)〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn.

Skalárńı součin bod̊u nebudeme uvažovat, protože geometricky nedává smysl.
V této části budeme nadkvadriky uvažovat v komplexńım rozš́ı̌reńı ECn a v jeho projek-

tivńım rozš́ı̌reńı ECn . Tyto nadkvadriky budeme popisovat nyńı pouze v souřadnićıch reálných
ortonormálńıch báźı (O, e1, . . . , en) v En. To znamená, že O ∈ En a (e1, . . . , en) tvoř́ı ortonor-
málńı bázi Dir En.

Ř́ıkáme, že směry [u] a [v] jsou kolmé, jestliže u ⊥ v. Jak již bylo řečeno, kolmost vlastńıch
bod̊u nedává geometricky smysl.
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4.5. Hlavńı směry

Směr [u] zadaný reálným vektorem u ∈ Dir En se nazývá hlavńı směr nadkvadriky Q, jestliže
všechny k němu kolmé směry v Dir ECn jsou s ńım polárně sdružené.

Jinými slovy: Je-li nadkvadrika Q popsána bilineárńı formou f , pak pro všechny v ∈
Dir ECn , u ⊥ v plat́ı

f(u, v) = 0.

Necht’ (O, e1, . . . , en) je nějaká ortonormálńı báze v En. Necht’ A = (aij)
n
i,j=0 je matice

bilineárńı formy f na Rn+1. Necht’ Ã je matice bilineárńı formy f zúžené na Dir En v bázi
(e1, . . . , en), tj. Ã = (aij)

n
i,j=1.

Věta 4.15. Nenulový vektor u ∈ Dir En určuje hlavńı směr nadkvadriky Q právě tehdy, když
je vlastńım vektorem lineárńıho zobrazeńı zadaného matićı Ã.

D̊ukaz. Lineárńı zobrazeńı Dir ECn → Dir ECn zadané matićı Ã označme opět Ã. Necht’ u 6= 0
určuje hlavńı směr. Potom

0 = f(u, v) = 〈Ãu, v〉

pro všechna u ⊥ v. Proto Ãu ∈ (u⊥)⊥ = [u], tj. Ãu = λu.
Necht’ obráceně u 6= 0 je vlastńım vektorem zobrazeńı Ã, tj. Ãu = λu. Pro všechna u ⊥ v

pak plat́ı
f(u, v) = 〈Ãu, v〉 = 〈λu, v〉 = λ〈u, v〉 = 0.

Tedy u určuje hlavńı směr.

Z d̊ukazu je zároveň vidět, že pro normovaný vektor u zadávaj́ıćı hlavńı směr plat́ı f(u, u) =
λ〈u, u〉 = λ. V ortonormálńı bázi složené z vlastńıch vektor̊u tedy bude Ã diagonálńı s
vlastńımi č́ısly na diagonále (to by nebyla pravda bez normovanosti!).

Důsledek 4.16. Ke každé nadkvadrice Q v ECn existuje ortonormálńı báze v Dir En, jej́ı̌z
vektory určuj́ı hlavńı směry nadkvadriky Q.

D̊ukaz. K symetrické reálné matici Ã existuje ortonormálńı báze tvořená reálnými vlastńımi
vektory.

Definice 4.17. Vlastńı č́ısla matice Ã se nazývaj́ı hlavńı č́ısla nadkvadriky Q. Tato č́ısla
nejsou určena jednoznačně, ale pouze až na společný násobek, je tedy jednoznačný jejich
poměr (λ1 : · · · : λn), který lze chápat jako prvek projektivńıho prostoru P(Rn) (protože
vlastńı č́ısla symetrických matic jsou reálná).

4.6. Nadkvadriky a symetrie

Již dř́ıve jsme podali definici středu nadkvadriky v afinńım prostoru. K této definici jsme
nepotřebovali skalárńı součin. O symetrii nadkvadriky vzhledem k nadrovině však můžeme
mluvit pouze tehdy, když máme na zaměřeńı afinńıho prostoru zadán skalárńı součin.

Definice 4.18. Nadrovina τ v En se nazývá hlavńı nadrovinou nadkvadriky Q, jestliže je
bud’

• polárńı nadrovinou k regulárńımu hlavńımu směru nadkvadriky Q ⊆ ECn nebo

• kolmou nadrovinou k singulárńımu hlavńımu směru nadkvadriky Q ⊆ ECn .
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Osová nadrovina pro n = 2 se nazývá osová př́ımka nebo osa.

Poznamenejme, že i v prvńım př́ıpadě je hlavńı nadrovina kolmá k danému hlavńımu
směru [u] – ten je totiž polárně sdružen s [u]⊥ a to je tedy zaměřeńı této hlavńı nadroviny.

Poznámka. V daľśım ukážeme, že hlavńı nadroviny Q jsou osovými nadrovinami Q; obrácené
tvrzeńı plat́ı až na drobnou výjimku také a nebudeme proto mezi těmito pojmy rozlǐsovat.

Př́ıklad. Uvažujme parabolu x2
1+2x2 = 0 ve standardńı ortonormálńı bázi v R2 = E2. Matice

A je

A =

0 0 1

0 1 0
1 0 0


Matice Ã =

(
1 0
0 0

)
má vlastńı č́ısla 1 a 0 s vlastńımi vektory (1, 0) a (0, 1). Ty určuj́ı

hlavńı směry a jsou regulárńımi nevlastńımi body o homogenńıch souřadnićıch (0 : 1 : 0) a

(0 : 0 : 1). Polára k (0 : 1 : 0) v EC2 je dána rovnićı

x1 = 0.

Polára k (0 : 0 : 1) v EC2 je dána rovnićı

x0 = 0.

Tedy v EC2 má parabola pouze jedinou osovou př́ımku

x1 = 0.

Př́ıklad. Uvažujme dvojici reálných rovnoběžek

x2
1 − 1 = 0

ve standardńı ortonormálńı bázi R = E2. Matice

A =

−1 0 0

0 1 0
0 0 0

 , Ã =

(
1 0
0 0

)
Vlastńı č́ısla matice Ã jsou 1 a 0 s vlastńımi vektory (1, 0) a (0, 1). Ty určuj́ı 2 hlavńı směry o
homogenńıch souřadnićıch (0 : 1 : 0) a (0 : 0 : 1). (0 : 1 : 0) je regulárńı nevlastńı bod. Polára
k němu je

x1 = 0.

(0 : 0 : 1) je singulárńı nevlastńı bod. Všechny př́ımky kolmé na (0, 1) v E2 jsou x2 = c, kde c
je nějaká konstanta. Daná kuželosečka má tedy osové př́ımky x1 = 0 a x2 = c, c ∈ R.

Věta 4.19. Necht’ τ je hlavńı nadrovina Q v ECn . Pak je Q symetrická podle τ .

D̊ukaz. Necht’ τ je osová nadrovina v En k hlavńımu směru [u] a necht’ S ∈ τ . Potom [s+tu] ∈
Q, právě když

0 = f(s+ tu, s+ tu) = f(s, s) + 2f(s, u)t+ f(u, u)t2 = f(s, s) + f(u, u)t2

a opět kořeny tohoto polynomu v proměnné t jsou symetricky rozložené okolo 0, tedy Q je
symetrická podle τ .

Definice 4.20. Pr̊usečnice dvou osových rovin kvadriky Q se nazývá osová př́ımka nebo osa
kvadriky Q. Body pr̊uniku osové př́ımky s kvadrikou se nazývaj́ı vrcholy .
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4.7. Metrická klasifikace kuželoseček a kvadrik

Klasifikaci provedeme indukćı. Předpokládejme prvně, že existuje singulárńı směr a označme
jej [en], kde en je normovaný. Zvolme libovolnou vlastńı nadrovinu τ kolmou na en; podle
klasifikace v dimenzi n− 1 existuje ortonormálńı afinńı báze (V, e1, . . . , en−1), v ńıž má Q∩ τ
kanonický tvar. Doplňme tuto bázi vektorem en do ortonormálńı afinńı báze An a zkoumejme
matici nadkvadriky v této bázi. Protože byl [en] singulárńı, je tato stejná jako pro Q∩τ , pouze
doplněná nulovým řádkem a nulovým sloupcem. Zejména, rovnice Q je totožná s rovnićı Q∩τ .
Budeme tedy v daľśım předpokládat, že žádný singulárńı směr neexistuje.

Poznamenejme ještě krátce, že v př́ıpadě singulárńıho vlastńıho bodu je celá nadkvadrika
kuželem a klasifikace se redukuje na (metrickou) projektivńı klasifikaci nadkvadrik.

Necht’ je nejdř́ıve Q středová a zvolme střed S za počátek. Dále zvolme ortonormálńı bázi
(e1, . . . , en) zaměřeńı Dir En složenou z vektor̊u reprezentuj́ıćıch hlavńı směry. To je možné d́ıky
ortonormálńı diagonalizovatelnosti symetrických bilineárńıch forem. V bázi (S, e1, . . . , en) má
Q matici 

λ0 0 · · · 0

0 λ1 0
...

. . .

0 0 λn

 ,

jelikož plat́ı: f(ei, ej) = 0, i 6= j, protože jsou [ei] hlavńı směry; f(S, ei) = 0, protože je

S střed. Ve skutečnosti je aii = f(ei, ei) = 〈Ãei, ei〉 = 〈λiei, ei〉 = λi, protože |ei| = 1, a
a00 = f(S, S).

V nestředovém př́ıpadě se stač́ı omezit na regulárńı nadkvadriky, protože vlastńı singulárńı
bod by byl t́ım sṕı̌se vlastńım středem. Dı́ky regularitě je (ν(ECn ))t nularozměrný, označme
jeho jediný bod [en] a předpokládejme opět en normovaný. Zkoumejme nyńı kolmý doplněk
[en]⊥ ⊆ ν(ECn ). To je projektivńı podprostor dimenze n− 2 a proto má jeho polárńı doplněk
dimenzi 1, přičemž pr̊unik tohoto doplňku s [en]t = ν(ECn ) je ([en]⊥+[en])t = (ν(ECn ))t = [en],
takže doplněk obsahuje krom [en] ještě vlastńı př́ımku o, tzv. osu nadkvadriky Q. Protože
neńı o tečná k [en] (nelež́ı v [en]t = ν(ECn )), je pr̊unik Q∩o regulárńı a obsahuje tedy krom [en]
i druhý bod V , nutně vlastńı, který zvoĺıme za počátek. Zvoĺıme libovolnou ortonormálńı bázi
zaměřeńı složenou z vektor̊u zadávaj́ıćıch hlavńı směry, přičemž en bude aritmetický zástupce
středu (hlavńıho směru př́ıslušného hlavńımu č́ıslu 0). Nadkvadrika Q pak bude mı́t matici

0 0 · · · 0 p

0 λ1 0 · · · 0
... 0

. . .
. . .

...

0
...

. . . λn−1 0
p 0 · · · 0 0


Z výpočetńıho hlediska je dobré si zapamatovat, že i v singulárńım př́ıpadě se regulárńı střed
dostane jako střed kolmý na všechny singulárńı směry. Osa je pak př́ımka maj́ıćı směr to-
hoto regulárńıho středu polárně sdružená se všemi hlavńımi směry odpov́ıdaj́ıćımi nenulovým
hlavńım č́ısl̊um (stač́ı spoč́ıtat jediný takový bod, protože směr již známe).

Dostáváme tak následuj́ıćı klasifikačńı větu.

Věta 4.21. Pro každou nadkvadriku Q v ECn lze naj́ıt takovou ortonormálńı bázi (O, e1, . . . , en),
že v jej́ıch souřadnićıch má Q právě jednu z rovnic
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(a) pro n = 1, 2, 3 (
x1

a1

)2

+ 1 = 0 dvojice imaginárńıch bod̊u/př́ımek/rovin(
x1

a1

)2

− 1 = 0 dvojice reálných bod̊u/př́ımek/rovin

a následuj́ıćı kužel

x2
1 = 0 dvojnásobný bod/př́ımka/rovina

(b) pro n = 2, 3(
x1

a1

)2

+

(
x2

a2

)2

+ 1 = 0 imaginárńı elipsa/imaginárńı eliptický válec(
x1

a1

)2

+

(
x2

a2

)2

− 1 = 0 reálná elipsa/reálný eliptický válec(
x1

a1

)2

−
(
x2

a2

)2

− 1 = 0 hyperbola/hyperbolický válec(
x1

a1

)2

+ 2x2 = 0 parabola/parabolický válec

a následuj́ıćı kužele(
x1

α1

)2

+

(
x2

α2

)2

= 0 imaginárńı r̊uznoběžné př́ımky/roviny(
x1

α1

)2

−
(
x2

α2

)2

= 0 reálné r̊uznoběžné př́ımky/roviny

(c) pro n = 3(
x1

a1

)2

+

(
x2

a2

)2

+

(
x3

a3

)2

+ 1 = 0 imaginárńı elipsoid(
x1

a1

)2

+

(
x2

a2

)2

+

(
x3

a3

)2

− 1 = 0 reálný elipsoid(
x1

a1

)2

+

(
x2

a2

)2

−
(
x3

a3

)2

+ 1 = 0 dvoud́ılný (nepř́ımkový) hyperboloid(
x1

a1

)2

+

(
x2

a2

)2

−
(
x3

a3

)2

− 1 = 0 jednod́ılný (př́ımkový) hyperboloid(
x1

a1

)2

+

(
x2

a2

)2

+ 2x3 = 0 eliptický paraboloid(
x1

a1

)2

−
(
x2

a2

)2

+ 2x3 = 0 hyperbolický paraboloid

a následuj́ıćı kužele(
x1

α1

)2

+

(
x2

α2

)2

+

(
x3

α3

)2

= 0 imaginárńı kuželová plocha(
x1

α1

)2

+

(
x2

a2

)2

−
(
x3

α3

)2

= 0 reálná kuželová plocha

Pro koeficienty plat́ı ai > 0, αi > 0, přičemž koeficienty αi jsou určeny až na násobek; jinými
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slovy, hraje roli pouze poměr (α1 : · · · : αn).

Př́ıklad. Najděte hlavńı směry, osové rovin, osové př́ımky, vrcholy a kanonickou rovnici ve
vhodné bázi kvadriky

x2
1 − 4x2

2 + 6x1x3 + x2
3 + 4x1 + 16x2 − 4x3 − 16 = 0.

Řešeńı. Matice

Ã =

1 0 3
0 −4 0
3 0 1


Vlastńı č́ısla λ1, λ2, λ3 matice Ã jsou kořeny charakteristického polynomu

det(Ã− λE) = −λ3 − 2λ2 + 16λ+ 32.

Tyto kořeny, pokud jsou celoč́ıselné, muśı dělit absolutńı člen 32. Tak zjist́ıme, že

λ1 = −2, λ2 = 4, λ3 = −4.

Odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory ui jsou řešeńımi soustavy (Ã − λiE)ui = 0. Dostáváme
u1 = (1, 0,−1), u2 = (1, 0, 1) a u3 = (0, 1, 0). Osové roviny má kvadrika 3 a jsou to roviny
polárńı k u1, u2 a u3.

x1 − x3 − 2 = 0

x1 + x3 = 0

x2 − 2 = 0

Osové př́ımky jsou opět tři a jejich popis je dán výběrem 2 z předchoźıch 3 rovnic. Pr̊unik
všech tř́ı osových rovin je jediný bod S = (1, 2,−1). Ten je středem kvadriky. Parametrické
vyjádřeńı os je potom následuj́ıćı:

o1 : (1, 2,−1) + t(0, 1, 0)

o2 : (1, 2,−1) + t(1, 0, 1)

o3 : (1, 2,−1) + t(1, 0,−1)

Z parametrického vyjádřeńı osy o1 dosad́ıme do rovnice kvadriky a pro parametr t dostane-
me kvadratickou rovnici t2−1 = 0. Vrcholy na ose t1 jsou tedy A = (1, 3,−1) a B = (1, 1,−1).

Z parametrického vyjádřeńı osy o2 dostaneme kvadratickou rovnici 2t2 +1 = 0. Na o2 tedy

lež́ı dva komplexně sdružené vrcholy E = (1 +
√

2
2 i, 2,−1 +

√
2
i ), E = (1−

√
2

2 i, 2,−1−
√

2
i ).

Konečně pro osu o3 dostaneme opět rovnici t2 − 1 = 0, která dává vrcholy C = (2, 2,−2)
a D = (0, 2, 0).

Z popisu os a reálných vrchol̊u vyplývá, že daná kvadrika je jednod́ılný hyperboloid. V bázi
S, v1 = 1√

2
(1, 0,−1), v2 = 1√

2
(1, 0, 1), v3 = u3 budeme mı́t souřadnice y1, y2, y3, pro které

plat́ı x1

x2

x3

 =


1√
2

1√
2

0

0 0 1
− 1√

2
1√
2

0


y1

y2

y3

+

 1
2
−1
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4. Metrická klasifikace nadkvadrik

Tedy v homogenńıch souřadnićıch
x0

x1

x2

x3

 =


1 0 0 0

1 1√
2

1√
2

0

2 0 0 1
−1 − 1√

2
1√
2

0



y0

y1

y2

y3

 = P


y0

y1

y2

y3


Tedy rovnice kvadriky v souřadnićıch y je

yPTAPy = 0,

kde

A =


−16 2 8 −2

2 1 0 3
8 0 −4 0
−2 3 0 1



PTAP =


4 0 0 0

0 −2 0 0
0 0 4 0
0 0 0 −4


Rovnice v nových souřadnićıch je

−2y2
1 + 4y2

2 − 4y2
3 + 4 = 0. �

Kontrolńı otázky

1. Podejte definici hlavńıch směr̊u a vysvětlete, kterou větu použijete k jejich výpočtu.

2. Jak se lǐśı hlavńı č́ısla regulárńıch kvadrik?

3. Kolik osových (hlavńıch) rovin maj́ı jednotlivé kvadriky? (Použijte jejich metrickou kla-
sifikaci.)

4. Napǐste kanonické rovnice kvadrik s 1, 2, 4, 6 a nekonečně mnoha reálnými vrcholy.

5. Zvolte si nějakou kvadriku a popǐste všechny jej́ı symetrie.

Př́ıklady k procvičeńı

1. Určete hlavńı č́ısla a hlavńı směry nadkvadriky, jej́ı střed a jej́ı kanonickou rovnici v př́ı-
slušné ortonormálńı bázi.

(a) 3x2
1 + 10x1x2 + 3x2

2 − 2x1 − 14x2 − 13 = 0 v E2

[Řešeńı: λ1 = 8, λ2 = −2, u1 = ( 1√
2
, 1√

2
), u2 = ( 1√

2
,− 1√

2
), S = [2;−1], hyperbola

x2
1 −

x22
4 = 1]

(b) 7x2
1 + 6x1x2 − x2

2 + 28x1 + 12x2 + 28 = 0 v E2

[Řešeńı: λ1 = 8, λ2 = −2, u1 = ( 3√
10
, 1√

10
), u2 = ( 1√

10
,− 3√

10
), S = [−2; 0],

r̊uznoběžky x2
1 −

x22
4 = 0]
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4. Metrická klasifikace nadkvadrik

(c) 9x2
1 + 12x1x2 + 4x2

2 − 24x1 − 16x2 + 3 = 0 v E2

[Řešeńı: λ1 = 13, λ2 = 0, u1 = ( 3√
13
, 2√

13
), u2 = ( 2√

13
,− 3√

13
), S = [2t; 3 − 2t],

rovnoběžky x2
1 = 1]

(d) x2
1 + x2

2 + 5x2
3 − 6x1x2 − 2x1x3 + 2x2x3 − 6x1 + 6x2 − 6x3 + 9 = 0 v E3

[Řešeńı: λ1 = 3, λ2 = 6, λ3 = −2, u1 = ( 1√
3
,− 1√

3
, 1√

3
), u2 = (− 1√

6
, 1√

6
, 2√

6
),

u3 = ( 1√
2
, 1√

2
, 0), S = [1;−1; 1], reálná kuželová plocha

x21
2 + x2

2 −
x23
3 = 0]

(e) 5x2
1 + 8x2

2 + 5x2
3 + 4x1x2 − 8x1x3 + 4x2x3 − 27 = 0 v E3

[Řešeńı: λ1,2 = 9, λ3 = 0, u1 = ( 1√
2
, 0,− 1√

2
), u2 = ( 1

3
√

2
, 4

3
√

2
, 1

3
√

2
), u3 = (−2

3 ,
1
3 ,−

2
3),

S = [0; 0; 0], reálná eliptická válcová plocha
x21
3 +

x22
3 = 1]

(f) x2
1 − 2x2

2 + x2
3 + 4x1x2 − 8x1x3 − 4x2x3 − 14x1 − 4x2 + 14x3 + 16 = 0 v E3

[Řešeńı: λ1,2 = −3, λ3 = 6, u1 = ( 1√
5
,− 2√

5
, 0), u2 = ( 4

3
√

5
, 2

3
√

5
, 5

3
√

5
), u3 =

(2
3 ,

1
3 ,−

2
3), S = [1; 1;−1], reálná kuželová plocha

x21
2 +

x22
2 − x

2
3 = 0.]

(g) 2x2
1 + 5x2

2 + 2x2
3 − 2x1x2 − 4x1x3 + 2x2x3 + 2x1 − 10x2 − 2x3 − 1 = 0 v E3

[Řešeńı: λ1 = 6, λ2 = 3, λ3 = 0, u1 = ( 1√
6
,− 2√

6
,− 1√

6
), u2 = ( 1√

3
, 1√

3
,− 1√

3
),

u3 = ( 1√
2
, 0, 1√

2
), S = [t; 2; t], reálná eliptická válcová plocha x2

1 +
x22
2 = 1.]

(h) x2
1 + x2

2 − 2x1x2 + 2x1 + 2x2 − 2
√

2x3 − 8 = 0 v E3

[Řešeńı: λ1 = 2, λ2,3 = 0, u1 = ( 1√
2
,− 1√

2
, 0), u2 = ( 1√

2
1√
2
, 0), u3 = (0, 0, 1),

nestředová, parabolická válcová plocha x2
1 + 2x3 = 0.]

2. Určete osové nadroviny a vrcholy nadkvadrik z př́ıkladu (1).

[Řešeńı:

(a) Osy o1 : x1 + x2 = 1, o2 : x1 − x2 = 3, vrcholy V1,2 = [2 ± 3√
2
;−1 ∓ 3√

2
] př́ıslušné

k o1, V3,4 = [2±
√

6
2 ;−1±

√
6

2 ] př́ıslušné k o2;

(b) Osy x1 + x2 = −6, x1 − 3x2 = −2, vrcholy V1 = [−5
2 ,−

7
2 ] k o1, V2 = [−2; 0] k o2;

(c) Osa 3x1 + 2x2 = 4, nevlastńı vrchol určený zaměřeńım osy (-2,3,0);

(d) Osové roviny σ1 : x1 − x2 + x3 = 3, σ2 : x1 − x2 − 2x3 = 0, σ3 : x1 + x2 = 0, 6 os
zadaných pr̊uniky vždy dvou rovin, vrchol V = [1;−1; 1];

(e) Osové roviny 2x1 − x2 − 2x3 = p pro ∀p ∈ R, dále všechny roviny obsahuj́ıćı osu
o : x1 + 2x2 = 0, 4x1 − 2x2 − 5x3 = 0, daľśı osy jsou př́ımky na tuto osu kolmé,
vrcholy jsou všechny body kvadriky;

(f) Osové roviny σ : 2x1 + x2 − 2x3 = 5, dále všechny roviny procházej́ıćı osou o : x1 −
x2 = −3, 4x1 + 2x2 + 5x3 = 1, vrchol V = [1;−1; 1];

(g) Osové roviny σ1 : x1 − 2x2 − x3 = −2, σ2 : x1 + x2 − x3 = 1, osa daná pr̊unikem
rovin a nevlastńı vrchol určený jej́ım zaměřeńım (1,0,1,0);

(h) Osová rovina x1 = x2.]
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5. Mooreova–Penroseova pseudoinverze

5.1. Pseudoinverze

Necht’ ϕ : U → V je lineárńı zobrazeńı mezi Eukleidovskými prostory. Zabývejme se otázkou,
zda existuje inverzńı zobrazeńı a v př́ıpadě, že neexistuje, otázkou, jak bĺızko se k inverzi
můžeme přibĺıžit. Necht’ tedy ψ : V → U je libovolné zobrazeńı a zkoumejme složeńı ψϕ a
ϕψ. Zřejmě je ψϕ = 0 na kerϕ a nejlepš́ı, co můžeme očekávat, je, že bude toto složeńı rovno
identitě na nějakém doplňku kerϕ. Symetricky můžeme očekávat ϕψ = id pouze na nějakém
doplňku kerψ.

Definice 5.1. Lineárńı zobrazeńı ψ : V → U se nazývá Mooreova–Penroseova pseudoinverze
lineárńıho zobrazeńı ϕ : U → V , jestliže

• ψϕ = id na (kerϕ)⊥ a

• ϕψ = id na (kerψ)⊥.

Protože na kerϕ je vždy ψϕ = 0, je prvńı podmı́nka ekvivalentńı tomu, že ψϕ je kolmá
projekce na (kerϕ)⊥.

Lemma 5.2. Pro Mooreovu–Penroseovu pseudoinverzi plat́ı imϕ = (kerψ)⊥.

D̊ukaz. Podle druhé podmı́nky z definice plat́ı (kerψ)⊥ ⊆ imϕ, ukážeme nyńı opačnou inkluzi.
Prvně si uvědomme, že plat́ı ϕψϕ = ϕ – na kerϕ jsou obě strany nulové a na (kerϕ)⊥ to
plyne z prvńı podmı́nky. Jinými slovy tato rovnost znamená, že ϕψ = id na imϕ. Zároveň je
však kompozice ϕψ projekce, muśı tedy nutně imϕ ležet v jej́ım obraze (kerψ)⊥.

Symbolicky budeme situaci z předchoźı definice/lemmatu znázorňovat diagramem

(kerϕ)⊥
ϕ
//∼=

⊕
imϕ

ψ
oo

⊕
kerϕ (imϕ)⊥

kde fakt, že ψ je naznačené jako zobrazeńı imϕ→ (kerϕ)⊥ znač́ı, že je nulové na komplementu
(imϕ)⊥ a jeho komponenta v kerϕ je taktéž nulová. Značka ∼= uprostřed znač́ı, že jakožto
zobrazeńı mezi (kerϕ)⊥ a imϕ jsou ϕ a ψ vzájemně inverzńı izomorfismy.

S výhodou lze předchoźı situaci vyjádřit pomoćı blokových matic. Pokud zvoĺıme v U
bázi tak, že vektory ze začátku tvoř́ı bázi (kerϕ)⊥, zat́ımco vektory z konce tvoř́ı bázi kerϕ
a analogicky pro V a podprostory imϕ, (imϕ)⊥, lze matice ϕ a ψ psát v blokovém tvaru

ϕ =

(
A 0
0 0

)
, ψ =

(
A−1 0

0 0

)
U prvńı matice dva nulové bloky napravo znač́ı, že ϕ|kerϕ = 0, zat́ımco dva nulové bloky dole
znač́ı, že komponenta ϕ v (imϕ)⊥ je nulová.

Zřejmě také naopak v situaci z předchoźıho diagramu je (imϕ)⊥ = kerψ a ψ je Mooreovou–
Penroseovou pseudoinverźı ϕ. Protože inverze izomorfismu ϕ : (kerϕ)⊥ → imϕ existuje jediná,
dostáváme jednoduše následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.3. Necht’ ϕ : U → V je lineárńı zobrazeńı mezi Eukleidovskými prostory (konečné
dimenze). Potom Mooreova–Penroseova pseudoinverze existuje a je jediná. Znač́ıme ji ϕ+.
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5. Mooreova–Penroseova pseudoinverze

Tradičně se Mooreova–Penroseova pseudoinverze definuje pomoćı singulárńıho rozkladu
(singular value decomposition). Tento př́ıstup je výhodný i z daľśıch d̊uvod̊u. Uvažujme proto
adjungované zobrazeńı ϕ∗ : V → U .

Lemma 5.4. Zobrazeńı ϕ∗ϕ je samoadjungované a plat́ı 〈ϕ∗ϕ(u), u〉 ≥ 0 (ř́ıkáme, že ϕ∗ϕ je
pozitivně semidefinitńı). Nav́ıc ker(ϕ∗ϕ) = kerϕ.

D̊ukaz. Z definice adjungovaného zobrazeńı plat́ı

〈ϕ∗ϕ(u), v〉 = 〈ϕ(u), ϕ(v)〉 = 〈u, ϕ∗ϕ(v)〉

a nav́ıc prostředńı člen je pro u = v nezáporný.
Inkluze ker(ϕ∗ϕ) ⊇ kerϕ je zřejmá. Je-li naopak ϕ∗ϕ(u) = 0, pak také 0 = 〈ϕ∗ϕ(u), u〉 =

|ϕ(u)|2 a proto ϕ(u) = 0, tedy u ∈ kerϕ.

Podle tohoto lemmatu existuje na U ortonormálńı báze α = (u1, . . . , um) složená z
vlastńıch vektor̊u ϕ∗ϕ a můžeme ji zvolit tak, že

[ur+1, . . . , um] = ker(ϕ∗ϕ) = kerϕ

a t́ım pádem

[u1, . . . , ur] = (kerϕ)⊥.

Necht’ vlastńı č́ısla př́ıslušná u1, . . . , um jsou λ1, . . . , λm. Podle naš́ı volby λr+1 = · · · = λm = 0
a zbylá λi jsou nenulová. Stále podle předchoźıho lemmatu plat́ı

λi = 〈λiui, ui〉 = 〈ϕ∗ϕ(ui), ui〉 ≥ 0

Zkonstruujme nyńı vhodnou ortonormálńı bázi V , vzhledem k ńıž bude mı́t ϕ co nejjednodušš́ı
tvar. Prvně se zabývejme obrazem ϕ, který je generován ϕ(u1), . . . , ϕ(ur):

〈ϕ(ui), ϕ(uj)〉 = 〈ϕ∗ϕ(ui), uj〉 = λi〈ui, uj〉 = λiδij .

Jsou tedy vektory ϕ(ui) navzájem kolmé o velikostech

|ϕ(ui)| =
√
λi = si.

Tato č́ısla nazýváme singulárńı hodnoty zobrazeńı ϕ. Polož́ıme

vi = 1
si
ϕ(ui)

pro i = 1, . . . , r a doplńıme v1, . . . , vr do ortonormálńı báze β = (v1, . . . , vn) prostoru V .
Vzhledem k těmto báźım má ϕ matici

(ϕ)βα =



s1 0 · · · · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . sr

. . .
...

...
. . . 0

. . .

0 · · · · · · . . .
. . .
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5. Mooreova–Penroseova pseudoinverze

(tato matice má rozměry m × n). Poznamenejme, že matice adjungovaného zobrazeńı ϕ∗ je

”
stejná“, akorát má rozměry n × m. V těchto báźıch je také extrémně jednoduché napsat

Mooreovu–Penroseovu pseudoinverzi

(ϕ+)αβ =



(s1)−1 0 · · · · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . (sr)

−1 . . .
...

...
. . . 0

. . .

0 · · · · · · . . .
. . .


T́ımto souřadnicovým zápisem se často Mooreova–Penroseova pseudoinverze definuje. Ele-
gantně to lze provést následuj́ıćı úvahou. Pracujme pro jednoduchost ve standardńıch Euk-
leidovských prostorech a mı́sto ϕ pracujme s matićı M . Ve výše popsaných báźıch α, β má
M diagonálńı matici, označme ji Σ. To znamená, že lze psát

M = PΣQ∗,

kde P , Q jsou ortogonálńı matice. Tomuto rozkladu matice M se ř́ıká singulárńı rozklad .
Mooreovu–Penroseovu pseudoinverzi potom můžeme spoč́ıtat jako M+ = QΣ+P ∗, kde Σ+

vznikne (tak jako výše) z diagonálńı matice Σ inverźı všech nenulových prvk̊u.
Poznamenejme ještě, že z matice (ϕ)βα lze také odvodit geometrický význam singulárńıch

hodnot. Uváž́ıme-li v U jednotkovou sféru, pak jej́ı obraz při zobrazeńı ϕ je (v některých
směrech možná zdegenerovaný) elipsoid, jehož délky poloos jsou právě singulárńı hodnoty.

Tvrzeńı 5.5. Plat́ı následuj́ıćı vztahy

• Je-li ϕ injektivńı, potom ϕ+ = (ϕ∗ϕ)−1ϕ∗.

• Je-li ϕ surjektivńı, potom ϕ+ = ϕ∗(ϕϕ∗)−1.

D̊ukaz. V báźıch α, β jsou všechny uvažované matice diagonálńı. V př́ıpadě injektivńıho ϕ
má ϕ∗ϕ na diagonále pouze č́ısla s2

i . Proto (ϕ∗ϕ)−1 existuje a má na diagonále č́ısla s−2
i a

t́ım pádem pravá strana má na diagonále prvky s−1
i . Týž diagonálńı tvar levé strany jsme

odvodili před tvrzeńım. Podobná analýza funguje v př́ıpadě surjektivńıho ϕ.

Poznámka. Je-li U = V ⊕W , má každý vektor u ∈ U jednoznačné vyjádřeńı u = v + w,cv
kde v ∈ V a w ∈ W . Označme v = p(u) a dostáváme tak lineárńı zobrazeńı p : U → U (s
hodnotami ve V ), kterému ř́ıkáme projekce na V ve směru W .

Uved’me nyńı ještě dvě alternativńı charakterizace. Lineárńı zobrazeńı p : U → U je pro-
jekce na V ve směru W , právě když p|V = id a p|W = 0. Lineárńı zobrazeńı p : U → U je
projekce, právě když p ◦ p = p; v takovém př́ıpadě se jedná o projekci na im p ve směru ker p.

Ukažte, že projekce je samoadjungovaná, právě když je kolmá4.

Věta 5.6. Plat́ı

1. ϕϕ+ϕ = ϕ

2. ϕ+ϕϕ+ = ϕ+

4Podle definice je projekce p samoadjungovaná, právě když 〈u, p(v)〉 = 〈p(u), v〉. Tato podmı́nka je triviálně
splněná pro u, v ∈ ker p a u, v ∈ im p. Pro u ∈ ker p, v ∈ im p tato podmı́nka je 〈u, v〉 = 0, tedy právě
ker p ⊥ im p. Zbylý př́ıpad u ∈ im p, v ∈ ker p je symetrický.
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5. Mooreova–Penroseova pseudoinverze

3. ϕ+ϕ je samoadjungované

4. ϕϕ+ je samoadjungované

Naopak každé zobrazeńı ψ splňuj́ıćı tyto čtyři vztahy s ϕ+ nahrazeným ψ je Mooreovou–
Penroseovou pseudoinverźı k ϕ, tj. ψ = ϕ+.

D̊ukaz. Je jednoduché ověřit vztahy z tvrzeńı pro Mooreovu–Penroseovu pseudoinverzi; vlast-
nosti (3) a (4) plat́ı proto, že př́ıslušné kompozice jsou kolmé projekce na podprostory imϕ a
(kerϕ)⊥. V tomto i opačném směru je podstatné si uvědomit, že projekce je samoadjungovaná,
právě když je kolmá.

Podle (1) a (3) je ϕ+ϕ samoadjungovaná projekce (nebot’ (ϕ+ϕ)2 = ϕ+ϕ) ve směru
ker(ϕ+ϕ) = kerϕ (nebot’ kerϕ ⊆ ker(ϕ+ϕ) ⊆ ker(ϕϕ+ϕ) = kerϕ), nutně tedy kolmá. Proto
je jej́ım obrazem (kerϕ)⊥ a ϕ+ tedy splňuje prvńı definičńı vztah. Druhý se dokáže symetricky.

Téměř v jakékoliv knize pojednávaj́ıćı o Mooreově–Penroseově pseudoinverzi lze naj́ıt
alternativńı d̊ukaz hrubou silou.

5.2. Aproximace řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

Zabývejme se soustavou lineárńıch rovnic Ax = v. Pokud je matice A čtvercová a invertibilńı,
lze formálně tuto soustavu vyřešit vynásobeńım inverźı A−1,

x = A−1Ax = A−1v.

V př́ıpadě, že A nemá inverzi nebo dokonce neńı ani čtvercová, lze stále něco ř́ıct o řešeńıch
pomoćı Mooreovy–Penroseovy pseudoinverze.

Tvrzeńı 5.7. Soustava Ax = v má řešeńı, právě když

AA+v = v

D̊ukaz. Pokud plat́ı AA+v = v, pak zřejmě A+v je řešeńım. Naopak, pokud Ax = v pro
nějaké x, potom

AA+v = AA+Ax = Ax = v.

Jiný d̊ukaz spoč́ıvá v tom, že AA+ je projekce na imA, a proto rovnost AA+v = v je
ekvivalentńı tomu, že v ∈ imA, což je zřejmě to samé, že soustava má řešeńı.

Vid́ıme tedy, že i v př́ıpadě, že A nemá inverzi, nebo dokonce neńı ani čtvercová, můžeme
nějaké jej́ı řešeńı (v př́ıpadě, že existuje) naj́ıt jako A+v. V následuj́ıćım ukážeme, jaký geome-
trický význam toto řešeńı má. Obecněji se budeme zabývat otázkou geometrického významu
A+v i v př́ıpadě, kdy soustava Ax = v nemá řešeńı.

Řekneme, že x je nejlepš́ı aproximace řešeńı, jestliže minimalizuje výraz |Ax−v|, tj. pokud
pro libovolné y plat́ı

|Ax− v| ≤ |Ay − v|

Zřejmě je tedy Ax bod imA, který je nejbĺıž v, je to tedy kolmá projekce vektoru v do
podprostoru imA. Tu umı́me podle předchoźıho napsat pomoćı pseudoinverze jako AA+v.
Plat́ı tedy

Lemma 5.8. Vektor x je nejlepš́ı aproximaćı řešeńı soustavy Ax = v, právě když plat́ı

Ax = AA+v.
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5. Mooreova–Penroseova pseudoinverze

Zejména tedy A+v je nejlepš́ı aproximace řešeńı. Obecně je takových nejlepš́ıch aproximaćı
v́ıc. Mezi nimi lze A+v charakterizovat pomoćı následuj́ıćı věty

Věta 5.9. Vektor A+v je nejlepš́ı aproximace řešeńı soustavy Ax = v s nejmenš́ı normou,

”
zkráceně“ nejmenš́ı nejlepš́ı aproximace řešeńı.

D̊ukaz. Množina nejlepš́ıch aproximaćı je právě množinou řešeńı soustavy

Ax = AA+v

a jedná se tedy o afinńı podprostor se zaměřeńım kerA. Vektor z tohoto afinńıho podprostoru
s nejmenš́ı normou je tedy jediný a to právě ten, který je kolmý na zaměřeńı kerA. Přitom
ale A+v ∈ imA+ = (kerA)⊥.

Př́ıklad (Aproximace př́ımkou). Necht’ jsou v rovině dány body (x1, y1), . . . , (xn, yn). Úkolem
je vést těmito body př́ımku. Pokud by to bylo možné přesně, existovaly by a, b (koeficienty v
rovnici př́ımky a+ bx = y) takové, že

a · 1 + b · x1 = y1

...
...

a · 1 + b · xn = yn

Naš́ım úkolem je tedy vyřešit soustavu (vzhledem k neznámým a, b) s rozš́ı̌renou matićı1 x1 y1
...

...
...

1 xn yn


Jej́ı nejmenš́ı nejlepš́ı aproximace řešeńı je

(a, b)T =

1 x1
...

...
1 xn


+

·

y1
...
yn


Př́ımka s rovnićı y = a + bx se nazývá aproximaćı př́ımkou zadané n-tice bod̊u. Je potřeba
však vysvětlit, v jakém smyslu je to nejoptimálněǰśı odpověd’ na naš́ı otázku proložeńı př́ımky
zadanými body. Tato př́ımka minimalizuje

n∑
i=1

(
(a+ bxi)− yi

)2
,

tedy součet čtverc̊u odchylek funkčńıch hodnot a + bxi od zadaných yi. Tato aproximace se
použ́ıvá, pokud v́ıme, že zadané hodnoty yi můžou být zat́ıženy chybou, ale xi jsou naměřeny
přesně.
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5. Mooreova–Penroseova pseudoinverze

5.3. Kolmá projekce do podprostoru

Necht’ V = [v1, . . . , vk] ⊆ U je podprostor. Kolmá projekce vektoru u do V je takový vektor
P (u) = x1v1 + · · · + xkvk, který je nejbĺıž k u. Jedná se tedy o nejlepš́ı aproximaci řešeńı
soustavy x1v1 + · · ·+ xkvk = u. Označ́ıme-li A = (v1 · · · vk) matici na levé straně, dostáváme
z předchoźıho formulku (x1 · · ·xk)T = A+u a tedy

P (u) = (v1 · · · vk)(x1 · · ·xk)T = AA+v.

Předpokládáme-li nyńı, že vektory v1, . . . , vk jsou lineárně nezávislé, je A matićı injektivńıho
zobrazeńı a dostáváme tak formulku

P = A(A∗A)−1A∗.

V př́ıpadě, že byl systém vektor̊u dokonce ortonormálńı, je matice uprostřed jednotková a
tedy P = AA∗.
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6. Multilineárńı algebra

V celé této kapitole budeme pracovat s vektorovými prostory nad pevným tělesem K.

6.1. Báze a souřadnice

Prvně připomeňme d̊uležité vlastnosti báźı a souřadnic. Lineárńı zobrazeńı α : Kn
∼=−→ U je

jednoznačně určené obrazy ui = α(ei) a lze jej tedy chápat jako n-tici vektor̊u (u1, . . . , un).
Přitom se jedná o bázi, tj. α pośılá bázi na bázi, právě když je α izomorfismus. Inverzńı
zobrazeńı ϕ = α−1 : U → Kn pak pośılá každý vektor u na jeho souřadnice (u)α a budeme
mu tedy ř́ıkat souřadnicové zobrazeńı (nebo prostě souřadnice na U).

Lemma 6.1. Vektory u1, . . . , un tvoř́ı bázi U , právě když se každé zobrazeńı {ui} → V
jednoznačně rozšiřuje na lineárńı zobrazeńı U → V .

Poznámka. V řeči univerzálńı algebry to znamená, že báze vektorového prostoru je koncept
totožný s volnou algebrou. Následuj́ıćı d̊ukaz je vhodné v tomto směru chápat.

D̊ukaz. To, že báze má vlastnost z tvrzeńı, známe z dř́ıvěǰska. Necht’ tedy naopak u1, . . . , un
maj́ı vlastnost z trvzeńı. Zejména tedy existuje zobrazeńı ϕ : U → Kn, pośılaj́ıćı ui 7→ ei. Ze
stejné vlastnosti standardńı báze dostáváme zobrazeńı α : Kn → U pośılaj́ıćı ei 7→ ui. Protože
složené zobrazeńı αϕ pośılá ui 7→ ui, stejně jako identické zobrazeńı, plyne z jednoznačnosti
rozš́ı̌reńı αϕ = id a symetricky také ϕα = id; t́ım pádem je α skutečně báze.

6.2. Faktorový prostor

Necht’ U je vektorový prostor, V jeho podprostor. Tento podprostor definuje na U ekvivalenci
u1 ∼ u2 právě tehdy, když u1− u2 ∈ V . Tř́ıdu ekvivalence obsahuj́ıćı vektor u budeme značit
[u]. Je to množina

[u] = u+ V = {u+ v | v ∈ V }.

Množinu všech tř́ıd ekvivalence označujeme U/V . Jakožto kvocient komutativńı grupy podle
jej́ı podgrupy je to opět komutativńı grupa, nav́ıc můžeme na této množině definovat násobeńı
skalárem z K takto:

[u] + [v] = [u+ v]

k[u] = [ku]

Tyto operace jsou nezávislé na výběru reprezentant̊u a neńı obt́ıžné se přesvědčit, že z U/V
vytvářej́ı vektorový prostor nad K.

Je-li W komplementárńı podprostor k V , tj. U = W ⊕ V , pak projekce U → U/V se
zužuje na izomorfismus W → U/V : ke každému u + V ∈ U/V hledejme vzor w ∈ W tak, že
u+V = w+V , tj. u = w+ v pro nějaký vektor v ∈ V ; podle definice př́ımého součtu lze toto
jediným zp̊usobem.

Je-li U konečněrozměrný prostor, pak

dimU/V = dimU − dimV.

Důkaz je jednoduchý: Zvolme bázi v1, . . . , vk prostoru V a doplňme ji na bázi v1, . . . , vk,
vk+1, . . . , vn prostoru U . Stač́ı ukázat, že [vk+1], . . . , [vn] je báze prostoru U/V .
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6. Multilineárńı algebra

Cvičeńı. Dokažte předchoźı tvrzeńı.

Označme p : U → U/V surjektivńı lineárńı zobrazeńı definované předpisem

p(u) = [u].

Toto zobrazeńı se nazývá projekce.
Necht’ ϕ : U → W je lineárńı zobrazeńı a necht’ V ⊆ kerϕ. Potom existuje právě jedno

lineárńı zobrazeńı ϕ : U/V →W takové, že

ϕ = ϕ ◦ p,

tedy že následuj́ıćı diagram komutuje

U
ϕ
//

p

��

W

U/V

ϕ

<<

ϕ muśı být definováno předpisem
ϕ([u]) = ϕ(u).

Dı́ky tomu, že pro v ∈ V je ϕ(v) = 0, je pro u1 ∼ u2

ϕ(u1) = ϕ(u1) + ϕ(u1 − u2) = ϕ(u2)

a definice ϕ nezáviśı na výběru reprezentanta.
Necht’ ϕ : U → W je lineárńı zobrazeńı. Pak známá věta z algebry ř́ıká U/ kerϕ ∼= imϕ,

což pro dimenze znamená dimU − dim kerϕ = dim imϕ (známe z dř́ıvěǰska).

6.3. Prostory lineárńıch a multilineárńıch zobrazeńı

Lineárńı zobrazeńı z vektorového prostoru U do vektorového prostoru V vytvářej́ı vektorový
prostor, který budeme označovat

Hom(U, V ).

Důvodem pro toto označeńı je skutečnost, že lineárńı zobrazeńı se často nazývaj́ı homomor-
fismy vektorových prostor̊u.

Necht’ U1, . . . , Uq, V jsou vektorové prostory. Zobrazeńı

ϕ : U1 × · · · × Uq → V

se nazývá multilineárńı (nebo q-lineárńı), jestliže je lineárńı v každé své složce, tj.

ϕ(u1, . . . , aui + bvi, . . . , un) = aϕ(u1, . . . , ui, . . . , uq) + bϕ(u1, . . . , vi, . . . , uq)

Množina všech q-lineárńıch zobrazeńı z U1 × · · · × Uq do V tvoř́ı opět vektorový prostor
nad K, který budeme označovat

Linq(U1, . . . , Uq;V ).

Sč́ıtáńı a násobeńı skalárem se děje ve V , tj.

(aϕ+ bψ)(u1, . . . , uq) = aϕ(u1, . . . , un) + bψ(u1, . . . , uq).

Speciálně plat́ı
Lin1(U ;V ) = Hom(U, V ).
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Př́ıklad. Na R3 uvažujme lineárńı zobrazeńı f, g : R3 → R zadaná předpisem

f(x1, x2, x3) = x3, g(y1, y2, y3) = y1.

Ukážeme, že zobrazeńı

ϕ : R3 × R3 → R, ϕ(x, y) = f(x) · g(y) = x3y1

je bilineárńı. Plat́ı

ϕ(ax+ bz, y) = f(ax+ bz) · g(y) = (ax3 + bz3)y1 = ax3y1 + bz3y1 = aϕ(x, y) + bϕ(z, y).

Důkaz pro linearitu ve druhé složce se provede obdobně.

Cvičeńı. Ukažte, že multilineárńı zobrazeńı jsou uzavřena na skládáńı.cv

6.4. Duálńı prostor

Lineárńı zobrazeńı z U do K se nazývaj́ı lineárńı formy na U , vektorový prostor všech
lineárńıch forem se nazývá duálńı vektorový prostor k prostoru U a označuje se

U∗ = Hom(U,K).

Věta 6.2 (o duálńı bázi). Necht’ U je vektorový prostor s báźı (e1, . . . , en). Potom v duálńım
prostoru U∗ existuje báze (f1, . . . , fn) taková, že

f j(ei) = δji =

{
1 pro i = j,

0 pro i 6= j

Tato báze se nazývá duálńı báźı k bázi (e1, . . . , en).

D̊ukaz. Každý vektor u lze psát jediným zp̊usobem jako lineárńı kombinaci vektor̊u báze

u =
n∑
i=1

aiei.

Jelikož je f j jednoznačně určena t́ım, že pośılá ej na 1 a zbylé bázové vektory na 0, dostáváme
vztah f j(u) = aj jako j-tou souřadnici vektoru.

Necht’ η ∈ U∗ je libovolná lineárńı forma a hledejme bj ∈ K tak, aby η =
∑n

j=1 bjf
j . Tato

rovnost forem bude platit, právě když tomu tak bude po dosazeńı všech bázových vektor̊u ei,
tj. právě když pro každé i bude platit

η(ei) =
n∑
j=1

bjf
j(ei) = bi.

T́ım jsme dokázali, že (f1, . . . , fn) je báze U∗.

Poznámka. Zabývejme se nyńı krátce t́ım, co se stane pro U nekonečné dimenze. Zjevně formy∗
f j existovat budou a opět η =

∑
j bjf

j , právě když bi = η(ei). Přitom ale výraz napravo dává
smysl pouze, pokud z těchto č́ısel bude pouze konečně mnoho nenulových. Ve výsledku tak
každá forma má maximálně jedno vyjadřeńı jako lineárńı kombinace f j , a proto jsou f j

lineárně nezávislé a generuj́ı jistý podprostor U∗. Nav́ıc k tomuto závěru stač́ı, aby byl ei
libovolný lineárně nezávislý systém vektor̊u (to je potřeba k tomu, aby formy f j existovaly,
nebudou však již jednoznačně určeny).
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Z d̊ukazu je dobré si zapamatovat, že souřadnice vektoru u v bázi α = (e1, . . . , en) lze
spoč́ıtat pomoćı duálńı báze α∗ = (f1, . . . , fn):

(u)α =
(
f1(u), . . . , fn(u)

)T
a naopak souřadnice formy η v duálńı bázi α∗ lze spoč́ıtat pomoćı báze α:

(η)α∗ = (η(e1), . . . , η(en))

(v daľśım je budeme zapisovat do řádk̊u).

Př́ıklad. Vektory v Rn považujeme za n-tice reálných č́ısel ve formě sloupc̊u. Prvky duálńıho
prostoru (Rn)∗ budeme značit jako n-tice reálných č́ısel ve formě řádk̊u (nakonec to jsou
lineárńı zobrazeńı Rn → R). Tedy

u ∈ R3, u =

x1

x2

x3

 , η ∈ (R3)∗, η = (y1, y2, y3).

Vyč́ısleńı formy η na vektoru u je potom maticové násobeńı

η(u) = (y1, y2, y3)

x1

x2

x3

 = y1x
1 + y2x

2 + y3x
3.

Necht’ α = (u1, . . . , un) je báze Rn. Matice přechodu od α ke standardńı bázi ε =
(e1, . . . , en) je (id)ε,α = A

(u1, . . . , un) = (e1, . . . , en)(id)ε,α.

Duálńı báze k (e1, . . . , en) je f1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , fn = (0, . . . , 0, 1) a duálńı báze
(η1, . . . , ηn) k (u1, . . . , un) je určena řádky matice A−1, nebot’ muśı platitη

1

...
ηn

 · (u1, . . . , un) =
(
ηi(uj)

)
= (δij) = E.

Důsledek 6.3 (o druhém duálu). Necht’ U je vektorový prostor konečné dimenze. Pro vektor
u ∈ U efinujme lineárńı formu evu ∈ (U∗)∗ na duálńım prostoru U∗ pomoćı předpisu evu(η) =
η(u). Potom vzniklé zobrazeńı ev : U → (U∗)∗ je lineárńı izomorfismus.

D̊ukaz. Podle předchoźı věty k bázi (e1, . . . , en) prostoru U lze naj́ıt duálńı bázi (f1, . . . , fn)
prostoru U∗. Ukážeme, že

(
eve1 , . . . , even

)
tvoř́ı duálńı bázi k (f1, . . . , fn). Plat́ı totiž

evei(f
j) = f j(ei) =

{
1 pro i = j,

0 pro i 6= j

Protože je zjevně ev lineárńı a převád́ı bázi na bázi, jedná se o izomorfismus.
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Poznámka. Zabývejme se nyńı krátce t́ım, co se stane pro U nekonečné dimenze. Jak jsme∗
viděli, formy f j jsou báźı jistého podprostoru U∗ a evei jsou k nim opět duálńı, takže jsou
lineárně nezávislé. Zobrazeńı ev je tedy injektivńı a U je izomorfńı podprostoru U daného
právě prvky tvaru evu.

Od tohoto okamžiku budeme považovat prostory U a (U∗)∗ za totožné. Zobrazeńı (−,−) : U∗×
U → K definované

(η, u) = η(u)

je bilineárńı a někdy se nazývá dualita nebo párováńı. Pomoćı duality se daj́ı vyjádřit podmı́nky
pro duálńı bázi jako (f j , ei) = δji a pro souřadnice plat́ı symetrické vztahy (f j , u) = uj ,
(η, ei) = ηi.

6.5. Duálńı lineárńı zobrazeńı

Necht’ ϕ : U → V je lineárńı zobrazeńı. Zobrazeńı ϕ∗ : V ∗ → U∗ definované pro θ ∈ V ∗

předpisem ϕ∗(θ) = θ ◦ ϕ, tj.

ϕ∗(θ)(u) = θ
(
ϕ(u)

)
se nazývá duálńı lineárńı zobrazeńı k zobrazeńı ϕ.

Poznámka. Pomoćı dualit (−,−)U : U∗ × U → K a (−,−)V : V ∗ × V → K lze definici psát(
ϕ∗(θ), u

)
U

=
(
θ, ϕ(u)

)
V
,

což formálně připomı́ná definici adjungovaného zobrazeńı, kde skalárńı součiny jsou nahrazeny
dualitami. Výhodou tohoto zápisu je jeho symetrie a lepš́ı přehlednost.

Podobnost s definićı adjungovaného zobrazeńı neńı náhodná. Je-li totiž U reálný Euklei-
dovský vektorový prostor, je zobrazeńı

R : U → U∗, u 7→ 〈u,−〉

izomorfismus – prostory maj́ı stejnou dimenzi a injektivita plyne z toho, že 〈u,−〉 = 0 znamená
zejména |u|2 = 〈u, u〉 = 0, tj. u = 0. Při této identifikaci R pak dualita vypadá

(Ru, v) = (〈u,−〉, v) = 〈u, v〉,

tj. dualita je přesně skalárńı součin. Pro komplexńı skalárńı součin je R izomorfismus U ∼= U∗

a situace je o něco komplikovaněǰśı.

Př́ıklad. Necht’ ϕ : U → U je zobrazeńı ϕ(u) = 3u. Vypočtěte ϕ∗ : U∗ → U∗ z definice. Plat́ı(
ϕ∗(θ)

)
(u) = θ

(
ϕ(u)

)
= θ(3u) = 3θ(u).

Tedy ϕ∗(θ) = 3θ.

Zabývejme se nyńı souřadnicovým zápisem duálńıho zobrazeńı. Připomeňme, že vektory
zapisujeme do sloupce, zat́ımco lineárńı formy do řádku a dualita je násobeńı matic. Definice
duálńıho zobrazeńı ϕ∗(η) = ηϕ pak v souřadnićıch dává (ϕ∗(η))α = (η)β(ϕ)βα a je tedy dáno
násobeńım matićı (ϕ)βα zprava.
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6.6. Dualita a podprostory

Necht’ U ⊆ V je vektorový podprostor a uvažujme vložeńı

ι : U ↪→ V

a k němu duálńı surjektivńı zobrazeńı

ι∗ : V ∗ � U∗,

které je zřejmě dáno předpisem η 7→ η|U . Definujme

U⊥ = ker ι∗ = {η ∈ V ∗ | ∀u ∈ U : (η, u) = 0},

kde podmı́nku (η, u) = 0 si lze představovat jako
”
η ⊥ U neboli η ∈ U⊥“; proto také tento

podprostor duálńıho prostoru znač́ıme t́ımto symbolem.

Přǐrazeńı U 7→ U⊥ zadává zobrazeńı

DV : {podprostory V } −→ {podprostory V ∗},

které zjevně obraćı uspořádáńı, tj. pokud U0 ⊆ U1, pak U⊥0 ⊇ U⊥1 . Nav́ıc, pokud U má
dimenzi d, pak U⊥ má dimenzi n − d (také ř́ıkáme, že má kodimenzi d); to je proto, že je
jádrem surjektivńıho zobrazeńı V ∗ � U∗ z n-rozměrného do d-rozměrného prostoru.

Naš́ım daľśım krokem bude ukázat, že zobrazeńı DV je bijekce (a tedy antiizomorfismus
uspořádaných množin – ve skutečnosti svaz̊u). Zabývejme se proto t́ım, co se stane při druhé
aplikaci

”
kolmého doplňku“. Geometrická intuice z Eukleidovských prostor̊u ř́ıká, že druhý

kolmý doplněk muśı nutně obsahovat p̊uvodńı prostor a ve skutečnosti se muśı rovnat, protože
maj́ı stejné dimenze. Stejný argument funguje i obecně,

(U⊥)⊥ = {v ∈ V | ∀η ∈ U⊥ : (η, v) = 0},

Protože se však všechny formy z U⊥ podle definice nuluj́ı na U , plat́ı U ⊆ (U⊥)⊥. Zároveň
maj́ı oba prostory stejnou dimenzi, muśı být tedy totožné, (U⊥)⊥ = U .

Věta 6.4. Přiřazeńı U 7→ U⊥ určuje bijektivńı zobrazeńı

DV : {podprostory V } −→ {podprostory V ∗}, U 7→ U⊥

s následuj́ıćımi vlastnostmi

• DV převraćı uspořádáńı,

• je-li U dimenze d, pak U⊥ je dimenze n− d,

• (U0 ∩ U1)⊥ = U⊥0 + U⊥1 ,

• (U0 + U1)⊥ = U⊥0 ∩ U⊥1

Poznámka. Vše je d̊usledkem prvńıho bodu, dokonce i vztah mezi dimenzemi. Můžeme totiž
vyč́ıst dimenzi U jako délku d nejdeľśıho striktně rostoućıho řetězce podprostor̊u 0 = U0 (
U1 ( · · · ( Ud = U .
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Pěknou aplikaćı je popsáńı svazku všech rovin v prostoru procházej́ıćıch danou př́ımkou p.
Přechodem ke kolmým doplňk̊um to znamená popsat všechny př́ımky obsažené v rovině p⊥.
To je ale jednoduché – jejich směrové vektory jsou právě všechny nenulové prvky p⊥. Pokud
je p zadaná implicitně jako řešeńı soustavy α(v) = β(v) = 0 dvou rovnic, je p⊥ = [α, β] a
př́ımka lež́ıćı v p⊥ je proto generovaná libovolnou jejich nenulovou lineárńı kombinaćı aα+bβ.
Přechodem zpátky vid́ıme, že rovnice odpov́ıdaj́ıćı roviny obsahuj́ıćı p je (aα+ bβ)(v) = 0, ve
výsledku tedy libovolná nenulová lineárńı kombinace definuj́ıćıch rovin př́ımky p.

Zabývejme se dále vztahem mezi podprostory zadanými implicitńım a parametrickým
popisem. Necht’ je podprostor W ⊆ V ∗ zadán parametricky jako W = [η1, . . . , ηk]. Potom

W⊥ = {v ∈ V | ∀η ∈W : (η, v) = 0} = {v ∈ V | (η1, v) = · · · = (ηk, v) = 0}.

To je ale popis W⊥ jako prostoru řešeńı soustavy lineárńıch rovnic η1(v) = 0, . . . , ηk(v) = 0,
tedy implicitńı popis. Stejný princip funguje naopak. Je-li U = [v1, . . . , vd], pak

U⊥ = {η ∈ V ∗ | (η, v1) = · · · = (η, vd) = 0.}

Formálně tak převod parametrického popisu na implicitńı je elementárńı. Parametrický popis
U je ekvivalentńı implicitńımu popisu U⊥, ten lze pomoćı vyřešeńı soustavy s parametry
převést na parametrický popis, který je zpětně ekvivalentńı implicitńımu popisu U .

Tvrzeńı 6.5. Necht’ jsou na V zadány formy η0, η1, . . . , ηk. Jestlǐze libovolné v ∈ V splňuj́ıćı

η1(v) = · · · = ηk(v) = 0

splňuje zároveň η0(v) = 0, pak η0 ∈ [η1, . . . , ηk].

Poznámka. Opačná implikace je triviálńı: je-li η0 ∈ [η1, . . . , ηk], pak z η1(v) = · · · ηk(v) = 0
plyne jednoduše η0(v) = 0.

V př́ıpadě implikace (η1(v) = · · · = ηk(v) = 0) ⇒ (η0(v) = 0) můžeme mluvit o tom,
že rovnice η0(v) = 0 je logickým d̊usledkem zmı́něné soustavy. Věta tedy ř́ıká, že pokud je
η0(v) = 0 logickým d̊usledkem, je ve skutečnosti

”
algebraickým“ d̊usledkem; lze odvodit ze

soustavy t́ım nejtriviálněǰśım možným zp̊usobem – je kombinaćı rovnic soustavy. V jistém
smyslu se jedná o úplnost jistého logického systému: implikace, které plat́ı, jsou právě ty,
které lze dokázat (pomoćı zmı́něného jednoduchého pravidla).

D̊ukaz. Implikaci lze vyjádřit jako

[η0, η1, . . . , ηk]⊥ = [η1, . . . , ηk]⊥.

Druhou aplikaćı DV dostáváme [η0, η1, . . . , ηk] = [η1, . . . , ηk] a zejména η0 ∈ [η1, . . . , ηk].

Následuj́ıćı tvrzeńı je dobře známe z teorie řešeńı soustavy lineárńıch rovnic a lze jej
vyvodit z Gaussovy eliminačńı metody. Uvád́ıme zde alternativńı d̊ukaz pomoćı duality.

Tvrzeńı 6.6. Soustava rovnic Ax+b = 0 nemá řešeńı, právě když existuje lineárńı kombinace
jej́ıch řádk̊u (tedy rovnic) tvaru 1 = 0.

D̊ukaz. Trik spoč́ıvá v
”
projektivizaci“ soustavy. Původńı soustava nemá řešeńı, právě když

každé řešeńı soustavy Ax + bt = 0 splňuje také t = 0. Podle předchoźıho tvrzeńı to nastane
právě tehdy, když forma zadaná řádkem (0, . . . , 0, 1), tj. (0 | 1) je lineárńı kombinaćı řádk̊u
rozš́ı̌rené matice (A | b).
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6.7. Prostory multilineárńıch forem

Zabývejme se nyńı multilineárńımi formami. Pro jednoduchost zápisu se omeźıme pouze na
př́ıpad Lin2(U, V ;K). Necht’ η ∈ U∗, θ ∈ V ∗ jsou lineárńı formy. Definujme bilineárńı formu

θ � η : U × V → K, (θ � η)(u, v) = η(u) · θ(v)

(součin funkčńıch hodnot – prvk̊u tělesa K); všimněte si, že argumenty se dosazuj́ı do lineárńıch
forem v opačném pořad́ı než je pořad́ı jejich zápisu – toto bude naše konvence, která neńı
úplně běžná.

Poznámka. Při práci s bilineárńımi formami a později s tenzorovým součinem je výhodněǰśı
se vzdát uspořádáńı prvk̊u báze a pracovat s neuspořádanými bázemi. V daľśım budeme
zkracovat na

”
{ei} je báze U“.

Lemma 6.7. Necht’ {ei} je báze U , {ẽj} báze V ∗ s př́ıslušnými duálńımi bázemi {f i} a {f̃ j}.
Potom množina {f̃ j � f i | i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m} tvoř́ı bázi Lin2(U, V ;K).

D̊ukaz. Pointou d̊ukazu je, že dvě bilineárńı formy se rovnaj́ı, právě když dávaj́ı stejné hodnoty
na všech dvojićıch (ei, ẽj) bázových vektor̊u (to by mělo být čtenáři známo, př́ıpadně by to
měl zvládnout dokázat sám). Pokusme se napsat bilineárńı formu Φ jako kombinaci

Φ =
∑
r,s

Φrs(f̃
s � f r).

Tato rovnost bude podle předchoźıho splněna, právě když pro každé i, j bude platit

Φ(ei, ẽj) =
∑
r,s

Φrs(f̃
s � f r)(ei, ẽj) =

∑
r,s

Φrs f
r(ei)︸ ︷︷ ︸
δri

f̃s(ẽj)︸ ︷︷ ︸
δsj

= Φij .

Je tedy vidět, že koeficienty existuj́ı a to jediné: Φij = Φ(ei, ẽj). To ale přesně znamená, že
daná množina je báze.

Poznámka. Předchoźı d̊ukaz je analogíı vztahu ηi = η(ei) pro souřadnice formy – souřadnice
bilineárńı formy jsou také dány hodnotami na prvćıch báze, Φij = Φ(ei, ej).
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7. Tenzorový součin

7.1. Tenzorový součin vektorových prostor̊u

Pointa tenzorového součinu je, že chceme převést bilineárńı zobrazeńı na lineárńı. Konkrétně
bilineárńı zobrazeńı U × V → W bude ekvivalentńı lineárńımu zobrazeńı U ⊗ V → W .
Symbolicky

Lin2(U, V ;W ) ∼= Hom(U ⊗ V,W ),

kde však ř́ıkáme v́ıc než v předchoźım – vyžadujeme, aby se jednalo o izomorfismus vekto-
rových prostor̊u (a ne jen o bijekci). T́ımto vztahem je tenzorový součin určen jednoznačně
až na izomorfismus a ve většině aplikaćı neńı potřeba znát přesnou definici a vystač́ıme si s
touto vlastnost́ı. Pokusme se s jej́ı pomoćı

”
odvodit“ definici tenzorového součinu. Dosad’me

do uvedeného vztahu W = K. Dostáváme

Lin2(U, V ;K) ∼= (U ⊗ V )∗.

Budeme-li nyńı předpokládat, že má U ⊗ V konečnou dimenzi, lze psát

U ⊗ V ∼= Lin2(U, V ;K)∗

Chceme-li tedy dostát tomu, že tenzorový součin převád́ı bilineárńı zobrazeńı na lineárńı,
jsme vedeni k následuj́ıćımu:

Definice 7.1. Necht’ U a V jsou vektorové prostory konečné dimenze. Definujeme jejich

tenzorový součin U ⊗ V def
= Lin2(U, V ;K)∗.

Prvek tenzorového součinu t ∈ U ⊗ V nazýváme tenzor .

(V analogii k předchoźımu výkladu pro lineárńı formy jde o verzi
”
druhého duálu“ pro

v́ıce činitel̊u.)
Definujme nyńı bilineárńı zobrazeńı t : U × V → U ⊗ V předpisem

t(u, v) : Φ 7→ Φ(u, v),

jedná se tedy o
”
evaluaci“ (viz srovnáńı druhého duálu s p̊uvodńım vektorovým prostorem).

V následuj́ıćım budeme značit u⊗ v = t(u, v) a je to tedy zobrazeńı, které každou bilineárńı
formu pośılá na jej́ı hodnotu na dvojici (u, v).

Lemma 7.2. Zobrazeńı t je bilineárńı, tj.

(a1u1 + a2u2)⊗ v = a1 · u1 ⊗ v + a2 · u2 ⊗ v

a analogicky pro druhou složku.

D̊ukaz. Levá strana je dána evaluaćı

Φ 7→ Φ(a1u1 + a2u2, v),

zat́ımco pravá je dána jako lineárńı kombinace evaluaćı, tedy

Φ 7→ a1Φ(u1, v) + a2Φ(u2, v).

Tyto dva výrazy se rovnaj́ı d́ıky bilinearitě Φ.
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7. Tenzorový součin

Tenzory tvaru u⊗v nazýváme jednoduché. Neńı pravda, že by každý tenzor byl jednoduchý,
ale jednoduché tenzory prostor U ⊗ V generuj́ı – to je d̊usledek následuj́ıćı věty.

Věta 7.3. Necht’ {ei} je báze prostoru U a {ẽj} báze prostoru V . Pak {ei ⊗ ẽj | i =
1, . . . , n; j = 1, . . . ,m} tvoř́ı bázi prostoru U ⊗ V .

D̊ukaz. Ukážeme, že {ei ⊗ ẽj} tvoř́ı duálńı bázi k bázi {f̃ j � f i} z Lemmatu 6.7. Stač́ı tedy
poč́ıtat

(ei ⊗ ẽj)(f̃s � f r) = (f̃ s � f r)(ei, ẽj) = f r(ei)f̃
s(ẽj) = δri δ

s
j ,

což je 0 s vyj́ımkou př́ıpadu i = r, j = s. To je ale přesně podmı́nka na duálńı bázi.

Poznámka. Zabývejme se nyńı krátce t́ım, co se stane pro U nebo V nekonečné dimenze. Opět∗
plat́ı, že ei ⊗ ẽj jsou duálńı k f̃ j � f i, takže ei ⊗ ẽj jsou lineárně nezávislé a tvoř́ı tedy bázi
podprostoru Lin2(U, V ;K)∗, který budeme označovat U ⊗V . Pro tuto definici plat́ı předchoźı
věta beze změny. V daľśım nebudeme konkrétńı definici U ⊗ V potřebovat a vystač́ıme s
předchoźı větou; zejména bude vše platit i pro prostory nekonečné dimenze.

7.2. Univerzálńı vlastnost tenzorového součinu

Vrat’me se nyńı ke vztahu, který jsme použili k motivaci definice tenzorového součinu a ověřme,
že opravdu plat́ı. Připomeňme kanonické zobrazeńı t : U × V → U ⊗ V dané (u, v) 7→ u⊗ v.

Věta 7.4 (Univerzálńı vlastnost tenzorového součinu). Necht’ F : U × V → W je bilineárńı
zobrazeńı. Potom existuje právě jedno lineárńı zobrazeńı ϕ : U ⊗ V →W takové, že

ϕ(u⊗ v) = F (u, v),

tj. takové, že následuj́ıćı diagram komutuje

U × V
t
��

F //W

U ⊗ V
∃!ϕ

;;

D̊ukaz. Jsme nuceni položit ϕ(ei ⊗ ẽj) = F (ei, ẽj). Jelikož takové tenzorové součiny tvoř́ı
bázi, je t́ımto ϕ d́ıky linearitě jednoznačně určeno. Zbývá ukázat, že podmı́nka opravdu plat́ı.
Přitom jsou ale obě F , ϕ ◦ t bilineárńı zobrazeńı U × V → W . Podle předchoźıho se shoduj́ı
na dvojićıch bázových vektor̊u a muśı tedy být stejné.

Důsledek 7.5. Existuje přirozený izomorfismus∗

Hom(U ⊗ V,W )
∼=−−→ Lin2(U, V ;W ),

daný ϕ 7→ ϕ ◦ t.

Následuj́ıćı tvrzeńı ř́ıká, že tenzorový součin je svou univerzálńı vlastnost́ı určen až na
izomorfismus jednoznačně.
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Věta 7.6 (o jednoznačnosti tenzorového součinu). Necht’ S je vektorový prostor a necht’∗
s : U1 × · · · × Un → S je n-lineárńı zobrazeńı, které má stejnou vlastnost jako zobrazeńı
t : U1 × · · · × Un → U1 ⊗ · · · ⊗ Un z předchoźı věty. Potom existuje právě jeden izomorfismus
σ : U1 ⊗ · · · ⊗ Un → S a k němu inverzńı τ : S → U1 ⊗ · · · ⊗ Un tak, že komutuje diagram

U1 ⊗ · · · ⊗ Un
σ //

Sτ
oo

U1 × · · · × Un

t

OO

s

66

D̊ukaz. Provedeme pouze náznak. Existence lineárńıho zobrazeńı σ plyne z univerzálńı vlast-
nosti t, existence lineárńıho zobrazeńı τ plyne z univerzálńı vlastnosti zobrazeńı s. Identity
τ ◦ σ = id, σ ◦ τ = id se dokáž́ı daľśım použit́ım předchoźı věty (předevš́ım jej́ıho tvrzeńım o
jednoznačnosti).

Poznámka. Existuj́ı i jiné definice tenzorového součinu vektorových prostor̊u než je ta, kterou
jsme použili. Podle předchoźıho tvrzeńı lze však vždy ukázat, že jsou na prostorech konečné
dimenze ekvivalentńı s naš́ı definićı.

Jedna z možnost́ı, která funguje i pro U , V nekonečné dimenze, je

U ⊗ V = T/T0,

kde T je vektorový prostor všech formálńıch lineárńıch kombinaćı dvojic (u, v) ∈ U × V (pro
K nekonečné a U , V netriviálńı nemá T konečnou dimenzi!), tj. T je volný vektorový prostor
na množině U × V , a T0 je jeho podprostor generovaný prvky

(au1 + bu2, v)− a(u1, v)− b(u2, v)

(u, av1 + bv2)− a(u, v1)− b(u, v2)

Zobrazeńı t : U × V → T/T0 je t(u, v) = [(u, v)].

7.3. Asociativita a komutativita tenzorového součinu

Uvažujme zobrazeńı U1 × U2 × U3 → (U1 ⊗ U2) ⊗ U3, (u1, u2, u3) 7→ (u1 ⊗ u2) ⊗ u3. To je
zřejmě lineárńı v každé složce (protože tenzorový součin vektor̊u je lineárńı v každé složce) a
d́ıky univerzálńı vlastnosti tenzorového součinu tak existuje jediné lineárńı zobrazeńı

α : U1 ⊗ U2 ⊗ U3 −→ (U1 ⊗ U2)⊗ U3,

u1 ⊗ u2 ⊗ u3 7−→ (u1 ⊗ u2)⊗ u3.

Jedná se o izomorfismus, protože pośılá bázi na bázi. Obdobně pro každou permutaci σ
množiny {1, . . . , n} existuje právě jeden lineárńı izomorfismus

ρσ : U1 ⊗ · · · ⊗ Un −→ Uσ(1) ⊗ · · · ⊗ Uσ(n),

u1 ⊗ · · · ⊗ un 7−→ uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(n).

Jednotkou pro tenzorový součin je těleso K, tj. plat́ı

K⊗ U ∼= U.

Tento izomorfismus je předepsán k ⊗ u 7→ ku (skalárńı násobeńı v U).
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7.4. Tenzorový součin lineárńıch zobrazeńı

Necht’ ϕi : Ui → Vi jsou lineárńı zobrazeńı. Potom zobrazeńı

U1 × · · · × Un → V1 ⊗ · · · ⊗ Vn,

definované předpisem (u1, . . . , un) 7→ ϕ1(u1) ⊗ · · · ⊗ ϕn(un), je n-lineárńı a podle věty o
univerzálńı vlastnosti tenzorového součinu existuje právě jedno lineárńı zobrazeńı

ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn : U1 ⊗ · · · ⊗ Un → V1 ⊗ · · · ⊗ Vn

takové, že

ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn(u1 ⊗ · · · ⊗ un) = ϕ1(u1)⊗ · · · ⊗ ϕn(un).

Zobrazeńı ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn nazýváme tenzorovým součinem lineárńıch zobrazeńı ϕ1, . . . , ϕn.

7.5. Tenzorový součin a dualita

Tvrzeńı 7.7. Necht’ U a V maj́ı konečnou dimenzi. Pak zobrazeńı

V ∗ ⊗ U∗ → Lin2(U, V ;K) ∼= (U ⊗ V )∗

dané předpisem θ ⊗ η 7→ η � θ je izomorfismus.

D̊ukaz. Zobrazeńı převád́ı bázi f̃ j ⊗ f i na bázi f̃ j � f i (ve druhém vyjádřeńı jsou pak obrazy
f̃ j ⊗ f i duálńı k ei ⊗ ẽj).

Jakožto zobrazeńı U ⊗ V → K je obraz tenzoru θ ⊗ η dán předpisem u⊗ v 7→ η(u) · θ(v)
a lze jej tedy popsat jako kompozici

U ⊗ V η⊗θ−−−−→ K⊗K ∼= K,

kde přirozený izomorfismus K⊗K ∼= K je dán předpisem a⊗ b 7→ ab.

7.6. Izomorfismus mezi Hom(U, V ) a V ⊗ U∗

Uvažujme bilineárńı zobrazeńı

V × U∗ → Hom(U, V )

definované předpisem

(v, η) 7−→ v · η

kde v · η je lineárńı zobrazeńı u 7→ v · η(u) (skalárńı násobek vektoru v). V souřadnićıch je
toto zobrazeńı opět dáno násobeńım matic, tentokrát v opačném pořad́ı než u evaluace.

Podle univerzálńı vlastnosti tenzorového součinu toto zobrazeńı indukuje lineárńı zobra-
zeńı

V ⊗ U∗ → Hom(U, V ).

Věta 7.8. Je-li U konečné dimenze, pak je výše uvedené zobrazeńı izomorfismus.
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D̊ukaz. Necht’ α = (ej) je báze U s duálńı báźı (f j) a necht’ β = (ẽi) je báze prostoru V .
Ukážeme, že ke každému ϕ : U → V existuje jediný vzor, ten si označme∑

i,j

(ẽi ⊗ f j)aij

Jeho obraz je
∑

i,j(ẽi · f j)aij a stač́ı porovnat hodnoty na bázových vektorech es:

ϕ(es) =
∑
i,j

ẽi · f j(es)aij =
∑
i

ẽi · ais.

Dostáváme tak jediné řešeńı: ais muśı být i-tá souřadnice ϕ(es). Zejména je tedy ais rovno
prvku matice zobrazeńı ϕ, ais = ((ϕ)βα)is.

Poznámka. V souřadnićıch lze identifikovat Hom(U, V ) s prostorem matic m × n. Zobrazeńı
z předchoźı věty pak pośılá ẽi ⊗ f j na matici Eji , která má jediný nenulový prvek na mı́stě

(i, j) roven 1. Zjevně matice Eji tvoř́ı bázi prostoru všech matic, což dává alternativńı d̊ukaz
předchoźı věty.

Z předchoźı věty je dobře vidět, že většina tenzor̊u neńı
”
jednoduchých“, tj. tvaru v ⊗

η. Takovým nenulovým tenzor̊um totiž odpov́ıdaj́ı přesně zobrazeńı U → V hodnosti 1,
nebot’ jejich obraz je právě podprostor generovaný v. Ve skutečnosti má ale většina zobrazeńı
maximálńı hodnost min{dimU, dimV }.

Cvičeńı. Jaký je vzor id ∈ Hom(U,U)?cv

7.7. Tenzorová algebra vektorového prostoru

Definice 7.9. Algebrou rozumı́me vektorový prostor A, který je současně okruhem a to
takovým zp̊usobem, že násobeńı A × A → A je bilineárńı. Alternativně tedy můžeme psát
násobeńı jako lineárńı zobrazeńı A⊗A→ A.

Známe již poměrně dost př́ıklad̊u algeber – algebru čtvercových matic, algebru kom-
plexńıch č́ısel (obecněji libovolné rozš́ı̌reńı těles), za chv́ıli poznáme algebru kvaternion̊u.

Tenzorový součin p kopíı duálńıho prostoru U∗ a q kopíı prostoru U se označuje

T qpU = U ⊗ · · · ⊗ U︸ ︷︷ ︸
q

⊗U∗ ⊗ · · · ⊗ U∗︸ ︷︷ ︸
p

.

Jeho prvky se nazývaj́ı tenzory typu (p, q). Dı́ky Větě 7.8 je T qpU ∼= Hom(U⊗p, U⊗q). Naš́ım
daľśım ćılem bude z těchto prostor̊u vyrobit tzv. tenzorovou algebru vektorového prostoru U .

Prvně definujeme násobeńı

U⊗q1 ⊗ (U∗)⊗p1︸ ︷︷ ︸
T
q1
p1
U

⊗U⊗q2 ⊗ (U∗)⊗p2︸ ︷︷ ︸
T
q2
p2
U

ρ(23)−−−−→ U⊗q1 ⊗ U⊗q2 ⊗ (U∗)⊗p1 ⊗ (U∗)⊗p2︸ ︷︷ ︸
T
q1+q2
p1+p2

U

,

tj. součinem tenzoru typu (p1, q1) a tenzoru typu (p2, q2) je tenzor typu (p1 + p2, q1 + q2),
konkrétně

((u1 ⊗ · · · ⊗ uq1)⊗ (η1 ⊗ · · · ⊗ ηp1))⊗ ((v1 ⊗ · · · ⊗ vq2)⊗ (θ1 ⊗ · · · ⊗ θp2)) 7→
7→ (u1 ⊗ · · · ⊗ uq1 ⊗ v1 ⊗ · · · ⊗ vq2)⊗ (η1 ⊗ · · · ⊗ ηp1 ⊗ θ1 ⊗ · · · ⊗ θp2)

60



7. Tenzorový součin

Abychom z jednotlivých prostor̊u T qpU a násobeńı mezi nimi vyrobili jedinou algebru,∗
je nutné tyto prostory dát nějakým zp̊usobem dohromady. K tomu nám poslouž́ı pojem di-
rektńıho součtu, tentokráte ovšem pro nekonečný počet sč́ıtanc̊u (sjednoceńı vektorových
prostor̊u neńı vektorový prostor). Pro vektorové prostory Vi, i ∈ I, položme⊕

i∈I
Vi =

{
(vi)i∈I ∈

∏
i∈I

Vi

∣∣∣ vi je nenulové pouze pro konečně mnoho i ∈ I
}
.

Budeme identifikovat v ∈ Vj s prvkem (vi)i∈I takovým, že vj = v a ostatńı komponenty
jsou nulové. Pro v = (vi)i∈I s nenulovými složkami vi1 , . . . , vin plat́ı v = vi1 + · · · + vin a
je tedy direktńı součet generován jednotlivými sč́ıtanci Vi. Zřejmě je toto vyjádřeńı nav́ıc
jednoznačné a tedy lineárńı zobrazeńı

⊕
i∈I Vi → W je jednoznačně určeno svými zúžeńımi

Vi →W , kterážto mohou být libovolná lineárńı zobrazeńı.
Položme T 0

0U = K. Potom tenzorová algebra vektorového prostoru U je direktńı součet∗
vektorových prostor̊u

T ∗∗U =
∞⊕

p,q=0

T qpU

To je opět vektorový prostor, i když nekonečné dimenze. Násobeńı na T ∗∗U je jednoznačně
určeno t́ım, že má být bilineárńı a svým chováńım na jednotlivých T qpU .

Př́ıklad. Součinem tenzor̊u

2f1 ⊗ u1 ⊗ u2 − 3f2 ⊗ u3 ⊗ u3, 4f3 ⊗ u3 − f2 ⊗ u1

je tenzor

(2f1 ⊗ u1 ⊗ u2 − 3f2 ⊗ u3 ⊗ u3)⊗ (4f3 ⊗ u3 − f2 ⊗ u1) =

= 8f1 ⊗ f3 ⊗ u1 ⊗ u2 ⊗ u3 − 2f1 ⊗ f2 ⊗ u1 ⊗ u2 ⊗ u1

−12f2 ⊗ f3 ⊗ u3 ⊗ u3 ⊗ u3 + 3f2 ⊗ f2 ⊗ u3 ⊗ u3 ⊗ u1.

7.8. Souřadnice tenzor̊u

Necht’ α = {ei} je báze prostoru U a α∗ = {f j} duálńı báze prostoru U∗. Potom všechny
tenzory tvaru

ei1 ⊗ · · · ⊗ eiq ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jp

tvoř́ı bázi prostoru T qp (U) a každý tenzor t ∈ T qp (U) lze psát právě jedńım zp̊usobem ve tvaru∑
i1,...,iq
j1,...,jp

t
i1...iq
j1...jp

· ei1 ⊗ · · · ⊗ eiq ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jp .

Č́ısla t
i1...iq
j1...jp

∈ K nazýváme souřadnicemi tenzoru t ∈ T qp (U) v bázi α. Všimněte si, že dolńı
index p znač́ı počet dolńıch index̊u, zat́ımco horńı index q znač́ı počet horńıch index̊u u
souřadnic.

Každý vektor u ∈ U je tenzorem typu (0, 1), nebot’

T 1
0 (U) = U.
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7. Tenzorový součin

Jeho souřadnice v bázi α budeme zapisovat pomoćı horńıch index̊u

u =
n∑
i=1

aiei.

Každá lineárńı forma η ∈ U∗ je tenzorem typu (1, 0), nebot’

T 0
1 (U) = U∗.

Jej́ı souřadnice v bázi α budeme zapisovat pomoćı dolńıch index̊u

η =
n∑
j=1

ajf
j .

Každá bilineárńı forma g na U je tenzorem typu (2, 0), nebot’

T 0
2 (U) = U∗ ⊗ U∗ ' Lin2(U × U,K).

Jej́ı souřadnice v bázi α budeme zapisovat pomoćı dolńıch index̊u

g =
∑
i,j

gijf
i ⊗ f j .

Každé lineárńı zobrazeńı ϕ : U → U je tenzorem typu (1, 1), nebot’

T 1
1 (U) = U ⊗ U∗ ' Hom(U,U).

Jeho souřadnice v bázi α budeme zapisovat takto:

ϕ =
∑
i,j

aijei ⊗ f j .

Ukážeme, že matice lineárńıho zobrazeńı ϕ : U → U v bázi α je

(ϕ)α,α = (aij)
n
i,j=1,

kde i označuje řádek a j sloupec. Plat́ı totiž, že v i-tém řádku a j-tém sloupci matice (ϕ)α,α
je i-tá souřadnice vektoru ϕ(ej), tj.

f i(ϕ(ej)) = f i
(∑

r,s

arser ⊗ fs
)

(ej)

= f i
(∑

r,s

arserf
s(rj)

)
=
∑
r,s

arsf
s(ej)f

i(er) = aij

Od této chv́ıle budeme tedy v kapitole o multilineárńı algebře značit matice zobrazeńı jako
(aij), kde i znač́ı řádek a j sloupec.

62



7. Tenzorový součin

Násobeńı tenzor̊u lze v souřadnićıch popsat takto:

(t⊗ s)i1...iq1+q2j1...jp1+p2
= t

i1...iq1
j1...jp1

s
iq1+1...iq1+q2
jp1+1...jp1+p2

.

Vyč́ısleńı bilineárńıho zobrazeńı g : U × U → K na dvojici vektor̊u u a v je postupně
součin tenzor̊u g⊗ u⊗ v a následná kontrakce prvńıch a druhých složek (tj. složeńı s evaluaćı
U ⊗ U∗ → K). V souřadnićıch

g(u, v) =

(∑
gijf

i ⊗ f j
)(∑

ases,
∑

btet

)
=

∑
i,j,t,s

gija
sbtf i(es)f

j(et) =
∑
i,j

gija
ibj .

Vyč́ısleńı lineárńıho zobrazeńı ϕ : U → U na vektoru u ∈ U je postupně součin tenzor̊u
ϕ⊗ u ∈ U ⊗ U∗ ⊗ U a kontrakce mezi druhou a prvńı složkou. V souřadnićıch

ϕ(u) =

(∑
i,j

aijei ⊗ f j
)(∑

s

xses

)

=
∑
i,j,s

aijx
sf j(es)ei =

∑
i

(∑
j

aijx
j

)
ei

Souřadnice výsledného vektoru jsou tedy
∑

j a
i
jx
j .

Kronecker̊uv tenzor δ je prvkem U⊗U∗, který odpov́ıdá identickému zobrazeńı z Hom(U,U).
Jeho souřadnice v libovolné bázi jsou

δij =

{
1 i = j

0 i 6= j
,

tj. δ =
∑

i ei ⊗ f i.

7.9. Grafický kalkuluscv

Ve cvičeńı jsme reprezentovali tenzory pomoćı obrázk̊u, dále pak jejich tenzorový součin,
identitu, evaluaci, skládáńı, atd.

Základńı identity jsou

U
δ⊗id−−−−→ U ⊗ U∗ ⊗ U id⊗ε−−−−→ U

U∗
id⊗δ−−−−→ U∗ ⊗ U ⊗ U∗ ε⊗id−−−−→ U∗

Dı́ky nim lze přecházet mezi zobrazeńımi U⊗p → U⊗q a tenzory z T qpU . Dále jsme definovali
stopu zobrazeńı, tj. prvku T 1

1U jako napojeńı výstupu do vstupu (kontrakce).

7.10. Souřadnice tenzor̊u při změně báze

Necht’ α = {ei} je báze prostoru U s duálńı báźı α∗ = {f j} prostoru U∗ a necht’ β = {ẽi} je
jiná báze prostoru U s duálńı báźı β∗ = {f̃ j}. Necht’ A = (aij), i znač́ı řádky, j znač́ı sloupce,
je matice přechodu od báze α k bázi β, tj. A = (id)βα,

(e1, . . . , en) = (ẽ1, . . . , ẽn)A.
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7. Tenzorový součin

Dále necht’ f
1

...
fn

 = B

f̃
1

...

f̃n

 .

Dualita potom ř́ıká

E =

f
1

...
fn

 (e1, . . . , en) = B

f̃
1

...

f̃n

 (ẽ1, . . . , ẽn)

︸ ︷︷ ︸
E

A,

d́ıky čemuž B = A−1. Označ́ıme-li B = (bij), pak dostáváme vztahy

ek =
∑
i

ẽia
i
k, f l =

∑
j

blj f̃
j ,

jejichž dosazeńım do vztahu definicuj́ıćıho souřadnice tenzoru dostaneme následuj́ıćı větu.

Věta 7.10. Necht’ t ∈ T qp (U) je tenzor o souřadnićıch t
i1...iq
j1...jp

v bázi α. Jeho souřadnice v bázi
β jsou při použit́ı sumačńı konvence

t̃
i1...iq
j1...jp

= ai1k1a
i2
k2
. . . a

iq
kq
t
k1k2...kq
l1l2...lp

bl1j1b
l2
j2
. . . b

lp
jp

(Sč́ıtáme tedy přes všechny indexy k1, . . . , kq, l1, . . . , lp.)

Př́ıklad. Necht’ u je vektor se souřadnicemi xi v bázi α a x̃i v bázi β. Podle předchoźı věty

x̃i =
∑
k

aikx
k

Tedy
(u)β = A(u)α = (id)βα(u)α,

což je nám známo již z dř́ıvěǰska.

Př́ıklad. Necht’ f je lineárńı forma se souřadnicemi yj v bázi α∗ a souřadnicemi ỹj v bázi
β∗. Podle předchoźı věty

ỹj =
∑
l

ylb
l
j

Tedy
(f)β∗ = (f)α∗B = (f)α∗(id)αβ,

kde jsou ale souřadnice forem brány jako řádky jako obvykle.

Př́ıklad. Lineárńı zobrazeńı ϕ : U → U je tenzor typu (1,1). Jeho matice (ϕ)αα = (tij) je
zadána souřadnicemi tohoto tenzoru. Podle předchoźı věty jsou jeho souřadnice v bázi β

t̃ij =
∑
i,j

aikt
k
l b
l
j =

∑
k

aik

(∑
l

tkl b
l
j

)
,

maticově
(ϕ)ββ = A(ϕ)ααB = A(ϕ)ααA

−1 = (id)βα(ϕ)αα(id)αβ,

což je nám již známý vztah pro transformaci matice zobrazeńı.
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7. Tenzorový součin

Př́ıklad. Bilineárńı forma na U je tenzor typu (2,0). Matice této formy je dána souřadnicemi
tenzoru (tij) (i znač́ı řádek, j sloupec). Podle předchoźı věty

t̃ij =
∑
k,l

tklb
k
i b
l
j =

∑
k

bki

(∑
l

tklb
l
j

)
,

maticově
T̃ = BTTB = (id)T

αβT (id)αβ,

což je nám již z dř́ıvěǰska známý vztah pro transformaci matice bilineárńı formy.

Poznámka. Pořad́ı má být opačné.

Př́ıklad. Necht’ V je vektorový prostor s báźı (e1, e2) a duálńı báźı (f1, f2). Vyjádřete tenzor

f1 ⊗ (e1 + e2) ∈ T 1
1 (V )

v bázi (ẽ1, ẽ2) a duálńı bázi (f̃1, f̃2), jestliže

(ẽ1, ẽ2) = (e1, e2)

(
1 1
3 2

)
Řešeńı. Plat́ı

(ẽ1, ẽ2) = (e1, e2)A.

Chceme vyjádřit e1, e2 pomoćı ẽ1, ẽ2 a f1, f2 pomoćı f̃1, f̃2. Z předchoźı rovnice okamžitě
dostáváme

(e1, e2) = (ẽ1, ẽ2)A−1 = (ẽ1, ẽ2)

(
−2 1
3 −1

)
.

Dále hledáme vyjádřeńı ve tvaru (
f1

f2

)
= B

(
f̃1

f̃2

)
.

Plat́ı

E =
(
f i(ej)

)
=

(
f1

f2

)
(e1, e2) = B

(
f̃1

f̃2

)
(ẽ1, ẽ2)A−1 = B · EA−1 = B ·A−1.

Tedy muśı být B = A−1, proto (
f1

f2

)
=

(
1 1
3 2

)(
f̃1

f̃2

)
.

Odtud dosad́ıme do našeho tenzoru

f1 ⊗ (e1 + e2) = (f̃1 + f̃2)⊗ (−2ẽ1 + 3ẽ2 + ẽ1 − ẽ2)

= (f̃1 + f̃2)⊗ (−ẽ1 + 2ẽ2)

= −f̃1 ⊗ ẽ1 − f̃2 ⊗ ẽ1 + 2f̃1 ⊗ ẽ2 + 2f̃2 ⊗ ẽ2. �
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7. Tenzorový součin

7.11. Tenzory ve fyzice, jiná definice tenzoru

Předchoźı věta o transformaci souřadnic tenzoru při změně báze nám umožňuje porozumět
tomu, jak jsou tenzory chápány ve fyzice.

Tenzor typu (p, q) nad vektorovým prostorem U každé bázi α v U přǐrazuje np+q-tici č́ısel

t
i1...iq
j1...jp

∈ K, přičemž při změně báze prob́ıhá transformace těchto č́ısel podle věty z předchoźıho
paragrafu.
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8.1. Symetrická mocnina

Od této chv́ıle necht’ K je těleso charakteristiky 0. Grupu permutaćı množiny {1, . . . , q}
označme Σq.

Definice 8.1. Definujme symetrickou mocninu SqU jako kvocient
⊗q U podle vektorového

podprostoru generovaného tenzory tvaru

uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(q) − u1 ⊗ · · · ⊗ uq.

Tř́ıdu prvku u1 ⊗ · · · ⊗ uq budeme značit u1 · · ·uq; plat́ı tedy uσ(1) · · ·uσ(q) = u1 · · ·uq.

Symetrická mocnina SqU má opět jistou univerzálńı vlastnost, demonstrovanou následuj́ıćım
diagramem: ∏q U

Φ //

t
��

V

⊗q U

G

77

p

��

SqU

F

@@

Je-li Φ:
∏q U → V multilineárńı zobrazeńı, pak existuje jediné lineárńı zobrazeńıG :

⊗q U →
V d́ıky univerzálńı vlastnosti tenzorového součinu. Je-li nav́ıc Φ symetrické, pak

G(uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(q)) = Φ(uσ(1), . . . , uσ(q)) = Φ(u1, . . . , uq) = G(u1 ⊗ · · · ⊗ uq).

Proto G indukuje jediné lineárńı zobrazeńı F , pro které zjevně plat́ı

F (u1 · · ·uq) = Φ(u1, . . . , uq).

Naopak, pokud je F lineárńı zobrazeńı, pak kompozice F ◦ p ◦ t je symetrické q-lineárńı
zobrazeńı.

Věta 8.2. Plat́ı Hom(SqU, V ) ∼= Linq(U, . . . , U ;V )sym.

Ukážeme nyńı, že SqU je ve skutečnosti kvocientem podle ideálu, takže se jedná opět o
algebru. Protože je

⊗q U generovaný jednoduchými tenzory, stač́ı ukázat, že

(uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(q) − u1 ⊗ · · · ⊗ uq)⊗ (uq+1 ⊗ · · · ⊗ uq+r)

opět lež́ı v jádře projekce p a podobnou symetrickou vlastnost. To je ale jasné, nebot’ se
jedná o generuj́ıćı tenzor pro permutaci σ + id, která je σ na prvńıch q prvćıch a identita na
posledńıch r prvćıch. Násobeńı SqU ⊗ SrU → Sq+rU má tvar (u1 · · ·uq) · (uq+1 · · ·uq+r) =
u1 · · ·uquq+1 · · ·uq+r.
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8.2. Symetrické tenzory∗∗

Uvedeme nyńı alternativńı definici SqU , konkrétně jako podprostoru
⊗q U . K tomu budeme

potřebovat několik definic. Pro permutaci σ ∈ Σq máme lineárńı zobrazeńı

ρσ :
⊗q U →

⊗q U, u1 ⊗ · · · ⊗ uq 7→ uσ(q) ⊗ · · · ⊗ uσ(q).

Plat́ı ρτ ◦ ρσ = ρσ◦τ ; to je proto, že ρτρσ(u1 ⊗ · · · ⊗ uq) vznikne z výše uvedeného vztahu procv
ρσ(u1⊗· · ·⊗uq) t́ım, že na i-té mı́sto naṕı̌seme člen na τ(i)-tém mı́stě, tj. uσ(τ(i)). Výsledkem
tak bude

uσ(τ(1)) ⊗ · · · ⊗ uσ(τ(q)) = ρστ (u1 ⊗ · · · ⊗ uq).

Konkrétně si lze předchoźı d̊ukaz demonstrovat na př́ıkladu

ρ(23)ρ(12)(u1 ⊗ u2 ⊗ u3) = ρ(23)(u2 ⊗ u1 ⊗ u3) = u2 ⊗ u3 ⊗ u1 = ρ(123)(u1 ⊗ u2 ⊗ u3),

přičemž (12)(23) = (123) 6= (23)(12).

Definice 8.3. Řekneme, že tenzor t ∈
⊗q U je symetrický , jestliže ρσt = t pro každou

permutaci σ.

Definice 8.4. Symetrizace tenzoru t je tenzor Sym(t) = 1
q!

∑
τ∈Σq

ρτ t.

V předchoźı definici použ́ıváme nulovou charakteristiku K k tomu, abychom mohli dělit
nenulovým č́ıslem q! 6= 0.

Př́ıklad. Symetrizaćı tenzoru u1 ⊗ u1 ⊗ u2 dostaneme tenzor (sč́ıtance odpov́ıdaj́ı postupně
permutaćım id, (12), (23), (13), (231) a (321))

1

6
(u1 ⊗ u1 ⊗ u2 + u1 ⊗ u1 ⊗ u2 + u1 ⊗ u2 ⊗ u1 + u2 ⊗ u1 ⊗ u1 + u1 ⊗ u2 ⊗ u1+

+u2 ⊗ u1 ⊗ u1) =
1

3
u1 ⊗ u1 ⊗ u2 +

1

3
u1 ⊗ u2 ⊗ u1 +

1

3
u2 ⊗ u1 ⊗ u1

Symetrizace zjevně zadává lineárńı zobrazeńı Sym:
⊗q U →

⊗q U .

Lemma 8.5. Plat́ı ρσ ◦ Sym = Sym = Sym ◦ρσ.

D̊ukaz. Dokážeme prvńı rovnost, druhá se dostane podobně. Plat́ı

ρσ(Sym(t)) = 1
q!

∑
τ∈Σq

ρσ(ρτ (t)) = 1
q!

∑
τ∈Σq

ρτ◦σt = 1
q!

∑
τ∈Σq

ρτ t = Sym(t)

(pro τ ∈ Σq zjevně prob́ıhaj́ı permutace τ ◦ σ přes každý prvek Σq právě jednou).

Důsledek 8.6. Obraz Sym(
⊗q U) sestává právě ze symetrických tenzor̊u.

D̊ukaz. Podle lemmatu je ρσ(Sym(t)) = Sym(t), takže Sym(t) je vždy symetrický. Na druhou
stranu každý symetrický tenzor t lež́ı v obraze Sym, nebot’

Sym(t) = 1
q!

∑
τ∈Σq

ρτ t = 1
q!

∑
τ∈Σq

t = t.
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8. Symetrické a antisymetrické tenzory

Ve skutečnosti z d̊ukazu jednoduše plyne Sym ◦ Sym = Sym, takže Sym je projekce na
prostor symetrických tenzor̊u.

Druhá rovnost z lemmatu ř́ıká Sym(u1 ⊗ · · · ⊗ uq) = Sym(uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(q)), tj. Sym
faktorizuje přes SqU , takže dostáváme indukované zobrazeńı s : SqU →

⊗q U . Plat́ı

s(u1 · · ·uq) = Sym(u1 ⊗ · · · ⊗ uq) = 1
q!

∑
τ∈Σq

uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(q),

z čehož dostáváme

p(s(u1 · · ·uq)) = 1
q!

∑
τ∈Σq

uσ(1) · · ·uσ(q) = 1
q!

∑
τ∈Σq

u1 · · ·uq = u1 · · ·uq

a t́ım pádem p ◦ s = id. Názorně to znamená, že s vyb́ırá z každé tř́ıdy rozkladu SqU =⊗q U/ ker p nějakého reprezenta této tř́ıdy; proto p indukuje izomorfismus im s
∼=−→ SqU .

Přitom zjevně im s = im Sym a podle d̊usledku se jedná o prostor symetrických tenzor̊u.

8.3. Báze prostoru symetrických tenzor̊u

Budeme použ́ıvat zkrácené značeńı ua11 . . . uakk , pokud se vektor uj vyskytuje v součinu aj-krát.

Věta 8.7. Necht’ (e1, . . . , en) je báze prostoru U . Potom {ea11 . . . eann | a1 + · · · + an = q} je
báze Sq(U).

D̊ukaz. Tvrzeńı dokážeme s pomoćı Lemmatu 6.1, budou nás tedy zaj́ımat lineárńı zobra-
zeńı Sq(U) → V nebo ekvivalentně symetrická q-lineárńı zobrazeńı Φ:

∏q U → V . To je
jednoznačně určeno svými hodnotami na q-tićıch bázových vektor̊u s t́ım, že tyto hodnoty
mohou být libovolné, ale symetrické, tj. jsou jednoznačně určeny (libovolnými) hodnotami na
(ei1 , . . . , eiq), kde i1 ≤ · · · ≤ iq. Při izomorfismu

Linq(U, . . . , U ;V )sym
∼= Hom(SqU, V )

odpov́ıdá Φ lineárńımu zobrazeńı F : SqU → V a plat́ı tedy, že toto je jednoznačně určené
svými (libovolnými) hodnotami

F (ei1 · · · eiq) = Φ(ei1 , . . . , eiq),

kde i1 ≤ · · · ≤ iq, jak jsme chtěli dokázat.

Důsledek 8.8. Dimenze prostoru Sq(U) je
(
n+q−1

q

)
.

D̊ukaz. Spoč́ıtejte, kolik existuje n-tic (a1, . . . , an) nezáporných celých č́ısel takových, že a1 +
· · ·+an = q. (Je jich stejně, jako je r̊uzných posloupnost́ı q znak̊u • a n−1 znak̊u |, např́ıklad
(1, 0, 2, 1) odpov́ıdá • | | •• | •.)

Speciálně pro U = (Kn)∗ můžeme chápat formy f i z duálńı standardńı báze jako proměnné
xi (jsou to zobrazeńı Kn → K jejichž hodnota na (x1, . . . , xn) je právě xi). Potom lze symetric-
kou algebru S(Kn)∗ ztotožnit s algebrou K[x1, . . . , xn] polynomů nad tělesem K v proměnných
x1, . . . , xn a prvky této algebry pak interpretovat jako polynomiálńı funkce na Kn.

69



8. Symetrické a antisymetrické tenzory

8.4. Antisymetrická mocnina

Označme signσ znaménko permutace σ. Zopakujeme předchoźı výklad pro antisymetrická
(nebo též alternuj́ıćı) q-lineárńı zobrazeńı, tj. zobrazeńı Φ:

∏q U → V splňuj́ıćı

Φ(uσ(1), . . . , uσ(q)) = signσ · Φ(u1, . . . , uq)

pro libovolnou permutaci (zjevně stač́ı zkontrolovat pro transpozice, které generuj́ı Σq). Vek-
torový prostor antisymetrických q-lineárńıch zobrazeńı budeme značit Linq(U, . . . , U ;V )alt.

Definice 8.9. Definujme antisymetrickou mocninu ΛqU jako kvocient
⊗q U podle vekto-

rového podprostoru generovaného tenzory tvaru

uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(q) − signσ · u1 ⊗ · · · ⊗ uq.

Tř́ıdu prvku u1 ⊗ · · · ⊗ uq budeme značit u1 ∧ · · · ∧ uq; plat́ı tedy uσ(1) ∧ · · · ∧ uσ(q) =
signσ · u1 ∧ · · · ∧ uq.

Zejména plat́ı u1 ∧ · · · ∧ uq = 0, kdykoliv ui = uj (prohozeńım ui, uj se výraz jednak
nezměńı a podle definice změńı znaménko; v nulové charakteristice to znamená, že je tento
výraz nulový).

Antisymetrická mocnina ΛqU má opět jistou univerzálńı vlastnost:∏q U
Φ //

t
��

V

⊗q U

G

77

p

��

ΛqU

F

@@

Je-li Φ multilineárńı zobrazeńı, pak existuje jediné lineárńı zobrazeńı G :
⊗q U → V d́ıky

univerzálńı vlastnosti tenzorového součinu. Je-li nav́ıc Φ antisymetrické, pak

G(uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(q)) = Φ(uσ(1), . . . , uσ(q)) = signσ ·Φ(u1, . . . , uq) = signσ ·G(u1 ⊗ · · · ⊗ uq).

Proto G indukuje jediné lineárńı zobrazeńı F , pro které zjevně plat́ı

F (u1 ∧ · · · ∧ uq) = Φ(u1, . . . , uq).

Naopak, pokud je F lineárńı zobrazeńı, pak kompozice F ◦ p ◦ t je antisymetrické q-lineárńı
zobrazeńı.

Věta 8.10. Plat́ı Hom(ΛqU, V ) ∼= Linq(U, . . . , U ;V )alt.

Ukážeme nyńı, že ΛqU je ve skutečnosti kvocientem podle ideálu, takže se jedná opět o
algebru. Protože je

⊗q U generovaný jednoduchými tenzory, stač́ı ukázat, že

(uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(q) − signσ · u1 ⊗ · · · ⊗ uq)⊗ (uq+1 ⊗ · · · ⊗ uq+r)

opět lež́ı v jádře projekce a podobnou symetrickou vlastnost. To je ale jasné, nebot’ se jedná o
generuj́ıćı tenzor pro permutaci σ+id, která je σ na prvńıch q prvćıch a identita na posledńıch
r prvćıch. Násobeńı ΛqU ⊗ ΛrU → Λq+rU má tvar (u1 ∧ · · · ∧ uq) · (uq+1 ∧ · · · ∧ uq+r) =
u1 ∧ · · · ∧ uq ∧ uq+1 ∧ · · · ∧ uq+r.
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8. Symetrické a antisymetrické tenzory

8.5. Antisymetrické tenzory∗∗

Uvedeme nyńı alternativńı definici ΛqU , konkrétně jako podprostoru
⊗q U . K tomu budeme

potřebovat několik definic.

Definice 8.11. Řekneme, že tenzor t ∈
⊗q U je antisymetrický , jestliže ρσt = signσ · t pro

každou permutaci σ.

Definice 8.12. Antisymetrizace tenzoru t je tenzor Alt(t) = 1
q!

∑
τ∈Σq

signσ · ρτ t.

V předchoźı definici použ́ıváme nulovou charakteristiku K k tomu, abychom mohli dělit
nenulovým č́ıslem q! 6= 0.

Př́ıklad. Antisymetrizaćı tenzoru u1 ⊗ u1 ⊗ u2 dostaneme tenzor (sč́ıtance odpov́ıdaj́ı po-
stupně permutaćım id, (12), (23), (13), (231) a (321))

1

6
(u1⊗u1⊗u2−u1⊗u1⊗u2−u1⊗u2⊗u1−u2⊗u1⊗u1 +u1⊗u2⊗u1 +u2⊗u1⊗u1) = 0

Antisymetrizace zjevně zadává lineárńı zobrazeńı Alt :
⊗q U →

⊗q U .

Lemma 8.13. Plat́ı ρσ ◦Alt = signσ ·Alt = Alt ◦ρσ.

D̊ukaz. Dokážeme prvńı rovnost, druhá se dostane podobně. Plat́ı

ρσ(Alt(t)) = 1
q!

∑
τ∈Σq

sign τ · ρσ(ρτ (t)) = 1
q!

∑
τ∈Σq

signσ · sign(τ ◦ σ) · ρτ◦σt

= signσ · 1
q!

∑
τ∈Σq

sign τ · ρτ t = signσ ·Alt(t)

(pro τ ∈ Σq zjevně prob́ıhaj́ı permutace τ ◦ σ přes každý prvek Σq právě jednou).

Důsledek 8.14. Obraz Alt(
⊗q U) sestává právě ze symetrických tenzor̊u.

D̊ukaz. Podle lemmatu je ρσ(Alt(t)) = signσ ·Alt(t), takže Alt(t) je vždy antisymetrický. Na
druhou stranu každý antisymetrický tenzor t lež́ı v obraze Alt, nebot’

Alt(t) = 1
q!

∑
τ∈Σq

sign τ · ρτ t = 1
q!

∑
τ∈Σq

t = t.

Ve skutečnosti z d̊ukazu jednoduše plyne Alt ◦Alt = Alt, takže Alt je projekce na prostor
antisymetrických tenzor̊u.

Druhá rovnost z lemmatu ř́ıká Alt(uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(q)) = signσ ·Alt(u1 ⊗ · · · ⊗ uq), tj. Alt
faktorizuje přes ΛqU , takže dostáváme indukované zobrazeńı s : ΛqU →

⊗q U . Plat́ı

s(u1 ∧ · · · ∧ uq) = Alt(u1 ⊗ · · · ⊗ uq) = 1
q!

∑
τ∈Σq

signσ · uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(q),

z čehož dostáváme

p(s(u1 ∧ · · · ∧ uq)) = 1
q!

∑
τ∈Σq

signσ · uσ(1) ∧ · · · ∧ uσ(q) = 1
q!

∑
τ∈Σq

u1 ∧ · · · ∧ uq = u1 ∧ · · · ∧ uq

a t́ım pádem p ◦ s = id. Názorně to znamená, že s vyb́ırá z každé tř́ıdy rozkladu ΛqU =⊗q U/ ker p nějakého reprezenta této tř́ıdy; proto p indukuje izomorfismus im s
∼=−→ ΛqU .

Přitom zjevně im s = im Alt a podle d̊usledku se jedná o prostor antisymetrických tenzor̊u.
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8. Symetrické a antisymetrické tenzory

8.6. Báze prostoru antisymetrických tenzor̊u

Věta 8.15. Necht’ (e1, . . . , en) je báze prostoru U . Potom {ei1 ∧ · · · ∧ eiq | i1 < · · · < iq} je
báze Λq(U).

D̊ukaz. Důkaz je analogický symetrickému př́ıpadu s t́ım, že antisymetrická q-lineárńı forma
Φ:

∏q U → K je jednoznačně určena svými hodnotami na q-tićıch bázových vektor̊u s t́ım,
že tyto hodnoty mohou být libovolné, ale antisymetrické, tj. jsou jednoznačně určeny (libo-
volnými) hodnotami na (ei1 , . . . , eiq), kde i1 < · · · < iq. Při izomorfismu

Linq(U, . . . , U ;V )alt
∼= Hom(ΛqU, V )

odpov́ıdá Φ lineárńımu zobrazeńı F : ΛqU → K a plat́ı tedy, že toto je jednoznačně určená
svými (libovolnými) hodnotami

F (ei1 ∧ · · · ∧ eiq) = Φ(ei1 , . . . , eiq),

kde i1 < · · · < iq.

Důsledek 8.16. Plat́ı

dim Λq(U) =

(
n

q

)
,

kde n = dimU .

Věta 8.17 (Lineárńı nezávislost a vněǰśı součin). Vektory u1, . . . , uq ∈ U jsou lineárně závislé
právě tehdy, když

u1 ∧ · · · ∧ uq = 0.

D̊ukaz. Jsou-li u1, . . . , uq lineárně nezávislé, lze je doplnit na bázi (u1, . . . , uq, uq+1, . . . , un)
prostoru U . Potom u1 ∧ · · · ∧ uq je jeden z prvk̊u báze λq(U), tud́ıž je r̊uzný od nuly.

Jsou-li u1, . . . , uq lineárně závislé, pak jeden z nich je lineárńı kombinaćı ostatńıch, necht’

je to

uq =

q−1∑
i=1

aiui.

Potom

u1 ∧ · · · ∧ uq = u1 ∧ · · · ∧ uq−1 ∧
( q−1∑
i=1

aiui

)

=

q−1∑
i=1

aiu1 ∧ · · · ∧ uq−1 ∧ ui = 0.

8.7. Vněǰśı mocnina lineárńıho zobrazeńı

Necht’ ϕ : U → V je lineárńı zobrazeńı. Již dř́ıve jsme ukázali, že existuje lineárńı zobrazeńı

ϕ⊗q = ϕ⊗ · · · ⊗ ϕ :
⊗q U →

⊗q V

takové, že
ϕ⊗q(u1 ⊗ · · · ⊗ uq) = ϕ(u1)⊗ · · · ⊗ ϕ(uq).
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8. Symetrické a antisymetrické tenzory

Nyńı ukážeme, že existuje zobrazeńı na kvocientech⊗q U
ϕ⊗q
//

p

��

⊗q V

p

��

ΛqU
ϕ∧q

// ΛqV

K tomu zjevně stač́ı

p ◦ ϕ⊗q(uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(q)) = signσ · p ◦ ϕ⊗q(u1 ⊗ · · · ⊗ uq)

neboli
ϕ(uσ(1)) ∧ · · · ∧ ϕ(uσ(q)) = signσ · ϕ(u1) ∧ · · · ∧ ϕ(uq),

což ale plat́ı. Indukované zobrazeńı znač́ıme ϕ∧q : ΛqU → ΛqV .

8.8. Vněǰśı mocniny a determinanty

Věta 8.18. Necht’ ϕ : U → U je lineárńı zobrazeńı, které má v bázi α = (e1, . . . , en) prostoru
U matici A = (aij). Potom plat́ı

ϕ∧n(e1 ∧ · · · ∧ en) = detA · e1 ∧ · · · ∧ en.

D̊ukaz. Plat́ı

ϕ∧n(e1 ∧ · · · ∧ en) = ϕ(e1) ∧ · · · ∧ ϕ(en)

=

(∑
j1

aj11 ej1

)
∧ · · · ∧

(∑
jn

ajnn ejn

)
=

∑
j1,...,jn

aj11 . . . ajnn · ej1 ∧ · · · ∧ ejn

=
∑
σ∈Σq

a
σ(1)
1 . . . aσ(n)

n · eσ(1) ∧ · · · ∧ eσ(n)

=
∑
σ∈Σq

a
σ(1)
1 . . . aσ(n)

n signσ · e1 ∧ · · · ∧ en

= detA · e1 ∧ · · · ∧ en

Důsledek 8.19. Necht’ α = (u1, . . . , un) je báze U a uvažme α·P = (v1, . . . , vn) pro libovolnou
matici P . Potom plat́ı v1 ∧ · · · ∧ vn = detP · u1 ∧ · · · ∧ un.

D̊ukaz. Obě α, β = α · P lze chápat jako zobrazeńı Kn → U pośılaj́ıćı standardńı bázi
(e1, . . . , en) na danou n-tici vektor̊u, pro tato zobrazeńı pak plat́ı β = α ◦ P a dostáváme
komutativńı diagram

e1 ∧ · · · ∧ en
& ,,

�

((

ΛnKn P∧n //

β∧n
&&

ΛnKn

α∧n
vv

detP · e1 ∧ · · · ∧ en)

tt

v1 ∧ · · · ∧ vn ΛnU detP · u1 ∧ · · · ∧ un

Tvrzeńı jednoduše plyne z komutativity.
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8. Symetrické a antisymetrické tenzory

Př́ıklad. Necht’ matice A =

(
1 2
3 4

)
reprezentuje lineárńı zobrazeńı R2 → R2. Čemu se rovná

A∧2?

Řešeńı. A∧2 : Λ2R = R→ Λ2R = R. Podle předchoźı věty je matice tohoto zobrazeńı rovna

detA = −1. �

Př́ıklad. Necht’

A =


1 0 0 0
4 0 0 0
3 8 2 0
2 1 4 3

 .

Najděte kanonický tvar matice A∧3.

Matice A má vlastńı č́ısla 1, 0, 2, 3 a př́ıslušné vlastńı vektory u1, u2, u3, u4 tvoř́ı bázi
R4. Potom ui ∧ uj ∧ uk tvoř́ı bázi Λ3R4.

Protože

A∧3(ui ∧ uj ∧ uk) = Aui ∧Auj ∧Auk = λiλjλkui ∧ uj ∧ uk,

má matice A∧3 vlastńı vektory, které tvoř́ı bázi Λ3R4 s vlastńımi č́ısly 0, 0, 0, 6. Tedy Jordan̊uv
kanonický tvar matice A∧3 bude 

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 6

 .

Kontrolńı otázky

1. Necht’ lineárńı transformace ϕ : U → U má vlastńı č́ısla λ1, λ2, λ3, . . . , λk. Jaká vlastńı
č́ısla má duálńı zobrazeńı ϕ∗ : U∗ → U∗?

2. Necht’ R3[x] je vektorový prostor polynomů stupně nejvýše 3. Udejte př́ıklad nenulové
lineárńı formy R3[x]→ R, nenulové bilineárńı formy R3[x]×R[x]→ R, nenulové 3-lineárńı
formy R3[x]× R3[x]× R3[x]→ R.

3. Vyslovte definici tenzorového součinu U ⊗ V a vysvětlete, co je tenzor u⊗ v, kde u ∈ U
a v ∈ V .

4. Ukažte, jak se použije univerzálńı vlastnost tenzorového součinu pro definici zobrazeńı
ϕ1 ⊗ ϕ2, kde ϕ1 : U1 → V1, ϕ2 : U2 → V2 jsou lineárńı zobrazeńı. Necht’ ϕ1 je dáno matićı(

1 2
3 4

)
, ϕ2 je dáno matićı

(
3 4
5 6

)
. Vypočtěte ϕ1 ⊗ ϕ2 na

(
3
4

)
⊗
(

1
2

)
.

5. Udejte př́ıklad nenulového symetrického tenzoru S3(R2).

6. Vysvětlete, co znamená symbol ivω, kde v ∈ U , ω ∈ Λk(U∗). Vyjádřete pro U = R3,
ω(x, y) = x1y2 − x2y1 + x2y3 − x3y2 a v = (1, 2, 3).

Př́ıklady k procvičeńı

1. Vyč́ıslete tenzory:
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8. Symetrické a antisymetrické tenzory

(a) t = f1 ⊗ e2 + f2 ⊗ (e1 + 3e3) ∈ T 1
1 (R3) na vektoru v = e1 + 5e2 + 4e3 a formě

f = f1 + f2 + f3.

(b) t ∈ T 2
3 (R4) se všemi souřadnicemi rovnými 3 na pětici (v, v, v, f, f), kde f = f1−f4

a v = e1 + 2e2 + 3e3 + 4e4.

(c) r = 2 · t⊗ s + s⊗ t, kde t = 2 · f1 ⊗ e1, s = f2 ⊗ (2e1 − e2), na čtveřici (e1, 3e1 −
e2, 2f

1 + f2, f1).

[Řešeńı: (a) t(v, f) = 21; (b) t(v, v, v, f, f) = 0; (c) r(e1, 3e1 − e2, 2f
1 + f2, f1) = −16.]

2. Spočtěte souřadnice

(a) t
12
1 tenzoru t ∈ T 2

1 (R2), jehož souřadnice jsou v bázi (e1, e2) všechny rovny 1, v nové
bázi

(e1, e2) = (e1, e2)

(
1 2
2 5

)

(b) t
1
12 tenzoru t = f1 ⊗ f2 ⊗ (e1 + e2) ∈ T 1

2 (R2) v nové bázi

(e1, e2) = (e1, e2)

(
1 1
2 3

)

(c) t
12
31 tenzoru f2 ⊗ f1 ⊗ e3 ⊗ e1 + f3 ⊗ f3 ⊗ e1 ⊗ e2 ∈ T 2

2 (R3) v nové bázi

(e1, e2, e3) = (e1, e2, e3)

1 0 0
2 1 0
3 2 1



(d) t
12
123 tenzoru t ∈ T 2

3 (R3) se všemi souřadnicemi rovnými dvěma v bázi (e1, e2, e3)
v nové bázi

(e1, e2, e3) = (e1, e2, e3)

1 2 3
0 1 2
0 0 1


[Řešeńı: (a) t

12
1 = −9; (b) t

1
12 = 4; (c) t

12
31 = 3; (d) t

12
123 = 0.]

3. Spočtěte kontrakci tenzoru

(a) 3 · f1 ⊗ e1 ⊗ e2 − 2 · f2 ⊗ e2 ⊗ e2 podle 1. a 2. složky.

(b) (f1 − 2f3 + 3f4)⊗ (e1 + 3e2 − e3)

(c) (f1 + f2 + f3 + f4)⊗ e1 + (f1 + 2f2 + 2f3 + 4f4)⊗ e2 + 2(f1 − f2 − f4)⊗ e3

(d) f2 ⊗ f1 ⊗ e3 ⊗ e1 + f3 ⊗ f3 ⊗ e1 ⊗ e2 podle druhých složek.

[Řešeńı: (a) −2e2; (b) 3; (c) 3; (d) f2 ⊗ e3.]
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8. Symetrické a antisymetrické tenzory

4. Pomoćı matice

G =


2 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 2


proved’te sńıžeńı a povýšeńı tenzoru (f1 + f2)⊗ (e3 + e4)− (f1 + f3)⊗ e3

[Řešeńı: Sńıžeńı (3e1 + 2e2)⊗ (e3 + e4)− (2e1 + e2 + e3 + e4)⊗ e2, povýšeńı (f1 + f2)⊗
f3 + (f1 + f3)⊗ (f4 − 2f3).]

5. Necht’ t ∈ T 2
0 (U) je symetrický a s ∈ T 0

2 (U) antisymetrický tenzor. Dokažte, že tenzor
vzniklý násobeńım a následnou kontrakćı v obou složkách tijs

ij je roven nule.

6. Dokažte, že pro operátory symetrizace S : T q0 (U)→ Sq(U) a antisymetrizace A : T q0 (U)→
Λq(U) plat́ı

S ◦A = A ◦ S = 0.

7. Dokažte, že pro dimU > 2 nejsou prostory Λ2
(
Λ2(U)

)
a Λ4(U) izomorfńı.

8. Dokažte, že tenzor tijk ∈ T 3
0 (U) symetrický vzhledem k i, j a antisymetrický vzhledem

k j, k je roven nule.

76



9. Determinanty, objemy a orientace

9.1. Objemová forma a determinant

Objemová forma na U je libovolná nenulová antisymetrická n-lineárńı forma Vol :
∏n U → K,

kde n = dimU , tj.

Vol ∈ Linn(U, . . . , U ;K)alt
∼= Hom(ΛnU,K) 3 vol;

odpov́ıdaj́ıćı lineárńı formu budeme značit vol : ΛnU → K. Necht’ (e1, . . . , en) je libovolná
báze U . Nenulovost Vol je ekvivalentńı tomu, že vol(e1∧· · ·∧en) = Vol(e1, . . . , en) 6= 0, nebot’

ΛnU je generovaný e1 ∧ · · · ∧ en.
Hodnotu Vol(u1, . . . , un) nazýváme orientovaným objemem rovnoběžnostěnu určeného

těmito vektory. Dı́ky objemové formě můžeme interpretovat determinant operátoru ϕ : U →
U . Plat́ı totiž

Vol(ϕ(u1), . . . , ϕ(un)) = vol(ϕ(u1) ∧ · · · ∧ ϕ(un))

= detϕ · vol(u1 ∧ · · · ∧ un)

= detϕ ·Vol(u1, . . . , un),

tedy zobrazeńı ϕ zvětš́ı objem (detϕ)-krát. Tato vlastnost nezáviśı na volbě objemové formy
– podstatné je, že se jedná o

”
relativńı tvrzeńı“, tedy neř́ıkáme nic o tom, jaký je výsledný

objem, ale pouze ho porovnáváme s p̊uvodńım. Pokud bychom však chtěli definovat determi-
nant lineárńıho zobrazeńı mezi dvěma r̊uznými vektorovými prostory (stejné dimenze), museli
bychom na nich zafixovat objemové formy.

Je-li (v1, . . . , vn) = (u1, . . . , un) · P , pak plat́ı

Vol(v1, . . . , vn) = vol(v1 ∧ · · · ∧ vn) = vol(detP · u1 ∧ · · · ∧ un) = detP ·Vol(u1, . . . , un).

Př́ıklad. Na Kn máme standardńı objemovou formu, jej́ıž hodnota na standardńı bázi je

Vol(e1, . . . , en) = 1.

Pro libovolnou n-tici vektor̊u (u1, . . . , un) pak lze psát

(u1, . . . , un) = (e1, . . . , en) · P,

kde matice přechodu P je tvořena právě vektory u1, . . . , un, a potom

Vol(u1, . . . , un) = detP ·Vol(e1, . . . , en) = detP.

Dohromady Vol(u1, . . . , un) je determinant matice, jej́ıž sloupce jsou tvořeny těmito vektory.

9.2. Orientace

Naš́ım daľśım ćılem bude definovat orientovaný objem v Eukleidovském prostoru – protože
máme velikosti a úhly, je v́ıceméně jasné jak objem definovat; pro orientovaný objem bu-
deme ale potřebovat ještě orientaci reálného vektorového prostoru U . Řekneme, že dvě báze
(e1, . . . , en) a (ẽ1, . . . , ẽn) jsou shodně orientované, jestliže plat́ı

ẽ1 ∧ · · · ∧ ẽn = c · (e1 ∧ · · · ∧ en)
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9. Determinanty, objemy a orientace

pro nějaké kladné c ∈ R. Konstanta c je t́ımto vztahem samozřejmě jednoznačně určena
– jedná se o determinant matice přechodu od prvńı báze k druhé – a je tedy nenulová.
Pro c záporné mluv́ıme o opačně orientovaných báźıch. Takto nám na množině všech báźı
vzniká relace ekvivalence maj́ıćı právě dvě tř́ıdy, které nazýváme orientace U . Pokud je na U
zvolena orientace, ř́ıkáme, že je U orientovaný a prvky vybrané orientace nazýváme kladné
báze, zat́ımco zbylé jsou záporné báze.

Př́ıklad. Na Rn definujme standardńı orientaci jako tř́ıdu báźı obsahuj́ıćı standardńı bázi
(e1, . . . , en).

Př́ıklad. Necht’ V je komplexńı vektorový prostor a V R znač́ı reálný vektorový prostor s
touž nosnou množinou, týmž sč́ıtáńım, ale s násobeńım skaláry zúženém na reálná č́ısla;
mluv́ıme o realifikaci V . Na V R existuje kanonická orientace (závisej́ıćı samozřejmě na kom-
plexńı struktuře), kterou nyńı poṕı̌seme. Zvolme libovolnou bázi (e1, . . . , en) komplexńıho
prostoru V . Potom

(e1, ie1, . . . , en, ien)

je báze reálného prostoru V R a prohláśıme ji za kladnou bázi. Je potřeba ukázat, že pro jinou
volbu komplexńı báze bude vzniklá reálná báze shodně orientovaná a t́ım pádem dostáváme
opravdu dobře definovanou orientaci.

Matice přechodu mezi dvěma komplexńımi bázemi je však libovolná invertibilńı komplexńı
matice a muśıme tedy ukázat, že reálná matice př́ıslušná libovolné invertibilńı matici má
kladný determinant. Rozložme komplexńı matici přechodu na součin elementárńıch matic.
Př́ıslušná matice přechodu mezi reálnými bázemi je tak opět součinem jistých

”
elementárńıch“

matic. Přič́ıtáńı (komplexńıho) násobku dá matici determinantu 1, prohozeńı dvou řádk̊u
taktéž (př́ıslušná reálná matice odpov́ıdá prohozeńı dvou dvojic řádk̊u). Násobeńı komplexńım
č́ıslem má př́ıslušnou reálnou matici vzniklou z jednotkové výměnou dvou jedniček za blok(

a −b
b a

)
,

který má determinant a2 + b2 > 0.

Vrat’me se nyńı k obecné situaci reálného vektorového prostoru U .

Věta 9.1. Dvě báze α, β jsou shodně orientované, právě když je lze spojit cestou, tj. právě
když existuje spojité zobrazeńı

γ : [0, 1]→ U × · · · × U = Un

splňuj́ıćı následuj́ıćı

• γ(0) = α, γ(1) = β a

• pro každé t ∈ [0, 1] je n-tice γ(t) báźı U .

Poznámka. Spojitost jistě dává smysl pro U = Rn. Avšak libovolný (konečně rozměrný) reálný
vektorový prostor je izomorfńı Rn a spojitost lze definovat ve smyslu tohoto izomorfismu –
hlavně na volbě takového izomorfismu nezáviśı.
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9. Determinanty, objemy a orientace

D̊ukaz. Neńı těžké se přesvědčit, že každou čtvercovou matici s kladným determinantem lze
napsat jako součin elementárńıch s kladným determinantem. Prohozeńı dvou sloupc̊u lze na-
hradit kompozićı operaćı I → I+II, II → II−I, I → I+II, která samozřejmě zároveň s pro-
hozeńım sloupc̊u také jeden z nich vynásob́ı č́ıslem −1, ale Gaussova eliminace lze provádět i s
touto operaćı. Vynásobeńı dvou sloupc̊u č́ıslem −1 lze nahradit provedeńım dvou předchoźıch
složených operaćı za sebou.

Dále neńı těžké se přesvědčit, že každá z elementárńıch matic Ti s kladným determinantem
lze spojit s jednotkovou matićı E cestou Γi procházej́ıćı pouze maticemi s kladným determi-
nantem. Jejich součin T = T1 · · ·Tk pak lze spojit s jednotkovou matićı jednoduše pomoćı
cesty

t 7→ Γ1(t) · · ·Γk(t).

Jelikož však plat́ı

α = β · T,

hledaná cesta mezi bázemi α, β lze volit např́ıklad jako

t 7→ β · Γ1(t) · · ·Γk(t).

V opačném směru veličina (det idγ(t)α) ∈ R× záviśı spojitě na t a jej́ı hodnota pro t = 0 je
1. Proto i jej́ı hodnota pro t = 1 muśı být kladná, tj. (det idβα) > 0 a báze α, β jsou shodně
orientované.

Důležitým př́ıkladem objemové formy je objemová forma vzniklá ze skalárńıho součinu
na orientovaném Eukleidovském prostoru E . To by nemělo být překvapuj́ıćı – skalárńı součin
na E udává smysl velikosti vektor̊u a úhl̊u mezi nimi; z těchto údaj̊u lze objem spoč́ıtat.
Objemová forma však udává orientovaný objem, proto je nav́ıc potřeba ještě volba orientace.
Z jiného úhlu pohledu na Eukleidovském prostoru jsou dvě objemové formy a neńı žádný
d̊uvod preferovat jednu z nich; ten nastává až při zafixováńı orientace. Pro neorientovaný
Eukleidovský prostor bychom mohli nadefinovat pouze neorientovanou objemovou

”
formu“

|Vol |; k ńı se vrát́ıme za chv́ıli.

Necht’ α = (e1, . . . , en) je libovolná kladně orientovaná ortonormálńı báze. Kanonickou
objemovou formu zafixujeme požadavkem

Vol(e1, . . . , en) = 1.

Je-li (ẽ1, . . . , ẽn) jiná kladně orientovaná ortonormálńı báze, pak matice přechodu má kladný
determinant a je ortogonálńı, takže tento determinant muśı být roven 1, a proto

Vol(ẽ1, . . . , ẽn) = 1 ·Vol(e1, . . . , en) = 1

a požadavek na Vol tedy nezáviśı na volbě báze α.

Necht’ nyńı β = (u1, . . . , un) je libovolná n-tice vektor̊u a pǐsme β = α · P , kde
”
trans-

formačńı matice“ P má prvky souřadnice vektor̊u uj v bázi α, tj. pij = f i(uj). Potom

Vol(u1, . . . , un) = detP ·Vol(e1, . . . , en) = detP.

Jelikož je báze α kladná, má β stejné znaménko jako detP , tedy jako Vol(u1, . . . , un).
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9. Determinanty, objemy a orientace

Tvrzeńı 9.2. Orientovaný objem Vol(u1, . . . , un) lze spoč́ıtat jako determinant matice, jej́ı̌z
j-tý sloupec je tvořen souřadnicemi vektoru uj v libovolné kladné ortonormálńı bázi (ta však
muśı být stejná pro všechny sloupce). Zejména

sign Vol(u1, . . . , un) = sign(u1, . . . , un).

Jeho druhou mocninu lze spoč́ıtat jako Gram̊uv determinant

(Vol(u1, . . . , un))2 = det(〈ui, uj〉)

z matice, jej́ı̌z prvek na pozici (i, j) je skalárńı součin 〈ui, uj〉.

D̊ukaz. Druhé tvrzeńı plyne z prvńıho uvážeńım det(PTP ). Na pozici (i, j) dostaneme součin
i-tého a j-tého sloupce P , tedy ∑

k

fk(ui)f
k(uj) = 〈ui, uj〉

(jedná se o vzorec pro skalárńı součin v ortonormálńıch souřadnićıch).

Jako d̊usledek dostáváme vzorec pro neorientovaný objem na Eukleidovském prostoru
jako odmocninu z Gramova determinantu – ten záviśı pouze na skalárńım součinu a nikoliv
na orientaci. Z tohoto pohledu lze interpretovat Gramův-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces
jako vzorec pro objem. Během něj totiž měńıme každý vektor pouze přič́ıtáńım násobk̊u
předchoźıch vektor̊u a neměńı se tedy orientovaný objem. Přitom po provedeńı celého procesu
a pro vzniklý ortogonálńı systém (v1, . . . , vn) je Gramova matice diagonálńı a neorientovaný
objem je tak roven

|Vol(u1, . . . , un)| = |v1| · · · |vn|,

tedy součinu velikost́ı vektor̊u v1, . . . , vn. Znaménko je též jako u p̊uvodńıho orientovaného
objemu a je tedy určeno t́ım, zda je (u1, . . . , un) báze kladná či záporná (v př́ıpadě, že se
nejedná v̊ubec o bázi, je objem beztak nulový). Přitom velikost vektoru vi je rovna výšce
rovnoběžnostěnu určeného u1, . . . , ui s podstavou danou prvńımi i− 1 vektory. Jedná se tedy
o vzorec

objem rovnoběžnostěnu = objem podstavy × výška

Hlavńı význam této formulky je pro nás v tom, že po několika stránkách je snad konečně
zřejmé, proč tomuto objektu ř́ıkáme orientovaný objem.

9.3. Geometrie v rovině a prostoru

Prvně se zabývejme rovinou E2, kterou budeme chápat jako R2 se standardńım skalárńım
součinem a standardńı orientaćı. Ta je mimochodem totožná s tou vzniklou z komplexńı
struktury na C = R2.

Pro vektory u, v ∈ E2 poč́ıtejme neorientovaný objem z Gramova determinantu

(Vol(u, v))2 =

∣∣∣∣〈u, u〉 〈u, v〉〈v, u〉 〈v, v〉

∣∣∣∣ = |u|2|v|2 − 〈u, v〉2 = |u|2|v|2 sin2 α,

kde α je úhel mezi vektory u, v a rovnost plyne z 〈u, v〉 = |u||v| cosα. Odmocněńım dostáváme
vztah

|Vol(u, v)| = |u||v|| sinα|.
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9. Determinanty, objemy a orientace

Standardně bereme α ∈ [0, π], d́ıky orientaci můžeme nyńı rozš́ı̌rit definičńı obor na α ∈
(−π, π] a zvolit znaménko podle orientace (u, v). Mluv́ıme pak o orientovaném úhlu od vektoru
u k vektoru v a můžeme psát∣∣∣∣u1 v1

u2 v2

∣∣∣∣ = Vol(u, v) = |u||v| sinα.

Budeme psát α = ^(u, v). (Lépe je samozřejmě brát α ∈ R/2πZ.)
Orientovaný úhel se hod́ı v úlohách, ve kterých je potřeba (zejména algoritmicky) rozhod-

nout o viditelnosti objekt̊u v rovině. Daľśım př́ıpadem je úloha rozhodnout, zda mnohoúhelńık
A1 · · ·An zadaný posloupnost́ı vrchol̊u je kladně či záporně orientovaný (v př́ıpadě, že nev́ıme,
zda je konvexńı). Velice jednoduchým zp̊usobem (alespoň z teoretického pohledu) je spoč́ıtat
všechny orientované úhly

^(AnA1, A1A2),^(A1A2, A2A3), . . . ,^(An−1An, AnA1)

podél mnohoúhelńıka a seč́ıst je. Pokud je součet roven 2π, je mnohoúhelńık kladně oriento-
vaný, pokud −2π, je záporně orientovaný. Ostatńı př́ıpady nemohou pro mnohoúhelńık na-
stat a lze takto i detekovat některé př́ıpady, kdy se nejedná o mnohoúhelńık (zdaleka ne však
všechny). V př́ıpadě, kdy je mnohoúhelńık konvexńı, budou mı́t všechny úhly stejné znaménko
a to lze spoč́ıtat pomoćı orientovaného objemu (u čtyřúhelńıku stač́ı spoč́ıtat znaménka i v
nekonvexńım př́ıpadě). Jiným řešeńım je seč́ıst orientované objemy

1
2 Vol(A1A2, A1A3) + · · ·+ 1

2 Vol(A1An−1, A1An).

Pokud je výsledek kladný, je mnohoúhelńık kladně orientovaný a naopak.

Př́ıklad. Ukažme nyńı, že výše uvedený součet vyjadřuje obsah mnohoúhelńıku A1 · · ·An. V
prvńım kroku dokážeme o něco obecněji, že součet

Vol(XA1, XA2) + · · ·+ Vol(XAn−1, XAn) + Vol(XAn, XA1)

nezáviśı na volbě bodu X. To je t́ım, že

Vol(Y Ai, Y Ai+1) = Vol(Y X +XAi, Y X +XAi+1)

= Vol(XAi, XAi+1) + Vol(Y X,XAi+1) + Vol(XAi, Y X),

kde členy Vol(Y X,XAi+1) se při sečteńı vyruš́ı se členy Vol(XAi, Y X) = −Vol(Y X,XAi).
V daľśım kroku ukážeme, že existuje vnitřńı diagonála AiAj , která prot́ıná mnohoúhelńık

pouze v koncových bodech. Pak lze induktivně předpokládat, že vzorec pro obsah funguje pro
oba mnohoúhelńıky vzniklé rozděleńım podél AiAj a jejich sečteńım dokázat, že tento vzorec
funguje také pro p̊uvodńı mnohoúhelńık (členy obsahuj́ıćı diagonálu se vyruš́ı). Necht’ Ai je
bod s nejmenš́ı x-ovou souřadnićı. Pokud lež́ı uvnitř trojúhelńıku Ai−1AiAi+1 nějaký daľśı
vrchol mnohoúhelńıku, zvoĺıme za Aj ten s nejmenš́ı x-ovou souřadnićı. Pokud ne, zvoĺıme za
děĺıćı diagonálu Ai−1Ai+1.

Poznámka. Orientovaná Eukleidovská rovina5 je kanonicky (jednorozměrným) komplexńım
vektorovým prostorem: násobeńı i je rotace o 90◦ v kladném směru. T́ım lze také definovat

5Ve skutečnosti stač́ı mı́t skalárńı součin zadán až na násobek – takové struktuře se ř́ıká konformńı; lze v
ńı měřit úhly a porovnávat velikosti. Typickým př́ıkladem konformńıho zobrazeńı, které neńı ortogonálńı, je
stejnolehlost.
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orientovaný úhel mezi nenulovými vektory u, v jako ^(u, v) = arg(v/u) – je totiž v = z ·u pro
jediné komplexńı č́ıslo z, jehož argument je přesně onen orientovaný úhel.

Neorientovaná rovina má dvě komplexńı struktury, které se navzájem lǐśı o komplexńı
konjugaci. Ve výsledku je tak úhel jednoznačný až na znaménko.

Přejděme nyńı ke standardńımu orientovanému Eukleidovskému tř́ırozměrnému prostoru
E3. Krom skalárńıho součinu lze na E3 definovat vektorový součin pomoćı objemové formy.
Po dosazeńı dvou vektor̊u u, v ∈ E3 se z objemové formy stane lineárńı forma

Vol(u, v,−) : E3 → R.

Každá lineárńı forma je rovna skalárńımu součinu s jednoznačně určeným vektorem, který v
tomto př́ıpadě znač́ıme u× v. Je tedy definován vztahem

Vol(u, v, w) = 〈u× v, w〉.

V kladné ortonormálńı bázi lze vektorový součin spoč́ıtat jako

u× v = 〈u× v, e1〉 · e1 + 〈u× v, e2〉 · e2 + 〈u× v, e3〉 · e3

=

∣∣∣∣∣∣
u1 v1 1
u2 v2 0
u3 v3 0

∣∣∣∣∣∣ e1 +

∣∣∣∣∣∣
u1 v1 0
u2 v2 1
u3 v3 0

∣∣∣∣∣∣ e2 +

∣∣∣∣∣∣
u1 v1 0
u2 v2 0
u3 v3 1

∣∣∣∣∣∣ e3 =

∣∣∣∣∣∣
u1 v1 e1

u2 v2 e2

u3 v3 e3

∣∣∣∣∣∣ ,
kde výsledný determinant dává smysl pouze, pokud jej rozvineme podle třet́ıho sloupce;
dostaneme pak korektńı vzorec

u× v =

∣∣∣∣u2 v2

u3 v3

∣∣∣∣ e1 +

∣∣∣∣u3 v3

u1 v1

∣∣∣∣ e2 +

∣∣∣∣u1 v1

u2 v2

∣∣∣∣ e3.

Zabývejme se nyńı abstraktńımi vlastnostmi vektorového součinu. Z antisymetrie plat́ı

〈u× v, u〉 = Vol(u, v, u) = 0,

a proto je u × v kolmý na u a analogicky také na v. T́ım je určen jeho směr, nyńı urč́ıme
orientaci a na závěr jeho velikost. Orientace je dána t́ım, že

Vol(u, v, u× v) = 〈u× v, u× v〉 ≥ 0

a je tedy (u, v, u × v) kladně orientovaná (za předpokladu, že se jedná o bázi; v opačném
př́ıpadě však u× v = 0 a jeho orientaci neńı potřeba určovat).

Zbývá spoč́ıtat velikost u× v. Pomoćı Gramova determinantu

|u× v|2 = 〈u× v, u× v〉 = Vol(u, v, u× v) =

∣∣∣∣∣∣
〈u, u〉 〈u, v〉 0
〈v, u〉 〈v, v〉 0

0 0 〈u× v, u× v〉

∣∣∣∣∣∣
1/2

=
(
|u|2|v|2 − 〈u, v〉2

)1/2 · |u× v|
Pomoćı úhlu α mezi vektory u, v dostáváme finálńı vztah

|u× v| = |u||v| sinα.

Tentokrát neńı možné přǐradit úhlu α orientaci jako v rovinném př́ıpadě.

82



9. Determinanty, objemy a orientace

Věta 9.3. Vektorový součin má následuj́ıćı vlastnosti (které ho jednoznačně určuj́ı)

• Vektorový součin −×− je antisymetrické bilineárńı zobrazeńı.

• Vektor u× v je kolmý na u a v.

• Vektor u× v je nenulový, právě když jsou u, v lineárně nezávislé a pak

• báze (u, v, u× v) je kladně orientovaná.

• Plat́ı |u× v| = |u||v| sin^(u, v).

9.4. Vztah kvaternion̊u a orientovaného objemund

Obecně můžeme ř́ıct, že objemová forma je kompatibilńı se skalárńım součinem, jestliže
|Vol(u1, . . . , un)| = |u1| · · · |un| kdykoliv u1, . . . , un tvoř́ı ortonormálńı systém vektor̊u. Nad
R je pak objemová forma Vol určena jednoznačně až na znaménko (orientaci), nad C jed-
noznačně až na násobek komplexńı jednotkou. Jednoduchou modifikaćı ortonormálńı báze
lze naj́ıt takovou ortonormálńı bázi, jej́ıž objem je roven 1. Standardńı báze Rn a Cn jsou
př́ıklady takových báźı.

Zabývejme se prvně krátce situaćı v reálné Eukleidovské rovině E2. Objemová forma je

Vol : E2 × E2 → R,

kterou můžeme d́ıky skalárńımu součinu přepsat jako

Vol(u, v) = 〈Iu, v〉.

Protože je objemová forma kompatibilńı se skalárńım součinem, máme

Vol(e1, e1) = 0, Vol(e1, e2) = 1, Vol(e2, e1) = −1, Vol(e2, e2) = 0

a tedy Ie1 = e2, Ie2 = −e1. Dı́ky tomu I2 = − id a zobrazeńı I zadává na V strukturu
komplexńıho vektorového prostoru: v(a + bi) = va + I(vb) (samozřejmě, I je rotace o 90◦ v
kladném směru).

Nyńı se zabývejme stejnou situaćı v
”
komplexńı Eukleidovské rovině“ EC2 . Předpokládejme,

že skalárńı součin je lineárńı v druhé složce a tzv.
”
konjugovaně lineárńı“ v prvńı složce, tj.

plat́ı 〈αu, v〉 = α〈u, v〉. Objemová forma je Vol : EC2 ×EC2 → C, kterou můžeme d́ıky skalárńımu
součinu přepsat jako

Vol(u, v) = 〈Ju, v〉.

Tentokrát je J : EC2 → EC2 konjugovaně lineárńı,

〈J(uα), v〉 = Vol(uα, v) = αVol(u, v) = α〈Ju, v〉 = 〈(Ju)α, v〉,

tj. J(uα) = (Ju)α. Z kompatibility se skalárńım součinem Je1 = e2, Je2 = −e1 a proto
J2 = − id (druhá iterace už je lineárńı) a zobrazeńı J zadává na EC2 strukturu kvaternio-
nického vektorového prostoru: definujme kvaternionickou algebru H jako podalgebru gene-
rovanou I, J ∈ HomR(V, V ), kde I = iE je násobeńı imaginárńı jednotkou i. Ukážeme, že
jako vektorový prostor je generovaná E, I, J , K = IJ : už v́ıme, že plat́ı I2 = J2 = −E,
IJ = −JI = K, poč́ıtejme nyńı K2 = −JIIJ = J2 = −E a obdobně JK = −KJ = I,
KI = −IK = J . Plat́ı

Ee1 = e1, Ie1 = e1i, Je1 = e2, Ke1 = e2i
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a tedy zobrazeńı H→ EC2 , Q 7→ Qe1 je izomorfismus. Obrazy E, I, J , K znač́ıme postupně 1,
i, j, k a v daľśım budeme o H uvažovat jako o prostoru R4 = [1, i, j, k] společně s násobeńım
daným výše uvedenými vztahy.

1 i j k

1 1 i j k
i i −1 k −j
j j −k −1 i
k k j −i −1

9.5. Dodatek ke geometrii v prostoru

V této části dáme do souvislosti geometrii v prostoru s kvaterniony. Připomeňme, že kva-
terniony vzniknou z komplexńıch č́ısel přidáńım jednotky j, která antikomutuje s komplexńı
jednotkou i, tj. plat́ı ij = −ji, a splňuje i2 = j2 = −1. Označme k = ij. Potom máme
následuj́ıćı

q = (a+ xi) + (y + zi)j = a+ (xi+ yj + zk).

Č́ıslo a nazveme reálnou část́ı kvaternionu q a v = xi + yj + zk jeho vektorovou část́ı; lze
totiž tuto část ztotožnit s vektorem (x, y, z) ∈ R3. Chápeme proto komplexńı jednotky i, j, k
jako vektory standardńı báze. Pro jejich součin plat́ı výše uvedená tabulka, d́ıky ńıž se snadno
ověř́ı, že

v · w = −〈v, w〉+ v × w.

Jelikož je skalárńı součin komutativńı a vektorový součin antikomutativńı, dostáváme snadno
vztahy

〈v, w〉 = −1
2(vw + wv) = −Re(uv), v × w = 1

2(vw − wv) = Im(uv).

Orientovaný objem Vol(u, v, w) źıskáme jako reálnou část

Vol(u, v, w) = −1
4(uvw − vuw + wuv − wvu) = −Re(uvw).

Zabývejme se nyńı inverźı kvaternionu q = a+v. K tomu nám poslouž́ı konjugovaný kvaternion
q∗ = a− v. Plat́ı

q∗q = (a− v)(a+ v) = aa− vv = aa+ 〈v, v〉 = |a|2 + |v|2 = |q|2

a tedy q−1 = |q|−2q∗. Zejména, pokud je q jednotkový kvaternion, tj. |q| = 1, dostáváme q−1 =
q∗. Kvaterniony maj́ı také goniometrický tvar; my si vystač́ıme s jednotkovými kvaterniony,
pro něž plat́ı

q = cosϕ+ v sinϕ,

kde ϕ ∈ [0, π] a v ∈ R3 je jednoznačně určený jednotkový vektor s vyj́ımkou q = ±1, tj.
ϕ ∈ {0, π}, kdy neńı určený v̊ubec. Občas je také výhodné zapisovat

eϕv = cosϕ+ v sinϕ.

Tento vztah dává smysl zejména, když výraz vlevo rozvineme do Taylorovy řady a využijeme
vztahu v2 = −|v|2 = −1. Pro inverzńı kvaternion plat́ı (eϕv)−1 = e−ϕv.
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Poznámka. Obecně pak plat́ı vztah

log(evew) = v + w + v × w + · · ·

a známé pravidlo pro násobeńı mocnin v kvaternionech neplat́ı – d̊uvodem je, že nejsou
komutativńı.

Dva ryze imaginárńı kvaterniony komutuj́ı, vw = wv, právě když v ‖ w a antikomutuj́ı,
vw = −wv, právě když v ⊥ w. Lze proto spoč́ıtat pro v ‖ w

eϕvwe−ϕv = eϕve−ϕvw = w,

což znamená, že vektor w se touto konjugaćı zachovává. Naopak pro v ⊥ w plat́ı

we−ϕv = w(cosϕ− v sinϕ) = (cosϕ+ v sinϕ)w = eϕvw

a proto
eϕvwe−ϕv = eϕveϕvw = e2ϕvw = (cos 2ϕ)w + (sin 2ϕ)v × w.

Vektor v × w je kolmý jak na v, tak na w a má stejnou velikost jako w. Lež́ı tedy eϕvwe−ϕv

na kružnici procházej́ıćı w a v × w a nacháźı se od w vzdálen o úhel 2ϕ. Ve výsledku tak
konjugace eϕv geometricky odpov́ıdá rotaci o úhel 2ϕ okolo osy dané vektorem v. Z těchto
úvah plyne poměrně praktický popis toho, jak spoč́ıtat složeńı dvou rotaćı.

Př́ıklad. Necht’ např́ıklad R je rotace okolo osy x o úhel 60◦ a S je rotace okolo osy z o úhel
90◦. Potom R odpov́ıdá konjugaci kvaternionem eπ/6·i a S konjugaci eπ/4·k. Jejich složeńı SR
je potom dané kvaternionem

eπ/4·keπ/6·i = (
√

2/2 +
√

2/2 · k)(
√

3/2 + 1/2 · i)
=
√

6/4 +
√

2/4 · i+
√

2/4 · j +
√

6/4 · k.

Ve výsledku se tak jedná o rotaci okolo osy dané vektorem (1, 1,
√

3) o úhel 2 arccos(
√

6/4).
Poznamenejme, že tento př́ıklad lze poč́ıtat také pomoćı matic. Složeńı dvou zadaných

rotaćı má matici 0 −1 0
1 0 0
0 0 1

 ·
1 0 0

0 1
2 −

√
3

2

0
√

3
2

1
2

 =

0 −1
2

√
3

2
1 0 0

0
√

3
2

1
2

 .

Vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu 1 je (1, 1,
√

3), jak se snadno spoč́ıtá, a stopa této
matice je

1
2 = 1 + (cosϕ+ i sinϕ) + (cosϕ− i sinϕ) = 1 + 2 cosϕ,

z čehož vycháźı ϕ = arccos(−1
4). Těžš́ı je zjistit, jestli se jedná o rotaci v kladném či záporném

směru.

Podobně se daj́ı reprezentovat reflexe. Zobrazeńı w 7→ vwv je na vektorech v ‖ w rovno

vwv = vvw = −w

a na vektorech v ⊥ w rovno
vwv = −vvw = w.
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Jedná se tedy o reflexi vzhledem k rovině kolmé na vektor v (opět předpokládáme, že |v| = 1).
Zabývejme se nyńı t́ım, co se stane při složeńı dvou reflex́ı, prvně podle roviny kolmé na v a
poté podle roviny kolmé na v′. Dostaneme

w 7→ v′vwvv′ = (−v′v)w(−vv′) = (〈v′, v〉 − v′ × v)w(〈v, v′〉 − v × v′),

tj. rotaci okolo vektoru v × v′ = −v′ × v o úhel 2 arccos〈v, v′〉.
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10. Smith̊uv normálńı tvar celoč́ıselných matic

10.1. Celoč́ıselné matice

Celoč́ıselná matice tvaru n × m je kolekce celých č́ısel A = (aij) indexovaná dvojicemi
i = 1, . . . , n a j = 1, . . . ,m. Ṕı̌seme A ∈ Matn×m Z. Celoč́ıselné matice odpov́ıdaj́ı homo-
morfismům grup:

Lemma 10.1. Homomorfismy grup Zm → Zn odpov́ıdaj́ı přesně celoč́ıselným matićım typu
m× n. Homomorfismus př́ıslušný matici A ∈ Matn×m Z je x 7→ Ax.

D̊ukaz. Každý homomorfismus grup ϕ : Zm → Zn je jednoznačně určen obrazy ϕ(e1), . . . , ϕ(em),
které ale můžou být libovolné:

ϕ(x1, . . . , xm) = ϕ(e1x
1 + · · ·+ emx

m) = ϕ(e1)x1 + · · ·+ ϕ(em)xm

= (ϕ(e1) · · ·ϕ(em))

x1

...
xm

 .

Naš́ım ćılem bude nyńı každý takový homomorfismus reprezentovat
”
ve vhodných báźıch“

co nejjednodušš́ı matićı. Bude nás tedy zaj́ımat nalezeńı invertibilńıch matic P a Q takových,
že PAQ−1 je co nejjednodušš́ı. Stejně jako v př́ıpadě vektorových prostor̊u jsou invertibilńı
matice součinem

”
elementárńıch matic“, tj. matic odpov́ıdaj́ıćım řádkovým/sloupcovým ope-

raćım, jen muśıme dávat pozor na násobeńı řádk̊u a sloupc̊u. Jediné operace tohoto typu,
které jsou invertibilńı, jsou totiž násobeńı ±1.

V daľśım proto budeme za řádkové operace považovat pouze: přičteńı násobku jednoho
řádku k druhému, prohozeńı dvou řádk̊u a vynásobeńı řádku č́ıslem −1. To samé samozřejmě
plat́ı pro sloupcové operace.

Obecně máme následuj́ıćı charakterizaci:

Lemma 10.2. Celoč́ıselná matice A je invertibilńı, právě když je čtvercová a jej́ı determinant
je roven ±1.

D̊ukaz. Prvně si uvědomme, že libovolná celoč́ıselná inverze je zároveň inverźı nad Q a proto
muśı být matice A čtvercová (s nenulovým determinantem). Zároveň

1 = detE = det(AA−1) = detA · detA−1

a, jelikož A−1 je celoč́ıselná, muśı být také celoč́ıselný jej́ı determinant, detA−1 ∈ Z. Proto
detA = ±1.

Necht’ naopak A je čtvercová, jej́ıž determinant je ±1. Potom inverzńı matici můžeme
spoč́ıtat pomoćı matice algebraických doplňk̊u:

A−1 = 1
detA ·Aadj

a je celoč́ıselná.

Poznámka. Podobný d̊ukaz funguje nad libovolným komutativńım okruhem R (to by mělo
být zřejmé alespoň pro obor integrity, kde Q je nahrazeno pod́ılovým tělesem): matice A ∈
Matn×mR je invertibilńı, právě když je čtvercová a detA ∈ R× je invertibilńı. Komutativita
okruhu R je d̊uležitá – bez ńı by jednak nebylo možné definovat determinant a nav́ıc existuj́ı
okruhy s invertibilńımi obdelńıkovými maticemi!
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Věta 10.3 (o Smithově normálńım tvaru). Pro libovolnou celoč́ıselnou matici A existuj́ı
invertibilńı celoč́ıselné matice P a Q takové, že

P−1AQ =



q1 0 · · · · · · · · · 0

0 q2
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . qr

. . .
...

...
. . . 0

. . .

0 · · · · · · · · · . . .
. . .


,

kde q1 | q2 | · · · | qr se postupně děĺı. Čı́sla qi se nazývaj́ı invariantńı faktory, pravá strana se
nazývá Smith̊uv normálńı tvar celoč́ıselné matice A. Každý jiný takový se lǐśı pouze znaménky
qi. Konkrétněji plat́ı qi = di/di−1, kde

di = gcd{detS | S je submatice A tvaru i× i}

Poznámka. Je tedy vhodné vyžadovat qi > 0 a tyto jsou potom určené zcela jednoznačně. V
daľśım budeme vždy tuto volbu preferovat.

D̊ukaz. Hlavńım krokem je pomoćı řádkových a sloupcových operaćı vyrobit v levém horńım
rohu největš́ı společný dělitel všech prvk̊u matice, dále pomoćı něj vyeliminovat všechny prvky
pod ńım a vpravo od něj a následně použ́ıt indukci.

Základńım krokem je vytvořeńı největš́ıho společného dělitele prvk̊u lež́ıćıch v témž řádku
nebo sloupci. K tomu budeme využ́ıvat Eukleid̊uv algoritmus, který spoč́ıtá největš́ıho spo-
lečného dělitele následuj́ıćım zp̊usobem: jsou-li a, b nenulová celá č́ısla taková, že |a| > |b|,
vyděĺıme č́ıslo a č́ıslem b se zbytkem, a = qb+ r. Potom

gcd(a, b) = gcd(b, r).

Nahrazeńım dvojice (a, b) dvojićı (b, r) se tedy největš́ı společný dělitel nezměńı. Nav́ıc po
konečném (ve skutečnosti velmi malém) počtu krok̊u vyjde r = 0; potom př́ıslušné b v tomto
kroku je hledaný největš́ı společný dělitel. Pokud se vyskytuj́ı a, b v jednom sloupci, můžeme
výše popsaný algoritmus realizovat pomoćı řádkových operaćı a nahradit tak tyto dva prvky
dvojićı (d, 0), kde d je největš́ı společný dělitel a, b. To samé lze aplikovat na výskyt a, b v
témže řádku pomoćı sloupcových operaćı.

1. Vrat’me se nyńı k naš́ı matici A. Prvně přesuňme na pozici (1, 1) pomoci operaćı libovolný
nenulový prvek matice A (rozmyslete si zvlášt’ př́ıpad A = 0). V daľśıch kroćıch se bude vždy
prvek na této pozici zmenšovat, d́ıky čemuž bude náš algoritmus konečný.

2. Pomoćı Eukleidova algoritmu a jeho implementace pomoćı řádkových a sloupcových ope-
raćı můžeme dosáhnout toho, že prvek v levém horńım rohu je jediný nenulový prvek v prvńım
řádku a prvńım sloupci, tj. dostaneme matici tvaru

Ã =


ã1

1 0 · · · 0
0 ∗ · · · ∗
...

...
...

0 ∗ · · · ∗

 .
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3. Pokud by nyńı prvek ã1
1 nedělil nějaký prvek ãij matice Ã, můžeme jej pomoćı přičteńı

řádku dostat do prvńıho řádku a pomoćı kroku 2. opět na pozici (1, 1) vyrobit menš́ı prvek.
Po konečném počtu kroku tak vznikne matice blokového tvaru(

q1 0
0 A′

)
,

v ńıž bude prvek q1 v levém horńım rohu dělit všechny prvky matice A′.

4. Na submatici A′ můžeme použ́ıt indukčńı předpoklad a převést ji na Smith̊uv normálńı
tvar s invariantńımi faktory q2, . . . , qr. Protože q1 dělil všechny prvky A′, děĺı i q2 (podle
indukčńıho předpokladu je to největš́ı společný dělitel všech prvk̊u A′) a t́ım pádem q1 | q2 |
· · · | qr tak, jak požadujeme.

Zbývá dokázat jednoznačnost; ta bude plynout z invariantnosti di v̊uči řádkovým/sloup-
covým operaćım a z jednoduchého výpočtu největš́ıch společných dělitel̊u di pro matici ve
Smithově normálńım tvaru, kterým začneme.

Zřejmě, pokud submatice obsahuje k-tý řádek, nikoliv však k-tý sloupec matice ve Smi-
thově normálńım tvaru, pak jej́ı determinant je nulový (jelikož obsahuje nulový řádek). Proto
stač́ı uvažovat submatice složené z nějakých řádk̊u a týchž sloupc̊u. Ty jsou diagonálńı a je-
jich determinant je roven součinu prvk̊u na diagonále – libovolných i prvk̊u diagonály. Tedy
největš́ı společný dělitel je

di = gcd{qk1 · · · qki | 1 ≤ k1 < · · · < ki ≤ r} = q1 · · · qi

a vskutku plat́ı qi = di/di−1 pro matici ve Smithově normálńım tvaru.

Zbývá dokázat invarianci největš́ıho společného dělitele di vzhledem ke sloupcovým ope-
raćım. Uvažujme tedy

”
starou“ a

”
novou“ matici, kde nová vznikne ze staré pomoćı sloup-

cových operaćı (zat́ım ne nutně invertibilńıch). Zřejmě každý sloupec každé nové subma-
tice je celoč́ıselnou kombinaćı starých sloupc̊u a jej́ı determinant je tedy celoč́ıselnou kom-
binaćı starých subdeterminant̊u; zejména je každý nový subdeterminant dělitelný největš́ım
společným dělitelem di starých subdeterminant̊u a zejména je nové di dělitelné starým di.
Pokud byly operace invertibilńı, lze také starou matici vyrobit z nové a proto je i staré di
dělitelné novým di a tud́ıž se rovnaj́ı.

Poznámka. Neńı špatné si povšimnout, že z existenčńı části plyne, že každá invertibilńı matice
je součinem elementárńıch matic, nebot’ jediná invertibilńı matice ve Smithově normálńım
tvaru je jednotková matice, tedy P−1AQ = E a A = PQ−1, a v převodu na Smith̊uv normálńı
tvar jsme použ́ıvali pouze elementárńı matice.

Smith̊uv normálńı tvar je vhodný k algoritmickým výpočt̊um s komutativńımi grupami.
Plat́ı totiž následuj́ıćı vztahy

imA = [q1 · Pe1, . . . , qr · Per]
kerA = [Qer+1, . . . , Qem],

tedy obraz i jádro homomorfismu A lze jednoduchým zp̊usobem źıskat ze sloupc̊u matic P a
Q a z invariantńıch faktor̊u qi.
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10.2. Prezentace konečně generovaných komutativńıch grup

Necht’ M je komutativńı grupa. V následuj́ıćım budeme komutativńı grupy uvažovat vždy
aditivně, tj. grupovou operaci budeme značit +, jednotku 0 a inverzi prvku a znač́ıme −a.

Necht’ k ∈ Z a a ∈M . Definujme a · k jako 0, pokud k = 0, jako

a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
k×

pokud k > 0 a jako (−k) · (−a), pokud k < 0. Toto označeńı by čtenáři mělo být známe
z multiplikativńıho zápisu ak, kde znač́ı přesně to stejné. Výhodou tohoto zápisu je, že v
každé (komutativńı) grupě umı́me automaticky násobit celými č́ısly, můžeme se tedy bavit o
celoč́ıselných kombinaćıch a použ́ıvat okamžitě některé daľśı pojmy z vektorových prostor̊u.

Necht’ a1, . . . , an ∈ M jsou libovolné prvky komutativńı grupy M . Uvažujme následuj́ıćı
homomorfismus grup

ϕ : Zn →M, (x1, . . . , xn) 7→ a1x
1 + · · · anxn.

Lemma 10.4. Zobrazeńı ϕ je skutečně homomorfismus grup. Nav́ıc plat́ı

1. ϕ je surjektivńı, právě když prvky a1, . . . , an generuj́ı M .

2. ϕ je injektivńı, právě když jsou prvky a1, . . . , an ”
lineárně nezávislé nad Z“.

Omezme se nyńı na situaci, kdy prvky a1, . . . , an generuj́ıM . Potom je ϕ podle předchoźıho
surjektivńı a z algebry známe následuj́ıćı fakt,

M ∼= Zn/ kerϕ,

nazývaný prvńı věta o izomorfismu. K pochopeńı konečně generovaných komutativńıch grup
bude tedy dobré zkoumat grupu Zn a jej́ı podgrupy.

Věta 10.5. Každá podgrupa Zn je opět konečně generovaná a ve skutečnosti izomorfńı Zm
pro nějaké m ≤ n.

D̊ukaz. Budeme postupovat induktivně. Pro n = 1 máme M ⊆ Z a v́ıme, že vždy M = t · Z.
Máme tedy dvě možnosti. Pokud t = 0, je M ∼= Z0, v opačném př́ıpadě M ∼= Z1.

Necht’ nyńı M ⊆ Zn+1 a uvažme projekci

p : Zn+1 → Z, (x0, x1, . . . , xn) 7→ x0

Opět p(M) ⊆ Z je podgrupa a tedy p(M) = t · Z. Necht’ y0 ∈ M je nějaké takové, že
t = p(y0). Dále uvažme podgrupu ker p ⊆ Zn+1, která je zřejmě izomorfńı Zn a můžeme tedy
na ńı aplikovat indukčńı předpoklad. Necht’ tedy

M ∩ ker p = [y1, . . . , ym]

Tvrd́ıme nyńı, že M = [y0, y1, . . . , ym]. Uvažme proto libovolné x ∈ M . Podle konstrukce
máme p(x) = tk0 pro nějaké k0 ∈ Z a

x = y0k0 + (x− y0k0),
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kde x− y0k0 ∈M ∩ ker p a tedy

x = y0k0 + y1k1 + · · ·+ ymkm

pro nějaká k1, . . . , km ∈ Z. Podrobněǰśım prozkoumáńım d̊ukazu lze též dokázat induktivně,
že prvky y0, y1, . . . , ym jsou lineárně nezávislé nad Z, pokud jsou lineárně nezávislé y1, . . . , ym
a t 6= 0 (př́ıpad t = 0 je triviálńı a vyřeš́ı se zvlášt’).

Poznámka. Podobné tvrzeńı pro nekomutativńı grupy neplat́ı. Existuje grupa, která je gene-
rována dvěma prvky (jedná se o volnou grupu na dvou generátorech), která obsahuje pod-
grupu, která je generovaná třemi, čtyřmi, . . . prvky a dokonce i podgrupu, která neńı konečně
generovaná.

Přejděme nyńı k hlavńımu konceptu této části – prezentaćım. Necht’ M je komutativńı
grupa generovaná prvky a1, . . . , an a uvažme surjektivńı homomorfismus

ϕ : Zn // // M, ϕ(x1, . . . , xn) = a1x
1 + · · ·+ anx

n

jako předt́ım. Podle předchoźı věty je kerϕ opět konečně generovaná komutativńı grupa a
můžeme tedy naj́ıt daľśı surjektivńı homomorfismus

ψ : Zm // // kerϕ.

Zavedeme-li pro složeńı Zm → kerϕ ↪→ Zn označeńı R, budeme vzniklou situaci zapisovat

Zm R−−→ Zn ϕ
// // M.

V každé takové posloupnosti budeme vyžadovat, aby ϕ byl surjektivńı homomorfismus grup
a kerϕ = imR. Potom dostáváme izomorfismus

M ∼= Zn/ kerϕ = Zn/ imR.

Všimněme si, že pravá strana Zn/ imR záviśı pouze na homomorfismu (matici) R. Ř́ıkáme
proto, že R prezentuje komutativńı grupu M .

Poznámka. Prezentace grupy M lze definovat konkrétněji pomoćı generátor̊u M a relaćı mezi
nimi. Generátory e1, . . . , en grupy Zn odpov́ıdaj́ı (zvoleným) generátor̊um a1, . . . , an grupy M
a generátory grupy Zm budou odpov́ıdat relaćım mezi a1, . . . , an. Obrazy generátor̊u ej ∈ Zm
jsou nějaké celoč́ıselné kombinace

R(ej) = e1r
1
j + · · ·+ enr

n
j .

Z podmı́nky kerϕ = imR plyne, že analogické kombinace

a1r
1
j + · · ·+ anr

n
j = 0

jsou nulové. To jsou přesně ony zmiňované relace mezi generátory M a M je v jistém smyslu

”
nejobecněǰśı“ komutativńı grupa s generátory a1, . . . , an splňuj́ıćımi tento systém relaćı.

Přesněji, je-li N jiná komutativńı grupa s prvky b1, . . . , bn splňuj́ıćımi tytéž relace

b1r
1
j + · · ·+ bnr

n
j = 0,

existuje jediný homomorfismus grup M → N pośılaj́ıci ai na bi. Tento fakt nebudeme dokazo-
vat, poznamenejme ale, že plyne (celkem snadno) z univerzálńı vlastnosti kvocientu Zn/ imR.
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Konečně generované komutativńı grupy jsou ve výsledku prezentovány celoč́ıselnými ma-
ticemi. Nyńı ukážeme, že ze znalosti Smithova normálńıho tvaru lze prezentovanou grupu
zcela zrekonstruovat, samozřejmě až na izomorfismus. Obecněji se zabývejme př́ıpadem ekvi-
valentńıch matic a jimi prezentovaných komutativńıch grup

Zm R //

Q∼=
��

Zn //

P∼=
��

M

��

Zm
S
// Zn // N

Tvrd́ıme, že naznačený homomorfismus M → N existuje a je to nav́ıc izomorfismus. Prezen-
tované grupy můžeme ztotožnit s kvocienty podle obraz̊u a hledáme tedy homomorfismus

Zn/ imR→ Zn/ imS.

Ten lze jednoduše definovat předpisem

x+ imR 7→ Px+ imS.

Jelikož se každý jiný reprezentant tř́ıdy x+ imR lǐśı od x o prvek tvaru Ry, př́ıslušná pravá
strana se změńı o tř́ıdu prvku PRy = SQy ∈ imS a z̊ustane proto stejná – zobrazeńı je
dobře definované. Inverzńı zobrazeńı je určené týmž předpisem s P nahrazeným P−1. Tento
výsledek lze vyjádřit heslem: izomorfńı prezentace určuj́ı izomorfńı grupy.

Zabývejme se nyńı t́ım, jakou grupu prezentuje matice ve Smithově normálńım tvaru.

Lemma 10.6. Je-li S ve Smithově normálńım tvaru s nenulovými prvky q1| · · · |qr na dia-
gonále, pak

Zn/ imS
∼=−−→ Z/q1 × · · ·Z/qr × Zn−r

D̊ukaz. Potřebné zobrazeńı se definuje snadno

(x1, . . . , xn) + imS 7→ ([x1], . . . , [xr], xr+1, . . . , xn)

a je jednoduché ověřit, že se jedná o dobře definovaný homomorfismus grup. Stejně snadno
se definuje i inverzńı zobrazeńı.

V kombinaci s předchoźımi úvahami dostáváme prvńı část následuj́ıćı věty.

Věta 10.7. Každá konečně generovaná komutativńı grupa je izomorfńı součinu cyklických
grup

(1) Z/q1 × · · · × Z/qr × Zk,

kde 1 6= q1| · · · |qr. Dvě takové grupy jsou izomorfńı, právě když se rovnaj́ı odpov́ıdaj́ıćı řády
q1, . . . , qr konečných cyklických faktor̊u a exponenty k beztorzńıch část́ı.

D̊ukaz. Existenčńı část plyne z toho, že každá konečně generovaná komutativńı grupa má
prezentaci a ta je ekvivalentńı prezentaci ve Smithově normálńım tvaru. Činitele tvaru Z/1 = 0
můžeme vynechat.

Jednoznačnost se dokáže následovně. Jsou-li dvě grupy tvaru (1) izomorfńı, muśı býtnd
izomorfńı i jejich torzńı části Z/q1 × · · · × Z/qr. Přitom qr je řád největš́ı konečné cyklické
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podgrupy a muśı být tedy stejný pro obě grupy. Součin zbylých konečných cyklických grup je
kvocient torzńı části podle jej́ı největš́ı cyklické podgrupy a muśı být tedy opět izomorfńı pro
obě grupy. Podle indukčńıho předpokladu se muśı rovnat všechna odpov́ıdaj́ıćı q1, . . . , qr−1.
Kvocient podle torzńı části je roven Zk a opět muśı být tato grupa izomorfńı odpov́ıdaj́ıćı
grupě Zk′ . Tento izomorfismus je zprostředkován invertibilńı matićı. Jelikož každá taková muśı
být nutně čtvercová, dostáváme k = k′.

Poznámka. V tom d̊ukazu jednoznačnosti je d́ıra (největš́ı cyklická podgrupa neńı jednoznačná
a neńı jasné, proč by měl existovat izomorfismus velkých grup převáděj́ıćı jednu na druhou),
asi to chce fakt dělat přes vněǰśı mocniny, viz ńıže.

Alternativńı věta dává rozklad každé konečně generované komutativńı groupy na součin
cyklických grup, jejichž řád je mocninou prvoč́ısla. To snadno plyne opět ze Smithova normálńıho
tvaru: jelikož je grupa Z/pk11 × · · · ×Z/pkrr prezentována diagonálńı matićı s č́ısly pk11 , . . . , p

kr
r

na diagonále a tato má invariantńı faktory 1, . . . , 1, pk11 · · · pkrr (jelikož dr−1 = 1), plat́ı

Z/pk11 × · · · × Z/pkrr ∼= Z/pk11 · · · p
kr
r

(tomuto tvrzeńı se také ř́ıká Č́ınská zbytková věta). V opačném směru pak lze každou cyklic-
kou grupu rozložit na součin cyklických grup, jejichž řád je mocninou prvoč́ısla. Tento rozklad
je také jednoznačný.

10.3. Poznámky∗∗

Je-li M konečná, lze dát invariantńımu faktoru qn následuj́ıćı význam. Jedná se o nejmenš́ı
č́ıslo t, pro které M · t = 0, tedy nejmenš́ı č́ıslo dělitelné řádem každého prvku. Poněkud
abstraktněji definujme Ann(M) = {t ∈ Z | M · t = 0}, anihilátor komutativńı grupy M .
Jedná se vždy o podgrupu a plat́ı Ann(M) = qn · Z.

Podobnou iterpretaci lze dát s trochou práce i zbývaj́ıćım invariantńım faktor̊um, konkrétně

Ann(Λn+1−iM) = qi · Z,

k tomu je však potřeba definovat vněǰśı mocniny komutativńıch grup, což značně přesahuje
obsah kurzu.

Vzhledem k jednoznačnosti z předchoźı věty můžeme zformulovat jednoznačnost prezen-
tace konečně generované komutativńı grupy. Pro každé dvě prezentace muśı jejich Smithovy
normálńı tvary být shodné až na jedničky na diagonále (ty zhruba řečeno odpov́ıdaj́ı přidáńı
nového generátoru x společně s relaćı x = 0) a nadbytečné nulové sloupce (ty zase odpov́ıdaj́ı
relaćım, které lze odvodit z ostatńıch relaćı).

Maj́ı-li matice R, S stejné rozměry, pak prezentuj́ı stejnou grupu, právě když jsou ekvi-
valentńı (ve smyslu, že je lze na sebe převést řádkovými a sloupcovými úpravami).
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11.1. Polynomiálńı matice∗

Polynomiálńı matice tvaru n × m je kolekce polynomů A = (aij) indexovaná dvojicemi i =

1, . . . , n, j = 1, . . . ,m. Tedy aij je polynom, přesněji polynom s koeficienty v tělese K a v
proměnné λ. Ṕı̌seme A ∈ Matn×mK[λ].

Lemma 11.1. Polynomiálńı matice A je invertibilńı, právě když je čtvercová a jej́ı determi-
nant je nenulový konstantńı.

D̊ukaz. Důkaz se provede stejně jako pro celoč́ıselné matice.

Věta 11.2 (o Smithově normálńım tvaru). Pro libovolnou polynomiálńı matici A existuj́ı
invertibilńı polynomiálńı matice P a Q takové, že

P−1AQ =



q1 0 · · · · · · · · · · · · 0

0 q2
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . qr

. . .
...

...
. . . 0

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 · · · · · · · · · · · · 0 0


,

kde q1|q2| · · · |qr se postupně děĺı. Polynomy qi se nazývaj́ı invariantńı faktory, pravá strana
se nazývá Smith̊uv normálńı tvar polynomiálni matice A. Každý jiný takový se lǐśı pouze
vynásobeńım qi nenulovou konstantou. Konkrétněji plat́ı qi = di/di−1, kde

di = gcd{detS | S je submatice A tvaru i× i}

D̊ukaz. Důkaz se provede stejně jako pro celoč́ıselné matice; jeho základem byl Eukleid̊uv
algoritmus, který funguje i pro K[λ].

Opět můžeme vyžadovat polynomy qi normované, dostaneme pak Smith̊uv normálńı tvar
zcela jednoznačně.

Poznámka. Je zaj́ımavé se zamyslet nad t́ım, které (komutativńı) okruhy umožňuj́ı Smith̊uv
normálńı tvar. Potřebujeme nějakou formu Eukleidova algoritmu a pro tzv. Eukleidovské
obory (obory integrity s Eukleidovým algoritmem) neńı naprosto žádný problém. Ve sku-
tečnosti lze tuto větu zobecnit na obory hlavńıch ideál̊u (obory integrity, kde každý ideál je
hlavńı), nevystač́ıme si však již s elementárńımi operacemi: k vyrobeńı největš́ıho společného
dělitele nestač́ı odč́ıtat násobky, ale jsou potřeba obecněǰśı (invertibilńı) lineárńı kombinace.
Ve výsledku se dá ukázat, že nad obory hlavńıch ideál̊u již neńı každá invertibilńı matice
součinem elementárńıch. Rozd́ıl mezi invertibilńımi maticemi a součiny elementárńıch matic
je jedńım z d̊uležitých aspekt̊u studovaných algebraickou K-teoríı okruhu R. Ta je velmi
d̊uležitá v rozličných odvětv́ıch matematiky – od geometrie, přes algebru až k teorii č́ısel.
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Stejně jako celoč́ıselné matice měly vztah ke konečně generovaným komutativńım grupám a
jejich prezentaćım, maj́ı také polynomiálńı matice vztah k nějakým matematickým objekt̊um
a jejich prezentaćım. Pokusme se jejich definici motivovat následuj́ıćım porovnáńım

č́ıselné matice A ∈ Matn×mK lineárńı zobrazeńı Km → Kn

celoč́ıselné matice A ∈ Matn×m Z homomorfismy grup Zm → Zn
polynomiálńı matice A ∈ Matn×mK[λ] homomorfismy ??? K[λ]m → K[λ]n

Definice 11.3. Necht’ M je komutativńı grupa. Řekneme, že M je K[λ]-modul , jestliže je
zadáno zobrazeńı

K[λ]×M →M, (p, x) 7→ p · x,

nazývané
”
násobeńı skaláry“, splňuj́ıćı obvyklé axiomy vektorového prostoru

p · (q · x) = (p · q) · x
1 · x = x

p · (x+ y) = p · x+ p · y
(p+ q) · x = p · x+ q · x

Př́ıklad. Důležitým K[λ]-modulem je K[λ]n, tj. množina všech n-tic polynomů společně se
sč́ıtáńım po složkách a násobeńım po složkách

p · (q1, . . . , qn) = (pq1, . . . , pqn)

Každý K[λ]-modul M je automaticky vektorovým prostorem nad K: když umı́me prvky
M násobit polynomy, umı́me je zejména násobit konstantńımi polynomy, které lze jednoduše
ztotožnit s prvky tělesa K, lze psát

K ↪→ K[λ].

Zároveň násobeńı lineárńım polynomem λ je zobrazeńı

mλ : M →M, x 7→ λ · x,

o kterém ověř́ıme, že se jedná o lineárńı zobrazeńı:

mλ(ax+ by) = λ · ax+ λ · by = (aλ) · x+ (bλ) · y = a(mλx) + b(mλy)

Věta 11.4. Předchoźı konstrukce zadává bijektivńı korespondenci

{K[λ]-moduly M} //

{
dvojice (V, T ), kde V je vektorový
prostor a T : V → V je operátor

}
oo

M � // (M,mλ)

V (V, T )�oo

V daľśım budeme pro operátor T na vektorovém prostoru V použ́ıvat pro odpov́ıdaj́ıćı
K[λ]-modul označeńı (V, T ).
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D̊ukaz. Zbývá ukázat, jak se pro operátor T : V → V na vektorovém prostoru V definuje
násobeńı skaláry z K[λ]. Má-li se jednat o inverzi ke konstrukci (M,mλ), jsme nuceni položit

px = (p0 + p1λ+ · · ·+ pkλ
k)x = p0x+ p1Tx+ · · ·+ pkT

kx,

kde T ix znač́ı i-násobnou iteraci operátoru T , tj.

T ix = (T ◦ · · · ◦ T )x = T (· · ·T (Tx) · · · );

je totiž λix = λ(· · ·λ(λx) · · · ) = T (· · ·T (Tx) · · · ).

Z předchoźıho d̊ukazu si zapamatujme vztah pro násobeńı polynomem p na K[λ]-modulu
(V, T ). Budeme ho zapisovat ve tvaru

p · x = p(T )x,

kde p(T ) znač́ı, tak jako v d̊ukazu, výsledek formálńıho dosazeńı operátoru T do polynomu
p, tj. p(T ) = p0 Id +p1T + · · ·+ pkT

k.

Poznámka. Výhodou uvažováńı K[λ]-modul̊u namı́sto operátor̊u je to, že základńım stavebńım
kamenem (konečně generovaných) K[λ]-modul̊u je K[λ]n (jak za chv́ıli uvid́ıme), který je jako
vektorový prostor s operátorem nekonečně rozměrný a tedy z pohledu lineárńı algebry dost
netypický. Konkrétně K[λ] jako vektorový prostor je

K⊕N0 = {(a0, a1, . . .) | ∃k ∈ N0 : ∀l ≥ k : al = 0},

množina posloupnost́ı č́ısel (odpov́ıdaj́ıćıch posloupnostem koeficient̊u polynomů), která jsou
od jistého indexu poč́ınaje všechna nulová. Operátor je pak dán

(a0, a1, . . .) 7→ (0, a0, a1, . . .)

Daľśım přirozeným pojmem je homomorfismus K[λ]-modul̊u, který je př́ımou analogíı li-
neárńıho zobrazeńı.

Definice 11.5. Necht’ M , N jsou dva K[λ]-moduly. Zobrazeńı ϕ : M → N se nazývá homo-
morfismem K[λ]-modul̊u, jestliže plat́ı

ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y), ϕ(px) = pϕ(x).

pro libovolná x, y ∈M a p ∈ K[λ].

Opět převedeme tento pojem do řeči operátor̊u. Je zřejmé zúžeńım definičńı podmı́nky na
konstantńı polynomy, že každý homomorfismus K[λ]-modul̊u je lineárńı zobrazeńı.

Tvrzeńı 11.6. Necht’ jsou dány operátory T na V a S na U . Lineárńı zobrazeńı ϕ : V → U
je homomorfismus K[λ]-modul̊u, právě když komutuje následuj́ıćı diagram.

V
ϕ
//

T
��

U

S
��

V ϕ
// U
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D̊ukaz. Jelikož je ϕ lineárńı, zachovává násobeńı všemi konstantńımi polynomy. Zbývá tedy
zkontrolovat zachováváńı násobeńı polynomem λ, ale to jsou přesně operátory v diagramu.

V př́ıpadě, že je ϕ invertibilńı, lze předchoźı diagram přepsat jako S = ϕTϕ−1, tj.
operátory S, T jsou podobné.

Vrat’me se k naš́ı p̊uvodńı motivaci s polynomiálńımi maticemi.

Lemma 11.7. Necht’ a1, . . . , an ∈ M jsou libovolné prvky K[λ]-modulu M . Pak existuje
jediný homomorfismus K[λ]-modul̊u ϕ : K[λ]n → M splňuj́ıćı ϕ(ei) = ai, kde ei je opět n-
tice polynom̊u (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) s konstantńım polynomem 1 na i-tém mı́stě.

Speciálně homomorfismy K[λ]-modul̊u K[λ]m → K[λ]n jsou v bijekci s polynomiálńımi ma-
ticemi A ∈ Matn×mK[λ], jej́ımž i-tým sloupcem je právě obraz ei. Př́ıslušný homomorfismus
je dán x 7→ Ax.

D̊ukaz. Vše je jasné z rovnosti

ϕ(p1, . . . , pn) = ϕ(e1p
1 + · · · enpn) = ϕ(e1)p1 + · · ·+ ϕ(en)pn

= a1p
1 + · · ·+ anp

n.

Naopak výsledný vzorec je homomorfismus K[λ]-modul̊u pro libovolné a1, . . . , an ∈M .

V daľśım se nám ještě budou hodit kvocienty K[λ]-modul̊u. Necht’ M je K[λ]-modul.
Podmodul N ⊆M je podmnožina uzavřená na nulu, sč́ıtáńı a násobeńı skaláry. Zejména je N
podgrupa vzhledem ke sč́ıtáńı. Na kvocientu grup M/N definujeme strukturu K[λ]-modulu
následovně:

(x+N) · p def
= xp+N

Je jednoduché ověřit, že se jedná o dobře definované zobrazeńı, které splňuje všechny axiomy
K[λ]-modulu.

11.2. Kanonická prezentace operátoru na Kn∗

Necht’ T : Kn → Kn je operátor na Kn a uvažujme př́ıslušný K[λ]-modul (Kn, T ). Narozd́ıl od
situace pro konečně generované komutativńı grupy existuje kanonická prezentace (tj. taková,
která nezáviśı na žádných volbách). Uvažujme homomorfismus K[λ]-modul̊u

ϕ : K[λ]n → Kn

jednoznačně určený t́ım, že pośılá ei 7→ ei, kde na levé straně je ei interpretováno jako n-tice
polynomů, zat́ımco na pravé straně jako n-tice č́ısel6. V obou př́ıpadech se jedná o n-tici
složenou z 1 na i-tém mı́stě a z 0 na zbylých mı́stech. Zřejmě je ϕ surjektivńı zobrazeńı,
poṕı̌seme nyńı jeho jádro a dostaneme t́ım prezentaci pro (Kn, T ).

Tvrzeńı 11.8. Necht’ T je operátor na Kn. Potom

K[λ]n
T−λE−−−−−→ K[λ]n

ϕ−−→ (Kn, T )

je prezentace př́ıslušného K[λ]-modulu.

6Alternativńı pohled na prvky K[λ]n je jako polynomy s koeficienty v Kn. Zobrazeńı je pak dáno předpisem
v0 + λv1 + · · ·+ λkvk 7→ v0 + Tv1 + · · ·+ T kvk.

97
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D̊ukaz. Zbývá ukázat, že
im(T − λE) = kerϕ.

Zaprvé plat́ı ϕ ◦ (T − λE) = 0, nebot’ pro generátory ei ∈ K[λ]n plat́ı

ϕ ◦ (T − λE)(ei) = ϕ(Tei − λei) = Tei − Tei = 0.

Proto im(T − λE) ⊆ kerϕ. K opačné implikaci pǐsme pro v ∈ K[λ]n

v = v0 + λv1 + · · ·+ λkvk,

kde v0, v1, . . . , vk jsou n-tice konstantńıch polynomů. Zjevně plat́ı

v ≡ v0 + Tv1 + · · ·+ T kvk (mod im(T − λE)),

což je n-tice konstantńıch polynomů, která při ztotožněńı s Kn přesně odpov́ıdá ϕ(v). Pokud
tedy předpokládáme v ∈ kerϕ, dostáváme v ≡ 0 modulo im(T −λE) a tedy v ∈ im(T −λE).
Plat́ı proto i opačná inkluze kerϕ ⊆ im(T − λE).

Poznámka. Posledńı tvrzeńı dává velice uspokojivé zd̊uvodněńı, proč v matici T − λE je
obsaženo vše podstatné týkaj́ıćı se operátoru T . To se tradičně vysvětluje přes kořenové pod-
prostory. Předchoźı tvrzeńı však plat́ı nezávisle na tom, zda těleso K je algebraicky uzavřené
a hod́ı se ke zkoumáńı operátoru i nad obecnými tělesy.

Nyńı dáme dohromady kanonickou prezentaci se Smithovým normálńım tvarem tak, jak
jsme učinili pro konečně generované komutativńı grupy. Necht’ Smith̊uv normálńı tvar T −λE
je polynomiálńı matice S(λ). Jej́ı vztah ke kanonické prezentaci je vyjádřen v následuj́ıćım
diagramu

K[λ]n
T−λE

//

Q(λ) ∼=
��

K[λ]n //

P (λ)∼=
��

(Kn, T )

∼=
��

K[λ]n
S(λ)
// K[λ]n // K[λ]n/ imS(λ)

Opět se jednoduše přesvědč́ıme, že

K[λ]n/ imS(λ) ∼= K[λ]/(q1)× · · · ×K[λ]/(qn),

kde q1| · · · |qn jsou polynomy vyskytuj́ıćı se na diagonále Smithova normálńıho tvaru S(λ).

Věta 11.9. Dva operátory T , T ′ jsou podobné, právě když polynomiálńı matice T − λE,
T ′ − λE maj́ı týž Smith̊uv normálńı tvar. Zejména lze problém podobnosti řešit algoritmicky.

Poznámka. Nad algebraicky uzavřeným tělesem lze problém podobnosti
”
řešit“ s pomoćı

Jordanova kanonického tvaru. Algoritmicky je však tento př́ıstup nevhodný, protože obecně
nelze spoč́ıtat vlastńı č́ısla a t́ım pádem ani Jordan̊uv kanonický tvar. Na druhou stranu
Smith̊uv normálńı tvar je zcela algoritmický.

D̊ukaz. Jsou-li operátory T a T ′ podobné, T ′ = PTP−1, budou podobné i

T ′ − λE = P (T − λE)P−1.

T́ım sṕı̌s budou ekvivalentńı a proto budou mı́t týž Smith̊uv normálńı tvar.
Necht’ naopak T −λE, T ′−λE maj́ı týž Smith̊uv normálńı tvar. Potom jsou ekvivalentńı

a podle předchoźıho diagramu jsou izomorfńı prezentované moduly (Kn, T ) ∼= (Kn, T ′). To ale
přesně znamená, že operátory jsou podobné podle Tvrzeńı 11.6.
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Poznámka. Výhodou oproti př́ıpadu komutativńıch grup je existence kanonické prezentace.
O něco obt́ıžněji lze také dokázat, že dva K[λ]-moduly prezentované libovolnými (v kontrastu
s kanonickými) polynomiálńımi maticemi týchž rozměr̊u jsou izomorfńı, právě když maj́ı tyto
matice týž Smith̊uv normálńı tvar; viz př́ıpad komutativńıch grup.

Mı́sto Jordanova kanonického tvaru je možné popsat jiný kanonický tvar, který nevyžaduje
nalezeńı kořen̊u charakteristického polynomu a lze jej spoč́ıtat algoritmicky. Jelikož je

(Kn, T ) ∼= K[λ]/(q1)× · · · ×K[λ]/(qn),

stač́ı popsat K[λ]-modul K[λ]/(q) jako vektorový prostor společně s operátorem. Nalezneme
vhodnou (kanonickou) bázi a v ńı matici př́ıslušného operátoru mλ. Necht’ q = a0 + a1λ +
· · ·+ ak−1λ

k−1 + λk. Potom takovou báźı je α = ([1], [λ], · · · , [λk−1]) a jednoduše

(mλ)αα =



0 · · · · · · 0 −a0

1
. . .

... −a1

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0

...
0 · · · 0 1 −ak−1


.

Tedy (Kn, T ) má ve vhodné bázi blokově diagonálńı tvar s bloky výše uvedeného tvaru na
diagonále. Tento tvar se nazývá racionálńı kanonický tvar operátoru – pro jeho kanoničnost
je však nutno vyžadovat, aby se polynomy př́ıslušné jednotlivým blok̊um postupně dělily tak
jako ve Smithově normálńım tvaru.

Invariantńı faktor qn má poměrně jednoduchou interpretaci v řeči K[λ]-modul̊u, z ńıž lze
jednoduše dokázat následuj́ıćı větu.

Tvrzeńı 11.10 (Cayleyho–Hamiltonova věta). Necht’ χ(λ) = det(T −λE) znač́ı charakteris-
tický polynom T . Potom plat́ı χ(T ) = 0.

D̊ukaz. Z věty o Smithově normálńım tvaru plat́ı χ = q1 · · · qn. Přitom pro libovolné

x ∈ K[λ]/(q1)× · · · ×K[λ]/(qn)

zjevně plat́ı qnx = 0. Protože je však tento K[λ]-modul izomorfńı (Kn, T ), plat́ı to samé i pro
K[λ]-modul (Kn, T ). Pro libovolné v ∈ Kn tak máme qn(T )v = 0. Protože ale toto plat́ı pro
libovolné v, muśı být qn(T ) = 0 jakožto operátory na Kn. T́ım sṕı̌s tedy χ(T ) = 0.

Definice 11.11. Z d̊ukazu předchoźı věty plyne, že ve skutečnosti plat́ı již qn(T ) = 0 a neńı
těžké se přesvědčit, že qn je nejmenš́ı polynom (vzhledem k dělitelnosti), pro který tento vztah
plat́ı. Nazývá se minimálńı polynom operátoru T .

Poznámka. Opět poněkud abstraktněji lze minimálńı polynom popsat následovně. Definujme
anihilátor K[λ]-modulu M jako

Ann(M) = {p ∈ K[λ] | p ·M = 0}.

Neńı těžké se přesvědčit, že se vždy jedná o ideál a v našem př́ıpadě je Ann(M) = (qn). Opět
s trochou práce lze dát význam i zbylým invariantńım faktor̊um,

Ann(Λn−i+1
K[λ] M) = (qi),
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kde např́ıklad Λ2
K[λ]M je kvocient Λ2M podle podprostoru generovaného rozd́ıly Tx∧y−x∧Ty.

Operátor na tomto kvocientu je zadán předpisem

T [x ∧ y]
def
= [Tx ∧ y] = [x ∧ Ty].

11.3. Jordan̊uv kanonický tvar∗

Jelikož Smith̊uv normálńı tvar T − λE zcela určuje operátor T až na podobnost, nemělo
by být překvapeńım, že z něj lze spoč́ıtat Jordan̊uv kanonický tvar T . Necht’ proto nyńı K
je algebraicky uzavřené těleso. Potom každý cyklický modul K[λ]/(q) lze psát s využit́ım
rozkladu q = (λ− λ1)r1 · · · (λ− λk)rk ve tvaru7

K[λ]/(q) ∼= K[λ]/((λ− λ1)r1)× · · · ×K[λ]/((λ− λk)rk)

(formálńı podobnost s rozkladem na prvočinitele neńı v̊ubec náhodná). Zbývá tedy popsat
K[λ]-modul tvaru

K[λ]/((λ− λ0)r).

Tvrzeńı 11.12. Cyklický K[λ]-modul K[λ]/((λ−λ0)r) je izomorfńı operátoru na Kr s matićı

λ0 1 0 · · · 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . 1

0 · · · · · · 0 λ0


D̊ukaz. Jakožto vektorový prostor má K[λ]/((λ− λ0)r) bázi

([(λ− λ0)r−1], . . . , [λ− λ0], [1])

Poč́ıtejme matici operátoru mλ (násobeńı polynomem λ) vzhledem k této bázi. Zjevně plat́ı

λ[(λ− λ0)i−1] =
(
(λ− λ0) + λ0

)
[(λ− λ0)i−1] = [(λ− λ0)i] + λ0[(λ− λ0)i−1].

V př́ıpadě i = r pak [(λ− λ0)r] = 0 a dostáváme přesně matici z tvrzeńı.

Věta 11.13. Je-li těleso K algebraicky uzavřené, je každý operátor podobný operátoru v Jor-
danově kanonickém tvaru. Obecněji tvrzeńı plat́ı pro operátor T nad libovolným tělesem, nad
kterým se charakteristický polynom T zcela rozkládá.

Je-li T − λE ekvivalentńı J − λE, řekněme∗∗

J − λE = P (λ)(T − λE)Q(λ)

7Jednoduchý d̊ukaz tohoto faktu využ́ıvá Smith̊uv normálńı tvar – K[λ]-modul napravo je prezentován
diagonálńı matićı s mocninami (λ−λi)ri na diagonále; jej́ı Smith̊uv normálńı tvar má na diagonále 1, . . . , 1, q.
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(nyńı u P (λ) nebudeme psát inverzi, protože v tomto tvaru dostaneme výsledek z algoritmu
poč́ıtaj́ıćıho Smith̊uv normálńı tvar), lze spoč́ıtat matice přechodu mezi oběma operátory.
Začněme s matićı přechodu od T k J . Tu dostaneme z následuj́ıćıho diagramu

K[λ]n
T−λE

// K[λ]n //

P (λ)∼=
��

(Kn, T )

R∼=
��

oo

K[λ]n
J−λE

//

Q(λ)∼=

OO

K[λ]n evJ
// (Kn, J)

naznačené zobrazeńı Kn → K[λ]n zobraźı n-tici č́ısel na n-tici př́ıslušných konstantńıch poly-
nomů (a nejedná se o homomorfismus K[λ]-modul̊u). Složeńım dostaneme pro

P = P0 + λP1 + · · ·+ λkPk

následuj́ıćı vyjádřeńı pro matici přechodu R:

v 7→ evJ(P (λ)v) = P0v + JP1v + · · ·+ JkPkv = P left(J)v,

kde posledńı zápis znač́ı dosazeńı matice J do polynomiálńı matice P (λ) zleva.
Matice přechodu v opačném směru lze źıskat bud’ jako inverzńı matici k P left(J) nebo∗∗

pomoćı transponováńı všech matic (formálně přechodu k duálńım prostor̊um). Konkrétně
dostáváme diagram

K[λ]n
T ∗−λE

// K[λ]n //

Q∗(λ)∼=
��

(Kn, T ∗)

S∗∼=
��

oo

K[λ]n
J∗−λE

//

P ∗(λ)∼=

OO

K[λ]n // (Kn, J∗)

nebo jednodušeji rovnici
J∗ − λE = Q∗(λ)(T ∗ − λE)P ∗(λ)

Podle předchoźıho dostáváme S∗ = (Q∗)left(J∗) a zpětným transponováńım

S = ((Q∗)left(J∗))∗ = (Q∗0 + J∗Q∗1 + · · ·+ (J∗)kQ∗k)
∗

= Q0 +Q1J + · · ·+QkJ
k = Qright(J).

Jelikož je S matice přechodu od J k T , skládaj́ı se jej́ı sloupce z vektor̊u báze, v ńıž T nabývá
Jordanova kanonického tvaru J . Matici Q(λ) lze źıskat tak, že veškeré sloupcové operace
provád́ıme zároveň na matici T −λE a na jednotkové matici (řádkové operace však pouze na
T −λE). Pokud takto převedeme T −λE na J−λE, vytvoř́ı sloupcové operace přesně matici
Q(λ). Dosad́ıme-li pak do ńı matici J zprava, źıskáme hledanou matici přechodu S.

Vhodnou adaptaćı lze výpočet zjednodušit. Neńı potřeba pomoćı daľśıch operaćı převádět∗∗
Smith̊uv normálńı tvar na J −λE, nebot’ lze využ́ıt bázi K[λ]n/ imB z d̊ukazu Tvrzeńı 11.12,
kde B je Smith̊uv normálńı tvar T − λE. Uved’me si to na zásadńım př́ıkladu

B =


1 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . 1 0

0 · · · 0 (λ− λ0)r
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Potom forma f i na prostoru Kn vpravo nahoře se zobraźı na formu na K[λ]n s týmž názvem,
dále pak pomoćı Q∗(λ) na f iQ(λ), tj. na i-tý řádek matice Q(λ). Na závěr je potřeba spoč́ıtat,
jakou formu na Kn v pravém dolńım rohu tato reprezentuje. Vyjádř́ıme ji proto ve tvaru8

f iQ(λ) ≡
∑
j

f r(λ− λ0)jaij

modulo imB = (f1, . . . , f r−1, f r(λ−λ0)r). Matice aij je hledanou matićı přechodu (v př́ıpadě
B = J − λE se výpočet zjednodušil t́ım, že poč́ıtáńı modulo imB je dosazováńı J).

O něco složitěǰśı, ale stále zvládnutelný, je př́ıpad, kdy q = (λ− λ1)r1 · · · (λ− λk)rk . Pak∗∗
za bázi kvocientu K[λ]/(q) lze vźıt polynomy(

q

λ− λ1
, . . . ,

q

(λ− λ1)r1
, . . . ,

q

λ− λk
, . . . ,

q

(λ− λk)rk

)
(Žádnou jejich č́ıselnou lineárńı kombinaćı nemůžeme źıskat nenulový násobek q. Budeme-li
psát ar`−1

q
λ−λ`+· · ·+a0

q
(λ−λ`)r` = (ar`−1(λ−λ`)r`−1+· · ·+a0) q

(λ−λ`)r` = p`
q

(λ−λ`)r` , lze lineárńı

kombinaci přepsat do tvaru p1
q

(λ−λ1)r1 + · · ·+ pk
q

(λ−λk)rk a jej́ı nulovost dává (λ− λ`)r` | p`,
protože ostatńı členy jsou (λ− λ`)r` dělitelné a naopak q

(λ−λ`)r` je s ńım nesoudělné. Protože

je ale stupeň p` menš́ı než r`, muśı být p` = 0.)
Matice mλ je v této bázi v Jordanově kanonickém tvaru postupně s bloky př́ıslušnými∗∗

λ1, . . . , λr rozměr̊u r1, . . . , rk. Polož́ıme-li r = r1 + · · · + rk, je pro výpočet i-tého řádku
potřeba vyjádřit

f iQ(λ) ≡
∑
`, j

f r
q

(λ− λ`)r`−j
a(`)ij

modulo imB = (f1, . . . , f r−1, f rq), kde a(`) znač́ı `-tý sloupcový blok matice přechodu, tj.
a(`)j je j-tý bázový vektor `-tého bloku Jordanovy báze.9

Kontrolńı otázky

1. Jak se měńı determinant polynomiálńı matice při prováděńı jednotlivých elementárńıch
řádkových operaćı?

2. Napǐste dva maticové polynomy stupně 1, jejichž součin je polynom stupně 1.

3. Vysvětlete, jaký je vztah mezi podobnost́ı matic a ekvivalenćı jejich charakteristických
matic.

4. Vyslovte definici kanonického tvaru polynomiálńı matice. Proč je tento kanonický tvar
určen jednoznačně?

5. Jaký je vztah mezi matićı J v Jordanově kanonickém tvaru a kanonickým tvarem jej́ı
charakteristické matice J − λE? Napǐste několik matic v Jordanově kanonickém tvaru
s v́ıce buňkami r̊uzných velikost́ı a s několika vlastńımi č́ısly a k nim najděte př́ıslušný
kanonický tvar charakteristické matice.

6. Vyslovte definici minimálńıho polynomu matice A 6= 0. Jak najdeme minimálńı poly-
nom matice pomoćı kanonického tvaru jej́ı charakteristické matice? Najděte matice 4× 4
s minimálńım polynomem stupně 1, 2, 3 a 4.

8Koeficienty aij jsou až na faktor 1
(r−j)! členy Taylorova rozvoje polynomu (f iQ(λ))r (tj. prvku Q(λ)ir matice

Q(λ)) v bodě λ0.
9Opět lze koeficienty a(`)ij źıskat z Taylorových polynomů Q(λ)ir a q

(λ−λ`)
r` v bodech λ1, . . . , λk.
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Př́ıklady k procvičeńı.

1. Najděte Jordan̊uv kanonický tvar následuj́ıćıch matic Ai a matice podobnosti Pi takové,
že J = P−1

i ·Ai · Pi.

A1 =

3 2 −3
4 10 −12
3 6 −7

 A2 =


0 1 −1 1
−1 2 −1 1
−1 1 1 0
−1 1 0 1

 A3 =

9 −9 4
7 −7 4
3 −4 4



A4 =


7 1 −2 1
1 4 1 1
2 −1 5 2
2 −1 −1 8


Řešeńı:

J1 =

2 1 0
0 2 0
0 0 2

 P1 =

1 1 3
4 0 0
3 0 1



J2 =


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 P2 =


1 0 0 −1
1 0 0 0
0 −1 1 1
0 0 1 0



J3 =

2 1 0
0 2 1
0 0 2

 P3 =

2 −1 0
2 −1 1
1 0 2



J4 =


6 1 0 0
0 6 1 0
0 0 6 0
0 0 0 6

 P4 =


0 3 −2 −9
9 −3 −1 −9
9 0 −3 −9
9 0 0 0


2. Které z následuj́ıćıch matic jsou navzájem podobné?

B1 =


−13 5 4 2

0 −1 0 0
−30 12 9 5
−12 6 4 1

 B2 =


2 0 2 0
1 2 2 −2
0 0 2 0
0 0 1 2



B3 =


−1 0 0 2
1 −1 −2 2
0 0 −1 1
0 0 0 −1

 B4 =


2 0 0 2
1 2 −2 2
0 0 2 1
0 0 0 2



B5 =


2 0 0 1

3
0 3 1 0
0 −1 1 0
0 0 0 2
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[Řešeńı: B1 je podobná B3, B2, B4 a B5 jsou si navzájem podobné.]

3. Určete kanonické tvary charakteristických matic př́ıslušných matićım

C1 =


1 −3 0 3
−2 −6 0 13
0 −3 1 3
−1 −4 0 8

 C2 =


4 3 2 −3
6 9 4 −8
−3 −4 −1 4
9 9 6 −8



C3 =


2 0 0 0
1 2 0 0
1 1 2 3
0 0 0 −1

 C4 =

 0 −3 −2
−1 −2 −2
4 4 3



[Řešeńı:

K1 = K2 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 (1− λ) 0
0 0 0 (λ− 1)3



K3 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 (λ+ 1) 0
0 0 0 (λ+ 1)(λ− 2)3



K4 =

1 0 0
0 (λ+ 1) 0
0 0 (λ+ 1)(λ− 1)2


4. Určete minimálńı polynom následuj́ıćıch matic

D1 =

3 0 0
1 3 0
0 0 4

 D2 =

3 0 5
1 3 0
0 0 3

 D3 =

3 0 0
1 3 0
0 1 3



D4 =


−1 4 0 0 0
0 3 0 0 0
0 −4 −1 0 0
3 −9 −4 2 −1
1 5 4 1 4


[Řešeńı: m1 = (λ− 3)2(λ− 4); m2 = (λ− 3)2; m3 = (λ− 3)3;
m4 = (λ− 3)2(λ+ 1).]

5. Najděte matici, jej́ıž minimálńı polynom je

(a) polynom λ2 a matice má rozměry 3× 3

(b) polynom prvńıho řádu a matice má rozměry 2× 2
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[Řešeńı: např. (a)

0 0 1
0 0 0
0 0 0

; (b)

(
1 0
0 1

)
.]
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Antisymetrická mocnina, 70
Antisymetrizace, 71
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Zaměřeńı afinńıho prostoru, 4
Zobrazeńı

afinńı, 6
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