LINEARNI REGRESE V R
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Time to swim across Lake Ontario (in the S—N direction)
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Tento text vznikl jako doprovodny ke cvicenim kurzu M5120 Linedrni statistické modely 1
v rdmci projektu FRMU 1211/2019.
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Kapitola 1

Seznameni s R

V této kapitole si pfipomeneme zdkladni postupy pfti praci s @, jelikoZ se v nasledujicich kapi-
tolach zakladni znalost @ predpokldda. Ctenaf, ktery je na préci s @ zvykly, miZe tuto kapitolu
bez ujmy vynechat. Ctendf, pro kterého je ndsledujici prehled naopak pfriliS strucny, si jisté vy-
bere z velkého mnozstvi mnohdy i volné dostupnych knih, vyukovych materidlti, navodu a dis-
kusi tykajicich se @.

Pii praci s @ je rozumné ukladat si piikazy do skriptl, napf. skript . R, které pak mtizeme
upravovat a opakované pouZzivat. Také objekty, se kterymi v @ pracujeme, je rozumné si uklddat.
V @ uklddame pomoci pfikazu <- .

> a <— 1
> b <— 2

Znak # oznacuje v @@ komentdt, tj. to, co nasleduje po # , slouzi jako poznamka pro autora
nebo Ctendre kédu a @ ji nevnima jako ptikaz.

Do a a b jsme si ulozili &sla. Ted mizeme @ pozadat, aby nam feklo, o jaka &isla se jedna,
nebo aby s nimi pracovalo.

Ocekavame-li, ze vysledek operace a + b budeme pozdé€ji potfebovat, radéji si jej také
uloZime.



> d <- a + b

Jelikoz se ve statistice hodn€ vyuziva linearni algebra a @ je statisticky software, je specidlné
pfipraveno pro praci s vektory a maticemi. Vektor Ize v @ vytvofit nékolika zptisoby:

> e <- c¢(1, 2, 3, 4)
> e

[1] 1 2 3 4

> f <- ¢(1:4)
> f

(11 1 2 3 4

> g <- rep(l, 4)
> g

(11 1 1 1 1

V kédu vyse jsme poprvé pouZzili funkce, c () a rep () . Uvnitf zdvorek jsme zadali
pozadované hodnoty jejich argumentti. Detaily o dané funkci najdeme v ndpovédé, o kterou
muzeme v @ pozadat piikazem 2 . Napriklad ?c otevie napovédu k funkci ¢ () .

K jednotlivym slozkam vektoru pfistupujeme pomoci hranatych zavorek:

[1] 1.0000000 0.5000000 0.3333333 0.2500000



Vsimnéme si, Ze v kddu vySe jsme pro séitani

=~ W N

vlastné nepotiebovali definovat vektor g. Stacilo k vektoru f pricist obyCejnou 1 a @ si z ni
samo vytvorilo vektor vhodné délky. VSimnéme si také, Ze jsme v kddu vySe zadavali ndsobeni
a déleni vektorem, f g a 1/f, coZ matematicky neddva smysl. Tohoto znaceni se v @ vyuziva pro
nasobeni a déleni po slozkach, jak vidime i z vystupt vyse. Toto znaceni ma za tlohu zjednodusit
uzivateli zadavani operaci, které statistici Casto potiebuji.

Kdybychom, naopak, chtéli ,opravdové* ndsobeni mezi vektory, f'g nebo fg', pouzili
bychom v @ maticové ndsobeni $+% (a transpozici t () ):

Vsimnéme si, Ze @ ve skuteCnosti vnimé vektory jako sloupcové a do fadku je vypisuje
jenom pro Usporu mista.

Matici v @ vytvorime pomoci funkce matrix () .

> A <- matrix(c(l:4), nrow = 2, ncol = 2)
>
> A
[,11 [,2]
[1,] 1 3
[2,] 2 4
> A <- matrix(c(l:4), nrow = 2, ncol = 2, byrow = T)
>
> A
[,11 [,2]
[1,] 1 2



K jejim slozkam pfistoupime opét pomoci hranatych zavorek:

Reguldrni matici miizeme invertovat pomoci pfikazu solve () :

> solve (A)

(,11 [,2]
[1,] -2.0 1.0
[2,] 1.5 -0.5

Pri psani skripti se mnohdy hodi také moZznosti @ jakoZto programovactiho jazyka. Miizeme
vyuzit tfeba for cyklu,

>
> for (i in 1:10) {
+ print (1)
+}
(11 1
[1]1 2
[1] 3
[1] 4
[1] 5
[1] 6
[11 7
[1] 8
[11 9
[1] 10
zkonstruovat vétveni programu pomoci if/else
>
> if (i > 5) {
+ print ("i is greater than 5")
+ } else {
+ print ("i is less or equal to 5")
+

[1] "1 is greater than 5"



anebo si vytvorit vlastni funkci pomoci pfikazu function () .

mysum <- function(a, b) {
return(a + b)
}

mysum (1, 2)

vV + + V V

[1] 3

Do nasi funkce mysum () vstupuji dva argumenty, a a b, a funkce vraci jejich soucet, a
+ Db. Sumacni funkce, pochopitelng, v @ jiZ existuje (jmenuje se sum () ) a nebylo ji potfeba
vyrabét. Funkci mysum proto smaZeme:

> rm(mysum)
Samotné @ obsahuje mnoho funkci a dalsi jsou dostupné ve specializovanych knihovnéch

(bali¢cich). V nésledujicich kapitolach se seznamime s postupy, funkcemi a balic¢ky, které se hodi
pro analyzu dat pomoci linearnich modeld.



Kapitola 2

Seznameni s daty

V této kapitole si predstavime data, na kterych budeme v nasledujicich kapitolach ilustrovat
pouZiti jednotlivych metod.

2.1 Data swim

Data swim obsahuji udaje o plavcich, ktefi pfekonali jezero Ontario mezi kanadskym Torontem
a ustim feky Niagara na hranici mezi Kanadou a Spojenymi stéty, od prvniho uspéSného pokusu
v roce 1954 do konce roku 2018. Pivodni data jsou dostupnd pod odkazem [2].

Mame-li data uloZena v souboru swim.txt v podadresafi Data adresafe, ve kterém @
momentdlné pracuje, nacteme je do @ prikazem

>
> swim <— read.table ("Data/swim.txt", header = TRUE)

Na adresaf, ve kterém @ momentalné pracuje, se miZzeme @ zeptat piikazem getwd () ,
pfipadné jej miZeme nastavit piikazem setwd () , ve kterém do zdvorky zadidme cestu k
poZadovanému adresafi.

Piikaz read.table () nacita data z textovych souborl (.txt). Pro data ve fromatu
. csv lze pouZit pfikaz read.csv . Pro naditani dat z jinych formati existuji v @ jiné piikazy
nebo balicky. VySe jsme volbou parametru header = TRUE fekli, Ze prvni fddek souboru
obsahuje ndzvy jednotlivych proménnych, hodnoty pak zacinaji od druhého faddku. @ pocita
s formdtem, kde jsou hodnoty jednotlivych proménnych ve sloupcich a hodnoty pro jednot-
livé jednotky/jedince/pozorovani v fadcich. VSechny volby (options) pfikazu read.txt
si miiZzeme prohlédnout pomoci ?read.txt .

Prvnich n€kolik fadkt nactenych dat prohlédneme piikazem

> head (swim)

Name Sex Age Start.Day Month Year Time.min.



2.1. DATA SWIM 8

1 Marilyn Bell F 16.00000 8 Sep 1954 1255

2 John Jaremey M 36.00000 23 July 1956 1273

3 Brenda Fisher F 28.00000 12 Aug 1956 1131

4 Bill Sadlo M 57.31781 23 Aug 1957 1501

5 Jim Woods M 41.00000 26 Aug 1957 1115

6 Jim Woods M 45.00000 2 Sep 1961 1027
Direction

1 SN

2 SN

3 SN

4 SN

5 SN

6 SN

VSimnéme si, Ze jde opravdu o format, kde kazdy sloupec odpovidd jedné proménné a kazdy
fadek jednomu jedinci (v tomto pfipadé plavci).
Pomoci prikazu

> str(swim)

'data.frame': 65 obs. of 8 variables:

$ Name : Factor w/ 54 levels "Angela Kondrak",..: 32 24 7 5 22 22 11 16 15 1
$ Sex : Factor w/ 2 levels "F","M": 1 212 2 21111

$ Age : num 16 36 28 57.3 41

$ Start.Day: int 8 23 12 23 26 2 17 30 16 22

$ Month : Factor w/ 3 levels "Aug","July","Sep": 32 1 1131111

$ Year : int 1954 1956 1956 1957 1957 1961 1974 1974 1975 1976

$ Time.min.: num 1255 1273 1131 1501 1115 ...

$ Direction: Factor w/ 3 levels "NS","NSN","SN": 3 3 3 3 3 3 3 1 3 3

zjistime, jak jednotlivé proménné vnima @. Z vystupu vidime, Ze data vidi @ jako data . frame
se 65 pozorovanimi o 8 proménnych. Jednd se v podstaté o matici, u data.frame je ale po-
voleno, aby jednotlivé sloupce byly riznych typl. Z vystupu str (swim) vidime, Ze proménné
Name, Sex, Month a Direction vidi @ jako diskrétni (nacetlo je jako faktory s jistymi drovnémi),
zatim co zbylé proménné vidi jako spojité (nacetlo je jako Cisla).

Zakladni prehled o datech ziskame piikazem

> summary (swim)

Name Sex Age Start.Day
Vicki Keith 4 F:39 Min. :14.05 Min. 1
Colleen Shields: 3 M:26 1st Qu.:21.00 1st Qu.: 8
Kim Middleton 3 Median :28.00 Median :13
Jim Woods 2 Mean :31.03 Mean 114
John Scott 2 3rd Qu.:38.00 3rd Qu.:19



2.2. DATA FEV 9

Kim Lumsdon : 2 Max. :66.57 Max. :31
(Other) :49

Month Year Time.min. Direction

Aug :50 Min. :1954 Min. : 829 NS : 5

July: 6 1st Qu.:1979 1st Qu.:1027 NSN: 1
Sep : 9 Median :1993 Median :1199 SN :59

Mean :1992 Mean :1279
3rd Qu.:2007 3rd Qu.:1413
Max. :2018 Max. : 3370

Vsimnéme si, Ze @ pro kazdou proménnou vybere deskriptivni statistiky podle toho, zda ji
vnim4 jako diskrétni, nebo spojitou.

Na prvni pohled neni vidét zadné problémy s nacitinim datové sady. Ty by nastaly zejména
v pripadé, nacetlo-li by @ numerickou proménnou jako znak nebo faktor.

2.2 Data fev

Datovy soubor fev obsahuje vybér z idaji o détech a mladych lidech, ktefi se ucastnili studie
Childhood Respiratory Desease Study v roce 1980 ve Spojenych Stétech, kterd zkoumala vyvoj
plicni funkce u déti. Data 1 jejich popis Ize najit pod odkazem [1]. Klicova proménné Forced
Expiratory Volume (FEV) méfi objem vzduchu vydechnutého za prvni sekundu intenzivniho
vydechu. Kromé této proménné data obsahuji tidaje o v€ku, vysce, pohlavi a o tom, zda se jedna
o kufédka nebo ne.

Data nacteme piikazem

> fev <- read.table("Data/fev.txt", header = TRUE)
Zacatek databaze prohlédneme piikazem

> head (fev)

ID Age FEV Height Sex Smoker
1 301 9 1.708 57.0 Female Non
2 451 8 1.724 67.5 Female Non
3 501 7 1.720 54.5 Female Non
4 642 9 1.558 53.0 Male Non
5 901 9 1.895 57.0 Male Non
6 1701 8 2.336 61.0 Female Non

Zakladni prehled o databdzi ziskame pfikazem



2.2. DATA FEV 10

> summary (fev)

ID Age FEV Height

Min. . 201 Min. : 3.000 Min. :0.791 Min. :46.00
1st Qu.:15811 1st Qu.: 8.000 Ist Qu.:1.981 Ist Qu.:57.00
Median :36071 Median :10.000 Median :2.547 Median :61.50
Mean :37170 Mean : 9.931 Mean :2.637 Mean :61.14
3rd Qu.:53639 3rd Qu.:12.000 3rd Qu.:3.119 3rd Qu.:65.50
Max . : 90001 Max . :19.000 Max . :5.793 Max. :74.00

Sex Smoker
Female:318 Current: 65
Male :336 Non :589

Ani na téchto datech nejsou zfejmé Zadné problémy s nacitdnim. Nyni si data prohlédneme
podrobné;ji.
Zacneme s rozsahem dat. Funkce dim () vrati rozmér dat.

> dim(fev) # dimensions of the data frame
[1] 654 6
Jedna se teda o rozsédhlejsi data (6 proménnych o 654 jedincich).
Nekdy je praktické pfistoupit jen k ¢asti dat. Konkrétni fadky nebo sloupce vyzaddme nédsleduji-

cim zpiisobem.

> fev[1:10, ] # first ten rows and all columns of the data

ID Age FEV Height Sex Smoker
1 301 9 1.708 57.0 Female Non
2 451 8 1.724 67.5 Female Non
3 501 7 1.720 54.5 Female Non
4 642 9 1.558 53.0 Male Non
5 901 9 1.895 57.0 Male Non
6 1701 8 2.336 61.0 Female Non
7 1752 6 1.919 58.0 Female Non
8 1753 6 1.415 56.0 Female Non
9 1901 8 1.987 58.5 Female Non
10 1951 9 1.942 60.0 Female Non

> fev[e(l, 3, 5), 1 # rows 1, 3, 5 and all columns



2.2. DATA FEV

11

ID Age FEV Height

1 301 9 1.708
3 501 7 1.720
5 901 9 1.895

> fev[1:10, 1:2]

ID Age
1 301 9
2 451 8
3 501 7
4 642 9
5 901 9
6 1701 8
7 1752 6
8 1753 6
9 1901 8
10 1951 9

O konkrétni sloupec 1ze pozadat také jeho jménem a nasledné s nim pracovat jako s vektorem.

> range (fevSFEV)
[1] 0.791 5.793
> mean (fevS$SFEV)

[1] 2.63678

57.0 Female
54.5 Female
57.0 Male

Sex Smoker

Non
Non
Non

# first ten rows and two columns

# minimum and maximum

# mean

> sd (fevS$SFEV) # standard deviation

[1] 0.8670591

RovnéZ je mozné pozadat jenom o ¢4st dat zadanou jejimi vlastnostmi.

> # descriptive statistics for males

> summary (fev[fev$Sex == "Male",

1D
Min. : 201
1st Qu.:15317
Median :34171
Mean :36233

Age
Min. : 3.00
1st Qu.: 8.00
Median :10.00
Mean :10.01

1)

FEV

Min.
1st Qu.
Median
Mean

:0.
2.
1 2.
1 2.

796
009
606
812

Height
Min. 247
1st Qu.:57.
Median :62.
Mean :62.

.00

00
00
03



2.2. DATA FEV 12

3rd Qu.:52286 3rd Qu.:12.00 3rd Qu.:3.535 3rd Qu.:67.50

Max. : 90001 Max. :19.00 Max. :5.793 Max. :74.00
Sex Smoker
Female: 0 Current: 26
Male : 336 Non : 310
>
> summary (fev$Height [fev$Sex == "Female"])
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max

46.00 57.50 61.00 60.21 63.50 71.00

Proménna ID obsahuje identifika¢ni Cisla jedincG v ramci studie, ze které data pochazeji.
V nasich datech, kterd jsou podmnoZzinou ptivodnich dat ze studie, mame od kazdého jedince jen
jedno pozorovani, jak snadno ovéfime tfeba seCtenim vystupt z funkce duplicated () . Tato
funkce pfifadi hodnotu TRUE, tj. 1, t€m prvkim vektoru, které se jiz vyskytly na pfedchozich
pozicich, a FALSE, tj. 0, vSem ostatnim.

> sum(duplicated (fevS$SID))

[1] O

Identifika¢ni Cisla jedinct dale nebudeme potiebovat, proto se ndm bude hodit tuto proménnou
z dat vymazat. Na vystupech vySe jsme si moZznd také uvédomili, Ze vySka je zadand v palcich.
Abychom se v ni 1épe orientovali, pfevedeme ji na centimetry.

>

> fev <- fev][, -1]

>

> fevS$SHeight <- fev$Height * 2.54

Vysledna data ulozime, abychom je pfisté nemuseli op€t upravovat.

\%

save (fev, file = "fev.RData")

Upravend data posléze do @ nacteme piikazem load ("fev.RData") . Pomoci funkce
save () je mozné do souboru typu . RData ulozit vice objektd soucasné. Ty se pak piikazem
load () nactou pfimo do prostiedi @, kde budou figurovat s takovymi ndzvy a vlastnostmi,

jaké mély pii ukladani. Do souboru typu . t xt ukladame data pomoci pfikazu write.table () .



Kapitola 3

Deskriptivni statistiky

Kdyz zaciname pracovat s né¢jakou datovou sadou, je rozumné si data nejdfive prohlédnout: zjis-
tit, jaké obsahuji proménné, jakych hodnot tyto proménné nabyvaji a jak jsou v datech vzdjemné
propojeny. Takovy pfedbézny pohled ndm umoZzni najit a odstranit pfipadné chyby v datech,
utvorit si predstavu o vhodném postupu samotné analyzy a predjimat ptipadné problémy. Provést
jej mizeme s vyuZitim rdznych metod deskriptivni statistiky. V této fazi tedy nebudeme vyuZzivat
zadnych modeli, jenom vhodné zvolenych charakteristik dat. Ty mohou byt numerické nebo
grafické a jejich vybér zavisi od typu proménné nebo proménnych, na které se chceme zaméfit.

V matematické statistice jsme se zabyvali zejmnéna diskrétnimi a spojitymi ndhodnymi velici-
nami, které se mezi sebou 1isi pfedev§im poctem hodnot, kterych mohou nabyvat (spocetné, nebo
nespocetné mnoho). Jelikoz i realizace spojitych velicin obvykle méfime na diskrétni stupnici
(dané napftiklad rozliSenim méfici technologie), v aplikované statistice se proménné spiSe déli
na kvalitativni (kategoridlni) a kvantitativni (Ciselné). Kategorialni proménné pak mohou byt no-
mindlni (kategorie nemaji usporadani), anebo ordindlni (kategorie 1ze usporadat). V @ kédujeme
kategoridlni proménné tfidou factor, pfipadné ordered factor a kvantitativni proménné
tiidou numeric, pfipadné integer. Jsou-li data na vstupu dobie ptipravena, @ Casto pfi jejich
nacitani samo pfiradi proménnym vhodné tfidy. Je-li kategoridlni proménna v datech kédovéana
Ciselné, 1ze ji v @@ zménit na factor pomoci funkce factor () .

Ttidy jednotlivych proménnych v konkrétnim data.frame zjistime napfiklad z prvniho
sloupce vystupu piikazu

>
> str (fev)

'data.frame': 654 obs. of 5 variables:

$ Age :int 98 7 9 9 8 6 6 8 9

$ FEV :num 1.71 1.72 1.72 1.56 1.9

$ Height: num 145 171 138 135 145

S Sex : Factor w/ 2 levels "Female","Male": 1 1 1 2 2 1 1111
$ Smoker: Factor w/ 2 levels "Current","Non": 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

Proménnd Age je tedy typu integer, proménné FEV a Height jsou tfidy numeri c a proménné
Sex a Smoker jsou tiidy factor, jak se ndm hodi. Na tfidu konkrétni proménné se miiZzeme



3.1. JEDNOTLIVE PROMENNE
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zeptat také piikazem class () .

>

> class (fev$Sex)

[1] "factor"

Jsou-li proménné v @ nacteny se spravnymi tfidami, vrati ndm piikaz summary () pro
kazdou z nich vhodné Ciselné deskriptivni statistiky:

>
> summary (fev)

Age
Min. : 3.000
l1st Qu.: 8.000
Median :10.000

Mean : 9.931
3rd Qu.:12.000
Max. :19.000
Smoker
Current: 65
Non :589

FEV

Min.

lst Qu.:

Median
Mean

3rd Qu.:

Max.

g wND DN O

791
.981
.547
.637
119
.793

Height
Min. :116.
lst Qu.:144.
Median :156.
Mean :155.
3rd Qu.:166.
Max . :188.

O b W N o

Sex

Female:318

Male

:336

Nyni se na vhodné Ciselné i grafické charakteristiky podle typu proménné podivame po-

drobnéji.

3.1 Jednotlivé proménné

3.1.1 Kbvantitativni proménna

Rozlozeni kvantitativni proménné miZeme Ciseln¢ charakterizovat pomoci mér polohy nebo
mér variability. Mezi oblibené miry polohy patii prumér, a rizné kvantily, zejména median,
maximum, minimum, dolni a horni kvartil. To jsou také charakteristiky na vystupu z funkce
summary () aplikované na kvantitativni proménnou. Mezi populdrni miry charakteristiky patii
(mezi)kvartilové rozpéti, rozptyl a smérodatnad odchylka. U vSech uvedenych charakteristik jde,
pochopiteln€, o vybérovou verzi.
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> IQR(fevSFEV)
[1] 1.1375

> wvar (fevSFEV)
[1] 0.7517915

> sd (fev$FEV)

[1] 0.8670591

Graficky lze rozloZeni kvantitativni proménné zndzornit pomoci histogramu nebo pomoci
krabicového diagramu.

>

> hist (fev$FEV, freqg = FALSE,

+ main = "FEV", xlab = "FEV [1]",

+ col = "lightgreen", border = "palegreen3")

FEV
<
3 -
« |
B‘O
2
(9\]
g S -
— ]
o
o |
© | | | | | |
1 2 3 4 5 6

FEV [I]
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>

> boxplot (fevS$SFEV, horizontal = TRUE,

+ main = "FEV", xlab = "FEV [1]",

+ col = "lightgreen", border = "palegreen3", pch = 19)

FEV

I I I I I
1 2 3 4 5

FEV [I]

Rozdéleni proménné FEV je symetrické, az na nékolik vzdalenéjSich (moznd odlehlych)
vétSich hodnot.

3.1.2 Kategorialni proménna

RozloZeni kategoridlni proménné 1ze pln€ popsat i Ciselnymi charakteristikami, konkrétné pro-
centualnim rozloZenim dat mezi jednotlivymi kategoriemi. UZiteCny miiZe byt i pocet pozorovani
v jednotlivych kategoriich. Ten také najdeme na vystupu z funkce summary () aplikované na
kategoridlni proménnou. Pro ordindlni kategoridlni proménné je informativni také kumulativni
procentudlni zastoupeni v uspofadanych kategoriich.

>
> prop.table (table (fev$Sex))

Female Male
0.4862385 0.5137615
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> # ordinal variable
> summary (swim$Month)

Aug July Sep
50 6 9
> # first the right order
> swim$Month <- factor (swimS$Month,
+ levels = levels (swim$Month) [e(2, 1, 3)],
+ ordered = TRUE)
>

summary (swim$Month)

July Aug Sep
6 50 9

> prop.table (table (swim$Month)) # percentages per category
July Aug Sep
0.09230769 0.76923077 0.13846154
> cumsum (prop.table (table (swim$Month))) # cumulative percentages

July Aug Sep
0.09230769 0.86153846 1.00000000

Pro grafické znazornéni rozloZeni kategorialni proménné lze vyuZit sloupcovy nebo koldcovy
graf.

> # bar plot for Sex

> barplot (

+ 100+prop.table (table (fev$Sex) ),

T+ col = c("lightpink", "cornflowerblue"),
+ border = c¢("lightpink2", "dodgerblue2")
+ )
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50

20 30 40

10

0
I

Female Male

> # bar plot for Sex

> barplot (

+ 100+*matrix (prop.table (table (fev$Sex)), nrow = 2, ncol = 1),
& ylab = " (Cumulative) percentage",

+ col = c¢("lightpink", "cornflowerblue"),

+ border = c¢("lightpink2", "dodgerblue2")

+ )

> text(x = 0.7, y = 4, labels = "Female", cex = 1.1, pos = 3)

> text(x = 0.7, y = 55, labels = "Male", cex = 1.1, pos = 3)
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> # pie chart for Sex
> pie (

+ summary (fev$Sex),

+ col = e

+ border = e¢("lightpink2",
+ )

"lightpink", "cornflowerblue"),
"dodgerblue2")
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Female

Data obsahuji zhruba stejny pocet dévcat a chlapcii.

3.2 Vztahy mezi proménnymi

Ciselnné charakteristiky pro vSechny proménné v datech ziskdme pomoci piikazu summary () .
Piikaz pairs () vrati grafické znazornéni vztahi mezi proménnymi.

> # relationships between variables
> pairs(fev, col = "lightgreen", pch = 19)
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1 2 3 4 5 1.0 1.4 1.8
1 1 1 1 | L 1 1 1 1 |
Age LS
o FEV
Height C =
< ] Sex
Smoker [ -
T I I T 1T T T 1T 171 T T T T T I_ 8
5 10 15 120 140 160 180 1.0 1.4 1.8

Tyto grafy jsou smysluplné predevSim pro kvantitativni proménné.

> pairs(fev[, c(2:4)], col = "lightgreen", pch = 19)
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120 140 160 180
] | | | |
FEV
o
=7
g ] Height
0
g ]
Sex -
I I I I I I I I I I
1 2 3 4 10 12 14 16 18 20

12345

14 138

1.0

Funkce ggpairs () z knihovny GGally vybira vhodné grafy pro kvantitativni 1 kate-

gorialni proménné.

>

> library ("GGally")

> ggpairs (fev)
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Age FEV Height

0.104 Corr: Corr:
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Nyni se zaméfime na vhodné grafické i numerické popisy vztahti mezi proménnymi podle
jejich typa.

' ' ' '
6 120 140 160 180 Female Male Current Non

3.2.1 Vztah mezi dvémi kvantitativnimi proménnymi

Graficky mtizema vztah mezi dvémi kvantitativnimi proménnymi zobrazit pomoci klasického
grafu (funkce plot () ). Funkce lowess () neparametricky (bez parametrického modelu)

odhadne zavislost mezi proménnymi. Tu pak do grafu pfiddme pomoci funkce lines () .

> plot (

+ fevSHeight “fev$Age,

+ main = "Height by age",

+ ylab = "Height [cm]", xlab = "Age [y]",

-+ pch = 19, col = "lightgreen"

+ )

>

> lines (lowess (fev$SHeight "fev$Age), 1lwd = 3, col = "palegreen3")

EE! aby

wbrsH

XaS

19ows
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Ciselnym vyjadienim (linedrni) zdvislosti mezi proménnymi je korelace.
> cor (fevSHeight, fev$Age)
[1] 0.7919436

Tésnou zavislost mezi vékem a vySkou jsme oCekdvali. Také jsme ocekdvali postupné spo-
malovani rdstu vysky s vékem az po jeho pozvolné zastaveni.

3.2.2 Vztah mezi kvantitativni a kategorialni proménnou

Rozlozeni kvantitativni proménné v zavislosti na proménné Kkategoridlni mizeme studovat po-
rovnanim podminéného rozloZeni kvantitativni proménné pii danych trovnich kategorialni pro-
ménné. To miZzeme popsat pomoci charakteristik z ¢asti 3.1.1 jednotlivé vyhodnocenych na da-
tech rozdélenych podle drovni kategoridlni proménné.

>
>

> summary (fev$Height [fev$Sex == "Female"])

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
116.8 146.1 154.9 152.9 161.3 180.3
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> summary (fevSHeight [fev$Sex == "Male"])

Min. 1lst Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
119.4 144.8 157.5 157 .5 171.4 188.0

> # boxplots for Height
> # separately for girls and boys

> boxplot (
+ fevSHeight "fev$Sex,
0 main = "Height by Sex", vylab = "Height [cm]",
+ col = c("lightpink", "cornflowerblue"),
+ border = c¢("lightpink2", "dodgerblue2"),
+ pch = 19
+ )
Height by Sex
o
w p—
—
S o
Ca
= _
2
(] g B
T —
o
N p—
—
[ I
Female Male
fev$Sex

> par (mfrow = e¢(l, 2)) # divide the plot

> # into left and right panels

> # draw in the left panel

> hist (

+ fevSHeight [fev$Sex == "Female"], freqg = FALSE,

+ x1im = c(min (fevSHeight) - 1, max(fevS$Height) + 1),
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+ ylim = c¢(0, 0.04),
+ main = "Height: girls", xlab = "Height [cm]",
+ col = "lightpink", border = "lightpink2"
+ )
> # draw in the right panel
> hist (
+ fevSHeight [fev$Sex == "Male"], freg = FALSE,
+ x1lim = e¢(min(fev$Height) - 1, max(fevS$SHeight) + 1),
+ ylim = e¢(0, 0.04),
+ main = "Height: boys", xlab = "Height [cm]",
+ col = "cornflowerblue", border = "dodgerblue2"
+ )
Height: girls Height: boys
< <
o o —
o o
™ ™
o o _
o o
2 2
2 g _ a &
8] o 8] o
o o
- -
o o —
o o
o o
o o —
o I I I I o I I I I
120 140 160 180 120 140 160 180
Height [cm] Height [cm]

Zatimco krabicové diagramy @ vykreslilo do spolecného grafu, histogramy jsme museli na-
kreslit do dvou sousedicich grafii. Aby byly porovnatelné, nastavili jsme jim stejné rozsahy os
(moznosti x1im () aylim()). Cten4fi sezndmeni se syntaxi knihovny ggplot2 mohou his-
togram podle skupin vykreslit s jeji pomoci.

# boxplots for Height

# separately for girls and boys using ggplot
library (ggplot2)

ggplot (data = fev, aes(x = Height, color = Sex,

vV V V V
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+ stat (density))) +

+ geom_histogram(position = "identity",

+ aes(fill = Sex, color = Sex),
+ binwidth=5, alpha = 0.5) +

+ ylab ("Density")

0.03-
2
B 0.02-
c
(&)
a

0.01-

0.00-

1 1 1
125 150 175
Height

Vv,

Chlapci jsou podle ocekdvani o néco vyssi nez divky. Jejich vySky jsou v porovndni s dévcaty
o néco vice rozptylené.

3.2.3 Vztah mezi dvémi kategorialnimi proménnymi

Vzajemny vztah mezi dvéma kategoridlnimi proménnymi také miZeme popsat pomoci podminé-
nych rozdéleni. Za timto Gcelem vyuZijeme funkce table () , kterd vrati pocty jedinci pro
jednotlivé kombinace kategorii. Na vysledek mtizeme dale aplikovat funkci prop.table () ,
ktera pocty prepocitd na proporce. V zdkladni formé se procenta v celé tabulce scitaji na 1 (popi-
suji sdruZené rozdéleni). Pomoci voleb margin = 1 amargin = 2 se na 1 séitaji procenta
v fadcich nebo sloupcich (popisuji margindlni rozdéleni).

> # joint distribution of Smoking and Sex
> table (fev$Smoker, fev$Sex)
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+ 4+ + + VvV V

Female Male
Current 39 26
Non 279 310

# conditional distribution of Sex for given Smoking status
prop.table (table (fev$Smoker, fev$Sex), margin = 1)

Female Male
Current 0.6000000 0.4000000
Non 0.4736842 0.5263158

# conditional distribution of Smoking for given Sex
prop.table (table (fev$Smoker, fev$Sex), margin = 2)

Female Male
Current 0.12264151 0.07738095
Non 0.87735849 0.92261905

Sdruzené rozdéleni mizeme vizualizovat pomoci funkce mosaicplot () .

# mosaic plot for Sex and Smoking
mosaicplot (

table (fev$Sex, fev$Smoker),

main = "Smoking and Sex",

col = c("cornflowerblue", "lightpink")

)
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Smoking and Sex

Female Male

Current

Non

Podminéné rozdéleni miizeme také vizualizovat pomoci sloupcového grafu rozdéleného podle

jednotlivych drovni kategoridlni proménné.

> # bar plot for Smoking by Sex

> barplot (

height = prop.table (table (fev$Smoker, fev$Sex), margin
beside = TRUE,

main = "Smoking by Sex",
ylab = "Percentage", xlab = "Sex",
col = c("cornflowerblue", "lightpink"),
border = c("dodgerblue2", "lightpink2")
)

legend (

x = 3.3, y = 0.8,

legend c("Current", "Non"),
col = c("cornflowerblue", "lightpink"),
pch = 15

+ 4+ + + + V + + + + + + +

)

= 2),
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> # bar plot for Smoking by Sex

> barplot (

height = prop.table (table (fev$Smoker, fev$Sex), margin = 2),
beside = FALSE,

main = "Smoking by Sex",
ylab = "Percentage", xlab = "Sex",
col = c("cornflowerblue", "lightpink"),

border = c("dodgerblue2", "lightpink2")
)

text (
x =1.2 » ¢(0:2) + 0.7, vy = c(=-.01, -.03),
labels = "Current",
cex = c¢(1.1, 1), pos = 3
)
text (
x =1.2 » ¢(0:2) + 0.7, v = 0.5,
labels = "Non",
cex = 1.1, pos = 3

+ 4+ 4+ +V + + + + V o+ + + + o+

)
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Vsimnéme si, Ze predstavu o koufeni mezi chlapci a dév€aty jsme si mohli udélat i na zakladé
mozaikového grafu vySe. Mezi dévcaty najdeme kutracky o néco Castéji nez kurdky mezi chlapci.

Rozd€leni pohlavi mezi kufdky a nekufdky ziskdme vymeénou poradi proménnych v kédech
uvedenych vyse.

> # mosaic plot for Sex and Smoking

> mosaicplot (

+ table (fev$Smoker, fev$Sex),

main = "Sex and Smoking",

col = c¢("lightpink", "cornflowerblue")

)

+ + +
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Sex and Smoking

Current Non

Female

Male

> # bar plot for Sex by Smoking

> barplot (

height = prop.table (table (fev$Sex, fevS$SSmoker), margin = 2),
beside = TRUE,

main = "Sex by Smoking",
ylab = "Percentage", xlab = "Smoking",
col = c("lightpink", "cornflowerblue"),

border = c¢("lightpink2", "dodgerblue2")
)

legend (
x =3, y=20.6,
legend = c¢("Female", "Male"),
col = c("lightpink", "cornflowerblue"),
pch = 15

+ 4+ 4+ + + V + + + + + + +

)
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> # bar plot for Sex by Smoking

> barplot (
height = prop.table (table (fev$Sex, fevS$SSmoker), margin = 2),
beside = FALSE,
main = "Sex by Smoking",
ylab = "Percentage", xlab = "Smoking",
col = c("lightpink", "cornflowerblue"),

border = c¢("lightpink2", "dodgerblue2")
)

text (
x =1.2 » ¢(0:2) + 0.7, v = 0.2,
labels="Female",
cex = 1.1, pos = 3

)

text (
x =1.2 » ¢(0:2) + 0.7, y = 0.75,
labels = "Male",

cex = 1.1, pos = 3

)

+ 4+ 4+ +V + + + + V o+ + + + o+
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Mezi kuidky jsou o néco vice zastoupena dévcata nez chlapci, mezi nekufdky je tomu obracené.



Kapitola 4

Linearni model

Linedrni model popisuje zavislost mezi vysvétlovanou proménnou Y (fikdme ji také zdvisle
proménnd nebo odezva, anglicky outcome, response anebo také dependent variable) a vysvétluji-
cimi proménnymi x4, . . ., xy, (fikdme jim také nezdvisle proménné nebo prediktory, anglicky co-
variates, predictors anebo také idependent variables nebo explanatory variables). V linearnim
modelu je jejich zavislost ve tvaru

Yi= 0o+ Bixig+...+ Bwrip +ei, i=1,...,n, 4.1)

kde By, ..., Bk jsou regresni koeficienty (anglicky regression coefficients) a ¢; jsou ndhodné
chyby (anglicky random errors). Jak jiz napovida terminologie, ndhodné chyby povazujeme
za ndhodné veliciny. Naproti tomu prediktory povazujeme za nendhodné, respektive jsou-li pre-
diktory ndhodné, studujeme zavislost odezvy Y na prediktorech X, ..., X; podminéné pfi jejich
pozorovanych hodnotach z1, . .., z, a tuto zavislost pak popisujeme rovnici (4.1). Odezva Y je
v obou pristupech ndhodna veli€ina, zatimco koeficienty [y, . . . , 5 jsou nendhodné.

Ma-li se jednat o linedrni model, pak vSe, co je v zavislosti odezvy na prediktorech systema-
tické, musi byt popsano linedrnim prediktorem n; = By + r1x;1 + ... + BpTig. §. EY; = n;,

resp. Ee; = 0,7 = 1,...,n. Navic predpokladame, Ze odezvy pro jednotliva pozorovani jsou
nekorelované, Cor(Y;,Y;) = 0 proi # j,i,j = 1,...,n, a maji stejny rozptyl VarY; = o2,
1 =1,...,n.Jelikoz VarY; = Var ¢;, Ize rovnost rozptylti chapat také tak, Ze odezvy pro jednot-

liva pozorovani kolem svych stiednich hodnot kolisaji se stejnou piesnosti. VSechny predpoklady
lineaniho modelu miZeme formulovat v fe¢i ndhodnych chyb ¢;, od kterych poZadujeme stejné
rozdé€leni, nulovou stfedni hodnotu, nekorelovanost a stejny rozptyl. Nékdy navic poZadujeme
normalni rozdé€leni a jelikoZ v normdalnim rozdéleni nekorelovanost implikuje nezavislost, predpo-
klady v takovém piipadé mizZeme zapsat ve tvaru &; S N(0,02),7 € {1,...,n}, kde skratka iid
pochézi z anglického independent, identically distributed: nezéavislé, stejné rozdélené.

Linedrni prediktor 7, = By + f1x;1 + ... + Brzi je funkce linedrni jak v prediktorech
tak v koeficientech. Linearita v prediktorech a linearita v koeficientech ale v linedirnim modelu
nehraji stejnou roli. Uvazujme napiiklad model

Yi= 0o+ Bixig + Powin +e5, i=1,...,n.
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Jde o specialni pripad modelu (4.1), kde £ = 2, a prediktory jsou x; a x,. Se stejnymi daty
muiZeme uvaZovat i model

Yi= 0o+ b1z}, + Powio +ei, i=1,...,n, 4.2)
nebo
Vi = B0+ Biwig + Boxiy + Pain+ e, i=1,...,n, 4.3)
anebo .
K:BO+51xZ71+€ia 2:1,,n (44)
02

Ve vsech pripadech se jednd o linedrni model. Model (4.2) je specidlnim pfipadem modelu (4.1)
s k = 2 a prediktory 2% a o, Model (4.3) je specialnim piipadem modelu (4.1) s k = 3 a predik-
tory 1, 3 a Ty, a model (4.4) je specialnim pifpadem modelu (4.1) s k = 1 a prediktorem z; /5.
V dals$im textu nebudeme modely vzdy nutné piepisovat do tvaru (4.1). Dojde-li k transformaci
prediktoru nebo prediktort, napiiklad tim, Ze prediktor x; nahradime nebo doplnime prediktorem
22, anebo prediktory z; a x, nahradime prediktorem x; /x5, ponechdme modely ve tvarech (4.2),
(4.3), anebo (4.4). Také nutné nepfestaneme puvodni prediktory z; a xo nazyvat prediktory, ani
kdyz se v modelu vyskytovat nebudou (vzdy si mizeme ptedstavit, Ze se v modelu vyskytuji,
ale pfislusny koeficient (3 je nulovy). Linearita prediktoru v koeficientech naopak zachovéna byt
musi. Naptiklad model
}/Z':B()‘i‘ﬂQIfll—F&i, izl,...,n,

uz neni linearnim modelem, protoZe jej nelze prepsat do tvaru (4.1).
Zapis (4.1) definuje linéarni model po slozkach. Mnohdy se hodi vyuzit maticového zéapisu

Y = X3 +¢, 4.5)
kde
Y I x1 212 ... Tig €1
Y, 1 @wo1 xo2 ... Toy Bo €2
_ NEn
Br
Y, . 1z xig N % €n
Y X 5

Matici X v zapisu (4.5) fikdme regresni matice, matice modelu nebo také matice pldnu, anglicky
design matrix nebo model matrix.

Nyni se podivamé na n€kolik linearnich modelt pro data fev ze 2. kapitoly. Nejprve si ale
pfipomeneme, jak data vypadaji.

> head (fev)
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Age FEV Height
.708 144.78 Female
.724 171.45 Female
.720 138.43 Female
.558 134.62 Male
.895 144.78 Male
.336 154.94 Female

o U W N
W W W -1 © WO
N R R e

> tail (fev)

Age FEV Height Sex
649 16 4.872 182.88 Male
650 16 4.270 170.18 Male
651 15 3.727 172.72 Male
652 18 2.853 152.40 Female
653 16 2.795 160.02 Female
654 15 3.211 168.91 Female

(1) FEVZ = /60 + Bl X Helghtl + &5, 1=

Sex Smoker

Non
Non
Non
Non
Non
Non

Smoker
Current
Current
Current

Non
Current
Non

1,....n

Odezvou je v tomto modelu indikator objemu plic FEV a jedinym prediktorem je vyska

Height. Mame tedy & = 1. Pomoci vektorti a matic bychom model zapsali nasledovné.

1.708
1.724
2.795
3.211

Pro linearni prediktor plati 7, = E(FEV;) = 5y + (1 x Height,, stfedni hodnota FEV

—_ =

_ = .

144.78 €1
171.45 €9
. X (g°> +| ...
160.02 ! €653
168.91 £654

podle modelu tedy linearné roste s vyskou. Koeficient 3, vyjadiuje, o kolik litrt je stiedni
hodnota FEV vyssi u ditéte, které je o 1 cm vyssi. Obecné netvrdime, Ze narist stfedni hod-
noty FEV je zpiisobeny rozdilem ve vysce: to jenom na zakladé modelu tvrdit nemiZeme.
Proto radé€ji mluvime o asociaci: u vyssich déti pozorujeme vétsi plice. Koeficient 5, v mo-
delu reprezentuje stfedni hodnotu FEV pro dité s nulovou vyskou: v tomto modelu tedy
rozumnou interpretaci nema. Vztah mezi stfedni hodnotou FEV a vyskou popsany mode-
lem by mohl vypadat jako na obrazku niZe.
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(Expected value of) FEV by Height

FEV [I]

I I I I I I I I
120 130 140 150 160 170 180 190

Height [cm]

(2.) FEV; = By + B x Height, 4+ 35 x Height} +¢;, i=1,...,n

I v tomto modelu mame odezvu FEV, ale nyni je & = 2. Technicky jsou prediktory vyska
Height a kvadrat vysky Height?, ve skute¢nosti ale jde o funkce jediného prediktoru: vysky.
Maticovy zapis je

1.708 1 144.78 144.782 €1
1.724 1 171.45 171.45% Bo €9
2.795 1 160.02 160.022 B2 €653
3.211 1 168.91 168.912 54

Pro linedrni prediktor plati n; = E(FEV;) = S+, x Height,+ 3, x Height?. Stfedni hodnota
FEV podle modelu tedy kvadraticky roste s vySkou. Interpretaci jednotlivych koeficientt je
v takovém modelu vhodnéjsi nahradit obrazkem anebo vypoctem Ci porovndnim stfedni
hodnoty FEV pro nékolik zajimavych hodnot vysky Height.
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(Expected value of) FEV by Height

FEV [I]

I I I I I I I I
120 130 140 150 160 170 180 190

Height [cm]

(3) FEVi:ﬁo+ﬁ1XSGXi+€i, izl,...,n

V tomto modelu mame odezvu FEV a £ = 1. Prediktor Sex je tentokrat kategoridln{
proménnd o dvou drovnich: chlapec a divka. Tyto drovné budeme Ciselné kodovat jako 0
a 1. Nezvolime-li si jinak, @® pfifadi mensi ¢islo drovni, kterd je prvni v abecednim potadi.
V naSem piipadé¢ pujde o divku (female). Maticovy zapis modelu je

1.708 1 0 €1
1.724 1 0 €9

=1 x(g0)+
2.795 1 1 ! €653
3.211 1 0 €654

Pro linearni prediktor plati n; = E(FEV;) = By + 1 x Sex;. Koeficient [, reprezentuje
stfedni hodnotu FEV pro divky, zatimco koeficient 3; vyjadiuje, o kolik litrd vyssi je stfedni
hodnota FEV pro chlapce oproti divkam. Stfedni hodnotu FEV pro chlapce mizeme spocitat

jako ﬁo + 61.



40

(Expected value of) FEV by Sex

FEV [I]

|
Female

(4) FEVZ = 50 + 61 X Helghtz + 62 X Sexi + &4, 1= 1, ...,n

I v tomto modelu mame odezvu FEV, prediktory mame dva (k = 2): vyska Height a pohlavi
Sex. Stejné jako vyse je pohlavi kédovano jako 0 a 1: 0 kéduje divky a 1 kéduje chlapce.
Maticovy zapis je

1.708 1 14478 0O €1
1.724 1 17145 0 Bo &y
2.795 1 160.02 1 52 £653
3.211 1 168.91 0 €654

Pro linearni prediktor plati ; = E(FEV;) = [y + 51 x Height, + 35 X Sex;. Stfedni hodnota
FEV tedy podle modelu roste s vySkou linearné a ptimky pro divky a chlapce jsou rov-
nobézné, obé se smérnici [3;. Koeficient 5; vyjadiuje, o kolik litrti je vyssi stifedni hodnota
FEV u ditéte, které je o 1 cm vyssi, porovnavame-li dvé déti stejného pohlavi. Koeficient 3,

Vv

vyjadriuje, o kolik litrd vyssi je stiedni hodnota FEV pro chlapce oproti stejné vysoké divce.
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(Expected value of) FEV by Height and Sex

FEV [I

Height [cm]

(5.) FEV; = By + B1 x Height; + B2 x Sex; + B3 x (Sex x Height), +¢;,, i=1,...,n

Tento model se od predchoziho lisi pfidainim nového prediktoru, ktery je funkci prediktorti
z predchoziho modelu: vysky Height a pohlavi Sex. V kontextu regresnich modeli mu
fikdme interakce. Jde o funkci Sex x Height, pro vSechny divky ma tedy nulovou hodnotu,
zatimco pro chlapce obsahuje jejich vysky. V pfitomnosti interakce mezi prediktory se na
ptvodni prediktory nékdy odkazujeme jako na hlavni efekty. Mame tedy k = 3 a maticovy
zapis modelu je

1.708 1 14478 0 0 €1

1.724 1 17145 0 0 B &
B

2.795 1 160.02 1 160.02 53 €653

3.211 1 168.91 0 0 €654

Pro linearni prediktor plati 7; = E(FEV;) = By + 81 X Height, + (2 X Sex; + f5 X
(Height x Sex),. Stfedni hodnota FEV tedy podle modelu roste s vyskou linedrné, ten-
tokrat ale pifimky pro divky a pro chlapce nemusi byt rovnobézné. Smérnice pro divky je 1,
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zatimco smérnice pro chlapce je 31 + (3. Koeficient 3; vyjadiuje, o kolik litrG se u divek
zvysi stiedni hodnota FEV s 1 cm vySky navic. U chlapct dostaneme obdobnou interpretaci
pro koeficient 5; + (3. Rozdil mezi stiedni hodnotou FEV pro chlapce oproti stejné vysoké
divce v tomto modelu zdvisi na vySce uvazovanych déti.

(Expected value of) FEV by Height and Sex

m p—
— N
it
TR
N p—
H p—
Height [cm]
(6.) FEV; = o+ 1 x Height, + 52 xI[{9 < Age, < 12} + 5 xI[{Age; > 12} +¢;,i =1, ...,n

V tomto modelu je odezvou opét FEV. Prediktory jsou prakticky vyska Height a vék Age,
ale vék je kategorizovany — rozdéleny do tii kategorii — ¢imZ se z néj stava kategoridlni
proménnd o tfech drovnich. V linedrnim modelu budeme jednu z téchto drovni (v nasem
pfipadé vék do 9 let vCetn€) brat jako referencni a zbylé urovné (v€k mezi 9 a 12 lety, vék
nad 12 let) s ni budeme srovnavat. Za timto ucelem vytvoiime dva nové prediktory — jeden

v s 7

pro kazdou troven, kterou chceme srovnavat s referencni trovni — a naplnime je jednickami
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pro pozorovani, pro kterd vék dosahuje dané drovné, a nulami pro zbylad pozorovéni. Dosta-
neme tak £ = 3 a maticovy zapis modelu bude

1.708 1 14478 0 O €1
1.724 1 17145 0 O Bo €2
b
= X +
2.795 1 160.02 0 1 ﬁg €653
3.211 1 168.91 0 1 €654

Pro lineédrni prediktor plati n; = E(FEV;) = Sy + 1 x Height, + 52 x I{9 < Age; <
12} + B3 x I{Age, > 12}. Stfedni hodnota FEV tedy podle modelu roste s vy$kou linearné
a piimky pro jednotlivé vékové kategorie jsou rovnobézné, vSechny se smérnici ;. Koefi-
cient 3; vyjadfuje, o kolik litrti je vyssi stiedni hodnota FEV u ditéte, které je o 1 cm vyssi,
porovnavame-li dvé déti ze stejné vekové kategorie. Koeficient 3y vyjadiuje, o kolik litrii
vys§i je stfedni hodnota FEV pro dité mezi 9 a 12 lety oproti stejné vysokému ditéti do 9
let. Koeficient 35 vyjadiuje, o kolik litrd vyssi je stfedni hodnota FEV pro dité starsi 12 let
oproti stejné vysokému ditéti do 9 let.
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(Expected value of) FEV by Height and Age

m p—
— N
i
o 7
N p—
H p—
| | | | | | | |
120 130 140 150 160 170 180 190
Height [cm]
(7.) FEV; = By + 1 x Height;, + (2 x Age, +¢;,i =1, ...,n

V tomto modelu je odezvou opét FEV a prediktory jsou vyska Height a vék Age, tentokrat
ale vék nekategorizujeme. Mame tedy £ = 2 a maticovy zdpis modelu

1.708 1 14478 9 €1
1.724 1 17145 8 Bo )
2.795 1 160.02 16 Ba €653
3.211 1 168.91 15 €654

Pro linedrni prediktor plati n; = E(FEV;) = Sy + (1 X Height, + B2 x Age;, sttedni hodnota
FEV podle modelu tedy linearné roste s vékem i s vyskou. Jde vlastné o rovinu, jak je vidét
na obrazku niZe.
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FEV

(Expectation of) FEV by Age and Height
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Pro kazdou pevnou hodnotu vysky roste stiedni hodnota s vékem linedrné a pro riizné hod-
noty vysky jsou tyto pfimky rovnobézné, jak je vidét na nasledujicim obrazku.

FEV [I]

(Expected value of) FEV by Age and Height

Height = 145 cm
Height = 156 cm
—— Height = 166 cm

T aianerec—

Age [years]
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Analogicka tvrzeni i obrdzek je mozné vykreslit pro zdvislost stfedni hodnoty na vysce
pro rtizné urovné véku.

(Expected value of) FEV by Height and Age

Age = 8 years
0 - Age = 10 years
—— Age = 12 years

— <
if
o 7

N p—

| p—

I I I I I I I I
120 130 140 150 160 170 180 190

Height [cm]

Pii interpretaci koeficientu (5, uvazujeme dvé déti stejného veéku. 3 vyjadiuje, o kolik litrti
je stiedni hodnota FEV vyssi u ditéte, které je o 1 cm vySSi. Pfi interpretaci koeficientu (3,
zase uvazujeme dvé déti stejné vysky. Sy vyjadiuje, o kolik litrd je stfedni hodnota FEV
vyssi u ditéte, které je o 1 rok starsi. Koeficient 3, v modelu reprezentuje stfedni hodnotu
FEV pro dité s nulovou vyskou i vékem: v tomto modelu tedy nema rozumnou interpretaci.



Kapitola 5

Linearni model v R

V této kapitole si ukdZzeme, jak dany linedrni model zaddme do @ a jak @® vyuZijeme ke kon-
strukci odhadt parametri modelu, posouzeni kvality modelu i vyvozeni zavérd na zakladé mo-
delu.

5.1 Zadani modelu do R
Pfipomernime si prvni model z pfedchozi kapitoly.
(1.) FEV,; = By + B1 x Height, +¢;, t1=1,...,n.
Chceme-li tento model odhadnout pomoci @, pozaddme o to nasledujicim piikazem.

> 1lm(FEV Height, data = fev)

Piikazem 1m () Zaddme o odhad linedrniho modelu. Prvnim argumentem piikazu je takzvana
formula, ve které znakem ~ oddélujeme odezvu od prediktoru: na levou stranu piSeme odezvu
(FEV) a na pravou stranu prediktor (Height). Argument data ndm umoZiiuje odezvu a pre-
diktory psat tak, anizZ bychom u kazdého specifikovali ndzev data . frame, ktery je obsahuje.
Bez vyuziti tohoto argumentu bychom ptikaz zadali ndsledovné.

> 1lm(fevSFEV ~ fev$Height)

Na oba ptikazy @ odpovi nésledujicim vystupem.

> Im(FEV =~ Height, data = fev)

Call:
Im(formula = FEV =~ Height, data = fev)
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Coefficients:
(Intercept) Height
-5.43268 0.05196

Koeficienty 3y a 5, se pomoci @ odhadly na —5.43 a 0.05. Odhadujeme tedy, Ze stiedni hodnota
FEV je u ditéte, které je o 1 cm vyssi, vyssi o 0.05 litri. Pro snazsi orientaci v odhadech koefi-
cientd je @® vraci jako vektor, jehoZ slozky maji jména. Odhad koeficientu odpovidajiciho pre-
diktoru pojmenuje ndzvem prediktoru, zatimco odhad koeficientu 3y pojmenuje Intercept,
jelikoZ se v grafu zavislosti stfedni hodnoty odezvy na prediktoru jedna o prisecik s osou y
(y—intercept).

Model s vice prediktory zaddme tak, Ze je vyjmenujeme na pravé strané od znaku ~ argu-
mentu formula aoddélime od sebe znakem + (neuvazujeme-li mezi nimi interakci). Napiiklad
model

(4) FEVZ = 50 + ﬁl X Helghtl + 52 X Sexi +e, 1=1,...,n
zadame nasledujicim ptikazem.

> 1lm(FEV Height + Sex, data = fev)

Call:
Im(formula = FEV =~ Height + Sex, data = fev)

Coefficients:
(Intercept) Height SexMale
-5.39026 0.05127 0.12512

Koeficienty 3y, 81 a B2 se pomoci @ odhadly na —5.39, 0.05 a 0.13. Odhadujeme tedy, Ze
oproti ditéti stejného pohlavi je stfedni hodnota FEV u ditéte, které je o 1 cm vyssi, vyssi 0 0.05
litrG. U chlapce odhadujeme stiedni hodnotu FEV o 0.13 litrti vyssi nez u stejné vysoké divky.
Nazev SexMale u koeficientu [, se skladd ze dvou casti (které ale nejsou oddé€leny): nazev
prediktoru (Sex) a uroven prediktoru, ktera je v matici planu kodovana jednickou (Male). Diky
tomuto znaceni vime, Ze rozdil ve stfedni hodnoté FEV o 0.13 je ve prospéch chlapct, nikoliv

Vv

model.matrix () , ktery vrati matici planu modelu v argumentu ptikazu.
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> model .matrix (Ilm(FEV ~ Height + Sex, data = fev)) [1:5, ]

(Intercept) Height SexMale
1 1 144.78 0
2 1 171.45 0
3 1 138.43 0
4 1 134.62 1
5 1 144.78 1
> fev[1l:5, ]

Age FEV Height Sex Smoker
1 9 1.708 144.78 Female Non
2 8 1.724 171.45 Female Non
3 7 1.720 138.43 Female Non
4 9 1.558 134.62 Male Non
5 9 1.895 144.78 Male Non

Estimates of beta_ 0, beta 1 and beta 2 in the model are -5.40,
0.05, and 0.13, respectively. We estimate that the expected
value of FEV increases by 0.05 1 with a 1 cm increase

in height for children of the same sex. The difference
between the expected values of FEV for children of the same
height is 0.13 in favour of a boy (compared to a girl).

HH R R R R R

Chceme-li do modelu zahrnout interakci, oddélime od sebe pfislu$né prediktory znakem
misto 4. Pro model

(5) FEVZ = 50 + Bl X Helghtl + 52 X Sexi + 63 X (Helght X Sex)i + &5, 1= 1, ..o, n

bychom pouzili nésledujici pfikaz.

> Im(FEV ~ Height % Sex, data = fev)

Call:
Im(formula = FEV

Height = Sex, data = fev)

Coefficients:
(Intercept) Height SexMale Height:SexMale
-4.31822 0.04426 -1.54563 0.01081
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Koeficienty Sy, 1, B2 a 83 se pomoci @ odhadly na —4.32, 0.04, —1.55 a 0.01. Odhadujeme
tedy, Ze s kazdym centimetrem vysKy je spojeny narist stiedni hodnoty FEV u divek o 0.04 litrt
a u chlapct o 0.06 litri. Nazev interakce Height : SexMale obsahuje nazvy prediktort, mezi
kterymi interakci uvazujeme, a také troven kategoridlniho prediktoru, kterd je v matici planu
kédovana jednickou. Oddé€lovaci znak : se v @ pouZiva pro interakci.

> model .matrix (Im(FEV ~ Height * Sex, data = fev))[1l:5, ]

(Intercept) Height SexMale Height:SexMale
1 1 144.78 0 0.00
2 1 171.45 0 0.00
3 1 138.43 0 0.00
4 1 134.62 1 134.62
5 1 144.78 1 144.78

Stejny model mizeme zadat také explicitnim vyjmenovanim vSech prediktorii vCetné interakce
oddélenych znakem —+.

> 1m(FEV Height + Sex + Height:Sex, data = fev)

Call:
Im(formula = FEV =~ Height + Sex + Height:Sex, data = fev)

Coefficients:
(Intercept) Height SexMale Height:SexMale
-4.31822 0.04426 -1.54563 0.01081

Pro usnadnéni zadavani modelu s interakcemi se v argumentu formula pouZiva specidlni syn-
taxe, ve které n—ta mocnina znac¢i zahrnuti hlavnich efektt a vSech interakci az do n—tého fadu.
Pomoci této syntaxe miizeme vySe uvedeny model zadat nasledovné.

> 1lm(FEV ~ (Height + Sex) "2, data = fev)
Call:
Im(formula = FEV =~ (Height + Sex) "2, data = fev)
Coefficients:
(Intercept) Height SexMale Height:SexMale

—-4.31822 0.04426 -1.54563 0.01081
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Estimates of beta 0, beta 1, beta 2, and beta 3 in the model
are -4.30, 0.04, -1.55, and 0.01, respectively. We estimate
that a 1 cm increase 1in height is associated with an increase
in the expected value of FEV by 0.04 1 for girls and by 0.06 1
for boys.

FH FH FH FH H

Pro interakce vySsSiho neZ druhého fadu bychom v modelu museli mit vice proménnych. Pro tfi
proménné muzeme uvazovat napiiklad nasledujici modely s interakcemi.

> Im(FEV = (Height + Sex) "2 + Age, data = fev)

Call:
Im(formula = FEV

(Height + Sex) "2 + Age, data = fev)

Coefficients:
(Intercept) Height SexMale Age
-3.09862 0.03199 -1.80829 0.06685
Height:SexMale
0.01276
> Im(FEV ~ (Height + Sex + Age) "2, data = fev)

Call:
Im(formula = FEV ~ (Height + Sex + Age) "2, data = fev)

Coefficients:
(Intercept) Height SexMale Age
-0.763023 0.017919 -0.876319 -0.303109
Height:SexMale Height:Age SexMale:Age
0.005764 0.002256 0.010684

> Im(FEV = (Height + Sex + Age) "2 - Height:Age, data = fev)

Call:

Im(formula = FEV =~ (Height + Sex + Age) "2 - Height:Age, data = fev)

Coefficients:
(Intercept) Height SexMale Age
-3.329648 0.034311 -1.347481 0.054187
Height:SexMale SexMale:Age

0.007958 0.028716
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> Im(FEV ~ (Height + Age + Sex) "3, data = fev)

Call:
Im(formula = FEV ~ (Height + Age + Sex) "3, data = fev)

Coefficients:
(Intercept) Height Age
-3.380e+00 3.464e-02 6.126e-02
SexMale Height :Age Height:SexMale
3.460e+00 -4.464e-05 -2.147e-02
Age:SexMale Height:Age:SexMale
-5.661e-01 3.577e-03

Chceme-li jako prediktory vyuzit funkce stavajicich prediktorti, mizZeme hodnoty téchto
novych prediktord nejprve spocitat a pridat jako dalsi sloupec do piislusného data.frame.
Ten pak zaddme do argumentu formula piikazu 1m () . Tak bychom postupovali napiiklad
u modelu

(6.) FEV; = By+ /1 x Height,+ 2 xI{9 < Age, < 12}4 03 xI{Age; > 12} +¢;, i=1,...,n.

> quantile (fev$Age, probs = c(0:3)/3)

0% 33.33333% 66.66667% 100%
3 9 11 19

\Y

fev$Age.cat <- cut (fevS$SAge, breaks = ¢(3, 9, 12, 19),

+ include.lowest = TRUE)
> summary (fevSAge.cat)
[3,9] (9,121 (12,19]
309 2238 117
> Im(FEV = Height + Age.cat, data = fev)
Call:

Im(formula = FEV ~ Height + Age.cat, data = fev)

Coefficients:
(Intercept) Height Age.cat (9,12] Age.cat(l2,19]
-4.50925 0.04525 0.12235 0.42566
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U jednodussich funkci prediktoru je vyhodnéjsi zadat pozadovanou funkci pfimo uvnitf agru-
mentu formula. V takovém piipadé je potfeba novy prediktor zadat uvniti funkce I () .
Napftiklad model

(2.) FEV; = By + B x Height, 4+ 3 x Height} +¢;, i=1,...,n

zaddme nésledujicim piikazem.

> Im(FEV = Height + I (Height®2), data = fev)

Call:
Im(formula = FEV =~ Height + I (Height"2), data = fev)

Coefficients:
(Intercept) Height I (Height™2)
6.0268779 -0.0984444 0.0004891

Nakonec si jeSté ukdZzeme zjednodusSenou syntaxi pro dva specidlni modely. Model bez pre-
diktort
FEVZ‘:BQ—I—&;, izl,...,n

zaddme nésledujicim piikazem.

> Im(FEV -~ 1, data = fev)

Call:

Im(formula = FEV ~ 1, data = fev)
Coefficients:

(Intercept)

2.637

Naopak model, ktery jako prediktory obsahuje vSechny sloupce data . frame, ze kterého pochazi
odezva, zaddme nésledovné.

> Im(FEV =~ ., data = fev)
Call:
Im(formula = FEV =~ ., data = fev)

Coefficients:
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(Intercept) Age Height SexMale

-4.46536 0.01858 0.04253 0.14928
SmokerNon Age.cat (9,12] Age.cat(l2,19]
0.13668 0.115106 0.40769

5.2 Celkové charakteristiky modelu

Vratme se nyni k modelu
(2.) FEVZ = ﬂo + Bl X Helghtl + 52 X Sexz- +e, 1=1,... n.

Jiz jsme vidé€li, ze piikaz 1m () vrati odhady koeficienti modelu. Zaroven s odhady spocita @
mnoho charakteristik uzite¢nych pro inferenci. Abychom k nim mohli 1épe pfistupovat, uloZime
si v8e, co se po zadani piikazu 1m () napocitalo, naptiklad do proménné mod.

> mod <- 1lm(FEV =~ Height + Sex, data = fev)

Funkci model .matrix () , popsanou vyse, nyni mizeme uplatnit piimo na proménnou mod.
Funkce coefficients () uplatnéna na proménnou mod vrati odhady koeficienti modelu.

> model .matrix (mod) [1:5, ]

(Intercept) Height SexMale
1 144.78
1 171.45
1 138.43
1 134.62
1 144.78

g w N
R = O O O

> coefficients (mod)

(Intercept) Height SexMale
-5.39026319 0.05127185 0.12512339

vvvvvv

summary () .

> summary (mod)

Call:
Im(formula = FEV =~ Height + Sex, data = fev)
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Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-1.6763 -0.2505 0.0001 0.2347 2.0722

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) —-5.390263 0.180082 -29.932 < 2e-16 *#*x*

Height 0.051272 0.001167 43.933 < 2e-16 #*x+*
SexMale 0.125123 0.033801 3.702 0.000232 #*x+*
Signif. codes: 0 '"#x%x' 0.001 "xx' 0.01 'x' 0.05 '.'" 0.1 " " 1

Residual standard error: 0.4265 on 651 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7587,Adjusted R-squared: 0.758
F-statistic: 1024 on 2 and 651 DF, p-value: < 2.2e-16

Pryni fadek vystupu obsahuje definici modelu. Nésleduji empirické kvantily rezidui e = Y —
X 3. Také poslednf tii fadky se tykaji celého modelu. Obsahuji odhad 6 odmocniny z rozptylu o
nahodné chyby e, koeficienty determinace a test hypotézy o nulovosti vSech koeficientd modelu
soucasné. R

Odhad 6 je odmocninou z nevychyleného odhadu 02 = e"e/(n—p). V normélnim linedrnim
modelu ma nahodnd veli¢ina (n — p)aA2 /o? rozd&leni x? s n — p stupni volnosti. Ve vystupu
z fuknce summary () jsou tyto stupné volnosti uvedeny za odhadem ¢. Jedn4 se o pocet pozo-

Vv

rovani sniZeny o rozmér vektoru 3, jak snadno ovéfime.
> nrow (fev) - length (coefficients (mod))
[1] 651

Koeficient determinace

S (V; = ) .
R*=1- &L . kdeY = Y,
Zi:l(Yi B Y)2 ;

reprezentuje proporci variability dat vysvétlenou modelem. Na§ model vysvétluje 76 % variabi-
lity proménné FEV. Koeficient determinace vzroste pokazdé, kdyz do modelu pfidame prediktor,
proto je pro srovnani vnofenych modelt vhodné&jsi adjustovany (upraveny) koeficient determi-
nace

~

S (Y= Vi (0 = ) 5
Y (Yi=Y)/(n—1) '
ktery bere do tvahy i poCet prediktorti v modelu. V nasem pfipad¢ je téméf stejny jako koeficient
determinace, R%;; = 0.76. Pii velkém poCtu dat a malém poctu koeficientd v modelu jsou si totiz
hodnoty déliteli n — p an — 1 velmi blizké.

dej =1-
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Na poslednim fadku mame pozorovanou hodnotu testové statistiky F'—testu hypotézy H :
(B1,B2)" = 0 proti alternativé H; : (f1,32)" # 0. Stupné volnosti pfislusného F'—rozdé&leni
jsou rozmér testovaného vektoru a stupné volnosti y?—rozdé&leni odhadu rozptylu o ndhodné
chyby €, tedy p — 1 a n — p. Nezamitnuti nulové hypotézy sice neznamena jeji potvrzeni, ale
vyvoldvalo by pochybnosti o vhodnosti prediktori pro popis stiedni hodnoty odezvy. V nasem
piipadé viak nulovou hypotézu jednoznaéné zamitdme (p—hodnota < 107'%), tudiZ tento vysle-
dek pochybnosti o vhodnosti prediktor nevyvolava.

Pro pfistup k jednotlivym vysledkiim zobrazenym ve vystupu ze summary (mod) potiebu-

jeme znat jejich interni nazvy. Ty miZeme najit ve vystupu z funkce str () uplatnéné na objekt
summary (mod) .

> str (summary (mod) )

List of 11

$ call : language 1lm(formula = FEV ~ Height + Sex, data = fev)
$ terms :Classes 'terms', 'formula' language FEV = Height + Sex
.— attr(x, "variables")= language list (FEV, Height, Sex)
.— attr(x, "factors")= int [1:3, 1:2] 01 0 0 0 1
.— attr(*x, "dimnames")=List of 2

.$ : chr [1:3] "FEV" "Height" "Sex"

5 00 chr [1:2] "Height" "Sex"
- attr(x, "term.labels")= chr [1:2] "Height" "Sex"
- attr(x, "order")= int [1:2] 1 1
- attr(x, "intercept")= int 1
- attr(x, "response")= int 1
— attr(*, ".Environment")=<environment: R_GlobalEnv>
- attr(x, "predvars")= language list (FEV, Height, Sex)
.— attr(x, "dataClasses")= Named chr [1:3] "numeric" "numeric" "factor"
.. .— attr(x, "names")= chr [1:3] "FEV" "Height" "Sex"
S residuals : Named num [1:654] -0.3249 -1.6763 0.0127 -0.0791 -0.263
.— attr(x, "names")= chr [1:654] "1™ "2" n"3mw w4n |
$ coefficients : num [1:3, 1:4] -5.39026 0.05127 0.12512 0.18008 0.00117
.— attr(x, "dimnames")=List of 2
.$ : chr [1:3] "(Intercept)" "Height" "SexMale"
.. .S : chr [1:4] "Estimate" "Std. Error" "t value" "Pr(>|t])"
$ aliased : Named logi [1:3] FALSE FALSE FALSE
..— attr(x, "names")= chr [1:3] " (Intercept)" "Height" "SexMale"
$ sigma : num 0.427
$ df : int [1:3] 3 651 3
$ r.squared : num 0.759
$ adj.r.squared: num 0.758
$ fstatistic : Named num [1:3] 1024 2 651
.— attr(x, "names")= chr [1:3] "value" "numdf" "dendf"
$ cov.unscaled : num [1:3, 1:3] 1.78e-01 -1.14e-03 2.13e-03 -1.14e-03 7.49e-06
.— attr(x, "dimnames")=List of 2
.$ ¢ chr [1:3] "(Intercept)" "Height" "SexMale"
.$ : chr [1:3] "(Intercept)" "Height" "SexMale"
- attr(x, "class")= chr "summary.lm"

2

Z vystupu vyse vidime, Ze naptiklad &, R? a R:y; ziskdme pomoci nésledujicich piikazi.
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> summary (mod) $sigma

[1] 0.4265405

> summary (mod) $r.squared

[1] 0.7587368

> summary (mod) $adj.r.squared

[1] 0.7579956

5.3 Inference pro jednotlivé koeficienty
Tabulka uprostfed vystupu ze summary (mod) obsahuje informace uZite¢né pro posouzeni
statistické vyznamnosti a vypocet konfidencnich intervald pro jednotlivé koeficienty modelu.

UloZime si ji do samostatné proménné.

> tab <- summary (mod) Scoefficients

> tab

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -5.39026319 0.180082479 -29.932191 1.821608e-124
Height 0.05127185 0.001167051 43.932823 6.861183e-197
SexMale 0.12512339 0.033800905 3.701776 2.322264e-04

Jednd se o matici s pojmenovanymi fadky i sloupci.
Prvni sloupec (Est imate) obsahuje odhady koeficientu.

> tab[, 1]

(Intercept) Height SexMale
-5.39026319 0.05127185 0.12512339

> coefficients (mod)

(Intercept) Height SexMale
-5.39026319 0.05127185 0.12512339

Druhy sloupec (Std. Error)obsahuje odmocniny z odhadnutych rozptyld odhadi jednot-
livych koeficientd. Z teorie vime, Ze

Var 3 = 02 (XX) 1,
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> tab[, 2]

(Intercept) Height SexMale
0.180082479 0.001167051 0.033800905

> X <-— model .matrix (mod)
> summary (mod) $sigma * sqrt (diag(solve (t (X) %$x% X)))

(Intercept) Height SexMale
0.180082479 0.001167051 0.033800905

Treti sloupec matice (t value) obsahuje pozorované hodnoty testovych statistik pro testy
hypotéz H, : 3; = 0 pro jednotlivé slozky vektoru koeficientli proti alternativim H; : 3; # 0.
Testové statistiky jsou

Bi
Vo2 (XTX); !

jednad se tedy o podil prvniho a druhého sloupce matice t ab.

T, =

> tab[, 3]
(Intercept) Height SexMale
-29.932191 43.932823 3.701776

> tab[, 1]/tabl[, 2]

(Intercept) Height SexMale
-29.932191 43.932823 3.701776

V normdlnim linedrnim modelu mé kazda z téchto testovych statistik za platnosti piislusné
nulové hypotézy t—rozdéleni s n — p stupni volnosti, T; ~ t,_,. PiisluSné p—hodnoty naj-
deme v poslednim sloupci matice (Pr (> |t |)). Pro jejich vypocet miZeme vyuzit toho, Ze
p—hodnota predstavuje pravdépodobnost, Ze za platnosti nulové hypotézy ma testova statistika
hodnotu, kterou jsme pozorovali, nebo hodnoty, které by jesté vice svédCily ve prospéch alter-
nativy. V naSem piipad¢é ve prospéch alternativy svédci hodnoty testové statistiky vzdalené;si
od nuly, a to na kladnou 1 zdpornou stranu.

> tab[, 4]

(Intercept) Height SexMale
1.821608e-124 6.861183e-197 2.322264e-04
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> 2 « pt(-abs(tab[, 3]), df = summary (mod) $df[2])

(Intercept) Height SexMale
1.821608e-124 6.861183e-197 2.322264e-04

Invertovanim téchto t—testd ziskame konfidenéni intervaly pro jednotlivé koeficienty

(5} (1= a/2)\ [0 (XTX)E s B+ tap(1 — a/2) /0 (XTX);}) .

V @ je vraci funkce confint () .

> confint (mod)

2.5 % 97.5 %
(Intercept) -5.74387579 -5.03665059
Height 0.04898022 0.05356349
SexMale 0.05875144 0.19149534
> alpha <- 0.05
> df <- summary (mod) Sdf[2]
> lwr <- tab[, 1] - gt(l - alpha/2, df = df) * tab[, 2]
> upr <- tab[, 1] + gqt(l - alpha/2, df = df) =* tabl[, 2]
> data.frame (1lwr, upr)

lwr upr

(Intercept) -5.74387579 -5.03665059
Height 0.04898022 0.05356349
SexMale 0.05875144 0.19149534

Pfipomenime si, Ze hustota t—rozdé€leni je podobna hustoté standardniho normélniho rozdéleni
se proto s rostoucimi stupni volnosti blizi kvantiliim standardniho normdlniho rozdéleni, v ab-
solutni hodnoté jsou ale o néco vétsi. Nemame-li pfili§ maly rozsah dat, pro rychlou predstavu
o konfidencnich intervalech diky tomu staci vzit prvni sloupec matice a odecist (resp. pricist)
k nému dvojndsobek (ug 975 ~ 1.96) druhého sloupce.

Kazdy z vyse uvedenych ¢—testii a konfiden¢nich intervald se tyka jediného koeficientu.
Jsou-li splnény predpoklady normalniho linearniho modelu, kazdy z téchto testi ma hladinu
vyznamnosti « a kazdy z téchto konfidencnich intervali ma pravdépodobnost pokryti 1 — a.
Pravdépodobnost, Ze vSechny konfidencni intervaly pokryji odhadované parametry, miize byt
niz$i a spolec¢na hladina vSech testti mize byt vyssi. Chceme-li kontrolovat hladinu vyznamnosti
testu o vice koeficientech soucasn€, pouzijeme misto jednotlivych t—testi spolecny F'—test,
kterému se budeme podrobnéji vénovat v ¢asti 5.5. Zajima-1i nés spole¢né pokryti konfidencnich
intervald, nahradime je konfiden¢nimi regiony nebo konfiden¢nimi pasy, kterym se budeme
vénovat v C4sti 5.6.
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5.4 Inference pro linearni kombinace koeficientu

Nékdy se mizeme vedle jednotlivych koeficientl zajimat také o jejich linearni kombinace.
Napriklad v modelu

(5) FEVZ = ﬁo + 51 X Helghtl + 52 X Sexi + 53 X (Sex X Helght)l +e, 1=1,...,n

vyjadiuje koeficient 3; narust stfedni hodnoty FEV spojeny s nartustem vysky u divek o 1 cm.
Pro chlapce m4 stejnou interpretaci soucet 31 + 3.

> mod <- 1lm(FEV =~ Height =% Sex, data = fev)
> summary (mod)

Call:
Im(formula = FEV

Height * Sex, data = fev)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-1.54654 -0.25282 0.00649 0.25666 2.00491

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -4.318219 0.297637 -14.508 < 2e-16 **x

Height 0.044262 0.001940 22.815 < 2e-16 #**x*
SexMale -1.545629 0.373843 —-4.134 4.02e-05 #*x*x
Height:SexMale 0.010810 0.002409 4.487 8.54e-06 xx*x*
Signif. codes: 0 '"#x%' 0.001 "x%x' 0.01 '"x' 0.05 '." 0.1 " " 1

Residual standard error: 0.4204 on 650 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.766,Adjusted R-squared: 0.7649
F-statistic: 709.2 on 3 and 650 DF, p-value: < 2.2e-16

Tento efekt odhadneme jako ; + (3 = 0.06. Odhad rozptylu Var(8; + 3) = Var 8, + Var 85 +
2 x Cov(ps, fB3), ktery bychom potfebovali ke konstrukei testu nebo konfidenéniho intervalu
pro 51 + B3, ale ve vystupu z funkce summary () nenajdeme. Za timto ucelem pouZijeme
funkci veov () , kterd vraci odhad o2 (XTX)~! kovarian&ni matice odhadd koeficientdi v mo-
delu, ktery je jejim argumentem.

> est.var <- wvcov (mod)
> est.var
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(Intercept) Height SexMale
(Intercept) 0.088588026 -5.756060e-04 -0.0885880258
Height -0.000575606 3.763647e-06 0.0005756060
SexMale -0.088588026 5.756060e-04 0.1397583375

Height:SexMale 0.000575606 —-3.763647e-06 —-0.0008970667
Height:SexMale

(Intercept) 5.756060e-04
Height -3.763647e-06
SexMale -8.970667e-04

Height:SexMale 5.804094e-06

Nyni jiz miZeme zkonstruovat testovou statistiku pro test hypotézy Hy : 51 + B3 = 0 proti alter-
nativé H; : 51 + (3 # 0 i konfiden¢ni interval pro 31 + (5.

> est <- sum(coefficients (mod) [c(2,4)])

> est.var.sqgrt <- sqgrt (sum(diag(est.var) [c(2, 4)])

0 + 2 * est.var([2, 47)

> c(est, est.var.sqrt) #Estimate and Std.Error for beta_l+beta 3

[1] 0.055072110 0.001428442

> test.stat <- est/est.var.sqgrt
> test.p <- 2 x pt(-abs(test.stat), df = summary (mod)Sdf[2])
> c(test.stat, test.p) # t value and P(>/t|) for beta 1 + beta_ 3

[I] 3.855396e+01 4.200169e-170

> ci <- est + ¢(-1, 1) % gnorm(l-alpha/2) = est.var.sqgrt
> ¢l # predidence interval for beta 1 + beta 3

[1] 0.05227242 0.05787181

Obecnéji, pro test o linedrni kombinaci a' 3 = agfy +a181 + ... +apBe s Hy:a' B3 =0
aH, :a' B # 0, pouZijeme testovou statistiku
-
o238 (5.2)
o?al(XTX)" la

kterd ma za platnosti normdlniho linedrniho modelu a nulové hypotézy t—rozdéleni s n —p stupni
volnosti. Invertovanim testu dostaneme konfiden¢ni interval pro a'3. V kédu vyse bychom
zménili jenom vypocet odhadu a odmocniny z jeho odhadnutého rozptylu.
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[¢)

> est <- t(a) %*% coefficients (mod)
> est.var.sqgrt <- sqgrt(t(a) %*% est.var %x% a)

5.5 Inference pro vice (linearnich kombinaci) koeficienta

Souvislost mezi prediktorem vyska Height a stfedni hodnotou odezvy FEV v modelu (5.) prak-
ticky popisuji smérnice 3; a 51 + (3. Kdyby vysledky jednorozmérnych testi o jejich nulovosti
popsané v ¢astech 5.3 a 5.4 nebyly tak jednoznacné, bylo by pro vyCerpévajici odpovéd na otazku
o souvislosti vysky Height se stfedni hodnotou FEV potieba testovat nulovost obou smérnic
zaroven. Za timto tcelem mizeme vyuZit F'—test pro testovani hypotéz o nékolika nezavislych
linedrnich kombinacich koeficienti modelu zaroven. Tvori-li koeficienty m nezavislych lineér-
nich kombinaci fadky matice A, testova statistika pro test hypotézy H, : A3 = 0 proti alterna-
tivé H; : A3 # 0 ma tvar

1

mo?

F=

(AB)(A(X'X)'AT)'AB (5.3)

a za platnosti normalniho linedrniho modelu a nulové hypotézy ma F'—rozdéleni s m an — p
stupni volnosti. Nasledujicim zplisobem pak miizeme najednou provést test o nulovosti obou
smérnic odpovidajicich vysce Height.

> A <- rbind(c¢(0, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 1))
> beta.hat <- coefficients (mod)

> var.beta.hat <- wecov (mod)

> est <- A %x% beta.hat

> est

[,1]
[1,] 0.04426220
[2,] 0.05507211

> F <— t(est) %$x% solve (A %x% var.beta.hat %$*% t(A)) %x% est/2
> p <- 1-pf(F, dfl = 2, df2 = summary (mod) $df[2])

>

>

> c(F, p)

[1] 1003.476 0.000

Vzhledem k jednozna¢nym vysledkiim jednotlivych ¢ —testl neni prekvapivé, Ze také vysledek
F'—testu je jednoznacny. Obecné ale nemusi F'—test vést ke stejnému vysledku jako jednotlivé
t—testy. Pfipomenime ale, Ze pouzijeme-li F'—test (5.3) k testovani hypotézy o jediné linearni
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kombinaci koeficienti modelu, jeho testova statistika je kvadratem testové statistiky ¢—testu
z ¢asti 5.4. JelikoZ kvadrat nahodné veli€iny s ¢t —rozdélenim s n stupni volnosti md F'—rozdéleni
s 1 a n stupni volnosti, vysledky testd budou v takovém piipadé stejné.

Nulovou hypotézu Hj : 1 = 0 a 81 + 3 = 0 miZeme ekvivalentné zapsat jako Hy : 1 =
0 a 3 = 0. Za jeji platnosti se tedy model (5.) redukuje na model

(3. FEVZ:ﬂO%—leSeXZ—Fs“ 1=1,...,n.

Test hypotézy Hy : f1 = 0 a 51 + 53 = 0 proti alternativé H; : 31 # 0 nebo 3; + 53 # 0 proto
miZeme vnimat i jako test o moznosti prechodu od modelu (5.) k modelu (3.). Takovym testim
se budeme vénovat v Casti 6. 1.

5.6 Odhady stredni hodnoty a predikce na zakladé modelu

Dilezitym specidlnim piipadem linedrnich kombinaci koeficientt diskutovanych v ¢asti 5.4 jsou
kombinace odpovidajici konkrétnim hodnotam prediktorti. Uvazujme opét model (5.) a pocitejme
odhad stfedni hodnoty FEV pro divku vysokou 110 cm. Podle modelu (5.) plati, ze

FEV = [y + 51 x Height + 55 x Sex + 3 x (Sex x Height) + ¢
a Ee = 0. Pro stfedni hodnotu FEV pak plati vztah
E(FEV) = By + 1 x Height 4+ 82 x Sex + (5 x (Sex x Height) .

Pfipomenime, Ze divky jsou v proménné Sex kédovany nulou. Pro stiedni hodnotu FEV divky
vysoké 110 cm tak dostdvdme vztah

E(FEV|S€X: O, Helght = ]_10) = 50+51 X 110+62 X 0—}-53 x 0= B() + 110&1

Pro lepsi viditelnost hodnot prediktord, pro které pocitdme stiedni hodnotu odezvy, jsme v rov-
nici vySe pouzili znaceni, které je obvyklejsi v situacich, kdy jsou prediktory povazovany za na-
hodné veli¢iny, na jejichZ konkrétnich hodnotach podmifiujeme.

Stfedni hodnota odezvy za konkrétnich hodnot prediktord, v nasem piipadé E(FEV | Sex =
0,Height = 110), je tedy linedrni kombinaci koeficienti modelu. V nasem piipadé tvoii jeji
koeficienty vektor a = (1,110,0,0)". V tomto kontextu se pro koeficienty linedrni kombinace
pouZiva spise znaceni x = (1,110,0,0) " pfipominajici (genericky) fadek regresni matice.

Jak jsme si jiz rozmysleli v asti 5.4, linearni kombinaci x "3 miZzeme odhadnout pomoci
x ' 3. V naSem pifpadé tedy

E(FEV | Sex = 0, Height = 110) = Sy 4+ 110 x f; = —4.32 + 110 x 0.04 ~ 0.55.

Pro testovan{ hypotézy o konkrétni hodnoté E(FEV | Sex = 0, Height = 110) mGZeme pouZit tes-
tovou statistiku (5.2). Jejim invertovanim pak dostaneme konfidenéni interval pro E(FEV | Sex =
0, Height = 110), jak jsme jiz také vidéli v ¢asti 5.4.
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x <- ¢(1, 110, 0, 0)
est <- t(x) %x% beta.hat
est.var.sqgrt <- sqgrt (t(x) %*% var.beta.hat %$*% x)

vV V. V V V V V

c(est, est.var.sqgrt)
[1] 0.55062368 0.08657273

> test.stat <- est/est.var.sqgrt

> test.p <- 2 x pt(-abs(test.stat), df = summary (mod) $df[2])
>

> c(test.stat, test.p)

[1] 6.360244e+00 3.798466e-10

> cl <- est + e¢(-1, 1) * gnorm(l - alpha/2) x est.var.sqrt
>
> ci

[1] 0.3809442 0.7203031

Souvisejici ulohou je predikce hodnoty nového pozorovani pfi konkrétnich hodnotach pre-
diktord. Nové pozorovani je ndhodnd veliCina, proto jej nemizeme odhadovat, ale mizeme jej
predikovat. Pro divku vysokou 110 cm je podle modelu (5.)

FEV:ﬁo—Fﬁl><110+52X0+ﬁ3XO+€:ﬁo+11061+8

Odhadneme-li ve vztahu vySe koeficienty (3, a 3, a predikujeme-li € jeho stfedni hodnotou, do-
staneme predikci FEV pro divku vysokou 110 cm ve tvaru

(FEV | Height = 110, Sex = 0) = 3, + 110 3,

predikce tedy bude stejnd jako odhad piisluSné stfedni hodnoty. Rozdil ale nastane pfi tvorbé
predikéniho intervalu. Tam musime vedle variability plynouci z nahrazeni koeficientd v linedrni
kombinaci jejimi odhady vzit do Gvahy také variabilitu plynouci z nahrazeni ndhodné chyby jeji
stfedni hodnotou. Celkovy rozptyl tedy nebude o2x ' (X' X) 'x, nybrz o?x" (X' X) 'x + o2.
Predik¢ni interval pak bude

(%78 = trmaran = (5T (XX )

XTB + ti_aya(n — )\ 02 (1+ XT(XTX)—lx)) |
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est.var.sgrt <- sqgrt (t(x) %*% var.beta.hat %x% x +
(summary (mod) $sigma) ~2)

pi <- est + c¢(-1, 1) » gnorm(l - alpha/2) #* est.var.sqrt

pi

vV V. + V V

[1] -0.2906489 1.3918962

Jelikoz zaporné hodnoty FEV nedavaji smysl, mizeme predik¢ni interval v této sitaci omezit
na kladna ¢isla.

K vypoctu odhadu stiedni hodnoty i predikce odezvy pro dané hodnoty prediktorti a od-
povidajicich intervali mizeme v @ vyuzit funkce predict () . Jejimi argumenty jsou mo-
del, na zakladé kterého chceme odhadovat nebo predikovat, a hodnoty prediktort, pro které
chceme odhady nebo predikce odezvy pocitat (ty vkladame jako data . frame, jehoZ sloupce
maji stejné ndzvy jako prediktory v modelu). Volbou interval = "confidence" dile
pozadame o konfidencni intervaly, zatimco volbou interval = "prediction" poziddme

o predik¢ni intervaly. Nepozadame-li o interval, funkce vrati jenom odhad stfedni hodnoty/pre-
dikci.

>
>
> predict (mod,
+ newdata = data.frame (Height = 110, Sex = "Female"),
+ interval = "confidence")
fit lwr upr

1 0.5506237 0.3806277 0.7206196

>
>
> predict (mod,
+ newdata = data.frame (Height = 110, Sex = "Female"),
+ interval = "prediction")
fit lwr upr

1 0.5506237 -0.2922183 1.393466

predict (mod,
newdata = data.frame (Height = 110, Sex = "Female"))

+ V V V

1
0.5506237
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V argumentu newdata funkce predict () muZeme zadat data.frame s vice fadky,

coz se hodi u vykreslovani odhadt nebo predikci na zakladé modelu jako funkci prediktort.

vV VVV+ +VV+ +VV++V VYV + VYV + +V VYV +V

xx <- seq(from = min(fev$Height), to = max(fev$Height),
length = 501)
# a grid o heights for which to compute estimates/predictions

yyl <- predict (mod,
newdata = data.frame (Height = xx,
Sex = "Female"))
# estimates/predictions for girls on the grid of heights
yy2 <- predict (mod,
newdata = data.frame (Height = xx, Sex = "Male"))
# estimates/predictions for boys on the grid of heights

plot (fev$SFEV ~ fev$Height,

main = " (Expected value of) FEV by Height and Sex",
xlab = "Height [cm]", ylab = "FEV [1]", type = "n")
# (empty) plot of FEV against Height
with (fev,
points (FEV[Sex == "Female"] =~ Height[Sex == "Female"],
col = "lightpink"))

# pink points for girls
with (fev,
points (FEV[Sex == "Male"] = Height[Sex == "Male"],
col = "cornflowerblue"))
# blue points for boys
lines (xx, yyl, col = "lightpink2", 1lwd = 2)
# estimated expected/predicted FEV by Height for girls
lines (xx, yy2, col = "dodgerblue2", lwd = 2)
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(Expected value of) FEV by Height and Sex

FEV [

Height [cm]

> # estimated expected/predicted FEV by Height for boys
Pridan{ konfiden¢nich intervalt je s funkci predict () pfimocaré.

> # confidence intervals for the fitted lines

> yyl.conf <- predict (mod,

+ newdata = data.frame (Height = xx,

+ Sex = "Female"),

+ interval = "confidence")

> yy2.conf <- predict (mod,

+ newdata = data.frame (Height = xx,

+ Sex = "Male"),

+ interval = "confidence")

>

> plot (fevS$FEV ~ fev$SHeight,

+ main = " (Expected value of) FEV by Height and Sex",

+ xlab = "Height [cm]", ylab = "FEV [1]", type = "n")

> with (fev,

+ points (FEV[Sex == "Female"] =~ Height[Sex == "Female"],

+ col = "lightpink"))

> with (fev,

+ points (FEV[Sex == "Male"] ~ Height[Sex == "Male"],
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+ col = "cornflowerblue"))

> lines (xx, yyl.conf[, 1], col = "lightpink2", 1lwd = 2)

> # estimated expected value of FEV by Height for girls

> lines (xx, yy2.conf[, 1], col = "dodgerblue2", lwd = 2)

> # estimated expected value of FEV by Height for boys

> lines (xx, yyl.conf[, 2], col = "lightpink2", 1lwd = 2, lty = 2)
> # lower limits of the confidence intervals for girls

> lines (xx, yy2.conf[, 2], col = "dodgerblue2", 1lwd = 2, 1lty = 2)
> # lower 1limits of the confidence intervals for boys

> lines (xx, yyl.conf[, 3], col = "lightpink2", 1lwd = 2, 1lty = 2)
> # upper limits of the confidence intervals for girls

> lines (xx, yy2.conf[, 3], col = "dodgerblue2", lwd = 2, 1lty = 2)

(Expected value of) FEV by Height and Sex

FEV [I]

Height [cm]

> # upper limits of the confidence intervals for boys
Stejné tak pridani predik¢nich intervali.

> # prediction intervals for the fitted lines

> yyl.pred <- predict (mod,

+ newdata = data.frame (Height = xx,

+ Sex = "Female"),
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interval = "prediction")
yy2.pred <- predict (mod,
newdata = data.frame (Height = xx,
Sex = "Male"),
interval = "prediction")

plot (fev$SFEV ~ fevS$Height,

main = " (Prediction of) FEV by Height and Sex",

xlab = "Height [cm]", ylab = "FEV [1]", type = "n")
with (fev,

points (FEV[Sex == "Female"] ~ Height[Sex == "Female"],

col = "lightpink"))

with (fev,

points (FEV[Sex == "Male"] ~ Height[Sex == "Male"],

col = "cornflowerblue"))

lines (xx, yyl.pred[, 1], col = "lightpink2", 1lwd = 2)
# prediction of FEV by Height for girls
lines (xx, yy2.pred[, 1], col = "dodgerblue2", lwd = 2)
# prediction of FEV by Height for boys
lines (xx, yyl.pred[, 2], col = "lightpink2", lwd = 2, lty = 2)
# lower limits of the prediction intervals for girls
lines (xx, yy2.pred[, 2], col = "dodgerblue2", 1lwd = 2, lty = 2)
# lower 1limits of the prediction intervals for boys
lines (xx, yyl.pred[, 3], col = "lightpink2", 1lwd = 2, 1lty = 2)
# upper 1limits of the prediction intervals for girls
lines (xx, yy2.pred[, 3], col = "dodgerblue2", lwd = 2, 1lty = 2)

vV VVVVVVVVVYV + +V ++V + + VYV + + + V +
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(Prediction of) FEV by Height and Sex

FEV [

Height [cm]

Konfidencni intervaly jsou pomérné uzké diky velkému rozsahu vybéru (n = 654). To neplati
pro predikéni intervaly, v jejichZ $ifce hraje vyznamnou roli rozptyl o2 ndhodné chyby ¢, ktery
se s rozsahem dat neméni.

Vykreslené konfiden¢ni (i predikéni) intervaly jsou bodové, jejich (1 — «) 100 % pokryti
je tedy zaruceno pro kazdou hodnotu vysky Height a pohlavi Sex zvlast. Spole¢né pokryti by
zaruCovaly konfidencni pdsy. Konzervativni konfidencni pasy miZeme odvodit ze Scheffého véty
a poté spocitat a vykreslit v @. Podle Scheffého véty je pravdépodobnost, Ze

(bTAB-AB)}Y <mF_,(mn—p)a?b AXX)'ATb

rovna 1—a pro vSechna b € R™ soucasné, je-li A matice typu m x p plné hodnosti. V modelu (5.)
je vektor koeficientd (g, 31, B2, 3) . Piimka popisujici zdvislost stfedni hodnoty FEV na vysce
Height ma pro divky ptedpis y = 5y + S1x a pro chlapce piedpis y = (5o + [2) + (61 + Bs) .
Pro konfiden¢ni pasy pro piimku pro divky miiZeme v Scheffého vété pouzit

1 000 1
A:(O 10 0), b:(x>,x€R,

zatimco pro konfiden¢ni pasy pro pfimku pro chlapce miizeme pouZit

1 010 1
A= (0000 be () e
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Pokryti je pak alespori 100 x (1 — ) % pro celou piimku soucasné (pro kazdou piimku zv14st).
Konzervativni konfiden¢ni pasy pro obé pifimky maji tvar

<XT,@ - \/2 Fi_o(2,n—p) o2 x(XTX)1x,

x' B+ \/2 Fi_,(2,n —p) (;2XT(XTX)—1X) :

kde x = (1,2,0,0)", » € R, pro divky ax = (1,2,1,2)", 2 € R, pro chlapce. Konfiden&ni
pasy pro pifimku tedy vypadaji podobné jako konfiden¢ni intervaly: misto ndsobeni kvantilem

t1—as2(n — p) se pouzije ndsobeni \/2 Fy_,(2,n — p).

> # confidence bands for the fitted lines

> df2 <- summary (mod) $df[2]

> yyl.conf.b <- yyl.conf[, 1] + (yyl.conf - yyl.conf[, 11) /
+ gt (1 - alpha / 2, df = df2) =«

+ sqrt (2 » gqf (1 - alpha, dfl = 2, df2 = df2))

> yy2.conf.b <- yy2.conf[, 1] + (yy2.conf - yy2.conf[, 11) /
+ gt (1 - alpha / 2, df = df2) =«

-+ sgqrt (2 » qf (1 - alpha, dfl = 2, df2 = df2))

>

> plot (fev$FEV ~ fev$Height,

+ main = " (Expected value of) FEV by Height and Sex",
+ xlab = "Height [cm]", ylab = "FEV [1]", type = "n")
> with (fev,

+ points (FEV[Sex == "Female"] Height [Sex == "Female"],
+ col = "lightpink"))

> with (fev,

+ points (FEV[Sex == "Male"] =~ Height[Sex == "Male"],
1 col = "cornflowerblue"))

> lines (xx, yyl.conf[, 1], col = "lightpink2", 1lwd = 2)

> # estimated expected value of FEV by Height for girls

> lines (xx, yy2.conf[, 1], col = "dodgerblue2", lwd = 2)

> # estimated expected value of FEV by Height for boys

> lines (xx, yyl.conf.b[, 2], col = "lightpink2",

+ lwd = 2, 1lty = 2)

> # lower 1limits of the confidence bands for girls

> lines (xx, yy2.conf.b[, 2], col = "dodgerblue2",

+ lwd = 2, 1ty = 2)

> # lower limits of the confidence bands for boys

> lines (xx, yyl.conf.b[, 3], col = "lightpink2",

+ lwd = 2, lty = 2)

> # upper 1limits of the confidence bands for girls
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> lines (xx, yy2.conf.b[, 3], col = "dodgerblue2",
+ lwd = 2, 1lty = 2)

(Expected value of) FEV by Height and Sex

FEV[I]

120 130 140 150 160 170 180 190

Height [cm]

> # upper limits of the confidence bands for boys

JelikoZ rozdil mezi t1_q/2(n —p) a \/2 Fi_4(2,n — p) neni velky,
> gt (1 - alpha/2, df = df2)
[1] 1.96362
> sqrt (2 » qf (1 - alpha, dfl = 2, df2 = df2))
[1] 2.453398
nejsou konfidencni pasy vyrazné $irsi nez konfidencni intervaly.

K vykresleni obrazki miZeme pouZit také knihovnu ggplot2.
> newdat <- expand.grid(Height = xx,

+ Sex = factor(c("Female", "Male")))
> newdat <- cbind(newdat, FEV = NA, Lw = NA, Up = NA)
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> newdat [, ¢(3:5)] <- rbind(yyl.conf, yy2.conf)

>

> ggplot (data = fev,

+ mapping = aes(x = Height, y = FEV, color = Sex)) +
+ geom_point () +

+ geom_ribbon (data = newdat,

+ aes (ymin = Lw, ymax = Up,

+ fill = Sex, color = NULL),

+ alpha = .15) +

+ geom_line (data = newdat) +

+ xlab ("Height [cm]") + ylab("FEV [1]") +

T+ ggtitle (" (Expected value of) FEV by Height and Sex") +
+ theme (plot.title = element_text (hjust = 0.5))

(Expected value of) FEV by Height and Sex

130 150 170 190
Height [cm]



Kapitola 6

Vybér modelu

V predchozi kapitole jsme se zabyvali inferenci v daném linedrnim modelu. Nemame-li model
pfedem dany, zpravidla je se soucasti analyzy dat i vybér vhodného modelu, coZ je v linedrnich
modelech ekvivalentni vybéru vhodné regresni matice. Vybér modelu je komplexni tloha, na kte-
rou se miZeme divat z nékolika ihla. Nékteré aspekty jsou pritom dulezitéjsi nez jiné v zavislosti
na tom, k ¢emu ma vysledny model slouZit. Jediny spradvny model obvykle neexistuje, proto
a hledat takovou, kterd naim umozni zodpovédét otazku, kvuli které data analyzujeme. Na zod-
povézeni riznych otdzek je mozné pouzit i rizné modely. Zavéry, které na jejich zakladé mizeme
udélat, by ale nemély byt kvalitativné odlisSné. Dospéjeme-li k zavéru, Ze data podpofuji modely
s kvalitativné odliSnymi zavéry, je vhodné zvazit, zda je na zdkladé takovych dat mozné zod-
povédét na poloZené otazky.

V nésledujicich ¢astech si popiseme nékolik faktorti, které mohou do vybéru modelu vstoupit.

6.1 Srovnani vnorenych modeli pomoci testovani

V Casti 5.5 jsme se vénovali F'—testu hypotézy o nékolika linearnich kombinacich sloZek vektoru
koeficienti 3. Nyni se na tento problém podivame jako na problém testovani moznosti piechodu
od vétsitho modelu k menSimu. Pfipomefime si, Ze o modelech Y = X,8, +eaY = X8, + ¢
mluvime jako o vrnofenych, je-li linearni obal sloupcti regresni matice mensitho modelu podpro-
storem linearniho obalu sloupct regresni matice vét§tho modelu. O mensim modelu pak mluvime
jako o podmodelu vétsiho modelu. Tento vztah mezi linedrnimi obaly sloupcti regresnich matic
nastane, kdyZ jsou sloupce regresni matice podmodelu linearnimi kombinacemi sloupct regresni
matice modelu. Platnost podmodelu pak implikuje konkrétni hodnoty pro konkrétni linedrni
kombinace pfislusnych koeficientli v modelu. Na testovani moznosti piechodu od modelu k pod-
modelu se proto miZeme divat jako na testovani hypotézy o téchto linearnich kombinacich koe-
ficienti v modelu.

V kontextu testovani moZnosti prechodu od modelu k podmodelu se testova statistika (5.3)
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pouZziva spiSe ve tvaru
[es|* — [len[[*) /m

lev[[?/(n—p)

kdee, =Y — bei’\b je vektor rezidui v modeluae; =Y — XSB\S je vektor rezidui v podmodelu.

Za platnosti podmodelu normélniho linedrniho modelu mé testova statistika /'—rozdéleni s m

an — p stupni volnosti, kde m je rozdil mezi dimenzi linearniho obalu sloupcti regresni matice

modelu a dimenzi linedrniho obalu sloupct regresni matice podmodelu. Maji-li obé regresni

matice plnou hodnost, jedna se o rozdil mezi poctem koeficienti v modelu a v podmodelu.
Vratme se nyni ke srovnani modelt

PR

(6.1)

(5.) FEV; = By + (1 x Height; 4+ (8> x Sex; + (3 x (Sex x Height), +¢;,, i=1,...,n
a
(3) FEVi:BO+leseXi+5i, izl,...,n,

které jsme jiz v Casti 5.5 provedli pomoci testové statistiky (5.3). Test o moZnosti pfechodu
od modelu k podmodelu provedeme v @ pomoci funkce anova () .

> mod.b <- 1m(FEV =~ Height =* Sex, data = fev)
> mod.s <- 1Im(FEV =~ Sex, data = fev)

>

> anova (mod.s, mod.b)

Analysis of Variance Table

Model 1: FEV = Sex
Model 2: FEV =~ Height * Sex

Res.Df RSS Df Sum of Sqg F Pr (>F)
1 652 469.60
2 650 114.88 2 354.71 1003.5 < 2.2e-16 x#*=*
Signif. codes: 0 '"#x%x' 0.001 "xx' 0.01 'x' 0.05 '.'" 0.1 " " 1

Hodnota testové statistiky (sloupec F ve vystupu vyse) a p—hodnoty (sloupec Pr (>F) ) jsou,
podle ocekavani, stejné (aZ na zaokrouhleni) jako v ¢ésti 5.5. Zbytek vystupu obsahuje jednotlivé
stavebni kameny vypoctu testové statistiky podle vzorce (6.1): normy rezidui jednotlivych mo-
deli e}, a e (sloupec RSS), jejich rozdil (sloupec Sum of Sqg.), rozdil m v poctu koeficientl
modelu a podmodelu (sloupec Df) a stupné volnosti y*—rozd&leni odhadd rozptyld ndhodnych
chyb v jednotlivych modelech (sloupec Res .Df).

Pro korektni provedeni testu je nutné, aby oba modely, model.b i model.s, byly v @
odhadnuty na stejnych datech. Nékdy se stane, Ze v datech pro nékterd pozorovani chybi in-
formace o nékterych prediktorech. Takovéd pozorovani @ nepouZije k odhadu modelu. Stane-li

ver s

se u nekterych pozorovani, Ze chybéjici hodnoty se objevi v prediktorech modelu, ale uz ne
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v prediktorech podmodelu, budou tato pozorovani pouzita k odhadu podmodelu ale ne k odhadu
modelu. V takovém piipadé¢ @@ na dotaz anova (mod.s, mod.b) odpovi hlaSenim chyby. Té
se muzeme vyhnout tak, Ze z dat, ze kterych se ma odhadnout podmodel, vynechame pozorovant,
u kterych chybi informace o prediktorech modelu, napiiklad pomoci funkce na.omit () .

6.2 Srovnani modeli pomoci kritérii

Kromé testovani 1ze modely srovndvat i pomoci kritérii, jako jsou adjustovany koeficient de-
terminace, kterému jsme se vénovali v Casti 5.2, anebo Akaikeho ¢i bayesovské informacéni
kritérium. Na rozdil od testovani lze pomoci kritérii srovnavat i modely, které nejsou vnotrené.
Stdle ale plati, Ze srovnani ma smysl jenom tehdy, byly-li modely odhadnuty na stejnych da-
tech. Na tuto podminku si v ptfipadé kritérii musime davat vétsi pozor nez u testovani, jelikoz @
o kritéria miZeme Zddat pro kazdy model zv143{. @ pak ,nevi, které modely chceme srovndvat,
a nemuze nas upozornit na piipadny problém s nestejnymi daty.

Z Casti 5.2 vime, Ze adjustovany koeficient determinace (5.1) pro model model ziskdme
pomoci piikazu summary (model) Sadj.r.squared a Ze vétsi hodnota kritéria znamend
lepsi model (z hlediska tohoto kritéria).

Ve vztahu (5.1) pro adjustovany koeficient determinace je kvalita modelu reprezentovana
vzdalenosti predikce na zdkladé modelu od pozorované odezvy |le||> = 37, (Y; — Y;)2. Tato
kvantita se nutné zvysi, kdykoliv do modelu pfidime prediktor, ktery neni linedrni kombinaci
prediktord, které jiz v modelu jsou. Proto je ve vztahu pro adjustovany koeficient determinace
tato vzdalenost penalizovana poc¢tem p koeficientii modelu (déli se n — p).

Na zohlednéni odhadnuté piesnosti predikce a velikosti modelu je postaveno také Akaikeho
a bayesovské informacni kritérium, (AIC') a BIC'. Odhad ptesnosti predikce je v obou pfipadech
reprezentovan maximalizovanou vérohodnosti a penalizace mé tvar ndsobku poctu vSech para-
metri modelu. V piipadé¢ AIC' jde o dvojnasobek poctu parametrti, zatimco v piipadé BIC
nasobime pocet parametrii logaritmem poctu pozorovani: penalizace je tedy vyssi pro vyssi roz-
sahy dat. Znaménka jsou u obou kritérii nastavena tak, Ze mensi hodnota kritéria znamen4 lepsi
model (z hlediska daného kritéria). AIC' miva tendenci vybirat spiSe vétsi modely a doporucuje
se k nému prihlizet spise v situacich, kdy nds zajima predikce na zakladé modelu. BIC, naopak,
Castéji preferuje mensi modely a Ize jej vyuzit v situaci, kdy nés spiSe zajima, které prediktory
opravdu souviseji se sttedni hodnotou odezvy. Obé kritéria 1ze pouzit i pro jiné nez linedrni mo-
dely. O Akaikeho a bayesovské informacni kriterium pro model model zazadame v @ pomoci
piikazi AIC (model) a BIC (model) .

6.3 Diagnostika modelu

Inference na zakladé modelu je spolehliva jenom tehdy, kdyz model plati, tj. kdyZ jsou splnény
jeho predpoklady. Pfipometime si, Ze u linedrntho modelu predpokldddme, zZe Y = X3 + €,
ndhodna chyba e méd nulovou stiedni hodnotu, E€ = 0, a rozptyl Var € = ¢°1. V normélnim
linedrnim modelu navic poZadujeme normalitu ndhodné chyby.
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Splnéni predpokladii linearniho modelu nelze ovérovat pifimo, protoZze (3 nezndme a € ne-
pozorujeme. Proto pfi ovéfovéni predpokladi misto rovnice Y = X3 + € pracujeme s rovnici
Y = X3 + e, kterd obsahuje znamé slozky. JelikoZ 1ze predpoklady linearniho modelu formu-
lovat na ndhodnou chybu &, jejich splnéni ovéfujeme predevsim na vektoru rezidui e.

U ovéfovani predpokladl je vyhodné pracovat s diagnostickymi grafy. Na nich miizeme
vidét, zda se néjaky piredpoklad modelu zda byt porusen, a také jakym zplisobem, coZ nas muize
navést na vhodné feseni problému. NejdileZitéjsi diagnostické grafy vraci v @ funkce plot ()
uplatnéna na linearni model, u kterého chceme splnéni predpokladii ovérovat.

> plot (mod)
Residuals vs Fitted
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Fitted values
Im(FEV ~ Height * Sex)
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Standardized residuals

JIStandardized residuals|
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Im(FEV ~ Height * Sex)
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Fitted values
Im(FEV ~ Height * Sex)
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Residuals vs Leverage
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Leverage
Im(FEV ~ Height * Sex)

Prvni z diagnostickych grafu vykresluje rezidua e proti odhadnutym stfednim hodnotdm Y.
Cervend kfivka j je neparametricky odhad zdvislosti e na Y. Z definice j jsou tyto vektory na sebe
kolmé a za platnosti normdlniho linearniho modelu jde o realizace nezéavislych ndhodnych vek-
torti. Na grafu by proto nemély byt patrné zadné trendy. Rizné trendy, které na tomto grafu miize
byt vidét, mohou naznacovat poruseni riznych piredpokladi modelu.

Nejdulezitéjsim (pro platnost inference) predpokladem linearniho modelu je nulovost stiedni
hodnoty ndhodné chyby & nebo ekvivalentn€ spravny tvar regresni matice X. Za platnosti tohoto
predpokladu maji i rezidua e nulovou stfedni hodnotu. Je-li tento pfedpoklad, naopak, porusen,
rezidua nulovou stfedni hodnotu mit nemusi a na grafu rezidui proti odhadnutym stfednim hod-
notdm se mohou objevit n&jaké trendy. Cervend kfivka v prvnim grafu se v takovém piipadé
muze vyraznéji odchylovat od nuly.

Maéme-li podezieni, Ze jsme v modelu nezachytili zavislost stfedni hodnoty odezvy na néja-
kém (potencidlnim) prediktoru anebo Ze jsme nezvolili spravnou formu zavislosti na néjakém
prediktoru (napfiklad je potfeba transformace prediktoru), mizeme si rezidua vykreslit také
proti tomuto prediktoru. Tvar zavislosti, ktery na grafu pfipadné uvidime, mizeme poté zku-
sit zahrnout do modelu. Po kazdém takovém rozSifeni modelu je potieba znovu zkontrolovat
diagnostiku modelu.

Dalsim problémem, kterého si pfipadné¢ mizZeme vSimnout jiz na prvnim grafu, je zavislost
rozptyleni rezidui na odhadnutych stfednich hodnotach Y. To naznacuje problém s predpokladem
o stejnych rozptylech ndhodnych chyb pro jednotliva pozorovani (homoskedasticité). Na ovéro-
vani tohoto pfedpokladu je zaméfeny treti graf. Ten misto rezidui e pouziva standardizovand
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rezidua
€;
T = ———,

o2(1 — hi;)

kde h; ; jsou diagondln{ prvky projekéni matice H = X (X" X)~'X . Standardizovana rezidua r;
maji, na rozdil od rezidui e;, za platnosti modelu stejné (jednotkové) rozptyly. Standardizovana
rezidua se na tfetim grafu vykresli proti odhadnutym stfednim hodnotdm Y. Pro zvyraznéni
pripadné zavislosti se na y—novou osu vykresluje odmocnina z absolutni hodnoty rezidui a graf
se proklada neparametrickym odhadem jejich zédvislosti na Y (ervend kfivka). Vyraznéjsi od-
chylky od (kladné) horizontalni pfimky naznacuji problémy s homoskedasticitou. Podobné jako
u stfedni hodnoty miZeme i u rozptylu vyhodnotit pfipadnou zavislost na prediktorech pomoci
grafii standardizovanych rezidui proti prediktoriim.

Vedle homoskedasticity pfedpokldda linedrni model i nekorelovanost ndhodnych chyb pfi-
slouchajicich jednotlivym pozorovanim. PoruSeni tohoto predpokladu Casto vyzaduje vyuziti
pokrocilejstho modelu, naptiklad Casové tady, plyne-li zavislost z ¢asové néaslednosti mezi po-
zorovanimi, anebo modelu s ndhodnymi efekty, je-li zavislost dana opakovanymi pozorovanimi
na stejnych objektech. Detailni diagnostika zavislosti se pak provede nastroji obvyklymi v kon-
textu téchto pokrocilejsich modelt.

Druhy graf slouZi k ovéfeni normality ndhodnych chyb. I tady se pouZivaji spiSe standar-
dizovand rezidua, kterd maji za platnosti modelu pfiblizné stejné normélni rozdéleni. Jednd se
o klasicky Q-Q graf, a proto by se za platnosti predpokladii body nemély vyrazné€ odchylovat
od proloZené piimky, vyskytovat se od ni jenom na jednu stranu (problémy se Sikmosti rozdéleni)
anebo ve tvaru pismene S (problémy se SpiCatosti rozdéleni). Mirnd odchyleni od prolozené
piimky jsou ale vporadku. Nazorné ukdzky Q-Q graf pro data rliznych rozsahti pochazejici
z normdlniho i z jinych rozdéleni je mozZné nalézt naptiklad v piiloze bakalafské prace [4].

Posledni graf slouZi k detekci vlivnych pozorovani. Leverages h; ; vykresleny na x—ové ose
kvantifikuji potencidl pozorovani ovlivnit odhad modelu. Cookova vzddlenost, ktera je do grafu
vnesena pomoci vrstevnic, kvantifikuje, jestli k ovlivnéni odhadu opravdu dochazi. U pozorovani
s vysokymi hodnotami téchto ukazatell (u leverages se, v zavislosti od zdroje, uvadi p/n, 2p/n,
anebo 3p/n, kde p je pocet koeficientti v modelu a n je poéet pozorovani; u Cookovy vzdalenosti
0.5 anebo 1) je potieba ovéfit, zda jsou hodnoty odezvy i prediktorti spravné zadané, a rozmyslet
si, zda jsou tato pozorovani reprezentativni pro populaci, na kterou chceme vysledky modelu zo-

Vv s

nabidku diagnostickych grafi.

> plot (mod, which = e¢(1:6))
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Residuals

Standardized residuals

Residuals vs Fitted

Fitted values
Im(FEV ~ Height * Sex)

Normal Q-Q

I I I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3

Theoretical Quantiles
Im(FEV ~ Height * Sex)
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JIStandardized residuals|

Cook's distance

15 20

1.0

0.0 05

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04

Scale—-Location

Fitted values
Im(FEV ~ Height * Sex)

Cook's distance

2 473

624

0 100 200 300 400 500

Obs. number
Im(FEV ~ Height * Sex)

600



6.3. DIAGNOSTIKA MODELU

83

Residuals vs Leverage
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vidime problémy jiZ s volbou regresni matice. Tvar zdvislosti na prvnim diagnostickém grafu
naznacuje nepodchyceni néjaké kvadratické zavislosti. Podobny trend najdeme na grafu reziui e
proti prediktoru vyska Height.

> e <- residuals (mod)

> plot (e ~ fevSHeight, main = "Residuals vs Height",
+ xlab = "Height", ylab = "Residuals")
> abline(h = 0, col = "grey", lty = 3)
> lines (lowess (e ~ fev$Height), col = "red")
Residuals vs Height
— @)
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o —
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Height

MiZeme proto do modelu zkusit pfidat kvadratickou zavislost stfedni hodnoty FEV na vysce
Height

FEV,; = By + 51 x Sex; + P2 X Height, + 85 x (Height x Sex);+
+ B4 x Height? + B5 x (Height® x Sex); +¢&;, i=1,...,n.

> mod <- 1Im(FEV = Sex * (Height + I(Height“"2)), data = fev)
> plot (mod, which = e¢(1:6))
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Residuals

Standardized residuals

Residuals vs Fitted

Fitted values
Im(FEV ~ Sex * (Height + I(Height"2)))

Normal Q-Q

Theoretical Quantiles
Im(FEV ~ Sex * (Height + I(Height"2)))
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Standardized residuals
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Dianostické grafy rozSiteného modelu jiz nenaznacuji problémy se stfedni hodnotou nahodnych
chyb. Naopak ztstal problém s homoskedasticitou a s normalitou dat. Pfi takto velkém rozsahu
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vybéru (n = 654) a absenci pozorovani s vyraznym potenciadlem ovlivnit odhad modelu neni
normalita klicova, jelikoZ v takovych pfipadech lze platnost inference doloZit pomoci centralni
limitni véty. Homoskedasticita je ale pro platnost testd a konfiden¢nich intervald potieba. Jeji
nesplnéni muzeme fesit napiiklad nahrazenim linearniho modelu nékterym z jeho zobecnéni. Ty
jsou jiz nad rdmec tohoto textu.

6.4 Multikolinearita

Multikolinearita, tedy vztah blizky linearni zavislosti mezi prediktory, miize ptisobit problémy
se stabilitou i statistickou kvalitou odhadd koeficientl i v jinak platnych modelech. Zavislost
mezi dvojicemi prediktord miZeme odhalit pomoci grafti, na kterych vykreslujeme jeden pre-
diktor proti druhému, naptiklad pomoci funkce pairs () , kterou jsme pouzivali ve 2. kapi-
tole. Na zavislosti nas také miize upozornit vysoka vybérova korelace mezi dvojicemi (kvantita-
tivnich) prediktora.

> cor(fev[, e(1l, 3)1)

Age Height
Age 1.0000000 0.7919436
Height 0.7919436 1.0000000

vvvvvv

factor VIF; = 1/(1 — R3), kde R? je koeficient determinace v linedrnim modelu, kde je j—ty
prediktor z piivodniho modelu odezvou a zbylé prediktory z pivodniho modelu jsou prediktory
1 v tomto modelu. Hodnoty vétsi nez pét se povazuji za problematické. Odpovida-li jednomu
prediktoru v ptivodnim modelu vice koeficientd, pouzije se misto variance inflation factor VI F
jeho zobecnéni generalized variance inflation factor gV I F' pochazejici z linedrni regrese s mno-
horozmérnou odezvou. V @ o tyto charakteristiky pozadame funkci vif () z knihovny car.

> library (car)
> vif (mod)

Sex Height I (Height"2) Sex:Height

11654.353 1137.165 1213.311 52072.429
Sex:I (Height™2)
15254.133

U proménnych, které jsou z definice propojeny (naptiklad interakce a polynomy) lze, pocho-
pitelné, zavislost ocekdvat.
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> vif (Im(FEV

Sex Height
1.025946 1.025946

> vif (Im(FEV ~

Sex Age
1.00085 1.00085

Sex + Height,

Sex + Age,

data = fev))

data = fev))

U polynomti I1ze problém fesit pomoci funkce poly () , kterda misto klasické parametrizace
polynomi vyuziva ortogondlni polynomy daného fadu. Odhady stfedni hodnoty a tedy i celkové
charakteristiky modelu budou stejné, jako kdybychom pouzili klasicky polynom stejného fadu.
Sloupce regresni matice odpovidajici prediktoru, na kterém ma stfedni hodnota odezvy zaviset
polynomidlng, jsou ale na sebe kolmé, coz zarucuje stabilitu odhadu.

> summary (1lm(FEV =~ Height + I(Height"2), data =
Call:

Im(formula = FEV =~ Height + I (Height"2), data =
Residuals:

Min 10 Median 30 Max
-1.80103 —-0.22928 -0.00255 0.21924 1.99699
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 6.027e+00 1.503e+00 4.009 6.79e-05
Height -9.844e-02 1.963e-02 -5.015 6.83e-07
I (Height~2) 4.891e-04 ©6.372e-05 7.675 6.07e-14
Signif. codes: 0 '"#xx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.

Residual standard error:

Multiple R-squared:
F-statistic:

> summary (1lm (FEV ~

Call:

Im(formula = FEV ~

fev))

fev)

* Kk %
* kK

* Kk K

' 0.1

0.4127 on 651 degrees of freedom

0.7741,Adjusted R-squared: 0.7734
1115 on 2 and 651 DF, p-value: < 2.2e-16
poly (Height, 2), data = fev))
poly (Height, 2), data = fev)

|l

1
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Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-1.80103 -0.22928 -0.00255 0.21924 1.99699

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 2.63678 0.01614 163.376 < 2e-16 #**x*
poly (Height, 2)1 19.23502 0.41274 46.604 < 2e-16 #*x*x
poly (Height, 2)2 3.16778 0.41274 7.675 6.07e-14 x*x*

Signif. codes: 0 '#xx' 0.001 'xx' 0.01 '«' 0.05 '.'" 0.1 " " 1

Residual standard error: 0.4127 on 651 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7741,Adjusted R-squared: 0.7734
F-statistic: 1115 on 2 and 651 DF, p-value: < 2.2e-16

Funkce vif () chdpe ortogondlni polynom jako jediny prediktor, kterému odpovida vice
koeficientq.

> vif (Im(FEV ~ poly(Height, 2) + Sex, data = fev))
GVIF Df GVIF™ (1/(2%xDf))

poly (Height, 2) 1.092802 2 1.022434
Sex 1.092802 1 1.045372



Kapitola 7

Ilustracni analyza casu preplavani jezera

V této kapitole budeme pomoci linedrnich modelti zkoumat, zda Cas, za ktery plavci prekonali
jezero Ontario, souvisi s jejich vékem a pohlavim. Nejprve si pfipometnime data swim z Casti 2.1.

> str(swim)

'data.frame': 65 obs. of 8 wvariables:

$ Name : Factor w/ 54 levels "Angela Kondrak",..: 32 24 7 5 22 22 11 16 15 1
$ Sex : Factor w/ 2 levels "F","M": 1 2122 21111

$ Age : num 16 36 28 57.3 41

$ Start.Day: int 8 23 12 23 26 2 17 30 16 22

$ Month : Ord.factor w/ 3 levels "July"<"Aug"<"Sep": 3 1 2 2 2 3 2 2 2 2

$ Year : int 1954 1956 1956 1957 1957 1961 1974 1974 1975 1976

$ Time.min.: num 1255 1273 1131 1501 1115

$ Direction: Factor w/ 3 levels "NS","NSN","SN": 3 3 3 3 3 3 3 1 3 3

Nasi zavislou proménnou bude Time.min. udavajici dobu proplavani jezera v minutach.
Pro snadné&jsi praci si ji pfejmenujeme na Time a podivame se na ni.

> names (swim) [7] <= "Time"

> with (swim,

+ boxplot (Time, xlab="Time [min]",

+ col="1lightgreen", horizontal = TRUE)

+ )
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Time [min]

Vétsina plavct jezero prekonala do 1 500 minut, zhruba Ctvrtina potiebovala vice ¢asu, dva plavci
plavali dokonce 2500 a 1 vice nez 3 000 minut. Tento nejdelsi Cas ale patii Vicki Keith, kterad
v roce 1987 jezero proplavala obousmérné. Jeji Cas proto nebudeme uvazZovat.

> swim <— swim[swim$Time < 3000, ]

> swim$Direction <- factor (swim$Direction)

> with (swim,

+ boxplot (Time, xlab = "Time [min]",

+ col = "lightgreen", horizontal = TRUE)
+
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head (swim)

Marilyn Bell
John Jaremey
Brenda Fisher
Bill Sadlo
Jim Woods

Jim Woods

summary (swim)

Colleen Shields:
Kim Middleton

Vicki Keith
Jim Woods
John Scott
Kim Lumsdon
(Other)

______________________ O
[ [ [ [
1000 1500 2000 2500
Time [min]
Nyni se na data podivame podrobné;ji.
Name Sex Age Start.Day Month Year Time Direction
F 16.00000 38 Sep 1954 1255 SN
M 36.00000 23 July 1956 1273 SN
F 28.00000 12 Aug 1956 1131 SN
M 57.31781 23 Aug 1957 1501 SN
M 41.00000 26 Aug 1957 1115 SN
M 45.00000 2 Sep 1961 1027 SN
Name Sex Age Start.Day
3 F:38 Min. :14.05 Min. : 1.00
3 M:26 1st Qu.:20.75 l1st Qu.: 8.00
3 Median :28.00 Median :13.50
2 Mean :31.11 Mean :14.14
2 2 3rd Qu.:38.00 3rd Qu.:19.75
) Max . :66.57 Max. :31.00
:49
Year Time Direction

Month
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July: 6 Min. :1954 Min. : 829 NS: 5
Aug :49 Ist Qu.:1979 1st Qu.:1018 SN:59
Sep : 9 Median :1993 Median :1181

Mean :1992 Mean :1246
3rd Qu.:2007 3rd Qu.:1407
Max. :2018 Max. :2461

MiZeme si v§imnout, Ze vétSina plavci se rozhodla plavat z jihu na sever (Direction SN).

> with (swim,
+ boxplot (Time = Direction, ylab = "Time [min]",
+ col = c¢("lightpink", "cornflowerblue"),
+ border = e¢("lightpink2", "dodgerblue2"),
+ pch = 19)
+ )
o
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Direction
> ggplot (data = swim, aes(x = Time, color = Direction)) +
+ geom_histogram(position = "identity",
+ aes(fill = Direction, color = Direction),
+ bins = 10, alpha = 0.5) +
+ xlab("Time [min]")
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Tento smér se opravdu jevi jako rychlejsi. V obraceném sméru plavalo jenom pét plavct, od-
had vlivu sméru na délku plavani by tak nemusel byt spolehlivy. Nds primarné zajim4 zavislost
délky plavéni na véku a pohlavi, proto se omezime jenom na data o plavcich, ktef{ plavali z jihu

na Sever.

> swim <— swim[swim$Direction ==

> summary (swim)

Name Sex
Colleen Shields: 3 F:33
Jim Woods 2 M:26
John Scott : 2
Kim Lumsdon 2
Vicki Keith 2
Angela Kondrak : 1
(Other) : 47
Month Year
July: 5 Min. :1954
Aug :46 1st Qu.:1978
Sep : 8 Median :1993
Mean :1993
3rd Qu.:2008
Max. :2018

"SN",

Age
Min. :14.
1st Qu.:19.
Median :28.
Mean : 31
3rd Qu.:39.
Max. :66.

Time

Min. 829

1st Qu.: 981

Median :1163

Mean :1228

3rd Qu.:1380

Max. 12461

-8]

05
50
00

.28

00
57

Start.
Min. :
1st Qu.:
Median
Mean
3rd Qu.:
Max.

.00
.00
.00
.73
.50
.00
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> with (swim,
+ boxplot (Time, xlab = "Time [min]",
+ col = "lightgreen", horizontal = TRUE)
+ )

[ e o

I I I I
1000 1500 2000 2500
Time [min]

Proménné Month a Start.Day spole¢né obsahuji informaci o datu, kdy plavec zahjil Gsp&sny
pokus o preplavani jezera. Datum muiZeme také uvazovat jako kvantitativni prediktor, napfiklad
tak, Ze budeme uvazovat, kolik dnti ubéhlo od zacéatku Cervence v den, kdy plavec zahajil svij
pokus.

> swim$Date <—- NA

> swim$Date[swim$Month == "July"] <- 0

> swim$Date [swim$SMonth == "Aug"] <- 31

> swim$Date[swim$SMonth == "Sep"] <- 62

> swim$Date <- swim$Date + swim$Start.Day

Nyni se miiZzeme podivat na souvislost mezi casem Time a datem plavby Date.

> with (swim, plot (Time ~ Date, ylab = "Time [min]",
+ col="lightgreen"))
> with (swim, lines (lowess (Time =~ Date), col = "palegreen3"))
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> abline(v = 31.5, col = "grey", lty = 3)
> abline (v = 62.5, col = "grey", lty = 3)
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> with (swim,

+ boxplot (Time ~ Month, ylab = "Time [min]",

£ col = c¢("gold", "palegreen3", "dodgerblue2"),
+ pch = 19)

+ )
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> ggplot (data = swim, aes(x = Time, color = Month)) +
+ geom_histogram(position = "identity",
+ aes(fill = Month, color = Month),
+ bins = 10, alpha = 0.5) +
+ xlab("Time [min]")
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Na grafech vyse vidime, Ze nejvice dspéSnych pokusu o pfekondni jezera se uskute¢nilo v srpnu,
coZ miize souviset s vhodn&jiim pocasim. Casy pieplavani jezera v Cervenci a v zaii, kdy bylo
uspésnych pokust o poznani méné, vypadaji rozptylenéjsi nez v srpnové Casy. Cervencové Casy
navic vypadaji delsi. Z podobnych divodi jako u sméru plavani mize i u data plavani byt ro-
zumné omezit se u analyzy vlivu véku a pohlavi na Cas preplavani jezera na srpnové pokusy,
kdy Casy plavani nejsou natolik ovlivnény nesouvisejicimi faktory, na odhadnuti jejichz efektt

nemame dostatek dat.

> swim <- swim[swim$Month == "Aug",

> summary (swim)

Name
Colleen Shields 3
John Scott 2
Kim Lumsdon 2
Angela Kondrak : 1
Annaleise Carr 1
Ashleigh Beacham: 1
(Other) :36

Time

Min. : 829
1st Qu.: 976
Median :1142

Sex
F:20
M:20

-c (4,
Age

Min. :14.
Ist Qu.:19.
Median :30.
Mean :31.
3rd Qu.:39.
Max. :66.

S,

05
50
00
66
50
57

8) 1]

Year
Min. :1956
Ist Qu.:1980
Median :1995
Mean :1994
3rd Qu.:2008
Max. 2017
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Mean 1187
3rd Qu.:1356
Max. :1626

Nyni se podivdme na vztahy mezi zbylymi proménnymi.

> ggpairs (swim[, -11])

Sex Age Year Time
= | ] %
2
Corr: Corr: >
«Q
0.154 0.208 v
(Y ..~ O
‘." . Corr: <
0.187 &
[} [}
[ ] Y : [ N J
o Smel A ° 0
‘ ° ° .. s L ) g
'}'o as ® o °2°% e >
& 0! o S

Grafy nenaznacuji zadné zfejmé problémy s daty ani zddné vyrazné zavislosti. Nejspise se tedy
nemusime obdvat multikolinearity, ale také nemiZeme ocCekavat vysvétleni podstatnéjsi Casti va-
riability ¢asii preplavani jezera pomoci véku a pohlavi plavce anebo roku, ve kterém sviij pokus
uskutecnil.

Podivame se jesté podrobnéji na zavislost mezi planovanou odezvou a prediktory.

> with (swim,

+ boxplot (Time ~ Sex, ylab = "Time [min]", xlab = "",
+ col = c("lightpink", "cornflowerblue"),

+ border = c("lightpink2", "dodgerblue2"),

+ pch = 19)

+
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> with(swim, plot (Time ~ Age, vylab "Time [min]",
+ col="1lightgreen")

)
> with (swim, lines (lowess(Time ~ Age), col = "palegreen3"))
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> with (swim, plot (Time ~ Year, ylab = "Time [min]",
+ col="lightgreen"))

> with (swim, lines (lowess (Time ~ Year), col = "palegreen3"))
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Grafy nenaznacuji zadné slozité zavislosti, proto se podivime na jednoduchy model

Timei:ﬁo—I—ﬁl XSeXi—I—Bg XAgei—I—ﬁg XYeari—I—ei, 1= 1,...,n.

> model.l <- 1lm(Time ~ Sex + Age + Year, data = swim)
> summary (model. 1)

Call:
Im(formula = Time ~ Sex + Age + Year, data = swim)
Residuals:

Min 10 Median 30 Max

-355.2 -156.6 -48.1 172.4 491.5

Coefficients:

Estimate Std. Error t wvalue Pr(>]|t])
(Intercept) -1298.371 4063.641 -0.320 0.7509
SexM -123.696 68.047 -1.818 0.0762
Age 4.084 2.447 1.669 0.1026
Year 1.208 2.042 0.592 0.5571
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Signif. codes: 0 '"*xx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.'" 0.1 " " 1

Residual standard error: 216.6 on 42 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1356,Adjusted R-squared: 0.07388
F-statistic: 2.197 on 3 and 42 DF, p-value: 0.1026

Model vysvétluje jen malé procento variability dat, coZ jsme ale oCekavali. Test nulovosti v§ech
koeficientd zaroven vySel nevyznamny, prediktory tedy bud to nemaji velky vliv na stfedni hod-
notu odezvy, anebo data nemaji dostate¢nou silu na prokazani tak malych efektii. Zkusime jesté
vynechat nevyznamny prediktor Year, abychom se soustfedili na prediktory, které nds zajimaji.

> model.2 <- 1m(Time ~ Sex + Age, data = swim)
> summary (model.2)

Call:
Im(formula = Time ~ Sex + Age, data = swim)
Residuals:

Min 10 Median 30 Max

-351.86 -167.51 -66.03 173.03 496.01

Coefficients:
Estimate Std. Error t wvalue Pr (>|t])
(Intercept) 1106.163 81.241 13.616 <2e-16 **x*
SexM -133.967 65.298 -2.052 0.0463 «*
Age 4.383 2.376 1.845 0.0720
Signif. codes: 0 "xxx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '."'" 0.1 " ' 1

Residual standard error: 215 on 43 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1284,Adjusted R-squared: 0.08788
F-statistic: 3.168 on 2 and 43 DF, p-value: 0.05208

I tento model vysvétluje jen malé procento variability dat, adjustovany koeficient determinace se
ale mirné zlepsil a test o nulovosti obou prediktorti souc¢asné je nyni na hranici signifikance. Také
testy o nulovosti jednotlivych prediktorti davaji presvédcCivéjsi vysledky, coZ miZe byt docileno
soustiedénim veskeré sily na dva prediktory. Abychom se na vysledky testti mohli spolehnout,
musi model spliiovat predpoklady. Podivdme se proto na diagnostiku modelu.
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> plot (model.2, which
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JIStandardized residuals|
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Standardized residuals
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Na diagnostickych grafech nevidime zZadné zdsadni problémy, mensi problémy se vyskytuji je-
nom u nejrychlejsich Casu.
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Mizeme jesté vyzkouset, zda si nepolepsime zahrnutim kvadratické zavislosti na véku, kte-
rou by mohl naznacovat jiz graf z deskriptivni faze analyzy.

> model.3 <— 1Im(Time ~ Sex + poly(Age, 2), data = swim)
> summary (model. 3)

Call:
Im(formula = Time ~ Sex + poly(Age, 2), data = swim)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-350.03 -168.75 -61.16 166.29 505.89

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 1238.12 44,98 27.529 <2e-16 **x*
SexM -118.30 72.75 -1.626 0.1114
poly (Age, 2)1 394.32 222 .47 1.772 0.0836
poly (Age, 2)2 121.47 239.50 0.507 0.6147
Signif. codes: 0 '#xx' 0.001 'xx' 0.01 '«' 0.05 '.'" 0.1 " " 1

Residual standard error: 216.8 on 42 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1337,Ad]justed R-squared: 0.07184
F-statistic: 2.161 on 3 and 42 DF, p-value: 0.1069

> plot (model.3, which = c¢(1:6))
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JIStandardized residuals|
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Standardized residuals
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Kvadraticky efekt neni signifikantni a ani diagnostické grafy se nezlepsily. Zlistaneme proto u
linearni z4vislosti.
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Nakonec jesté mizeme prozkoumat potiebu interakce mezi vékem a pohlavim.

> model.4 <- 1Im(Time ~ Sex x Age, data = swim)
> summary (model.4)

Call:
Im(formula = Time ~ Sex » Age, data = swim)
Residuals:

Min 10 Median 30 Max

-304.27 -139.56 -76.11 158.36 489.78

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr (>|t])
(Intercept) 1162.319 90.578 12.832 de—-16 **%*
SexM -373.270 188.598 -1.979 0.0544
Age 2.462 2.750 0.895 0.3757
SexM:Age 7.182 5.317 1.351 0.1840
Signif. codes: 0 "xxx' 0.001 '"xx' 0.01 '"x' 0.05 '.' 0.1

Residual standard error: 212.9 on 42 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1647,Adjusted R-squared: 0.105
F-statistic: 2.76 on 3 and 42 DF, p-value: 0.05391

> plot (model.4, which = e¢(1:6))

1
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Residuals
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JIStandardized residuals|
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Standardized residuals
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Ani toto rozsiteni se neukdzalo jako nevyhnutelné. Diagnostické grafy se o néco mélo zlepSily,
ale ani u mensiho modelu nebyly vyrazné problematické. Interakce pfitom neni ani hrani¢né
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statisticky vyznamna.
Na zakladé dat tedy pro Cas preplavani jezerem Ontario ve sméru z jihu na sever v mésici
srpnu vybereme model

Timei:60+51><Sexi+@2><Agei+5i, 1=1,...,n.

Pfipomernime si jeho vysledky.

> summary (model.2)

Call:
Im(formula = Time ~ Sex + Age, data = swim)
Residuals:

Min 10 Median 30 Max

-351.86 -167.51 -66.03 173.03 496.01

Coefficients:
Estimate Std. Error t wvalue Pr(>]|t])
(Intercept) 1106.163 81.241 13.616 <2e-16 **x*
SexM -133.967 65.298 -2.052 0.0463 ~*
Age 4.383 2.376 1.845 0.0720
Signif. codes: 0 'sx%x' 0.001 "xx' 0.01 'x' 0.05 '.'" 0.1 " " 1

Residual standard error: 215 on 43 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1284,Adjusted R-squared: 0.08788
F-statistic: 3.168 on 2 and 43 DF, p-value: 0.05208

Na zdkladé modelu muiZeme fici, Ze muZi jezero preplavou v priméru o 134 minut rychleji
nez zeny stejného véku, a plavetim stejného pohlavi trva preplavani jezera s kazdym rokem véku
v priméru o 4 minuty vice. VEk a pohlavi ale vysvétluji pouhych 13 % variability mezi Casy
preplavani jezera. Podstatnéjsi Cast variability mezi vykony jednotlivych plavcd tedy nesouvisi
s jejich vékem ani pohlavim.

Vliv pohlavi jsme prokdzali pétiprocentni hladiné, zatimco vlik v€ku jenom na desetipro-
centni. [ kdyZz diagnostické grafy nedavaji divod na pochybnosti o platnosti testd, t€mto pomérné
hrani¢nim vysledkiim nemtiZeme pfipisovat plnou véahu, jelikoZ jsme si na deskriptivnich statis-
tikdch pro jména plavci mojli v§imnout, Ze dva plavci preplavali jezero dvakrat a jeden tiikrat.
Jejich ¢asy nemtizeme povazovat za nezavislé, jak to vyzaduji pfedpoklady linearniho modelu.
I kdyZ se nejedna o velky pocet zavislosti, u celkového poctu 46 dat by bylo korektné&jsi pouzit
misto standardnich testd pro linearni modely robustnéjsi testy, které plati i v piipadé zavislosti
mezi pozorovanimi. Ty by p—hodnoty pravdépodobné o néco malo posunuly.

Na zavér jest¢ muzeme vysledky modelu vykreslit.
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+ 4+ 4+ 4+ + +++++++VVV+VV+VYV

xxX <- seq(min (swim$Age), max (swim$SAge), length=501)
newdat <- expand.grid(Age = xx,

Sex = factor(c("F", "M")))
newdat <- cbind(newdat, Time = NA, Lw = NA, Up = NA)
yy.conf <- predict (model.2, newdata = newdat,

interval = "confidence")
newdat [, c(3:5)] <- yy.conf

ggplot (data = swim,
mapping = aes(x = Age, y = Time, color = Sex))
geom_point () +
geom_ribbon (data = newdat,
aes (ymin = Lw, ymax = Up,
fill = Sex, color = NULL),

alpha = .15) +
geom_line (data = newdat) +
xlab ("Age") + ylab("Time [min]") +
ggtitle (" (Expected) time to swim Lake Ontario",
subtitle = "in the SN direction in August")

theme (plot.title = element_text (hjust = 0.5),
plot.subtitle = element_text (hjust = 0.5))

(Expected) time to swim Lake Ontario
in the SN direction in August
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