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Predmluva

Text pokryva latku, kterd je prednaSena v ucitelském studiu matematiky v pred-
métu MUC26 "Teorie kuzelosecek a kvadrik". Pfednaska vyzaduje predbézné zna-
losti linearni analytické geometrie v rozsahu skript Horék, Janyska [6] nebo ucebnice
Sekanina a kol. [12].

Obsahem textu je analyticky pristup ke studiu kuzelosecek (respektive kvad-
rik) v projektivni, afinni a euklidovské roviné (respektive prostoru). K ucelenému
vykladu jsou potfebné nékteré kapitoly z algebry, které nejsou soucasti povinného
kurzu, proto jsme do textu zaradili tyto kapitoly v nezbytném minimalnim rozsahu.
Jde o komplexni rozsifeni vektorového a afinniho prostoru (Kapitola 1), projektivni
rozsiteni afinniho prostoru (Kapitola 2) a kone¢né o avod do teorie bilinearnich a
kvadratickych forem (Kapitola 3).
lyticka teorie kvadrik). I kdyz je nas pristup analyticky, snazime se co nejvice zdiraz-
nit geometrické vlastnosti definovanych pojmu. K tomu slouzi i fada obrazku. Pro
prehlednost textu jsou definice vyznaceny rameckem a konce diikazii (respektive
poznamek) jsou oznaceny symboly OJ (respektive ).

Na konci kazdého paragrafu jsou uvedeny resené piiklady typické pro dany pa-
ragraf a v kazdé kapitole je zafazen paragraf s piiklady na procviceni.

V Brné, 2020



Kapitola 1

KOMPLEXNI ROZSIRENI
PROSTORU

A7 dosud jsme v analytické geometrii uvazovali v8echny prostory (vektorové, afinni,
euklidovské) pouze nad télesem realnych ¢isel. Pro potfeby teorie kuzelosecek a kvad-
rik se vSak realné prostory jevi jako nedostatecné. UkaZeme si, pro¢. V linearni
geometrii, napft. v euklidovské roviné, platilo, ze dvé soufadnicové linearni rovnice
uréuji stejny geometricky objekt (nadrovinu) tehdy a jen tehdy, lisi-li se o nenulovy
nasobek. Mé&jme ale dvé rovnice 2. stupné

w? +1y? =0, (1)
22° +3y* =0, (2)

kde [x;y] jsou soufadnice bodu v roviné vzhledem k néjakému ortonormalnimu re-
péru. Je zifejmé, Ze obéma rovnicim vyhovuji pouze souradnice pocatku, tj. urcuji
stejnou mnozinu v euklidovské roving, a pfitom neni rovnice (2) nasobkem rovnice
(1). V této kapitole proto zavedeme takzvané komplexni rozsifeni realného prostoru
tak, abychom docilili toho, Ze i dvé rovnice 2. stupné urcuji tutéz mnozinu prave
tehdy, lisi-li se o nenulovy néasobek.

yd »,

1 Komplexni rozsifeni reilného vektorového pros-
toru

Predpokladejme, ze V' je vektorovy prostor kone¢né dimenze n nad télesem realnych
¢isel. Podobnym zpiisobem, jako se v teorii ¢isel sestroji komplexni rozsiteni télesa
realnych ¢isel v téleso komplexnich ¢isel, sestrojime i komplexni rozsiteni vektoro-
vého prostoru V.

Uvazujme mnozinu V' X V' a definujme na ni operaci s¢itani a nasobeni komplex-
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nim ¢islem nasledujicim zptisobem

(a,b)+ (c,d) = (a+c¢,b+d), (1.1)
(a+iP)(a,b) = (0va — fb,ab + fa). (1.2)

Snadno se ovéri, ze V' x V spolu s operacemi s¢itani a nédsobeni komplexnimi &isly
definovanymi (1.1) a (1.2) je vektorovym prostorem nad télesem komplexnich ¢isel

C.

Definice 1.1. Mnozinu V' x V' s operacemi s¢itdni a nasobeni komplexnimi ¢isly
definovanymi vztahy (1.1) a (1.2) budeme nazyvat komplezni rozsireni realného
vektorového prostoru V a oznacovat VC.

Uvazujme podmnozinu M = {(u,0) € V x V} C VC. Snadno ové¥ime, 7e M je
uzaviena vzhledem ke s¢itani a nasobeni redlnymi ¢isly. Uvazujme zobrazeni V na
M, které pritadi vektoru u € V vektor (u,0) € M. Toto zobrazeni je izomorfizmem
vektorového prostoru V na M. Pii ztotoznéni V a M tedy dostavame, ze V C VC.

Poznamka 1.1. V je podmnoZina ve V', ale ne vektorovy podprostor, protoze V'
je definovano nad R a V° nad C. O

Nyni mizeme kazdy vektor (u,v) € VC psat nasledujicim zptisobem
(u,v) = (u,0) + (0,v) = (u,0) +i(v,0) =u +iv.

Vektor u € V' budeme nazyvat redlnou slozkou (¢dsti) a vektor v € V imagi-
ndrni slozkou (&isti) vektoru w = u +iv € VC a oznadovat u = Re(w), v = Jm(w).
Nulovym vektorem V je (0,0) = o +io.

Formélné tak mtuzeme komplexni rozsiteni realného vektorového prostoru V' ché-
pat jako pfimy soucet

VE=VaiV.

Véta 1.1. Vektory uy,...,ux € V jsou linedrné nezdvislé v prostoru V' tehdy a jen
tehdy, jsou-li linedrné nezdvislé v prostoru V°.

Dikaz. Je zfejmé, Ze jsou-li uy,...,u; € V linearné zavislé ve V', jsou i linearné
zéavislé ve V. Necht jsou uy, . . ., uy, linedrné zavislé ve VC. Potom existuji komplexni
¢isla o; +1iB3;, 7 =1,..., k, takova, Ze alespoil jedno z nich je nenulové a plati

(a; +1ifj)u; = o,
1

k
Jj=

tj.

k k
E ajuj—i-z E 5jllj:0.
J=1 J=1



1. Komplexni rozsiteni realného vektorového prostoru 3

] : k vk e .
Musf tedy platit > 7, aju; = o a soucasné ), fju; = o, pficemz alespoil jedno
a; € R nebo f; € R je nenulové, coz znamena, Ze vektory uy, ..., u; jsou linedrné
zéavislé ve V. Dokézali jsme tedy, Ze uy, ..., u, jsou linearné zavislé ve V' tehdy a jen
tehdy, jsou-li linearné zavislé ve VC, coz je tvrzeni ekvivalentni tvrzeni Véty 1.1. [

Véta 1.2. Kazdd bdze prostoru V je i bdzi prostoru VC.

Dikaz. Necht uy,...,u, je baze vektorového prostoru V. Potom uy,...,u, jsou
linearné nezavislé ve V® a musime dokazat, ze uy, ..., u, je systém generatori VC.
Bud x+ iy € VC libovolny vektor. Potom existuji redlna &isla 1, ..., Tn, Y15 .. ; Un
tak, ze x = 7, zyu;, y = Y7, y;u;. Odtud

n

X+ Zy = Z(L’ju]‘ +i2yjuj = Z(I] + iyj)Uj,
j=1 j=1

J=1

coz dokazuje nasi Vétu 1.2. O

Definice 1.2. Kazda baze prostoru VC, kterd je soucasné i bazi V, se nazyva
redlnd bdze.

Véta 1.3. Bud U podprostor vektorového prostoru V. Potom UC je podprostorem
vektorového prostoru VC.

Dtikaz. Véta 1.3 je pfimym dusledkem definice komplexniho rozsifeni vektorového
prostoru. O]

Definice 1.3. Podprostor W vektorového prostoru V<, ktery je komplexnim roz-
Sifenim podprostoru U C V, se nazyva redlny podprostor a oznacujeme ho UC.

Ne kazdy podprostor ve V' je realny, ale kazdy podprostor ve V¢ obsahuje n&jaky
realny podprostor, minimalné trivialni podprostor {o}.

Vektory u +iv a u — iv se nazyvaji vektory komplezné sdruzené. Je-li w € VC,
budeme komplexné sdruzeny vektor oznacovat w. Je-li W C V© vektorovy pod-
prostor, je W = {W|w € W} vektorovy podprostor nazyvany komplexné sdruZens
podprostor k podprostoru W.

Pro komplexné sdruzené vektory ve V© plati vztahy obdobné vztahtim pro kom-
plexné sdruzena ¢isla. Pro w, w’ € VC, k € C, plati

w4+ W,

kw.

w + W/

kw =
kde k je komplexné sdruzené ¢islo k Gislu k. Dale plati Re(w) = %(W—I—W), Jm(w) =

LW —w).
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Véta 1.4. Vektorovyj podprostor W C V€ je redlny prave tehdy, kdyz W = W.

Diikaz. “="Necht W je realny podprostor ve VC, tj. W = {w = u+iv,u,v €
U} = U® pro n&jaky podprostor U C V. Je ziejmé, 7e pro kazdé w € W jeiw € W,
atedy W =W.

“<"Necht W = W. Potom pro Vw € W jei w € W, a tedy i realné vek-
tory Me(w) € W. Mnozina U = {9e(w)} je uzaviena vzhledem ke s¢itani a naso-
beni realnymi ¢isly, a tedy je podprostorem ve V. Protoze Jm(w) = 9e(—iw), je
{am(w)} CU aw = Re(w) + iJm(w). Potom W = U®. O

Diisledek 1.1. Necht W je podprostor ve V. Potom mazimdini redlny podprostor
obsaZeny v W je W NW. o

Pfi uréovani maximalniho realného podprostoru v podprostoru W C V€ postu-
pujeme podle Disledku 1.1. Pfi praktickém vypoctu postupujeme podle zpiisobu
zadani W. Je-li W = L(wy,...,wy), uréime W = L(Wy,..., W) a WNW. Jeli
dimW = dimW NW, je W realny podprostor.

Je-li podprostor W vzhledem k né&jaké realné bazi V¢ zadan obecnymi rovnicemi

1121 + A12T2 + - + A1 Ty = 0,

(1.3)
A(n—k)1T1 + An—k)2T2 + ** + An—kynTn = 0,
a;; € C, je obecné vyjadieni podprostoru w
11y + ATy + - + a1, =0,
(1.4)

A(n—k)1 21 + An—g)2T2 + -+ + An—t)nTn = 0.

Potom WNW je spole¢nym fegenim soustav (1.3) a (1.4). Je-1i W redlny podprostor,
musi existovat takové jeho obecné vyjadieni (1.3), ze a;; € R.

Véta 1.5. Necht' V' a U jsou redlné vektorové prostory a ¢ : V. — U je linedrni
zobrazeni. Potom existuje prdvé jedno linedrni zobrazeni ¢ : V€ — UC takoveé,
Ze pro kazdy vektor x € V je o®(x) = @(x). Je-li linedrni zobrazeni ¢ prosté, je
i linedrni zobrazeni o prosté a je-li o surjektivni, je i © surjektivni.

Diikaz. Necht ¢ : V — U je linearni zobrazeni. Definujme zobrazeni ¢ z V¢ do
UC vztahem

PE(x +iy) = p(x) +ip(y) (1.5)
pro kazdé x + iy € VC. Je ziejmé, 7e p®(x) = o(x) pro kazdy vektor x € V.
Ovérime, 7e ¢° je linearni zobrazeni. Necht x; +iy; € V©, a; +i8; € C, j = 1,2.
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Potom

SOC((OQ +i61)(x1 +iy1) + (o2 + i82) (X2 4 iy2)) =
= 0% ((anx1 — Bry1 + %y — Pays) + i(ony1 + Bix1 + oy + Faxs)) =
= p(arxi — biy1 + aoxz — Bay2) +ip(aryr + fixa + aoyz + foxz) =
= a1p(x1) — B1p(y1) + asp(x2) — Baip(y2)+
+i(arp(yr) + Bip(xi) + a2p(y2) + Pop(x2)) =
= (a1 +1iB1)(p(x1) +ip(y1)) + (a2 +if2)((x2) + ip(y2)) =
= (a1 +if1)¢" (x1 +iy1) + (ag +i62)¢" (X2 + iy2).

Piedpokladejme, Ze ¢ je linearni zobrazeni z VC do U takové, ze ¢*(x) = p(x)
pro kazdy vektor x € V. Potom z linearity dostavame, ze musi platit vztah (1.5),
a tedy ¢ = ¢C.

Necht je linearni zobrazeni ¢ prosté a o€ (x; +iy;) = ¢C(x2+iys). Potom z (1.5)
je p(x1) = p(x2) a v(y1) = ¢(y2), a tedy musi byt x; = x5 a y; = y2, COZ znamena,
7e i o* je prosté zobrazeni.

Necht linedrni zobrazeni ¢ je surjektivni zobrazeni. Necht x’ + iy’ € UC je
libovolny vektor. Protoze ¢ je surjektivni zobrazeni, existuji vektory x,y € V takové,
7e p(x) = x' a p(y) = y'. Potom % (x+iy) = x'+iy’, a tedy i ¢ je surjektivni. [

Definice 1.4. Zobrazeni ©© definované ve V&té 1.5 se nazyva komplexni rozsivent
linedrniho zobrazeni .

Necht vy, ..., v, je baze vektorového prostoru V auy, ..., u,, je baze vektorového
prostoru U. Necht vzhledem k témto bazim ma linearni zobrazeni ¢ z V' do U matici
A,. To znamena, 7Ze ma-li x € V soufadnicové vyjadieni x = vy + --- + 2,V
a vektor p(x) € U souradnicové vyjadieni p(x) = zju; + - -+ + 2/, u,,, potom

!
T] = a11%1 + Q12T + - -+ + Q1T

/
Ty = G211 + a29T9 + -+ AanTy ,

/
T, = Qm1T1 + GpaZo + + -+ Qn Ty,

a;; € R, coz piSeme maticové, pii ztotoznéni vektoru se sloupcovou matici jeho
soufadnic, ve tvaru ¢(x) = A,x. ProtoZe kazda baze prostoru V' je i bazi prostoru
V€ a podobné, kazda baze prostoru U je i bazi prostoru U, miizeme vyjadfit i matici

Age vzhledem k bazim vy, ..., v, auy, ..., Upy.

Véta 1.6. Pro libovolné linedrni zobrazeni ¢ 2V do U jsou matice A, a A,c vzhle-
dem k redlngm bdzim v VC a U totozné.

Dikaz. Necht v bazich vy,...,v, ve V auy,...,u, v U je A, matice linearniho
zobrazeni ¢ z V do U. Podle (1.5) je p®(x +iy) = p(x) + ip(y) = A,x +id,y =
Ay (x +1iy). O
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Poznamka 1.2. Je tfeba si uvédomit, jaky je rozdil mezi soufadnicovym vyjadie-
nim libovolného linearniho zobrazeni z V¢ do U® a komplexnim rozsiFenim linearniho
zobrazeni z V do U. Zatimco matice komplexniho rozsiteni realného linearniho zob-
razeni vzhledem k realnym bazim je definovana nad R, je obecné matice libovolného
linearnfho zobrazeni z V¢ do U® definovana nad C. &

Uloha 1.1. Ovéite, zda podprostor W ve V€ uréeny vektory u; = (1;144;1—14) a
uy = (1+14;0;2+ 2i) je realny. V piipadé, Ze ano, urcete néjakou jeho realnou bazi.

Reseni: Staci ovérit, jaka je dimenze podprostoru W N W. Protoze hodnost
matice sestavené ze souradnic vektori uj, u,, U; a Uy je rovha dvéma a protoze
dimW = 2 = dimW, je dim(WNW) = 2, tedy W = W a W je realny. Redlnou bazi
tvori napf. vektory Se(u;) = (1;1;1) a Im(uy) = (0;1; —1).

Uloha 1.2. Necht podprostor W ve Vi€ je v né&jaké realné béazi zadan obecnou
rovnici

W (14 2i)xy + 3izg + (2 — 20)z3 = 0.
Urcete maximalni realny podprostor lezici v W.

Reseni: Obecné rovnice komplexné sdruzeného podprostoru W jsou

W (1 —2i)x; — 3izg + (2 + 2i)x3 = 0.
Maximéalni redlny podprostor v W je W N W, ktery je FeSenim soustavy rovnic
(14 2i)xq + 3izg + (2 — 2i)x3 =0,
(1 —2i)x; — 3ixg + (2 + 2i)x3 = 0.

Obecné teseni této soustavy je redlny jednodimenzionalni podprostor generovany
vektorem (—2;2;1).

2 Komplexni rozsireni redlného afinniho prostoru

V predchozim kurzu analytické geometrie jsme zavedli redlny n-rozmérny afinni
prostor jako usporadanou trojici (A, V, ™), kde A je neprazdna mnozina bodu, V je
n—dimenzionalni realny vektorovy prostor zaméreni a ~ : A x A — V je zobrazeni
spliujici dva axiomy afinniho prostoru. Nyni tento prostor rozsitime v komplexni
afinni prostor.

Véta 2.1. Bud A® = AxV a zobrazeni ~¢ : A® x A® — V€ (komplexnt rozsivent
prostoru V') definované vztahem

X, W(V.v) = XY +i(v—u), (2.1)

kde X,Y € A,u,v € V. Potom trojice (A, VC, 2¢) je komplexni afinni prostor.
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Diikaz. Musime dokazat, ze pro zobrazeni (2.1) plati axiomy afinniho prostoru.
Necht je dan libovolny prvek (X, u) € A% a libovolny vektor w = wy + iwy € VC,
Potom existuje jediny prvek (Y,v) € A€ takovy, Ze je splnéno (2.1). Konkrétné
Y =X 4 w; av=u+w,. Dile pro libovolné tfi prvky (X, u), (Y,v), (Z,w) € AC

plati (X, u) (Y, v)° + (Y, v)(Z, w)" = XY +i(v—u)+Y Z+i(w—v) = X Z+i(w—u) =
(X,u)(Z,w)", a tedy (A%, VT, 7¢) je afinni prostor nad télesem komplexnich &isel
C. O

Déle budeme body A € A ztotoziiovat s prvky (A4, 0) € AC. Pfi tomto ztotoznéni
muZeme A povaZzovat za podmnozinu v A%, kterd ovem neni afinnim podprostorem.

Definice 2.1. Komplexni afinni prostor A sestrojeny ve Vété 2.1 nazyvame kom-
plexnd rozsirent realného afinniho prostoru A.

Umluva. Jsou-li (X,u),(Y,v) € A% w € V€ budeme misto (X, u)(Y,v;(C =w
psat (Y,v) = (X, u) + w, coz je ekvivalentni rovnostem Y = X + w;, v = u+ wy,
kde w = wy + 1wy.

Pii ztotoznéni X € As (X,0) € A® au € V s (u,0) € VC mizeme kazdy
prvek (X,u) € A psit ve tvaru (X, u) = (X,0)+ (o,u) = X +iu. Tedy kazdy bod
(X,u) € AC miizeme psat, pii pevné zvoleném P € A,,, ve tvaru

P+v +1u,

kde vektor v je jednozna¢né uré¢en podminkou X = P + v.

Zvolme nyni v afinnim prostoru A afinni soufadnou soustavu afinnim repérem
(P;uy,...,u,). (2.2)

Podle Véty 1.2 uréuje repér (2.2) afinni soufadnou soustavou také v AL a tako-
vou afinni souradnou soustavu budeme nazyvat redlnd afinni souiadnd soustava.
To znamend, Ze vzhledem k repéru (2.2) miizeme kazdému bodu X + iu € A®

prifadit uspotradanou n-tici komplexnich ¢isel [x; + iuy,...,z, + iu,] takovou, ze
X +iu =P+ 370 (7; +iuj)uy, kde [z1;... ;2,] jsou soutadnice bodu X € A
v afinni soufadné soustavé urcené repérem (2.2) a (uq;. .. ;u,) jsou soufadnice vek-
toruu €V v bazi uy,...,u,.

Bod X € A ma vzhledem k (2.2) stejné soufadnice v A iv A®. Navic X € A lezi
v A pravé tehdy, jsou-li jeho souradnice vzhledem k realné afinni sourfadné soustave
uréené repérem (2.2) realna ¢isla.

Definice 2.2. Bud B afinni podprostor v .A a W jeho zaméreni. Potom mnozinu
B x W nazyvame komplexni rozsirens podprostoru B a znac¢ime ji BC.

Je zfejmé, 7e BT je afinnim podprostorem v AC. Obracené ale neplati, ze kazdy
afinni podprostor v A je komplexnim roziifenim néjakého afinniho podprostoru
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v A. Napiiklad bod X +iu € A je afinnim podprostorem v A® a pro u # o neni
komplexnim rozsifenim Zadného podprostoru v A. Afinni podprostor v A®, ktery
vznikl jako komplexni rozsifeni afinniho podprostoru v A, budeme nazyvat redlny
afinni podprostor.

Ke kazdému bodu X + iu € A® miizeme sestrojit bod X —iu € A®. Tento
bod budeme nazyvat komplezné sdruzeny k bodu X + iu. Jsou-li dva body z A®
navzajem komplexné sdruzeny, pak jejich soutfadnice v libovolné realné afinni sou-
fadné soustavé v AC jsou uspofddané n-tice navzajem komplexné sdruzenych &isel.
Je-1i B afinni podprostor v A® uréeny bodem B € A® a zaméfenim W C VC, je
podprostor uréeny bodem B a zaméfenim W afinni podprostor komplezné sdruzeny
k afinnimu podprostoru B a budeme ho oznacovat B. Podprostor B je realny pravé
tehdy, je-li B = B.

Obecné mohou podprostory B = {B,W} a B = {B,W} mit nejriznéjsi vza-
jemné polohy. Mohou byt mimobézné, rovnobézné i riznobézné. V pripadé, Ze jsou
riznobézné, je jejich prunik realny podprostor.

Urcovani vzajemnych poloh, priniku a souc¢tu podprostori je stejné jako v reél-
ném piipadé.

Véta 2.2. Méjme ddany redlné afinni prostory A, a A, a afinni zobrazeni f : A, —
Ap. Potom existuje prdve jedno afinni zobrazeni f© : AS — AC takové, Ze f€(X) =
f(X) pro kazdy bod X € A,,.

Dikaz. Zvolme libovolny bod P € A, a ozna¢me P’ = f(P) € A,,. Potom f(P +
u) = P'+ps(u), kde ¢y je asociované linearni zobrazeni ze zaméfeni A,, do zaméreni
Ay Mame jednoznaéné uréené zobrazeni f€ : AS — AC | které zobrazi bod (P +
u,v) z Af na bod P’ + ¢f(u +iv), kde ¢F je komplexni rozsifeni ¢y z Véty 1.5.
Snadno se vidi, Ze f€ je jediné afinni zobrazeni pozadovanych vlastnosti. ]

Definice 2.3. Zobrazeni fC definované ve Vété 2.2 se nazyva komplexni rozsirent
afinniho zobrazeni f.

Poznamka 2.1. Plati go(}: = pyc. &

Kazdé afinni souradné soustava v A,, urc¢uje soucasné realnou afinni souradnou
soustavu v AC. Z predchozi poznamky a Véty 1.6 vyplyva, ze souradnicova vyjadient
realného afinnfho zobrazeni a jeho komplexniho rozsiteni jsou vzhledem k realnym
afinnim soufadnym soustavim v AS (respektive v AS) totozna. To znamena, Ze
matice komplexniho rozsifeni afinniho zobrazeni ma v realnych afinnich soufadnych
soustavich redlné koeficienty na rozdil od matice obecného afinniho zobrazeni z AS
do A% | jejiz koeficienty jsou komplexni &isla.

Uloha 2.1. Ovéite, zda dany podprostor je realny:
a) Podprostor v AS je uréen body By = [1 +4;2 —i], By = [1 —4;2 + i].
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b) Podprostor v AS je uréen rovnicemi

r+ (3+i)y—iz=243i,
r+B—1)y+iz=2—-23i.

¢) Podprostor v A§ je urcen rovnici
r+ (3+i)y—iz=0.

s R
Reseni: a) Vektor By By = (—2i;2i) = 2(—i;4). Potom piimka urcena body By,
By ma parametrické rovnice

r=1+1—1t1,
y=2—1+1t

a seCtenim dostaneme jeji obecnou rovnici ve tvaru
r+y—3=0,

coZ znamena, ze piimka je realna.

b) Nad komplexnimi &sly fesime soustavu rovnic

r+ (3+i)y—iz=2+3i,
r+ (3—i)y+iz=2—3i.

Sectenim dostaneme x = 2—3y a dosazenim do jedné z rovnic dostaneme z = —3+y.
Parametrické vyjadieni daného podprostoru je tedy tvaru

r=2-—3t,
Y= t,
z=-3+t,

coz znamena, ze podprostor je redlny.
¢) Z rovnice podprostoru dostaneme z = —(3+1i)y—+iz. Volbou y, z za parametry
dostaneme parametrické rovnice ve tvaru

r=(=3—1i)t+is,

coZ znamena, ze podprostor je imaginarni.
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Uloha 2.2. Je dan podprostor B v AS. Uréete maximaélni realny podprostor lezici
v B, kdyz

a) B:3x; + (1 +i)xg —izg — x4 =2+1,

b) B:xzy+ (3+i)ry —ix3 =0.

Resent: a) Maximalni realny podprostor lezici v B je BN B. Mame
B:3w 4+ (1 —i)ag+irs —a4 =2 —1i.

B N B je spoleénym FeSenim rovnic uréujicich B a B. Se¢tenim rovnic dostaneme
Ty = —2+4 321+ 2 a po dosazeni do jedné z rovnic dostaneme x5 = —1+ x5. Je tedy
priinikem BN B (a tim i maximalnim realnym podprostorem v B) realni rovina o
parametrickém vyjadient

r1=t, wy=s, x3=—14+s, x4=-24+3t+s.
b) Mame
B:3x1+ (3—i)zg+iz3=0.
Spoleénym FeSenim rovnic uréujicich B a B dostaneme
r1=—-3t, Ty=1, x3=1t, T4=3S5,

tj. maximalnim realnym podprostorem v B je realna rovina.
Uloha 2.3. V AY je dana pifmka p bodem A = [1;4; —i] a smérovym vektorem
u = (1 +1;2;4). Urcete vzajemnou polohu piimek p a p.

Reseni: Piimka P je urcena bodem A = [1; —i;4] a smérovym vektorem U =
(1 ;@'; 2; —i). Snadno se presvéd¢ime, Ze matice sestavend ze soufadnic vektora u, U

a AA = (0; —2i;2i) ma hodnost 3, coz znamena, Ze piimky p a P jsou mimobé&zné.

3 Cvicdeni

3.1. V AT jsou v realné bazi dany bod B = [1;=2;3] a vektory u = (2;1; 1),
v = (3;0;1). Urcete soutadnice bodi C' = B + iu, C' a vektori w = u + iv, w.

(C=[1+2;-2+i3—i,C=[—2:-2—i3+i,
w=2+3i;1;,-1+1i),w=(2-3;;1;-1—1) }

3.2. V AS jsou v realné bazi dany bod K = [2+i; 3—2i] a vektor u = (—1+37; 3+2i).
Urcete parametrické i obecné rovnice primky dané bodem K a vektorem u.

{ Parametrické rovnice: x = 2+i+t(—1+43i), y = 3—2i+

t(342i). Obecné rovnice: (3+2i)z+(1—3i)y—1+4i =0

}
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3.3. Najdéte redlné body pifmek v AS:
a)priz+ (3+2i)y—1=0,
b) p je uréena body A = [1 +4;2i|, B = [i; 1 + 2i],
c)p:ax=(1+i)+it,y=(1—1)+2t.

{ a) [-3; 3], b) neexistujt, c) [5;—1] }
3.4. Urcete rovnici realné piimky prochézejici bodem K = [3 — 2i;1 + 1.

{ Realna pifmka je uréena body K a K: x+2y—5=0
ki

3.5. V AS urcete parametrické rovnice redlné primky, kterd prochazi imaginarnim
bodem A = [2+1i;—1+2i;1 — 4]

{z=3—-t,y=1-2t, 2=t}

3.6. V AY udejte pitklad p¥imky p takové, Ze p a P jsou

a) riznobézné,

b) rovnobézné,

¢) mimobé&Zné.
3.7. V AY ukazte, Ze piimka p : (1—4d)y+(1—i)z+1-3i =0, (1 —3i)z —2y+(3+
3i)z = 0 je raznobézna s piimkou s ni komplexné sdruzenou a vypoététe souradnice
jejich spolecného bodu a rovnici roviny jimi urcené.

{[-5-3%—3 -8y —-3:-6=0}
3.8. V AY urcete rovnice realné pifmky, kterd lez{ v imaginarni roving
a:(3-2i)z+(1+4i)y—iz+3=0.
{z=t,y=-3-3t,z=-3-5t}
3.9. Urcete realny podprostor obsazeny v podprostoru AS:
a) B:(3—20)x + (14 0)xy —izs+5ry =0,
b)C:(1+i)x1+(2—i)zo—xy =1, 21+ 29 +ix3 — (1 —i)zy =0,
c)D:xy=1+t+is, a9 =1it,x3=1i+s, x4=(1+17)+ (2+1)t.
{a) 2y —293+ 23 = 0, 31 + 22 + bxy = 0, b) bod
[5:5:—%—2], c) bod [2;3;5;5] }
3.10. Urcete vzajemnou polohu podprostort v AS:

a) B a C jsou podprostory z cviceni 3.9,
b) B je podprostor z cviceni 3.9 a C : X = [1;0;0; 1] + ¢(0; 1; 1;4).
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{ a) podprostory se protinaji v piimce, b) podprostory
se protinaji v bodé [1; £ (14-214); £5(14-214); 15 (—8+41)]

}

3.11. Necht ¢ a v jsou linearni zobrazeni z realného vektorového prostoru V' do
realného vektorového prostoru U. Dokazte, ze zobrazeni ® z V® do U® definované
predpisem ®(x +iy) = ¢(x) — ¥(y) + i(¢(y) + ¥(x)) je linearni. Dale dokazte, ze
v realnych bazich je Ag = A, +iAy.

{ Navod: Postupujte jako v dikazech Vét 1.5 a 1.6 }

3.12. Dokaite, 7e je-li f : A, — A,, afinni zobrazeni a ¢ : Z(A,) — Z(A,,) linearni
zobrazeni, je
F:AS — AC

zadané predpisem
F(P+u+tiv) = f(P)+¢su) = d(v) +i(ps(v) + ¢ ()
afinni zobrazeni a v redlnych afinnich soufadnych soustavach v A% a A% je

Ap = A; +iAy.



Kapitola 2

PROJEKTIVNI ROZSIRENI]
AFINNIHO PROSTORU

V teorii kuzelosecek a kvadrik hraji dulezitou tlohu nevlastni body, které si mii-
Zeme intuitivné predstavit jako body, ve kterych se protinaji rovnobézné piimky.
Tyto body ovSem nepatii do afinniho prostoru a pii pouziti afinnich soutradnic se
nedaji soufadnicové vyjadrit. Proto v této kapitole zavedeme pojem projektivniho
rozsiteni afinniho prostoru, v némz budeme moci pracovat také s nevlastnimi body,
které muzeme vyjadrit rovnéz pomoci soutradnic.

4 Projektivni prostory

V této kapitole V.41 je (n + 1)-rozmérny vektorovy prostor nad télesem T (dale T
bude bud téleso realnych nebo komplexnich ¢isel).

Definice 4.1. Mnozinu P,, vSech jednorozmérnych podprostoru vektorového pros-
toru V,.1 nazveme n-rozmérnym projektivnim prostorem nad télesem T. Jeho
prvky nazyvame body. V1 nazyvame aritmetickym zdkladem (nosicem) prostoru
P,.. Vektor x € V,x # o, ktery generuje bod X = (x) = {ax,a € T} € P,
nazyvame aritmetickym zdstupcem bodu X.

Poznamka 4.1. Kazdy bod A € P, ma nekone¢né mnoho aritmetickych zastupci,
protoze jednodimenzionalni podprostor ma nekone¢né mnoho bazi. Je-li a aritmetic-
kym zastupcem bodu A, tj. A = (a), jei ca,a € T, # 0, aritmetickym zastupcem
bodu A. &

Poznamka 4.2. Pfesnéji by mélo byt feceno, Ze projektivnim prostorem je dvojice
(Pn, Vir1). Pokud nemize dojit k zaméné vektorového prostoru V,, 1, budeme psat

jen P,. %

13
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Definice 4.2. Body A; = (a1),..., Ay = (ay) nazveme linedrné nezdvislé (zd-
vislé), jestlize jsou linearné nezavislé (zavislé) vektory ay, ..., ag. Rekneme, 7e
bod A = (a) je linedrni kombinaci bodi Ai;. .. ; Ay, jestlize vektor a je linearni
kombinaci vektort ay,...,a;. Je-li a = aja; + ... + agay, piSeme formalné A =
CtlAl + ...+ OzkAk.

Poznamka 4.3. 7 vlastnosti vektorovych prostoru vyplyva, ze v P, existuje nej-
vyse (n + 1) linearné nezavislych bodu. O

Poznamka 4.4. Linearné nezavislé body budeme také nazyvat body v obecné polo-

ZE. <>

Definice 4.3. Aritmetickou bdzi projektivniho prostoru P, rozumime libovolnou
bazi uy, ..., u,41 vektorového prostoru V1. Geometrickou bazi (projektivnim re-
pérem) prostoru P, rozumime libovolnou (n + 2)-tici boda (Oy;. .. ;O0,41, E) ta-
kovych, ze libovolnych (n + 1) z nich je linedrné nezavislych. Body Oy;... ; O,4q
nazyvame zdkladni body a bod E jednotkovi bod geometrické baze.

Véta 4.1. Je-li uy,...,u,q aritmetickd bdze prostoru P, potom

<<u1>7 ) <un+1>7 <u1 + ...+ lln+1>>
je geometrickd bdaze P,,.

Diikaz. Staciukazat, ze pro libovolnéijeuy, ..., w;_ 1, Wipq, ..., Upyg, Up+. .. +Up01
soustava nezavislych vektori. Necht tedy

oy H . Wiy QWi L QU1+ Qpge(U .+ Ugy1) = 0O
a1, ...,0n10 € T. Vektory uy, ..., u, 1 jsou linedrné nezavislé, a tedy musi byt

a1+ Qpy2 = ... = Qi1+ Qpyo = Qpia = Qg1 + Qpya = ... = Qpy1 + Qpip =0,
OdtUqu:...:Oéz;lzqurl:...:an+1:—an+2:0. O

Véta 4.2. Je-li (Oy;...;0,41,E) geometrickd bize P,, pak existuje aritmetickd
baze Ug,...,Upt1 takovd, ze 01 = <LI1>, c. 7On+1 = (un+1>, E = <u1—|— ot un+1>.
Je-livy,..., Vi1 jind aritmetickd baze s touto vlastnosti, pak existuje o« € T, o # 0,
takové, Ze v, = au;, 1 =1,...,n+ 1.

Dikaz. Necht (O;...;O,41, F) je geometrickd baze. Uvazujme libovolné aritme-
tické zastupce wy, ..., W,1, w téchto bodu. Vektory wy, ..., w, 1 musi byt linedrné
nezavislé, a tedy w = c;wy + - -+ + ¢, 1Wyo 1. Navic v8echny koeficienty ¢; jsou ne-
nulové. Kdyby se totiz ¢; = 0 pro nékteré ¢, potom by byly body Oq; ... ;0;_1, 011,

.y Opy1, E linearné zavislé, coz je spor s predpokladem, ze (Oy;. .. ; O,y1, E) tvoii
geometrickou bazi. Polozme nyni u; = ¢;w;, u = w. Potom je O; = (u;) a F = (u) =
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(ug + ...+ uuyq). Je-li vy, ..., v,y jind aritmetickd baze s uvedenou vlastnosti, je
Vi = iUy, ..., Vpil = QuiiUpit, Vi + oo+ Vg1 = Quao(ug + ..o+ uy,pq). Odtud
dostaneme

Uy + .. QU = QoW + . 4 Uyp)

a z nezavislosti vektort uy, ..., u, 1 je
] — Qpig = ... = Qpt1 — Qpio =0,
tedy o = ... = Qpa1 = Qo = O

Definice 4.4. Necht X € P, je bod, (Oy;...;0,:1, FE) je geometricka baze P,
takové, ze O1 = (u1),...,0py1 = (Upy1), E = (u; + ... + u,41). Necht X = (x),
kde

X=xu;+ ...+ Tn+1Upt1

z; € T. Potom uspofadanou (n+1)-tici (xi,...,2,41) prvka z T nazveme pro-
jektivnimi homogennimi souradnicemi bodu X vzhledem ke geometrické bazi
<01, ey On+17 E>

Véta 4.3. Necht bod X € P,, md vzhledem k libovolné geometrické bazi (Oq;. .. ; Oy, E)
projektivni homogenni souiadnice (x1; ... ;Tyy1). Potom

(i) alespori jedno z ¢isel xq;. .. ;x,41 je nenulové,

(i1) (y1;- - - ; Yns1) Jsou také projektivni homogenni souradnice bodu X vzhledem ke
geometrické bazi (Oy;. .. ; O, 1, E) tehdy a jenom tehdy, kdyz existuje a € T, v # 0,
takové, Ze y; = ax;,i=1,...,n+ 1.

Dikaz. (i) Je-li X = (x), je x # o, a tedy alespon jedna soufadnice vektoru x vzhle-
dem k aritmetické bazi uy, . .., u,,; generované geometrickou bazi (Oy;. .. ;Opi1, E)
musi byt nenulové.

(ii) Je-li X = (x) a soucasné X = (y), existuje takovy nenulovy prvek g z T, Ze
y = px. Dale miZzeme uvazovat jinou aritmetickou bazi vi,..., v, 1 generovanou
geometrickou bazi (Oy; ... ;O,11, E). Podle Véty 4.2 existuje nenulové v € T takové,
ze v; = yw;. Potom y = y1 vy + -+ 4+ Ynr1Vai1 je ekvivalentni x = %(ylul 4+ 4+

yn+1un+1) a odtud vyplyva y; = ax;, kde a = = -

Véta 4.4. Body Ay, ... ; Ag jsou linedrné nezdvislé tehdy a jenom tehdy, kdyZ ma-
tice, jejiz Tddky ¢i sloupce tvori soutadnice bodi Aq; ... ; Ay vzhledem k néjaké geo-
metrické bdzi, md hodnost k.

Dikaz. Prevede se na linedrni nezavislost aritmetickych zastupcu. O

Definice 4.5. Necht (P,,, V,,11) je projektivni prostor a Wi je (k+ 1)-rozmérny
podprostor ve V1, pak mnozinu vSech bodu projektivniho prostoru P, jejichz
aritmeticti zastupci patii do Wy, 1, nazveme k-rozmérnym projektionim podpro-
storem prostoru P,. Jednorozmérny podprostor nazyvame primka, dvourozmérny
rovina a (n — 1)-rozmérny nadrovina v P,.
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Véta 4.5. Necht (Qr, Wis1) a (R, Uis1) jsou dva podprostory projektivniho pros-
toru (Pn, Vpi1). Pak plati:

(i) mnozina Q)+ Ry = {(u)|o # u € Wii1 + U1} je projektivnim podprostorem
v P,

(ii) je-li Wiy N U1 # {0}, je Qp N'R; projektivnim podprostorem v Py, pii-
cemz QL NR; = {<u>|0 #u € Wi N Ul+1}-

Dtikaz. Vyplyva okamzité z definice projektivniho podprostoru. [

Poznamka 4.5. Pii oznaceni z Véty 4.5 nazyvame podprostor O + R; souctem
(spojenim) a Qr N R; nazyvame prinikem projektivnich podprostora Q a R;.
Z vlastnosti souctu a priuniku vektorovych podprostoru je ziejmé, ze Q) + R; obsa-
huje jako podmnozinu mnozinové sjednoceni Q. a R;.

Z Véty 4.5 také vyplyva, ze dva rizné podprostory projektivniho prostoru mohou
mit neprazdny pranik, fikime, ze jsou riznobézné (v ptipadé, ze Wi 1NUj41 # {0}),
nebo nemaji spole¢né body, fikdme, zZe jsou mimobézné (v ptipadé, ze Wy 1 NU =
{o}). V projektivnim prostoru tedy nemizeme definovat pojem rovnobéznosti.

Pro riznobézné podprostory déle plati dim(Qx +R;) = k+ 1 — dim(Qx NRy). &

Véta 4.6. Necht Q,. je k-rozmérny podprostor v P,. Pak

(1) v Qy ezistuje k + 1 linedrné nezdvislyjch bodi,

(ii) libovolngjch 1 > k + 2 bodii z Qy je linedrné zdvislyjch,

(iii) gsou-li Ay = (ay),..., Ags1 = (ary1) linedrné nezdvislé body z Qr a X =
(x) € P, pak X € Qy prdve tehdy, kdyZx = Mja;+...+ A 18,1 pro néjakd \; € T
a alespot jedno \; # 0.

Dikaz. Vlastnosti (i) a (ii) jsou zfejmé z linearni nezavislosti aritmetickych zastup-
cu.

(iii) Necht Qy mé aritmeticky zaklad Wy, ;. Potom ai,...,a5,1 je baze Wiy
a tedy, je-li X = (x) € Qp,jex#0 € Wyygaexistyji \; e T,i =1,...k+1
takova, ze x = Zfill A\;a; a alespon jedno A; je nenulové. O

Kazdy bod X € Q, lze napsat formalné jako
X == )\1A1 + -+ )\k+1Ak+17 (41)

kde Ay;...; Agyq jsou libovolné linedrné nezavislé body z Q. Takovéto zadani k-
rozmérného podprostoru pomoci linearné nezavislych bodi budeme nazyvat para-
metrické zadani podprostoru Q.

Poznamka 4.6. Je-li bod X € 9y vyjadien jako v (4.1), budeme fikat, ze X je pro-
jektivni kombinact linedrné nezéavislych bodua Ay;. .. ; Agr1. VSimnéme si, Ze u pro-
jektivni kombinace bodi klademe na koeficienty \; € T, ¢« = 1,...,k + 1, jedinou
podminku, a to, aby alespon jedno \; bylo nenulové. To je rozdil proti afinni kombi-
naci bodt, kterou zndme z afinni linearni geometrie, kde byla podminka, aby soucet
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koeficientn byl roven jedné. Parametrického zapisu projektivniho podprostoru bu-
deme casto pouzivat v piipadé jednodimenzionalniho podprostoru, tj. pfimky. Je-li
piimka p ur¢ena body A, B € P,, A # B, potom X € p pravé tehdy, kdyz

X =aA + 3B
a alesponi jedno z ¢isel a, 8 je ruzné od nuly. &

Véta 4.7. Necht P, je projektivni prostor a (Oq;...;Ony1, E) je jeho geometrickd
baze.

ayp ... Qin41
(i) Necht M = | = . : je matice nad T, h(M) < n. Potom mnoZina
ap .. Q4
vSech bodi X z Py, jejichz projektivni homogenni souradnice (x1;. .. ; T, 1) vzhledem
ke geometrické bazi (O1;. .. ;Oni1, E) vyhovuji homogenni soustavé rovnic
T 0
ML o= (4.2)
Tni1 0

tvort (n — h(M))-rozmérny podprostor v P,.

(ii) Kazdy podprostor v P, lze zadat zpisobem popsangm v (i).

Dukaz. Ad (i). Necht O; = (w;), E = (), w;). Potom mnozina vektora x € V41,
jejichz soufadnice vzhledem k béazi uy, ..., u, 1 vyhovuji soustavé (4.2), tvoii ((n +
1) — h(M))-rozmérny podprostor W C V41, ktery uréuje (n — h(M))-rozmérny
podprostor QcP,,.

Ad (ii). Tato ¢ast byla dokdzana v linearni algebte, kde bylo dokazano, ze kazdy
podprostor vektorového prostoru se muze v soufadnicich zadat jako feseni homo-
genni soustavy rovnic. O]

Vyjadreni podprostoru Q popsané v predchozi vété se nazyva obecnym vyjadie-
nim podprostoru.

Jako dusledek Véty 4.7 dostavame, ze obecné vyjadieni nadroviny, tj. podpros-
toru dimenze (n — 1), je

a1 + cee 4 an+1xn+1 = 07 (al, e ,an+1) 7é (0, . ,0)

Poznamka 4.7. Vsimnéme si, ze na rozdil od obecného vyjadieni podprostoru
v afinnim nebo euklidovském prostoru, je obecné vyjadieni podprostoru v projek-
tivnim prostoru dano homogennimi rovnicemi. &

Poznamka 4.8. 7 predchoziho obecného vyjadieni nadroviny okamzité vyplyva,
ze dvé nadroviny v P, bud splyvaji (v tom piipadé se jejich obecné rovnice lisi
o nenulovy nasobek), nebo maji spoleény podprostor dimenze (n—2). V projektivnim
prostoru tedy neni definovan pojem rovnobéznosti nadrovin. &
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Prechod od jednoho typu zadani podprostoru k druhému je néasledujici. Necht
k-rozmérny podprostor Qy, je zadan obecnym vyjadienim (4.2). Potom kazdé feSeni
soustavy (4.2) je tvaru X = cjuy +. ..+ Cgr1Uk41, kde ug, ..., ugyq je fundamentélni
systém FeSeni (4.2). Potom X = ¢;{uy) + ...+ ¢xp1(upy1) je parametrické vyjadieni
Q. Opacné, je-li zadédno parametrické vyjadieni, musime k danému fundamental-
nimu systému feSeni nalézt prislusny homogenni systém rovnic. Z algebry vime, Ze to
lze provést vzdy a tento systém rovnic je potom obecnym vyjadfenim podprostoru
Qk.-

Méjme nyni dvé geometrické baze v P,

(O15... Oy, B (4.3)
(01,...,0,.1,E" (4.4)
takové, ze O; = (e;), E = (D, €i), 0. = (e}), E' = (), e}). Potom vektory ey, ..., €,41
ael,... e, tvolf dvé baze ve V,;1, a tedy kazdy vektor €] je linearni kombinaci
vektori ey, ..., e,+1. Maticové to mizeme zapsat formalné ve tvaru
(ell s e;H—l) = (el Tt en+1)Q7 (45)
kde matice @ je takzvana matice pfechodu od béaze ey, ..., e, k bazie|,... e}
a je tvorena souradnicemi vektort €, vzhledem k druhé bazi ey, ..., e, ; uspofa-

danymi do sloupcti. Potom vektor x € V, ktery generuje bod X € P,,, mizeme
vzhledem k prvni bazi vyjadrit maticové jako

Ty
X = (e1 .. .en+1)
Tn+1
a vzhledem k druhé jako
]
x=(€)...e ) :
Tht1

Dosadime nyni za (e} ...e€/,,,) z (4.5) a dostaneme

/
Ty

x=(e...ep11)Q
/
xn+1
Mame tedy dvé vyjadieni vektoru x vzhledem k prvni bazi. Protoze soufadnicova
vyjadieni bodu X vzhledem k téZze geometrické bazi se mohou lisit o nenulovy néa-
sobek, dostaneme

o | & |.

/
Tni1 anrl
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a # 0 € T. Matice a @) se nazyva matice piechodu od prvni geometrické baze k druhé
geometrické bazi. V jejich sloupcich jsou soufadnice bodu O} vyjadiené vzhledem
ke staré geometrické bazi. Matice o () je urCena az na nenulovy nasobek. Budeme-

T
i (X) = : znacit sloupcovou matici projektivnich homogennich soutadnic
Tn+1
)
vzhledem ke staré geometrické bazi a (X') = : vzhledem k nové geomet-
Thi

rické bazi, je (X) = a Q(X’) maticovy zapis transformacnich rovnic v projektivnim
prostoru.

Uloha 4.1. V Ps je dana geometricka baze (Oy, Os, O3, Oy, E). Uréete obecné i pa-
rametrické vyjadieni roviny prochéazejici body O; = (1;0;0;0), Oy = (0;1;0;0)
aA=(2;1;1;-1).

Regeni: Parametrické vyjadieni p = (01,09, A) je p: X = @101 + @204 + a3 A,

t]
Ty = + 2a3,
Ty = (6%} + asg .,
€r3 = as,
Ty = —Qs3.

Obecnéa rovnice mé tvar p : a1x1 + asxs + azrs + agry = 0. Soutadnice Oy, 05, A
musi byt feSenim, tedy

ap :0,
(05} :0,
2a1+a2+a3—a4:0.
Odtud
prrst+ax4=0.

Pozndmka: Obecna rovnice roviny v Ps, ktera je uréena body A; = (a1, aso, a;3, i),
Ty T T3 T4 Iy T2 T3 T4

. . , 11 Q12 Q13 Q4 | . 1 0 0 0 _
1 =1,2,3, je také det A B 0. Odtud p : det 01 0 ol~
asy a3z a3z (s3q4 2 1 1 -1

—I3—$4:0.

Uloha 4.2. V P; je déna geometrickd baze (Oy, Os, O3, 04, E). Uréete transfor-
macni rovnice pii prechodu k nové geometrické bazi O = (1; 1;0;0), O, = (0; 1; 1;0),
04 = (0;0;1;1), 0y = (0;0;0;1), E' =37, O},
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Reseni: Vzhledem k prvni bazi méme X = 101+ 1905+ 1303+ 214,04. Vzhledem
k nové bazi je X = 2,0} + 2,0, + 2404 + 2,0 a dosazenim dostaneme
X = 2107 + 25045 + 2305 + 2,0) =
= 21(01 + O3) + 25(02 + O3) + 13(03 + O4) + 1,04 =
= 2101 + (2} + 25)Og + (24 + 25)O3 + (25 + 2) Oy .
Tedy X ma vzhledem ke staré bazi také soufadnice X = (x}; ) +ab; xh+ah; ah+a).

Protoze bod je svymi projektivnimi homogennimi soufadnicemi dan az na nenulovy
néasobek, jsou transformacni rovnice tvaru

T = axy,
/ /
To = Qr] + axy,
/ /
T3 = Ty + Ty,

Ty = axy + ol

kde a #0 € T.

5 Prechod od projektivniho prostoru k afinnimu

Necht P, je n-rozmérny projektivni prostor a V,,,; jeho aritmeticky zaklad. Necht N/
je nadrovina (tj. podprostor dimenze (n—1)) v P, urceny vektorovym podprostorem
U, C Vy11. Dale budeme N nazyvat nadrovinou nevlastnich bodi.

Zvolme geometrickou béazi Oq;...;0, € N,0,1,E € N, O; = (e;), E =
(>°,e),i=1,...,n+ 1. Ozna¢me A, := P, — N. Potom ve zvolené geometrické
bazi ma N obecné rovnice z,,.1 = 0. Necht X = (x),Y = (y) € A,. Potom

X=x1€1+ -+ Tpp1€p41, Tpt1 # 0,
Yy=wme + -+ Ypsr1€ny1, Yns1 £ 0.
. _ & - S ey 4 _ _ _ _
Polozme T; = -4~ ;= -4 i=1,...,n,a XY = (jh —T1)e1+...+ (Un—Tpn)en. Je

Tn+1 Ynt1’
ziejmé, Ze je takto definovano zobrazeni ~ : A, x A, — U,. Aby trojice (A,, U, ™)

tvorila afinni prostor, musime dokézat, Ze plati nasledujici axiomy afinniho prostoru

1. pro kazdy lB(iX z A, a kazdy vektor u z U, existuje prave jeden bod Y z A,
takovy, ze XY = u,

=3
2. pro kazdé t¥i body X,Y, Z z A, plati XY + ﬁ = ﬁ

Ad 1) Necht X = (z1,...,2p41), 0 = age; + - -+ + aye,. Hledame Y € A, tak,
—
aby XY = u, tedy aby
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Znédme-li x1,..., 2,41 & 1, ..., Qp, jsou témito rovnicemi uréeny yi,...,Y,+1 aZ na
nenulové nasobky, a tedy bod Y je urcen jednozna¢né svymi projektivnimi homogen-
nimi soufadnicemi.

Ad 2) Pro kazdé t¥i body X,Y, Z € A,, o soufadnicovém vyjadieni

X=(z1;.-- 52p11), Y = (W15 ;Yns1), Z = (21; ... ; Zny1) Mame
pny 4 n n
XY+Y_Z>:< ho_n o )+

Yn+1 Tn+1 Un+1l  Tp41

+<21_y1 zn_yn):
Zn+1 ynJrl’ ’ Zn+1 Yn+1
B ( 2 1 Zn T ) B ﬁ

) )
Zn41 Tn+41 Zn+1 Tn+41

Tedy (A,,U,, ) je afinni prostor se zaméfenim U, a protoze dimenze U, je
rovna n, je i dimA4,, = n. Pfitom geometricka baze (Oy;... ; O,41, F) prejde v afinni
repér (O,11;€1,...,€,). Je-li bod X ¢ N s projektivnimi homogennimi soufadnice-
mi (21;...;Zye1), potom jeho soufadnicové vyjadieni vzhledem k odpovidajicimu

. . - . v e
afinnimu repéru je [Inﬂ ey :an] Je-li X = (21;...;2,,0) € N v projektivnich
homogennich soutradnicich, potom mu odpovidé v indukované afinni soufadné sou-

stavé smér generovany vektorem (x1;... ;x,) ze zaméfeni U,.

Poznamka 5.1. Popsana konstrukce zavisela v podstatné mife na zvolené geomet-
rické bazi. D4 se oviem ukazat, Ze at zvolime body O;... ; 0, € N jakkoliv, vzniki
popsanou konstrukei afinni prostor totozny s predchozim.

6 Projektivni rozsifeni afinniho prostoru

Necht A, = (A,, V,,, ) je n-rozmérny afinni prostor. Oznaéme N4 mnozinu vsech
jednodimenzionalnich podprostorii (sméri) V,, tj. Ny = {{(u)ju # o,u € V} je
(n — 1)-rozmérny projektivni prostor. Polozme P, = A, U N4 Mame tedy v P,
dva druhy bodi. Ty, které patii do A,, budeme nazyvat vlastni body a ty, které
patii do N4, budeme nazyvat nevlastni body. Dokdzeme nyni, Ze P,, je n-rozmérny
projektivni prostor.

Definujme W11 = V,, @ (e), e ¢ V,,, vektorovy prostor dimenze (n+ 1) a P, jim
urceny n-rozmérny projektivni prostor. Musime dokéazat, ze P, a P/ jsou izomorfni.
Uvazujme zobrazeni ¢ : P, — P/, definované nasledujicim zptsobem

{L(X) = (e+ O_Xz> proX € A, a pevny bod O € A,
1((x)) = (x) pro (x) € Na.

Nyni musime dokézat, Ze ¢ je bijekce.
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1) Injektivnost. Na N4 jde o identitu, a tedy o prosté zobrazeni. Necht XY €
A,, jsou dva body takové, ze «(X) = «(Y). Potom (e + ﬁ) = (e + OY) a tedy
existuje o # 0 takové, ze a(e+a>_(>) =e+O0Y a odtud (1 —oz)e+a)?5+0—}>/ =o.
Soucet V @ {e} je prlm}ﬁ) tedgl —a)e=o0a aXO + oY = o. Odtud, protoze
eo,jea=1aX0O+0Y = XY = o, coz implikuje X =Y. Je tedy ¢ prosté i na
A,. Pro X € A, aY € Ny je z definice 1(X) # (YY), a tedy ¢ je prosté zobrazeni.

2) Surjektivnost. Necht w € W, 1. Potom existuji v € V,, a 5 € T takova, ze
w = v + fe. a) Necht § = 0, potom w = v a ¢((v)) = (w). b) Necht § # 0 a necht
X € A, tak, ze OX = %v. Potom «(X) = <e—|—07) = (e + %V> = (fe+v) = (w).
Protoze w € W, 1 bylo libovolné, je surjektivnost ¢ dokdzana.

Definice 6.1. Projektivni prostor P, = A, U N4 budeme nazyvat projektivni
roz§iteni afinniho prostoru A,, a oznacovat A,,.

Necht By = (By, Uy, ) je k-rozmérny podprostor afinniho prostoru A,. Potom
projektivni rozdifeni Bj, = Bj, U Nz afinniho prostoru By je k-rozmérnym projek-
tivnim podprostorem v projektivnim rozsifeni A, = A, U N4 afinniho prostoru
A,

Necht

(P;eq,...,e,) (6.1)

je afinni repér v A,,. Potom

<(e1),...,(en>,(e>,(e+Zei>> (6.2)

je geometricka baze projektivniho prostoru A,. Je-li bod X € A, vlastni, tj. lezi-li
v A, jsou jeho souradnice vzhledem k afinnimu repéru (6.1) oznacovany ;... ; Z,.
Tyto soutadnice budeme nazyvat afinni nehomogenni souradnice bodu X vzhledem
k afinnimu repéru (6.1). Vzhledem k indukované geometrické bézi (6.2) mé potom

bod X = (e + PX) indukované projektivni homogenni souradnice (Z1;... ;Zp, 1),
které jsou ale uréeny az na nenulovy néasobek, a tedy jakékoliv usporadana (n + 1)-
tice (x1;... ;x,01) prvkia z T takovych, ze x,.1 # 0 a T; = e,

projektivnimi soufadnicemi vlastntho bodu X € A, uréenymi afinnim repérem (6.1).
Tyto soufadnice budeme nazyvat afinni homogenni souradnice bodu X vzhledem
k afinnimu repéru (6.1).

Necht nyni X € A, je nevlastni bod, tj. X = (x), kde x je nenulovy vektor
ze zaméreni A,. Potom vzhledem k afinnimu repéru (6.1) méa vektor x soufadnice
(Z1;...;Z,) a v indukované geometrické béazi (6.2) na A, je bod X = (x + Oe)
vyjadien soufadnicemi (Z1;. .. ; T,, 0), které budeme nazyvat afinnimi homogennimi
soutadnicemi nevlastniho bodu vzhledem k afinnimu repéru (6.1).

Zavedeni afinnich homogennich soufadnic nam tedy umoziuje pracovat soufa-
dnicové i s nevlastnimi body, coz nehomogenni soufadnice neumozinovaly.
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Uloha 6.1. Vzhledem k afinnimu repéru (P; ey, e, e3) v Az je dana pifmka p obec-
nym vyjadienim p: 2x +y — 2 —2=0; v —y + 2 + 1 = 0. Urcete rovnice piimky p
v indukovanych afinnich homogennich soufadnicich a urcete souradnice nevlastniho
bodu ptimky p.

Resend: V rovnicich piimky p polozime z = i—i Y = i—j , 2= i—i a rovnice vyna-
sobime x4. Dostaneme obecné rovnice piimky p ve tvaru p : 2x1 + 19 — x3 — 224 =
0; v1 — 9 + 3 + x4 = 0. Nevlastni bod pfimky p je prinikem pirimky p s ne-
vlastni rovinou x4 = 0. Dosazenim z, = 0 do homogennich rovnic pfimky dostaneme
P, =1(0;1;1;0).

7 Cviceni

7.1. V P53 je dana geometricka baze (O1, O, O3, 0y, E).
a) Urcete obecné vyjadieni rovin 010503, O102F, O304E,
b) Urcete parametrické i obecné vyjadieni piimek O10y, O1E, O4F.

{ a) 010203 Xy = 0, 0102E X3 — Ty = 0, 0304E .
1 — Tg = 0,

b) 010, parametricky z; = r,zo = s,z3 = 0,24 = 0,
obecné x4, = 0,23 = 0; O1F parametricky 1 = r +
S,To = §,x3 = S, Ty = S, 0becné xo—x4 = 0,23—24 = 0;
O4F parametricky 1 = s,290 = s,23 = s,24 = 1 + 8,
obecné x; —xy = 0,21 —x3 =0}

7.2. V P53 je dana geometrickd baze (O1, Oy, O3, Oy, F) a vzhledem k ni body A =

(=3;5;15;1), B=(0;0;7;1), C = (2;,—1;4;1), D = (4;—3;0; 1). Ovéite, ze piimky
AB a C'D maji spoleény bod a urcete jeho souradnice.

{ P=(-35222) }

7.3. V P; je dana geometrickd baze (O, 02,03, 04, E) a vzhledem k ni bod A =
(2;3;1;1) a pfimky p: x1 + 29 = 0,21 — 2o+ 23+ 42y =0, ¢ : 21 + 309 — x4 =
0,29 + 3 — 224 = 0. Urcete rovnice piimky, kterd prochézi bodem A a protina
primky p, q.

{21 =929+ 523 +2024y =0, x; — 229 —bx3+ 924 =0}

7.4. V P53 je ddna geometrickd baze (Oy, Oy, O3, Oy, E) a vzhledem k ni body A =
(2;3;0;—4), B =(0;3;—4;0), rovina p : x; — 2x3+ 3z4 = 0 a pfimka p : 2x; — 3x3 =
0,z + bxy + 423 + 3x4 = 0. Urcete parametrické rovnice primky, kteréd lezi v roviné
p a protind piimky AB a p.

{ X = «a(45; —36;30;5) + 5(8;27; —20; —16) }



Kapitola 3

BILINEARNI A KVADRATICKE
FORMY

V této kapitole se budeme zabyvat itvodem do algebraické teorie bilinearnich a kva-
dratickych forem, které jsou algebraickym zékladem analytické teorie kuzelosecek
a kvadrik.

8 Bilinearni formy

Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T, kde T je téleso redlnych nebo kom-
plexnich ¢isel.

Definice 8.1. Zobrazeni f : V xV — T se nazyva bilinedrni forma na vektorovém
prostoru V', jestlize pro kazdé tii vektory x,y,z € V a kazdé a € T plati

(1) fx+y,z) = f(x,2) + f(y,2),
(2) f(xy +2) = f(xy)+ f(x,2),
(3) flax,y) = f(x,ay) = af(x,y).
Podminky (1)—(3) se daji také vyjadfit tak, ze pfi pevné zvoleném vektoru u € V

jsou zobrazeni f(—,u):V — Ta f(u,—) : V — T linearni. Je tedy f linearni v obou
slozkéch a takovéto zobrazeni se nazyva bilinearni zobrazeni.

Poznamka 8.1. Podminky (1)-(3) z Definice 8.1 se daji vyjadrit ekvivalentné také
podminkami

(1) floaxy + -+ uXp,y) = ar f(x1,y) + ... +anf(Xk,y), k> 2,

(27) f(x,uyr + -+ oryr) = aa f(X,y1) + -+ f(x,y1), k> 2. &
Poznamka 8.2. ZuZeni bilinearni formy f na podprostor V’ je bilinearni forma na
V7. $

Priklad 8.1. Skalarni soucin na realném vektorovém prostoru je prikladem biline-
arni formy.

24
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Priklad 8.2. f(x,y) =0, Vx,y € V, je takzvana nulovd bilinedrni forma.

Piiklad 8.3. Necht V = R?, zobrazeni f; : R? x R? — R zadana piedpisem
fi(x,y) = 2191 — 272y + 37192,
fo(x,y) = 2151 + 2292,
f3(%,y) = 21y1 + 2192 + T2y1 + 229y,
f4(X,y) = T1Y2 — T2Y1,
jsou bilinearni formy na V. Zobrazeni

f5(X,y) = 3 — y1 + 212
neni bilinearni formou.

Definice 8.2. Rekneme, Ze bilinearni forma f na V je symetrickd, respektive
antisymetrickd, jestlize pro kazdé dva vektory x,y € V plati f(x,y) = f(y,x),

respektive f(x,y) = —f(y,x).

Priiklad 8.4. Skalarni soucin je piikladem symetrické bilinedrni formy. Bilinearni
formy f5 a f3 z Prikladu 8.3 jsou symetrické bilinearni formy, zatimco f; je antisy-
metrickd bilinearni forma.

Definice 8.3. Souctem bilinearnich forem f, g na V', respektive ndsobkem bili-
nearni formy f prvkem o € T, nazyvame zobrazeni h : V x V — T, respektive
k:V xV — T, takova, ze pro Vx, y € V

h(x,y) = f(x,y) + 9(x,y),

respektive
k(x,y) = af(x,y).
Znacime potom h = f + g, k = af.

Poznamka 8.3. Soucet i nasobek bilinedrnich forem na V jsou opét bilinearni
formy na V a prostor bilinedrnich forem na V' je vektorovym prostorem nad té-
lesem T. &

Véta 8.1. Ke kazZdé bilinedrni formeée f na V existugi privé jedna symetrickd bi-
linearni forma fs a prdvée jedna antisymetrickd bilinedrni forma fa na V' takové,
ze

f(xvy> = fS(va) + fA(X7 y)
Dikaz. Pro kazdé x,y € V polozme

fS(X’ Y) = %(f(X7Y) + f(Y7X>)’

Faly) = (7 ¥) — £y %)
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Je zfejmé, Ze fg je symetrickd a f4 je antisymetricka bilinearni forma a ze f = fg+fa.
Necht existuje jina symetrickd bilinearni forma f{ a antisymetrickd bilinearni
forma f) takové, ze f = fg + f,. Potom

f(Y>X) = fé(xa Y) - fllé\(X7Y)a

fxy) = fs(x.y) + falx,y).
Sec¢tenim dostaneme f§(x,y) = 1(f(x,y)+f(y,x)) = fs(x,y). Podobné ode¢tenim
dostaneme f) = fa. ]
Necht B = (uy,...,u,) je libovolna baze ve V. Potom x = zju; + -+ + z,u,,

Yy =yiug + - - + YUy, kde z;,y; € T. Dosazenim dostaneme
f(xy) = f(Z Tl Zyjuj) = Zﬂh Zyjf(uiv u;).
i j i j
Oznacme a;; = f(u;,u;) a uvazujme matici Ay = (a;;). Potom mizeme psét

f(xy) = Z i TilYj- (8.1)
4,J

Definice 8.4. (8.1) je soufadnicovym vyjadienim bilinearni formy f v bazi B =
(uy,...,u,), matice Ay = (f(w;,u;)) se nazyva matice bilinedrnt formy f v bazi

B.

Poznamka 8.4. Bilinearni forma f je symetricka (antisymetricka) bilinearni forma
pravé tehdy, je-li Ay symetricka (antisymetrickd) matice. &

Soufadnicové vyjadieni vektoru x = (x1;... ;x,) vzhledem k libovolné béazi B =

T
(uy,...,u,) budeme ztotoziiovat s matici (x) = | : . Potom bilinearni formu f
Tn

B
muZeme psat maticové ve tvaru

n
Jy) = (@1 mn)s (ay) | 1| = ®)TApy).
Yn) g

Piiklad 8.5. V kanonické bézi na R? jsou matice bilinearnich forem fi,..., f4
z Prikladu 8.3

1 3 10 1 1 0 1
Af1:(0 _2)7 Af2:(0 1)’ Af3:<1 2>7 Af4:(_1 O)'

Definice 8.5. Hodnosti bilinedrni formy f rozumime hodnost matice formy A;
v libovolné bézi. Je-li Ay regularni matice, nazyvame bilinedrni formu f reguldrni,
je-li Ay singularni, nazyvame i bilinearni formu f singuldrni.
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Véta 8.2. Hodnost bilinearni formy nezdvisi na zvolené bdzi.

Dikaz. Mé&jme na V' dvé baze

B=(uy,...,u,), (8.2)
B = (vi,...,vp) (8.3)
Uy uy
a necht (u)g = | : a(u)g = | : jsou piislusna soufadnicova vyjadieni
U/ , ul, .

vektoru u vzhledem k témto bazim. Necht @) je matice pfechodu od baze (8.2) k bazi
(8.3), tj. pro soufadnice vektoru u plati

/

=Q| :
!/
un/ U/
Y1
Potom bilinearni forma f ma vyjadieni f(x,y) = (21...2,)8 Ay | v bézi (8.2)
yn B
%
af(x,y)= (2} ...2))p B | : v bazi (8.3). Dosazenim transformacnich rovnic
Yn) g

do vyjadreni formy v bézi (8.2) a porovnanim s vyjadienim v bazi (8.3) dostaneme
By = QTA;Q, kde QT je transponovand matice k matici Q. Potom h(By) = h(4y),
protoze @ je regularni matice. ]

Definice 8.6. Necht f je symetricka bilinearni forma na V. Singuldrnim vektorem
formy f rozumime vektor y takovy, ze f(x,y) = 0 pro kazdy vektor x € V.

Poznamka 8.5. V pfipadé, ze f neni symetrické bilinearni forma, musime definovat
zv1ast levé a pravé singularni vektory. &

Vyjadiime-li bilinearni formu f(x,y) v libovolné bézi, dostaneme z podminky

n
foxy) = (@) A | 2 [ =0
Yn

pro kazdy vektor x soustavu homogennich linearnich rovnic

Y1 anyi +--+apy, = 0
Asl | =0 — S (8.4)
Yn an1Y1 + -+ AnnYn = 0
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kterou musi splhovat soutadnice singularnitho vektoru y. Singularni vektory tedy
tvor{ podprostor ve V', jehoz dimenze je n — h(Ay).

Véta 8.3. Necht V je redlnyj vektorovij prostor a VC jeho komplexni rozsiveni. Ke
kazdé bilinedrni formé f na'V existuje prdave jedna bilinedrni forma f€ na V' takovd,

ze fC|V = f.

Diikaz. Ewistence. Necht x = X, + iXo, y = yi + iys € VC jsou dva vektory.
Definujme

fExy) = f(x1,y1) — f(x2,y2) +i(f(x1,¥2) + [(x2,¥1)) -

Snadno se vidi, Ze je takto definovana bilinearni forma na V' takova, ze fC|V = f.
Jednoznacnost. Je-li g jina bilinearni forma na VC takova, ze g|V = f, potom
z linearity dostavame

9(x,y) = g(x1,¥1) — 9(X2,¥2) +i(g(X1,¥2) + 9(X2,¥1))

a odtud plyne g = fC. ]

Definice 8.7. Bilinearni forma f© na VC definovana ve Vété 8.3 se nazyva kom-
plexnt rozsireni realné bilinedrni formy f.

Necht B = (uy,...,u,) je baze V. Ve Vété 1.2 jsme dokéazali, Ze B je soucasné
i bazi ve VC. Je-li f(x,y) bilinearn{ forma na V , kterd ma v bazi B soufadnicové
vyjadreni f(x,y) = ZZj:l a;;x;y;, potom soufadnicové vyjadieni fC v této bazi je
totozné. Pouze souradnice z; a y; mohou nyni byt komplexni ¢isla. Tedy v libovolné
realné bazi ve V® ma matice bilinearni formy f€ realné koeficienty, na rozdil od
matice libovolné bilinearni formy na VC, kterd ma matici definovanou obecné nad
komplexnimi ¢isly.
Uloha 8.1. Necht je v bazi (uy, ..., u) na Vj; dana bilinearni forma f soufadnico-
vym vyjadienim

f(X,y) = —21y2 + T1y3 + T2y + Doy + ToYs — T3Ya + Tays -
Urcete matici a hodnost formy.

Reseni: Koeficienty a;; matice Ay formy jsou koeficienty u z;y;. Potom

1

i)

Ay = MR GENE

0

_ o O =

1
0
0

o O = O

Uloha 8.2. Pro bilinearni formu f z Ulohy 8.1 urcete bilinearni formy fa a fs.
Urcete jejich matice a hodnost.

Reseni: Podle Véty 8.1 je
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fA(X> Y) = %(f(X, Y) - f(Y>X)) =

= —T1Y2 + T2Y1 + %Cﬁlys - %xsyl + T4Y3 — T3ys + %$2y4 - %myz .

0 -1 %1 0
! T 1 0 0 3
Odtud AfAzi(Af—Af): 1 0 0 —1 s h(fA)—4
2
0 —3 1 0

Podobné
fS(X7 Y) = %(f(X7Y) + f(Y7X)) =

= %$1y3 + %353?/1 + Tay2 + %962?44 + %I4yz :

Odtud Afs = %(Af + A?) = s h(fg) =4.

ok O O

= O = O
O O O
O O O

Uloha 8.3. Pro bilinearni formu f; z Piikladu 8.3 uréete jeji soufadnicové vyjadieni
a matici v nové bazi v; = (3;—1), vo = (1;—1) na R?.
Resent: a) Transformaé¢ni rovnice prechodu k novym soufadnicim jsou tvaru
T = 3wy 43y, yo= 3yp i,
Ty = —Ty —Ty, Y = Y U
Primym dosazenim dostaneme
[i(x,y) = 21y1 — 220y + 3T1y2 = —221y; — 225Y) — 8T1Yy — 4T5Ys
-2 =8
-2 —4)°
b) Maticovy zapis. Transformaé¢ni rovnice prechodu k nové bazi jsou

()= () ()

Dosazenim do maticového vyjadieni formy

noxy = (a2 (o %) (4)
dostaneme

o= () (5 %) (3 1) () -
=6 =) (5 ) ()

c) Matice bilinearni formy je (a;; = f(vi,v;)). Piimym dosazenim soufadnic
vektort v; do soutfadnicového vyjadieni formy dostaneme opét pozadovanou matici.

a matice formy v nové bazi je (
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Uloha 8.4. V bazi (uy, uy, us) na Vs je dana symetricka bilinearni forma f soutad-
nicovym vyjadienim

f(x,y) =4z1y1 + 5x1y2 + 321Y3 + 5x2ys — 622y + 1622y
+ 3x3y; + 1623y — 1023Y3

Urcete jeji hodnost a singularni vektory.

4 5 3
Resent: Matice formy je A;=|5 —6 16 |. Potom h(f) = h(Af) = 2. Podle
3 16 —10

(8.4) tvori singularni vektory f podprostor feseni soustavy homogennich lineérnich
rovinic

433'1 +5£IZ’2+3£IZ’3 :O,
511 — 6x9 + 1623 = 0,
31’1 + 16%2 — 10[L’3 =0.

Podprostor feseni je jednodimenzionalni podprostor generovany vektorem (—2;1;1).

9 Kvadratické formy

Definice 9.1. Zobrazeni F': V — T se nazyva kvadratickd forma na vektorovém
prostoru V', jestlize existuje bilinearni forma f takova, Ze pro kazdy vektor x € V
je F(x) = f(x,x). Rikdme potom, Ze bilinearni forma f uré¢uje kvadratickou formu
F.

Piiklad 9.1. Nulova kvadratickd forma (tj. F(x) = 0 pro vSechna x) je urcena
libovolnou antisymetrickou bilinearni formou.

Priklad 9.2. Je-li V realny euklidovsky vektorovy prostor, je zobrazeni “velikost
vektoru na druhou", kvadratickou formou uréenou skalarnim soucinem.

Podobné jako pro bilinearni formy muzeme definovat soucet kvadratickych forem
a soucin kvadratické formy s prvky z T.

(F+ G)(x) = F(x) + G(x),
(aF)(x) = aF(x).

Véta 9.1. Ke kazdé kvadratické formé existuje prdavé jedna symetrickd bilinedrni
forma, kterd ji urcuge.

Dikaz. FErxistence. Necht kvadraticka forma F' je urc¢ena bilinearni formou f. Potom
f=fa+ fs amame

F(x) = f(x,%) = fa(x,%) + [s(x,x) = fs(x,%).
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Jednoznacnost. Necht f je symetricka bilinearni forma urcujici F. Pak

Fx+y)=fx+yx+y) = f(x,x)+2f(x,y) + f(y,¥),
a tedy .
fx,y) = §{F(X+Y) - F(x) = F(y)},

coz je jednoznacné urcend bilinedrni forma. O

Definice 9.2. Symetricka bilinearni forma f urcujici kvadratickou formu F' se
nazyva poldrni bilinedrni forma k F.

Déle automaticky pro danou kvadratickou formu F' je f jeji polarni bilinearni
forma.

Priiklad 9.3. Skalarni soucin je polarni bilinearni forma ke kvadratické formé dané
velikosti vektoru na druhou.

Definice 9.3. Hodnosti kvadratické formy rozumime hodnost piislusné polarni
bilinearni formy. Rikéme, Ze kvadratickd forma je reguldrni (singuldrn), je-li re-
gularni (singularni) prislusna polarni bilinearni forma.

Singuldrnim vektorem kvadratické formy rozumime singularni vektor prislusné po-
larni bilinearni formy.

Necht B = (uy,...,u,) je baze V a

F(x) = f(x,x) = (21...a) (a) [ 1 | = (x)"Ar(x)

Tn

je souradnicové vyjadieni kvadratické formy F', kde Ar je symetrickd matice nazy-
vana matice kvadratické formy F v bazi B. Souradnicové miizeme také psat

F(x) = (anz + -+ anp)rr + -+ (1@ + -+ 4 Qpn@n )Ty, =
= (x)xy + -+ F(xX)x,,
kde Fj(x) = ajx1 + - -+ + ayx, je takzvana i-td linedrnd forma pridruZend (asocio-
vand) k F.

Ze soutadnicového vyjadieni pro singuléarni vektory bilinedrni formy dostaneme,
ze vektor x je singuldrnim vektorem kvadratické formy F' pravé tehdy, kdyz

anry + -+ apr, =0,
(9.1)

11 + -+ App®y = 0,

to jest pravé tehdy, kdyz Fi(x) =0,..., F,(x) = 0.
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Definice 9.4. Bazi B = (uy,...,u,) vektorového prostoru V nazyvame poldrni
bdzi kvadratické formy F', jestlize pro kazdé i,5 = 1,...,n, i # j, plati f(u;,u;) =
0.

Véta 9.2. Ke kazdé kvadratické formé existuje poldrni baze.

Dikaz. Je-li F' nulova forma, pak kazda baze je polarni.

Necht tedy F neni nulova kvadratickd forma na V. Déale budeme postupovat
matematickou indukei.

1. Necht n = 1. Potom kazda béaze je polarni.

2. Necht véta plati pro (n — 1). Ve V,, zvolme u; tak, aby F(u;) # 0. Mnozina
vektoru spliwujicich f(x,u;) = 0 je (n—1)-dimenzionalni podprostor ve V. Ozna¢me
jej Vi. Potom ztuzeni F'|V] je kvadratickd forma na (n — 1)-dimenzionalnim prostoru
V1 a podle indukéniho predpokladu existuje ve V; polarni baze F|V;. Oznacme ji
Uy, ..., U,. Snadno se vidi, Ze uy,...,u, je polarni bazi F' na V. O]

Algoritmus hledani polarni baze

Predpokladejme, 7ze F' neni nulova kvadratickd forma. Potom existuje vektor
u; € V takovy, ze F(uy) # 0. Mnozina vektora spliujicich f(x,u;) =0 je (n — 1)-
dimenzionalni podprostor ve V. Oznacme jej Vi. Ve V; vybereme libovolny vektor
u, takovy, ze F(uy) # 0. Pokud takovy vektor neexistuje, doplnime vektor u; na
bazi vektory z V] a takova baze jiz je polarni. Pokud existuje vektor uy € V; takovy,
ze F(uy) # 0, uvazujeme mnozinu vektoru spliujicich f(x,u;) = 0, f(x,uy) = 0.
Tato mnozina je (n—2)-dimenzionalnim podprostorem ve V' a oznac¢ime ji V5. Pokud
vSechny vektory z V5 nuluji formu F', doplnime u;, us na bézi vektory z V5. Pokud
existuje vektor us € V5 takovy, ze F'(u3) # 0, uvazujeme mnozinu vektora V3 splitu-
jicich f(x,uy) =0, f(x,uy) = 0, f(x,u3) = 0. Tato mnozina je (n — 3)-rozmérnym
podprostorem ve V' a dalsi vektor do hledané baze bereme z tohoto prostoru. Timto
zpusobem pokracujeme tak dlouho, dokud pro néjaké k& nejsou vSechny hodnoty
formy F' na vektorech z Vj, nulové.

Snadno se vidi, ze matice kvadratické formy je diagonélni tehdy a jenom tehdy,
je-li odpovidajici baze V' polarni. Souradnicovy tvar kvadratické formy s diagonélni
matici se nazyva kanonicky tvar.

V soufadnicovém vyjadieni ma potom Véta 9.2 tvar nésledujici Véty 9.3.

Véta 9.3. Ke kazdé kvadratické forme

n

F(X) = Z Qi X325

1,j=1

existuje takovd linedrni transformace souradnic

n
szE QUy]u 2217"'7n7
Jj=1
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Ze soutadnicové vyjadieni F v soutadnicich y1; ... ;y, je tvaru
n
2
F(x) = E biiy; ,
i=1

tj. matice Br kvadratické formy F je diagondlni.

Algoritmus hledani polarni baze potom odpovida hledani takové linearni trans-
formace soutadnic z; = Z?Zl iy, Ze v soufadnicich y; méa forma diagonélni ma-
tici. Tuto linearni transformaci hledame nasledujicim zptisobem: Necht méa nenulové
kvadratickd forma v néjaké bazi souradnicové vyjadient

n
F(X) = Z Qi T2 5.
i,j=1

a) Predpokladejme, Ze existuje takové i, ze a; # 0. Bez ujmy na obecnosti
miizeme predpokladat, Ze je to a;;. Potom

1

F(x) = a—ll(a11$1 + -+ alnwn)Q + 2a93T0x3 + . ..
Ozna¢me y; = a1 21 + -+ + A1aTp, Yo = Lo, ..., Yo = Tp. V novych soutadnicich
Yis- - iYn Je
Flx) = 2+ G.
a1
kde G je kvadratickd forma (n — 1) proménnych s, ..., y,. Déle pokra¢ujeme ob-

dobnym zpiisobem pii tupravé kvadratické formy G a po koneéném poctu krokt
dostaneme kanonicky tvar formy. Hledana linearni transformace soufadnic je potom
slozenim dil¢ich transformaci.

b) Necht vSechna a; = 0. Potom existuje a;; # 0 pro i # j. Bez Gjmy na
obecnosti muzeme predpokladat, ze a;o # 0. Potom linearni transformace x; =
Y1+ Y2, To = Y1 — Y2, Tk = Y, k = 3,...,n, prevede kvadratickou formu na tvar
F(x) = a1o(y? — y3) + ..., coZ je tvar z pripadu a) a dile miiZeme postupovat vyse
popsanym algoritmem.

Definice 9.5. Necht F' je kvadratickd forma na redlném vektorovém prostoru.
Rikadme, ze F' je

a) pozitivné definitni, jestlize pro kazdy x # o je F(x) > 0,

b) pozitivné semidefinitni, jestlize pro kazdy x # o je F(x) > 0,

c) negativné definitni, jestlize pro kazdy x # o je F(x) < 0,

d) negativné semidefinitni, jestlize pro kazdy x # o je F(x) <0,

e) existuji-li vektory y,z € V takové, ze F(y) > 0 a F(z) < 0, fikdme, ze F' je
indefinitni.
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Typ kvadratické formy se snadno pozna, je-li forma vyjadiena v polarni bazi, tj.
je-li jeji souradnicovy zapis v kanonickém tvaru

F(x) = anazi 4+ + apmr? .

Potom kvadraticka forma F' je pozitivné definitni, je-li a; > 0, pozitivné semidefi-
nitni, je-li a; > 0, negativné definitni, je-li a;; < 0 a negativné semidefinitni, je-li
a;; < 0 pro v8echna ¢ = 1,...,n. Forma je indefinitni, existuji-li koeficienty a;; > 0
aaj;; < 0.

Pro nenulové koeficienty a; v kanonickém tvaru kvadratické formy muzeme pro-

vést transformaci souradnic )

Y-
V@]
V novych souradnicich jsou potom vsechny koeficienty u 2. mocnin soutadnic 1, -1,

pripadné 0. Vhodnou permutaci soutfadnic docilime toho, Ze souradnicové vyjadieni
kvadratické formy je tvaru

T; =

FX) =i+ + 0 —o = — Yoy

p+ q < n. Tento tvar se nazyva normdlni tvar kvadratické formy. Dvojice (p,q)
se nazyva signatura kvadratické formy. Polarni bazi, ve které ma kvadraticka forma
normélni tvar, budeme nazyvat normovanou poldrni bdzi.

Poznamka 9.1. Pokud uvazujeme na euklidovském vektorovém prostoru kvadra-
tickou formu urcenou skaldrnim soucinem, je normované polarni baze takzvané or-
tonormalni béaze tvofena jednotkovymi, na sebe kolmymi vektory, viz skriptum [6].

&

vvvvvv

a nazyva se véta o setrvacnosti kvadratickgch forem.

Véta 9.4. Normdlni tvar kvadratické formy nezdvisi na linedrni transformaci sou-
radnic, kterd prevddi danou kvadratickou formu do normdiniho tvaru. O]

Poznamka 9.2. Jinak feceno, pfedchozi véta tiké, ze signatura kvadratické formy
je jednozna¢né urcena kvadratickou formou a ne jejim soufadnicovym vyjadienim.
Mame-li tedy dvé kvadratické formy vyjadieny v soufadnicich a maji-li tyto formy
stejnou signaturu, jedné se vlastné o tutéz formu vyjadfenou v ruznych bazich. <

Véta 9.5. Necht F je kvadratickd forma na redlném vektorovém prostoru V', pak
existuje pravé jedna kvadratickd forma FC na VC takovd, Ze

FElV =F.

Dikaz. Vyplyva piimo z obdobné véty pro polarni bilinearni formu. O
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Definice 9.6. Kvadratickd forma FC na V® definovana ve Vété 9.5 se nazyva
komplexni rozsitent realné kvadratické formy F'.

Uloha 9.1. V kanonické bazi na R? je dana kvadraticka forma F. Urcete jeji matici,
hodnost a je-li forma singulérni, urcete jeji singularni vektory:

a) F(x) =23 + 25 — 22129 + 22173 + 102273,

b) F(x) = x12x2 + xax3 .

Resend: a) Matice kvadratické formy je Ap = —11 _01 ;) . Potom h(F) =
h(Afr) = 3, forma je regularni a nema nenulové slingulélrni V5ektolry.

b) Matice kvadratické formy je Ap = (%) (?) (%) . Potom h(F) = h(Ap) = 2
a forma je singularni. Podprostor singulérnigh \? kgoru je feSenim homogenni sou-

stavy rovnic

1 1 _
§$1 +§JI3 =V,

Resenim je podprostor L((1;0; —1)).

Uloha 9.2. Uréete normalni tvar kvadratickych forem z Ulohy 9.1. Uréete normo-
vanou polarni bazi, ve které ma F' normaélni tvar, a transformacni rovnice prechodu
od kanonické béze k normované polarni bézi.
Resent: 1. metoda:
a) V R? vybereme vektor u; tak, aby F'(u;) # 0. Zvolme u; = (1;0;0). Potom

F(u;) = 1. Ur¢ime podprostor V; jako podprostor feseni rovnice f(u;,x) = 0, tj.

FeSeni homogenni rovnice
T1 — Tg+ X3 = 0.

Dostaneme V; = L((1;1;0),(—1;0;1)). Zvolme uy = (—1;—1;0), potom F(uy) =
—1. Uréime podprostor V; jako prostor feSeni rovnic f(uy,x) =0, f(ug,x) =0, tj.
soustavy homogennich rovnic

Ty — To + T3 = 0 s
—x9+ 623 =0.
Dostaneme Vs = L((5;6; 1)). Protoze F((5;6;1)) = 36, zvolime uz = £(5;6; 1). Baze
uj, Uy, uz je normovanda polarni baze a rovnice kvadratické formy F' v této bazi jsou
F(y) =yl — v +y;.

Provedeme proto volbu nové baze vi = u;, vo = usz, vz = us, ve které ma forma F

rovnice
F(t)=t+1t5—13.
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Transformacni rovnice prechodu od kanonické baze k normované polarni bazi
V1, Vg, V3 jsou potom

T 1 % -1 tl
) = O 1 -1 t2
T3 0 % 0 t3

b) Protoze F'((1;0;0)) = 0, zvolime u; = (1;1;0). Mame F(u;) = 1 a V] je
prostor feSeni rovnice
T, + To + T3 = 0 s
tj. Vi = L((1;—=1;0), (1;0; —1)). Zvolme us = (1; —1;0). Mame F(uy) = —1 a V; je
FeSenim homogenni soustavy
r1+ 2z +23=0,
—$1+$2—$3 =0.

Vo = L((1;0;—1)) a F((1;0;—1)) = 0. Zvolime uz = (1;0; —1) a baze uy, uy, us je
normované polarni baze, ve které jsou rovnice kvadratické formy

Transformacni rovnice prechodu od kanonické baze k normované polarni bézi
ujp, Ug, U3 jsou potom

s} 1 1 1 U1
T = 1 -1 0 Y2
T3 0 0 -1 Y3

II. metoda:
a) Protoze a;; # 0, upravime rovnici kvadratické formy tak, Ze vSechny cleny
obsahujici x; budou v druhé mocniné trojc¢lenu, t;.

F(x) = (v1 — 22 + 23)° — 23 + 122073 .

Transformace
= 1 —xy +T3,
Y2 = T2,
Ys = T3

prevede formu na tvar
F(y) =yt —y5 + 1240y,
ktery miizeme déle upravit

F(y) =9 — (—y2 + 6y3)* + 36y; .

Transformace

2o = —Yo +6y37
Z3 = Ys
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prevede formu na tvar

ktery znormujeme transformaci

Z1 = t17
Z2 = i3 )
3 =
takze vysledny tvar bude
F(t)=t]+1t; —13.

Postupnym skladanim dil¢ich transformaci dostaneme celkovou transformaci

X1 1 % —1 tl
ro ]l =10 1 —1 to
T3 0 % 0 t3
a odtud je zfejmé, Ze normovana polarni baze je tvorena vektory v; = (1;0;0),

vo=(2;1;4), va = (—1;-1;0).

b) Protoze v8echna a; = 0 a agg # 0, zvolime transformaci

1= Y,
Ty = Y2 +ys3,
T3 = Y2 —Ys3,

ktera prevede formu na tvar

F(y) =11y +yly3+y% —y§>

ktery upravime na tvar

1 1
Fy) = (591 +y2)° — (5?/1 —y3)?.
Potom transformace .
th= 35y +Y2,
lo = %yl —Ys,
ly = Y3

prevede formu na kone¢ny tvar
Ft)=1t —1;.

Transformacni rovnice prechodu od kanonické baze k normované polarni bazi uy,
Uy, U3 jsou potom

T 0 2 2 131
ﬂj’2 = 1 —1 O t2
XT3 1 -1 =2 t3

a prislusna normovana polarni baze jeu; = (0;1;1), ug = (2; —1; —1), uz = (2;0; —2).
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Poznamka 9.3. V&imnéme si, Ze v Uloze 9.2 jsou v piipadé a) vysledné transfor-
mace v obou metodach shodné. To je proto, ze jsme v 1. metodé volili vektory do
polarni béaze tak, aby odpovidaly prislusnym postupnym transformacim soutadnic,
které jsme provadeéli ve 2. metodé. V piipadé b) jsme v 1. metodé zvolili jinou polarni
bazi, kterd neodpovida transformaci soutfadnic z 2. metody. Vysledny normovany
tvar rovnic kvadratické formy je ovSem shodny, coz odpovida vété o setrvacnosti
kvadratickych forem.

10 Ortogonalni transformace kvadratické formy

V této ¢asti skript necht V,, je n—rozmérny euklidovsky vektorovy prostor, tj. V,, je
redlny vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem. Pfipomenme, Ze skalédrni soucin je
zobrazeni

takové, ze

Je tedy skalarni sou¢in symetrickd bilinearni forma na V,, takova, ze odpovidajici
kvadratickd forma je pozitivné definitni. Normovana polarni baze prislusna ke kva-
dratické formé, ktera je urcena skalarnim soucinem, se nazyva ortonormdini bdze.
Pripomenme, Ze v libovolné ortonormalni bazi ma skalarni souc¢in souradnicové vy-
jadreni
(W, v) = wyvy + - + UpUn

kde u = (u1,...,u,), v.= (v1,...,v,). Ve shodé s Casti 8 mizeme psat maticové
(u,v) = (0\)TE,(v) = ()(v), kde E,, je jednotkova matice fadu n a vektory jsme
ztotoznili se sloupcovymi maticemi jejich souradnic.

Necht nyni F' je libovolné kvadratickd forma na V,,. Zajimé nas, zda existuje
ortonormélni baze V,, takova, ze v ni ma F kanonicky tvar. Odpovéd je kladné.
Diikaz existence i algoritmus hledani ortonormélni baze, ktera je soucasné polarni
vzhledem k F', je zalozen na dvou vétach z teorie matic (nebo ekvivalentné z teorie
linearnich zobrazeni). Nejdiive si pfipomeneme zakladni pojmy.

Necht A je libovolna realna ¢tvercova matice fadu n. Méjme na V,, pevné zvolenou
bazi. Nenulovy vektor u = (uyg,...,u,) se nazyva vlastnim vektorem matice A,
jestlize jeho soufadnice jsou feSenim soustavy rovnic

axy + -+ Ay, = )\112'1 ,
(10.1)

Ap1T1 + + F ATy = )\xna
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pro n&jaké A € R. Maticové muzeme soustavu (10.1) zapsat A(u) = AE,(u), coz
upravime na tvar

(A—\E,)(u) = (o). (10.2)

Protoze podle predpokladu je u nenulovy vektor, ma soustava (10.2) nenulové feSeni
pravé tehdy, kdyz
|A—A\E,|=0. (10.3)

Rovnice (10.3) je polynomiélni rovnici vzhledem k A a nazyva se charakteristickd rov-
nice matice A. Koreny charakteristické rovnice se nazyvaji vlastni (charakteristickd)
¢isla (hodnoty) matice A. Dosadime-li realné vlastni ¢islo do soustavy (10.1), je fe-
Senfm homogenni soustavy (10.1) nenulovy podprostor V,,. Kazdé nenulové reSeni
bude vlastnim vektorem piislusnym pro danou vlastni hodnotu. Kazdy vlastni vek-
tor urcuje jednodimenzionélni podprostor vlastnich vektort, ktery nazyvame vlastni
smér urCeny matici A.

Pro studium kvadratickych forem na euklidovském vektorovém prostoru maji
zésadni vyznam nésledujici dvé tvrzeni z teorie matic, ktera si zde uvedeme bez
dikazu.

Véta 10.1. Necht A je symetrickd redlnd matice 7adu n. Pak vSechny kofeny cha-
rakteristické rovnice |A — AE,| = 0 jsou redlné. O

Poznamka 10.1. Protoze v dimenzi 2 je charakteristicka rovnice kvadratické, do-
kézali bychom Vétu 10.1 v dimenzi 2 snadno z elementarnich vlastnosti kvadratické
rovnice. Tento dikaz provedeme pozdéji v kapitole o kuzeloseckach. &

Véta 10.2. Necht A je symetrickd redlnd matice Tddu n a A je k—ndsobny koten
jeji charakteristické rovnice. Pak podprostor Teseni homogenni soustavy pro vypocet
vlastnich vektori prislusnych X md prdveé dimenzi k. ]

Véta 10.3. Necht u, v jsou vlastni vektory, které prislusi riznym vlastnim cislim
A1, Ao symetrické matice A. Pak u, v jsou kolmé, tj. (u,v) = 0.

Dikaz. Protoze A je symetrickd matice, je
(A(u),v) = (u, A(v)),

kde jako A(u) rozumime vektor, jehoz soufadnice dostaneme vynésobenim matice

A sloupcovou matici souradnic vektoru u. Jestlize u je vlastnim vektorem pro Ay, je
A(u) = Ai(u) a podobné A(v) = Ag(v). Odtud

0=(A(u),v) = (0, A(v)) = M(u,v) = Xao(u,v) = (A — A2)(u,v)
a protoze (A1 — A\a) # 0 (z predpokladu, Ze A\;, Ag jsou rizna ¢isla), je (u,v) =0. O

Na zakladé Vét 10.1 — 10.3 nyni dokazeme, Ze ke kazdé kvadratické formé F' na V,,
existuje ortonormalni polarni baze. Necht Ar je matice F' v libovolné ortonormélni
bézi. Ar je symetricka a podle Véty 10.1 jsou v8echny kofeny charakteristické rovnice
pro Ap realna cisla. UkdZeme si navic, ze charakteristicka ¢isla nejsou zavisla na
zvolené ortonormalni bazi.
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Véta 10.4. Necht Ar a Br jsou matice kvadratické formy F ve dvou riznijch or-
tonormdlnich bazich na V,,. Pak |Ap — AE,| = |Br — AE,|.

Diikaz. Podle ditkazu Véty 8.2 je Bp = QTArpQ, kde @ je matice piechodu od
prvni béze k druhé bazi. ProtoZe jsou naSe baze ortonormaélni, je () ortonormalni
matice, tj. QT = Q7' a |Q| = £1. Tedy Br = Q7 'ArQ. Potom |Br — \E,| =
Q7T ARQ-AQT E,Q| = QT Ar—AE,)Q| = [Q7Y|[Ar—AE,||Q| = [Ap—AE,|. O

Poznamka 10.2. Z Véty 10.4 vyplyva, ze charakteristickd rovnice matice kvadra-
tické formy je stejné v libovolné ortonormalni bazi, mtizeme tedy hovotit o charak-
teristické rovnici kvadratické formy. Déle je zfejmé, Ze i vSechny koreny charakteris-
tické rovnice jsou nezavislé na zvolené ortonormalni béazi a jsou to ¢isla, ktera jsou
jednoznac¢né prifazena dané kvadratické formé. Budeme je nazyvat charakteristickd
¢isla kvadratické formy. &

Véta 10.5. Ke kazdé kvadratické formé F na euklidovském vektorovém prostoru V,
ezistuje takovd ortonormdlni bdaze V,,, Ze v ni md F' kanonické rovnice tvaru

F(x) = o]+ -+ M2, (10.4)
kde \;, i = 1,...,n, jsou charakteristickd cisla kvadratické formy F'.

Duikaz. Zvolme libovolnou ortonormalni bazi na V,, a uréeme charakteristicka cisla
A; kvadratické formy F', tj. matice Ar. Protoze Ap je symetricka, jsou podle Véty
10.1 vSechna \; realna. Urceme bazi eq, . .., e, prostoru V,, tak, ze pro jednonésobny
kotfen \; je e; jednotkovy vlastni vektor prislusny k A;. Pro k—nasobny kofen cha-
rakteristické rovnice (k > 2) muzeme podle Véty 10.2 vybrat v prostoru vlastnich
vektoru prislusnych tomuto koteni &k jednotkovych na sebe kolmych vektoru (napf.

Gramm-Schmidtovym ortogonaliza¢nim procesem). Takto sestrojend baze ey, ..., e,
je podle Véty 10.3 ortonormalni. Pfitom f(e;,e;) = A;, pro i = j, a f(e;,e;) = 0,
proi # j, 4,7 =0,...,n. Opravdu, z maticového zapisu je

fleie)) = (e)" Ap(e;) = (e:) Nj(e;) = Aj(ei, e;) .

Ma tedy F' v bézi ey, ..., e, kanonické rovnice (10.4). Z Véty 10.4 potom vyplyva,
Ze kanonické rovnice jsou nezavislé na puvodné zvolené ortonormalni bézi. ]

Uloha 10.1. V ortonormalni bazi na V; je dana kvadraticka forma F. Pomoci or-
tonormalnich transformaci urcete kanonicky tvar rovnic, typ formy (podle Definice
9.5), ortonormélni polarni bazi a transformaéni rovnice, které prevadi rovnici formy
na kanonicky tvar:

a) F(x) =2} — 223 + 23 + 4x129 — 102123 + 4923,
b) F(x) = 2% + 23 + 23 + 4129 + 42103 + 42073 .
5 1 2 =5
Reseni: a) Matice formy je 2 =2 2 |. Jeji charakteristicka rovnice je
-5 2 1
A3 — 36\ = 0 s kofeny \; = 6, Ay = —6, A3 = 0. Podle Véty 10.5 je kanonicka
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rovnice F tvaru 6y7 — 6y3, a tedy forma je indefinitni. Ortonormalni polarni baze
formy F' je déna jednotkovymi vektory vlastnich sméri. Pro A\; je vlastni smér
prostor feseni homogenni soustavy

—5U1+2U2—5U3:0,
2U1—8U2+2U3:0,
—5U1+2’UQ—5U3:0.

Prostor feseni je L((1;0;—1)) a jeho jednotkovy vektor je e; = (\}5,0 \_/%) Po-

dobné pro Ay dostaneme vlastni smér L((1;—1;1)) s jednotkovym vektorem e, =

(\1[ &1 \f) A konec¢né pro A3 dostaneme Vlastm smér L((1;2;1)) s jednotkovym

vektorem e; = (\/g, NG \f) Takto sestrojena baze ey, ey, e3 je podle Véty 10.3 or-
tonormalni a transformacni rovnice prechodu k této béazi jsou

Ty =721+ —=Y+ —y3 )
\/_ \/5 V6
2
Ty = —=Y2t+ —=Us,
\/_ V6
2
T3 = —=Y1+ —=Y2+ —=Y3.
UV
1 2 2
b) Matice formy je [ 2 1 2 |. Jeji charakteristicka rovnice je A* —3\2—9\—5 =
2 21

0 s kofeny A\; = 5, Ay = A3 = —1. Kanonické rovnice F je tedy tvaru 5y? — y3 — y3
a forma je indefinitni. Pro A; je vlastni smér L((1;1;1)) s jednotkovym vektorem
e = (%, \/Lg; \/Lg) Pro Ay = A3 dostaneme dvoudimenzionalni podprostor vlast-
nich sméra L((—1;1;0),(—1;0;1)). Ortogonalizatnim procesem vybereme ortogo-
nalni bazi tvorenou vektory us = (—1;1;0) a ug = (—1;—1;2), které normujeme
na vektory ey = (\_/—%, \%;O) ae; = (\/é, &1 \f) Takto sestrojend baze ey, eq, e3 je
podle Véty 10.3 ortonormaélni a transformacni rovnice prechodu k této béazi jsou

1 1 1
rT1 = — —_—— [ ,
1 \/§y1 \/592 \/693
1 1 1
Ty = —=y1 + —=Y> — —=Vs,
2 \/§y1 \/592 \/693
1 2
T3 = \/gyl + \/61/3 .

11 Cviceni

11.1. Dokazte, ze bilinearni formy na V,, tvoii vektorovy prostor. Urcete jeho di-
menzi a pro danou bazi uy,...,u, ve V,, udejte priklad baze prostoru bilinearnich
forem.
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11.2. Dokazte, ze symetrické (antisymetrické) bilinearni formy na V;, tvoii vekto-
rovy podprostor v prostoru bilinearnich forem. Urcete jeho dimenzi.

11.3. Necht jsou f a g dvé bilinearni formy na V. Dokazte, Ze v libovolné bazi na
V plati Af+g = Af —|— Ag a Aaf = OéAf.
11.4. V kanonické bazi na R? je dana bilinearni forma f. Uréete f4 a fs.
a) f(x,y) = 2z191 + 42192 — 221y3 + Loy — TaYs + T3y + T3ys,
b) f(x,y) = 2x1y2 + 422ys + 623y .
{a) fa=2xy: — x1y3 — 200y1 + T3y1 + T3y2 — T2Ys3,
fs = 2x1y1 + Tays + T3ys + 21Y2 — T1Y3 + 2T2y1 — T3Ys,

b) fa = x1y2 — Tay1 + 222y3 — 223Yy2 + 3T3y1 — 3213,
fs = w1y2 + Tay1 + 2x2y3 + 223y + 3x3y1 + 371Y3 }

11.5. V kanonické bazi na R? je dana bilinearni forma

f(x,¥) = z101 + 222y2 + 322y3 — T3Ys3 -
Urcete rovnice bilinearni formy f v bazi u; = (1;0;1), us = (0;1;1) a ug = (1;1;0).

{ f(x,y) = —z1y2 + 21y5 + 222y1 + 422y + 229y3 +
41333/1 —+ 5:1:3y2 -+ 3SL’3y3 }

11.6. V kanonické bazi na R? je dana symetricka bilinearni forma
a) f(X,y) = z1y1 + 11y3 + Tayo + Toys + 3y1 + T3y + 373Y3,
b) f(x,y) = 22191 + T2y2 + T3Y3 + T1Y2 — T1Y3 + Toy1 — T3Y1 -
Urcete podprostor singularnich vektori.
{ a) Forma je regularni, nema nenulové singularni vek-
tory,

b) Forma méa hodnost 2 a podprostor singularnich vek-
tort je generovan vektorem (1;—1;1) }

11.7. DokaZte, Ze pro bilinearnf formu f© na V. definovanou ve Vété 8.3 plati
FF®Y) = ffxy).

11.8. Dokazte, ze kvadratické formy na V,, tvori vektorovy prostor. Urcete jeho
dimenzi a pro danou béazi uy, ..., u, ve V,, udejte ptriklad baze prostoru kvadratickych
forem.

11.9. Najdéte polérni bilinearni formu f kvadratické formy F', ktera ma v kanonické
bézi na R? rovnice:

a) F(x) = 2% + 2z115 + 431703 + 223 — 67973 + 372,
b) F(x) = 2x1x3 — 4xs23,

¢) F(x) =23 + a3 — 2wo13 .
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{a) f(x,y) = 21y + 1192 + 22193 + Toy1 + 270y —
3xays + 2w3y1 — 3x3y2 + 3x3Yys,
b) f(x,¥) = 21y3 — 222y3 + T3y1 — 223Y2,
c) f(X,¥) = 21y1 + Tayo — Toys — T3y }
11.10. V kanonické bazi na R? je dana kvadratické forma F. Uréete jeji signaturu
a pro singularni formy urcete podprostor singularnich vektort:
a) F(x) = xz3,
b) F(x) = 23 + 22 + 322 + 4129 + 23173 + 21973,
¢) F(x) =2} — 223 + 22 4 22129 + 4123 + 27073 .
{ a) Signatura formy je (1,1), tj. forma je hodnosti 2,
podprostor singularnich vektori je generovan vektorem
(0;1;0),
b) Signatura formy je (2,1), tj. forma je regularni a neméa
nenulové singularni vektory,
c) Signatura formy je (1,2), tj. forma je regularni a nema
nenulové singularni vektory }

11.11. V néjaké bazi na redlném vektorovém prostoru Vj je dana kvadraticka forma
F. Urcete jeji normovanou polarni béazi, norméalni tvar rovnic, typ formy (podle
Definice 9.5) a transformaé¢ni rovnice prechodu k normované polarni bazi:

a) F(x) = 2% + 23 + 23 + 13 4 22179 + 4da123 + 20134 + 42973 + 42074 + 37374,
b) F(x) = 322 + 222 + 4w 24 + 4293 + 20074 + 27374,
c) F(x) =z1x3+ 21714 .

{a)e =(1;0;0;0), ea = (—2;1;0; 1),

es (2‘} Qj}, 55 0)sex = (1;0:0; —1); yi+ys—y3 —vi;

forma je indefinitni; x1 = y; — 2y, — %yg + Yy, To =

Y2 — #ys, T3 = #ys, T4 = Y2 — Ya,

b) e; = (0;0; 0,_1[) (2‘},0 WO), o
€3 = (WOO’W) (4\/5’2f \/§’O) Yitya—Ys—
y?; forma je mdeﬁmtm T = —2\/3?/2 + \%ys - ﬁgy@

Lo = %594, T3 = \/Lng - \/%;947 Ty = \/Li?h - \/%ys,

c) er = (1;0;1;0), e = (0;1;0;1), e5 = (1;0; =1;0),
e, = (0;1;0; —1); y} +y2 — y3 — y2; forma je indefinitni;
T1=Y1+Ys, T2 =Y+ Ya, T3 =Y1 — Y3, Ta =Yo — Ya }

11.12. Urcete charakteristickou rovnici, vlastni ¢isla a podprostory vlastnich sméri
matice A:

0 10 4 —5 2
a)A=|-4 4 0], byA=[5 -7 3],
21 2 6 —9 4
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4 7 =5 0 2 2
45 0|, dA=[2 3 -1],
9 —4 2 -1 3
6 —2 2
—2 5 0
2 0 7

{ a) Charakteristickd rovnice je A*> — 6\ + 12\ — 8 = 0;
vlastni ¢isla jsou A 23 = 2; podprostor vlastnich sméra
je dvoudimenzionalni podprostor L((1;2;0),(0;0;1)),
b) A3 — A2 =0; A\; = 1, A3 = 0; vlastni smér pro A\; = 1
je L((1;1;1)), pro Ae3 = 0 je podprostor vlastnich sméra
jednodimenzionalni L((1;2;3)),

)N BN HITA—13 = 0; A = 1, Ao = 2434, Ay = 2—3i;
vlastni smér pro A; = 1 je L((1;1;2)),

d) A3 —6X2 +32 = 0; \j2 = 4, A\3 = —2; podprostor
vlastnich smért pro A 2 = 4 je dvoudimenzionalni pod-
prostor L((1;0;2),(1;2;0)), pro A3 = —2 je podprostor
vlastnich sméra jednodimenzionéalni L((—2;1;1)),

e) A3 — 182 £ 99\ — 162 = 0; Ay = 3, Ao = 6, A3 = O
podprostor vlastnich sméri pro A\; = 3 je jednodimenzi-
onélni podprostor L((2;2;—1)), pro Ay = 6 je podpros-
tor vlastnich smériu jednodimenzionalni L((1; —2; —2)),

pro A3 = 9 je podprostor vlastnich sméri jednodimenzi-
onalni L((—2;1;-2)) }
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11.13. V ortonormalni bazi na euklidovském vektorovém prostoru Vj je ddna kvad-
ratickd forma F'. Pomoci ortonormalnich transformaci urcéete kanonicky tvar rovnic
a typ formy (podle Definice 9.5):

a) F(x) = 223 + 23 + 222 — 22129 + 27973,
) F(x) = 723 + 623 + bas — da1x9 — dxos,

b

a0
o

¢}

)
)
)

(
(

x)

(x)

x)

x? — 2x§ + x% + 4129 — 81123 — dX923
xf + 59(:% + :c§ + 2x129 + 62123 + 22023,

23:% + l’% —4x1x9 — 4dx973 .

{ a) 3y? + 2y32, kladné semidefinitni forma,
b) 3y? + 6y3 + 9y2, kladné definitni forma,
c) 6y? — 3y3 — 3y, indefinitni forma,
d) 3y? + 6y2 — 2y3, indefinitni forma,
e) y7 + 4y3 — 2y2, indefinitni forma }

11.14. Pro kvadratické formy z Cviceni 11.13 urcete ortonormalni polarni béazi
a transformaci soutradnic, ktera prevadi formu do kanonického tvaru.
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b) €1 = (%7§;§)? € = (‘%5_%5§> a ez = (%7_%,%)7
n = 2%@/1 —1§y2 + 3Us, T2 = Y1 — Y2 — Y3, Tz =
Y1+ 3Y2 + 3Y3,

o) et = (-5i—3:1%), @ = (5075 ae =

(3?} 3? 3\4f) £ _§y1 + %QQ - ﬁyi’n Ty = _%yl +

f?/?n T3 = 3y1 + \%yg + ﬁyg,
d)1e1 N (%717) e = (%,16,%1) ae32 =
(75;0’ \_/i) I1 = \[yl—'— \[y2+ \/y?” Lo = 7gy1+76y2,
€T3 = 7§y1 + TyQ \/53/3 )

_ (2.1, 2 _ (2._2.1 _1.2.2y.
e) €1 ; (3737_§>7192 - <§7_1§7§ %efi - (37373)
Ty = 31+ 3y2 + 3Ys3, T2 = 3Y1 — 3Y2 + 3y3, T3 =

—2y1 4 32 + 2y3}

11.15. V ortonormélni bazi na Vj je dana kvadraticka forma

F(x) = 2x129 + 22374 .

Pomoci ortonormalnich transformaci urcete kanonicky tvar rovnic, typ formy (podle
Definice 9.5), ortonorméalni polarni bazi a transformad¢ni rovnice, které prevadéji
rovnici formy na kanonicky tvar.

{yi+ys—v;— yi; indefinitni forma; e; = (% ;75303 0),

€y = (0 O 75 7) ey = (\}5’_\[ O 0) ey =
(0 0; = 7—\%); ﬁyl + j§y3, Ty = \/iyl - \/%ys,

\/592 + \/%?M, Ty = \/%?/2 — \/%y4 }



Kapitola 4
TEORIE KUZELOSECEK

V této kapitole budeme studovat analytickou teorii kuzelosecek v projektivni roviné
a v projektivnim rozsifeni afinni a euklidovské roviny.

12 Kuzelosecky v projektivni roviné

Necht P; je dvoudimenzionalni realny projektivni prostor s aritmetickym zakladem
V3. Necht ViF je komplexni rozsffeni prostoru Vs definované v Casti 1. Projektivni
komplexni prostor s aritmetickym zakladem V;° budeme nazyvat kompleznim roz-
sienim projektivniho prostoru Py a oznacovat PS. Realnou projektivni rovinu P,
potom muZeme uvazovat jako podmnozinu (ne podprostor) v komplexni projektivni
roving PY, totiz bod X = (x) € P, pravé tehdy, kdyz existuje jeho aritmeticky
zastupce x € V3 C V£, Body X lezici v P, C PS budeme nazyvat redlné body
a body z PS5 nelezici v P, budeme nazyvat imagindrni body.

Definice 12.1. Necht F' je nenulova kvadraticka forma na V3. Mnozinu bodu X =
(x) € PY takovych, ze FC(x) = 0, nazyvame kuzeloseckou v projektivni roving Py
a znacime k.

Poznamka 12.1. Musime ukézat, Ze nase definice mé smysl, tj. Ze ma smysl uva-
7ovat body X = (x) € PS spliwujici rovnici F¢(x) = 0. Uvazujme libovolnou kva-
dratickou formu F' na vektorovém prostoru V libovolné dimenze definovaném nad
télesem T realnych ¢i komplexnich ¢isel. Potom F(ax) = o?F(x) pro viechna a € T.
Odtud, je-li F(x) = 0 pro n&jaky nenulovy vektor x, je F(ax) = 0 pro vSechna «,
a tedy opravdu rovnice F'(x) = 0 urcuje v Py mnozinu bodi. &

Poznamka 12.2. Snadno se nahlédne, ze dvé realné nenulové kvadratické formy F
a G urcuji stejnou kuzelosecku pravé tehdy, kdyz existuje o # 0 € R takové, ze
G = oF. To znamena, Ze rovnice kuZelosecky F'®(x) = 0 je dana aZ na nenulovy
nasobek. &

46
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Uvazujme nyni geometrickou bézi
<01 = <U1>, OQ = <Ll2>, 03 = <113>, E = <Ll1 + us + ll3>> (121)

prostoru Ps. Z definice geometrické baze a vlastnosti komplexniho rozsifeni vekto-
rového prostoru vyplyva, ze (12.1) je soucasné i geometrickou béazi projektivniho
prostoru P5. Pritom bod X je redlny prave tehdy, kdyZ jeho projektivni homogenni
soufadnice vzhledem ke geometrické bazi (12.1) jsou realna &isla a je imaginarni
pravé tehdy, kdyz alespon jedna souradnice je komplexni ¢islo s nenulovou imagi-
narni ¢asti. Vyjadfeme nyni rovnici kuzelosecky k : F©(x) = 0 v geometrické bazi
(12.1). Necht bod X ma v bazi (12.1) projektivni homogenni soufadnice (z1, o, 3).
Potom bod X € k pravé tehdy, kdyz

3

Z Qi T X5 = 0, (122)

3,j=1

kde A = (a;;) = (f(u;,1;)) je matice kvadratické formy F' v bazi uy, ug, us prostoru
V3. Déle budeme, kromé rovnice (12.2), pouzivat i zapis

2 2 2
k: anx] + anr; + assrs + 2120172 + 2013701203 + 20937223 = 0

a pri oznaceni (X) jako sloupcové matice projektivnich homogennich soufadnic, tj.

T
(X) = | 22 |, miZeme psat
T3
a1 G2 013 T
k: (1‘1 To il?g) 12 Q929 Q923 i) =0
13 G23 (33 T3

nebo zkracené

E: (X)TAX) =0.

Poznamka 12.3. Protoze jsme v definici kuzelosecky pouzili komplexni rozsifeni
realné kvadratické formy, jsou vSechny koeficienty a;; v rovnici (12.2) realna ¢isla,
zatimco proménné soufadnice mohou byt i ¢isla komplexni. Pti pouziti libovolné
kvadratické formy bychom dostali kuzelosecky, jejichz realna ¢ast by neodpovidala
kuzeloseckam definovanym v syntetické geometrii jako mnoziny bodu danych vlast-
nosti. Je-li KNPy = 0, tj. k neobsahuje zadny redlny bod, ¥ikame, Ze k je formdiné
redlnd nebo tmagindrni kuZelosecka. Piikladem je kuzeloseCka o rovnicich

2 2 2
[L’1+$2+1’3:0.
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Definice 12.2. Hodnosti kuzelosetky k : F(x) = 0 rozumime hodnost kvadra-
tické formy F', to jest jeji matice A v libovolné bazi. Matici A budeme nazyvat
matict kuzelosecky v dané geometrické bazi a determinant | A| nazyvame diskrimi-
nantem kuzelosecky. Je-li kvadratickd forma F' regularni, nazveme kuzelosecku &
requldrni kuZeloseckou a je-li F' singularni kvadratickd forma, nazveme kuzelosec-
ku k singuldrni nebo sloZenou kuZeloseckou. Ve starsi literatufe se pro singularni
kuzelosecky pouzivaly také nazvy degenerovand nebo zvrhld kuzelosecka.

Poznamka 12.4. Regularni kuzelosecka je tedy hodnosti 3. Singularni kuzelosecky
mohou byt hodnosti 1 nebo 2. %

Véta 12.1. Hodnost kuzelosecky nezdvisi na zvolené geometrické bazi.
Dikaz. Véta 12.1 je pfimym disledkem Véty 8.2. ]

Véta 12.2. Necht je ddno pét rizngjch redlngjch bodi A; = (a;) € PS, i = 1,...,
5, takovych, Ze Zddné ctyri z nich neleZi na jedné primce. Pak existuje prdvé jedna
kuzelosecka k = F€(x) = 0 takovd, Ze A; € k.

Dikaz. 1. Fxistence. V libovolné aritmetické bazi V3 je realna kvadraticka forma F
déana 6 koeficienty a;; € R (plyne ze symetrie matice Ap). Uvazujme soustavu

F(a;) =0 (12.3)

5 rovnic pro 6 neznamych koeficientti a;;. Tato homogenni soustava ma vzdy nenulové
realné FeSeni, tj. vzdy existuje nenulova kvadraticka forma spliujici (12.3), a tedy
vzdy existuje kuZzelosecka k : FC(x) = 0 takové, ze A; € k, Vi=1,...,5.

2. Jednoznacnost. Rovnice kuzelosecky jsou dany az na nenulovy nasobek. Sou-
stava (12.3) tedy bude urc¢ovat jednozna¢né rovnici kuzelosecky, ma-li feseni hodnost
1, tj. ma-li soustava (12.3) hodnost 5. To ale nastane pravé tehdy, kdyz zadné 4 body
A; nelezi na jedné piimce, jak si snadno ukézeme nasledujici tvahou. Predpokla-
dejme, Ze né&jaké 4 body lezi na pfimce. Bez ijmy na obecnosti mizeme predpokla-
dat, Ze jsou to body Ay, ..., Ay. Potom Az = a1 A1 +asAs, a; # 0, Ay = 1 A1+ P2 As,
Bi # 0, a odtud F(az) = 0 je ekvivalentni s f(aj,a;) = 0 a totéz pro F(ay) = 0.
To vyplyvi z 0 = F(az) = f(ag,a3) = ofF(a1) + 2c1asf(ar,a2) + a3F(ay) =
200 f (a1, @) a totéz pro F(ay) = 0. Tedy 3. a 4. rovnice v soustavé jsou zavislé
a soustava ma hodnost mensi nez 5.

Lezi-li na jedné piimce nejvyse trojice bodu, napt. Ap, Ay, Az, pak v soustavé

(12.3) nahradime rovnici F'(az) = 0 rovnici f(a;,as) = 0, kterda je s rovnicemi
F(a;) = 0 a F(ap) = 0 nezavisla. Rovnice f(aj,ay) = 0 vyjadiuje fakt, ze kazdy
bod primky A;As lezi na kuzelosecce, ktera je potom singularni. ]

Poznamka 12.5. Tvrzeni Véty 12.2 se da zobecnit tak, ze kuzelosecka je urcena 5
nezavislymi podminkami, kde jako podminku rozumime takovou informaci o kuze-
losecce, kterd v souradnicich vede na linearni rovnici, kde jako nezndmé vystupuji
koeficienty matice kuzelosecky. &
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Definice 12.3. Necht k : F®(x) = 0 je kuZelosetka. Body P = (p),Q = (q) € P5
se nazyvaji poldrneé sdruzené nebo konjugované vzhledem ke kuzelosecce k, jestlize

fE(p,a) =0.

Poznamka 12.6. V Definici 12.3 mé smysl hovofit o bodech spliujicich podminku
f€(p,q) = 0, protoze pro kazdé x,y € Vi aa, B € Cplati fC(ax, By) = aBfC(x,y).
¢

Definice 12.4. Bod P nazveme singuldrnim bodem kuzelosecky k, je-li polarné
sdruzen vzhledem ke k se vSemi body roviny. Bod, ktery lezi na kuzelosecce k
a neni jejim singularnim bodem, nazveme reguldrnim bodem kuzelosecky k.

Véta 12.3. Necht k : FE(x) = 0 je kuZelosecka a P je jeji singuldrni bod. Necht
Q €k a@ #P. Potom:

(1)Bod P lezi na k.

(2) Vsechny body primky PQ lezi na k.

Dikaz. (1) Bod P = (p) je singularnim bodem kuzelosecky k a je tedy polarné
sdruzen se véemi body roviny, a tedy i sdm se sebou, tj. fC(p,p) =0, a tedy P € k.

(2) Primka PQ ma parametrické vyjadieni X = aP + Q, («a,8) # (0,0).
Potom F&(x) = f*(x,x) = a®f“(p,p) + 2aBf“(p,q) + 8°f“(q,q) =0, tj. X € k
pro libovolné hodnoty «, 5 € C. ]

Véta 12.4. Necht kuZelosecka k : FE(x) = 0 md v néjaké geometrické bizi v P
rovnici (12.2), potom bod X je singuldrnim bodem k prdvé tehdy, kdyZ jsou jeho
projektivni homogenni souiadnice (1, xq,x3) Tesenim linedrni soustavy rovnic

anxy + ajpxs + ajzrs =0,
121 + G22%2 + 373 = 0,

1371 + G3%2 + azzrz = 0,
tj Fl(X) = 0, FQ(X) = 0, Fg(X) = 0.

Dikaz. Z definice singularniho bodu kuzelosecky k vyplyva, ze X je singularnim
bodem pravé tehdy, kdyz libovolny jeho aritmeticky zastupce x je singularnim vekto-
rem kvadratické formy FC, tj. polarni bilinearni formy fC. Nage tvrzeni nyni vyplyva

z (9.1). O

Véta 12.5. Reqularni kuZelosecka nemd singuldrni body, singuldrni kuZelosecka hod-
nosti 2 md prdaveé jeden redlny singuldrni bod a singuldrni kuZelosecka hodnosti 1 md
redlnou primku singuldrnich bodii.

Dikaz. Dikaz vyplyva z poc¢tu feSeni soustavy homogennich linedrnich rovnic z Véty
12.4. [
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Véta 12.6. Necht k : FC(x) = 0 je kugelosecka a P = (p) je bod, ktery neni
singuldrnim bodem k. MnoZina vSech bodi X = (x) poldrné sdruzengjch s bodem P
je primka s rovnici p : f€(p,x) = 0 nebo

Fl(p) T =+ Fg(p) i) + F3<p) I3 = 0.

Diikaz. ProtoZe P nenf singularni bod k, nenf rovnice f&(p,x) = 0 splnéna iden-
ticky a pro pevné zvolené p je f©(p,x) nenulové linedrni forma na V,C a mnozina
vektort, které ji nuluji, je vektorovy podprostor dimenze 2. Tento podprostor je
aritmetickym zakladem piimky p. ]

Definice 12.5. Piimku p z Véty 12.6 budeme nazyvat poldrou bodu P vzhledem
ke kuzelosec¢ce k a naopak bod P budeme nazyvat polem primky p.

Poznamka 12.7. Necht ma kuZelosecka k rovnici (12.2). Potom rovnice polary
bodu P = (py, p2, p3) vzhledem ke k je

p: (a1pr + aiaps + aizps)r1 + (a12p1 + agepe + assps)ra+
+(a13p1 + ag3pe + assps)rs =0

nebo zkracené
p: F1<p)l’1 + Fg(p)xz + Fg(p)xg =0.

&

Véta 12.7. Necht k : F€(x) = 0 je kuZelosecka. LeZi-li nesinguldrni bod P = (p)
na poldre nesinguldrniho bodu QQ = (q), pak bod Q) lezi na poldie bodu P.

Diikaz. Je-li F€(x) = 0 rovnice k, je podle Véty 12.6 rovnice polary bodu P p¥imka
p: fCp,x) =0,atedy Q € p < fC(p,q) = 0. Ze symetrie bilinearni formy f je
potom f€(q,p) = 0, coz znamena, ze P lezi na polafe bodu Q. ]

Poznamka 12.8. Pro regularni kuzelosecku £ je prifazeni polu a polary vzajemné
jednozna¢éné zobrazeni mnoziny bodi PS na mnoZinu pifmek. Opravdu, je-li p :
a1x1 + asx9 + azxrs = 0 obecné vyjadieni néjaké piimky p, potom soutadnice jejiho
polu spliwji soustavu rovnic Fi(p) = aay, Fy(p) = aas, F3(p) = aas, kde a # 0 je
¢islo. Tato soustava linearnich rovnic pro neznamé soutradnice bodu P mé jednopa-
rametrické FeSeni (zavislé na parametru «) pravé tehdy, kdyz je matice A regularni.
Vztah mezi polem a polarni piimkou je projevem obecnéjsi zakonitosti, kterd se
nazyva princip duality. &

Véta 12.8. Necht k je kuzZelosecka a p je pFimka. Potom bud p je podmnoZina k,
nebo p a k maji spolecné prave dva body. Pritom pro redlnou primku jsou tyto body re-
alné rizné, nebo komplexné sdruzené, nebo redlné splyvajici a pro imagindrni primku
jsou imagindrni rizné, nebo imagindrni splyvajici.
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Diikaz. Necht p je uréena body A = (a), B = (b), A # B, tj. p: X = aA+ 8B,
(e, B) # (0,0). Predpokladejme, ze bod X = (x) lezi v priniku p a k. Potom musi
byt splnéna rovnice

a?f€(a,a) + 2a3f%(a,b) + 32fC(b,b) = 0. (12.4)

Je-li f€(a,a) = fC(a,b) = fC(b,b) =0 (A, B € k a A, B jsou polarné sdruzeny
vzhledem ke k), je rovnice (12.4) splnéna identicky a piimka p je podmnozinou k.
Je-li f€(a,a) # 0 (podobné pro f€(b,b) # 0), je 8 # 0 (a # 0) a rovnice (12.4)
je kvadratickou rovnici pro % (g) Pro realnou pfimku uvazujeme body A, B re-
alné a kvadratickd rovnice (12.4) méa realné koeficienty. Dvojice realnych raznych
pruseciku potom odpovida dvéma redlnym riznym kofentim této rovnice, dvojice
komplexné sdruzenych pruseciki odpovidd dvéma komplexné sdruzenym korfentm
a splyvajici realné pruseciky odpovidaji dvojnasobnému kotfenu. Je-li p imaginarni
piimka, musi byt minimalné jeden z bodu A, B imaginarni a kvadratickd rovnice
(12.4) ma komplexni koeficienty. Dvojici riiznych kofenti potom odpovidaji dva rizné
imaginarni priseciky a dvojnasobnému kotenu odpovidaji splyvajici imaginarni pru-
seciky.

Kone¢ng, je-li fC(a,a) = fC(b,b) = 0 a fC(a,b) # 0, dostaneme a3 = 0, tj.
a=0af#0nebo f=0aa#0, coz odpovida pripadu, kdy pravé body A, B lezi
v priniku p a k. ]

Definice 12.6. Piimku p, ktera neni piimkou singularnich bodu kuzelosecky k,
nazyvame tecnou kuZelosecky k pravé kdyz plati bud p C k, nebo p protind k
v dvojnasobném (regularnim) bodé. Regularni bod, ktery je prinikem kuZzelosecky
a jeji tecny, se nazyva bodem dotyku.

Véta 12.9. Necht P je requldrni bod kuZelosecky k : F©(x) = 0. Potom poldra bodu
P je tecnou kuZelosecky k s bodem dotyku P. Naopak kazZdd tecna kuZelosecky k,
na niz lezi alespon jeden bod, ktery neni singuldrnim bodem k, je poldrou néjakého
requldrniho bodu k leZictho na p.

Diikaz. Necht P = (p) € k je regularni bod a p : f®(p,x) = 0 je jeho polara
vzhledem ke k. Potom P € p, protoze fC(p,p) = 0, a tedy P € p N k. Hledejme
dalsi body priniku p N k. Necht @ = (q) € p, P # Q. Potom p : X = aP + £Q,
(a, B) #(0,0). X € pNk pravé tehdy, kdyz

o’ fC(p,p) +2a8f(p,q) + B f (q,q) =0, (12.5)

coz je ekvivalentni s 32fC(q,q) = 0. Je-li B = 0, je X = aP a jedinym bodem
priniku je bod P. Je-li f€(q,q) =0, je X € pNk pro libovolné a, 3, a tedy p C k.
Ukézali jsme tedy, Ze polara regularniho bodu kuzelosec¢ky k je tec¢nou s bodem
dotyku v P.

Necht nyni ¢ je tecna kuzelosecky k takova, ze na ni lezi alespon jeden bod,
ktery neni singuldarnim bodem k. Z definice teény vyplyva, Ze existuje regulérni
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bod P € pNk. Necht Q € t, Q # P, je libovolny bod a t : X = aP + (Q,
(cr, B) # (0,0). Musime ukézat, ze @) je polarné sdruzen s P vzhledem ke k. Necht
nejd¥ive ¢t C k. Rovnice (12.5) se v tomto piipadé redukuje v a8 f%(p, q) = 0 a musi
byt splnéna pro viechna «, 3. Odtud f€(p,q) = 0, a tedy Q lezi na polaie P. Dale
necht pNk je jediny dvojnasobny bod P. Potom se rovnice (12.5) redukuje v rovnici
208fC(p,q) + B2f%(q,q) = 0, a # 0, kterd musi mit dvojnasobny koten pro g To
je mozné jen v pifpadé, ze f€(p,q) = 0, tj. Q leZi na polare bodu P. O

Poznamka 12.9. Geometricka interpretace polary pro regularni kuzelosecky nyni
vyplyva z Véty 12.7. Je-li bod P nesingularni bod, ktery nelezi na kuzelosecce,
potom polara bodu P vzhledem ke kuzeloseCce k je spojnice bodi dotyku tecen,
sestrojenych ke kuzelosecce z bodu P. Tato vlastnost polary se dé velice vyhodné
vyuZit pro urcovani rovnic tecen kuzelosecky prochézejicich danym bodem (viz na-
sledujici Uloha 12.3). Pro singularni kuZelosecky obsahuje polara libovolného (nesin-
gularniho) bodu v8echny singularni body kuzelosecky. &

Uloha 12.1. V dané geometrické béazi je dana kuzelosecka
k:dx? — a3 + 322 + 22179 + 37103 + 27973 = 0
a bod P = (—3;5;1). Urcete polaru bodu P vzhledem ke kuzelosecce k.

Reseni: Podle Véty 12.6 pro polaru bodu P plati fC(p,x) = 0 a z Poznamky
12.7 plyne

P —%.ﬁbl — 71’2 + %.’L’g = O,
coZ upravime na tvar

p: 1l + 14x9 — 723 = 0.

Uloha 12.2. V dané geometrické bazi je dana kuzelosecka
k:3x3 + bxi + 10x§ — 62129 — 4x123 — 62923 = 0
a piimka p : 1 — 629 + 8x3 = 0. Urcete pol P primky p vzhledem ke kuZzelosecce k.

Resent: Podle Poznéamky 12.8 jsou soutadnice polu P primky p feSenim soustavy
linearnich rovnic

3x1 — 319 — 223 = v,
—3%1 + 5IE2 — 3.CE3 = —60&,
—2.171 — 3%2 + ].03173 = 8Oé7

a tedy r1 = a, xro = 0, z3 = «,. Volbou a = 1 dostaneme soutfadnice pélu P =
(1;0;1).
Uloha 12.3. V dané geometrické bazi je dana kuzelosecka

k:2x% 4+ 23 — 323 — 4w 19 — 22103 + 61973 = 0

a bod P = (3;4;1). Sestrojte te¢ny kuzelosecky k, které prochazeji bodem P.
Reseni: 1. metoda:
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Predpokladejme, ze bod T' = (t;;t2;t3) je bodem dotyku hledané te¢ny, tj. T € k
a P lezi na polafe bodu 7. Podminka 7" € k m4 v soufadnicich vyjadieni

2% + 12 — 312 — dtyty — 2tyt3 + Gtotz = 0
a podminka, aby P lezel na polafe bodu T, tj. (T)" A(P) = 0, vede na rovnici
—3t; + 12 +6t3 =0.
Dosazenim ty = 3t; — 6t3 do prvni rovnice dostaneme
—12 — 312+ 4t1t3 = 0.
Ovérime, ze t3 = 0 nevede na TeSeni nasi tlohy, a upravime na
(£)? =42 +3=0.
Potom (i—;) = {:1)) a odtud 77 = (3;3;1) a T» = (1;—3;1). Hledané te¢ny jsou
potom polary
ti:x1 —3x3 =0, ty: Tx1 — 2290 — 1323 = 0.

II. metoda:
Predpokladejme, Ze mé tecna obecnou rovnici t : a1 + asxs + asxs = 0. Z pred-
pokladu, ze P € t, dostaneme 3a; + 4as + a3 = 0, tj. a3 = —3a; — 4as. Tedy

t:ayxy + asrs — (3a; + 4ag)xs = 0. Protoze P ¢ k, je podminka, Ze t je tena ku-
zelosecky k, ekvivalentni tomu, ze ¢ N k je dvojnasobny bod. Vyjadiime-li z rovnice
tecny x; a dosadime do rovnice kuzelosecky, dostaneme

(a? + 4ayag + 2a3)z3 + (9a? + 40a a + 32a3) 23
+(—6a? — 26a,ay — 16a2)zox3 = 0.

t je tetnou k pravé tehdy, kdyz diskriminant této kvadratické rovnice pro 72
3

roven nule, tj. D = 8ajay + 28a3 = 0. Odtud dostdvame dvé feSeni. Prvni feSenf

je

je as = 0 a ay libovolné, pak a3 = —3a; a volbou a; = 1 dostaneme tec¢nu t; :
x1 — 3xz = 0. Druhé feSeni je a1 = 7 a ay = —2, pak a3 = —13 a dostaneme tecnu
tg . 7ZE1 —21'2 - 13.%‘3 =0.

ITI. metoda:

Podle Poznamky 12.9 prochazi polara bodu P body dotyku hledanych tecen.
Polara bodu P je

p: —3$1+$2+6$3:O.
p N k vede na kvadratickou rovnici (viz I. metoda)

(Z1)? — 42 + 3 =0.

z3
3
Dostaneme (i—;) =9, a odtud 77 = (3;3;1) a Ty, = (1;—3;1). Te¢ny jsou potom

poléry bodu T} a Ty, tj.

t1:x1—3x3:Oat2:7x1—2x2—13x320.
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Uloha 12.4. Uréete rovnici kuzelosecky k, ktera prochéazi body A; = (1;1;0), Ay =
(0;1;1), Ay = (1;0;1), Ay = (L, =1;1) a A5 = (L, —1; —1).

Resent: Do obecné rovnice kuzelosecky

k:apnx? + asnti + assri + 2a190179 + 2a137103 + 20930973 = 0
dosadime postupné souradnice bodu A; a dostaneme soustavu péti linedrnich homo-
gennich rovnic pro koeficienty kuzelosecky

a1 -+ 9292 —+ 2@12 = O,
G2 + G33 + 2a3 =0,
an + ass + 2a43 =0,

a1 + Qg2 + azz — 2a12 + 2a13 — 2a23 = 0,

a1 + Qoo + azz — 2a12 — 2a13 + 2a3 = 0.

Zvolime-li volnou neznamou a3 = %, dostaneme

k:ax?+ a3 — 422 — 22109 + 32103 + w3703 = 0.
Uloha 12.5. Uréete rovnici kuzelosecky k, ktera prochézi body A; = (0;0;1), Ay =
(0;—-1;1), A3 = (—1;0;3) a dotykd se piimky ¢ : 4z + 3zy + 223 = 0 v bodé
T=(1;-2;1).

Reseni: Do obecné rovnice kuzelosecky

k: (1111‘% + CLQQQ?% + (1331,% + 2&12.%1.%2 -+ 2(113£E1$3 + 2&23332.%3 =0
dosadime postupné souradnice bodu A; a dostaneme soustavu tii linearnich homo-
gennich rovnic pro koeficienty kuzelosecky

a33 =0,
g2 + as3 — 2a33 =0,
a11 + 9(133 - 6@13 =0.

Podminka, ze T je bod dotyku tec¢ny %, tj. pol piimky ¢, vede na soustavu tii li-
nearnich nehomogennich rovnic (viz Poznamka 12.7 a Poznamka 12.8, kde volime
a=1)

a1y — 2a12 + a3 =4,
—2a99 + a2 +axs =3,
ass — 2a13 + a3 = 2.

Resenim vech rovnic dostaneme rovnici kuzelosecky
k:6x2 — 22 + 3x109 + 271203 — Tow3 = 0.
13 Projektivni klasifikace kuzZelosecek

Véta 13.1. Singuldrni kuZelosecka hodnosti 1 je tvotena jednou redlnou (dvojnd-
sobnou) primkou.
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Dikaz. Kuzelosecka hodnosti 1 méa realnou piimku

p singularnich bodu (viz Véta 12.5). Kuzelosecka jiz /V
potom nemiize obsahovat zadny jiny bod. Kdyby

byl totiz bod Y ¢ p dalsim bodem kuZelosecky, X p=k
patfily by vSechny body pifimek XY, X € p, ku-

zelosecce (Véta 12.3), coz by znamenalo, ze kazdy Obrézek 13.1

bod roviny by byl bodem kuZzelosecky, a to je spor s Definici 12.1. Kuzelosecka tedy
obsahuje pouze body pifimky p. ]

Véta 13.2. Singuldarni kuZelosecka hodnosti 2 je sloZena ze dvou primek, které jsou
bud komplexné sdruZené nebo redlné rizné.

Dikaz. KuZelosecka hodnosti 2 mé pravé jeden redlny singularni bod S (viz Véta
12.5). Uvazujme redlnou piimku p, kterd neobsahuje singularni bod S. Piimka p
nemuze byt ¢asti kuzelosecky, protoze v tom piipadé by podle Véty 12.3 lezely na
kuzelosecce vSechny primky spojujici singularni bod s libovolnym bodem na p, a tedy
cela rovina by byla soucasti kuzelosecky, coz je ve sporu s Definici 12.1.

Také moznost, ze prunik p a kuzelosecky je dvojnasobny bod, je vylouc¢ena. Pokud
by byl dvojnasobny bod singularnim bodem kuZzelosecky, dostali bychom se do sporu
s po¢tem singularnich bodi. Pokud by byl dvojnasobny bod regularnim bodem
kuzelosecky, byla by pfimka p te¢nou kuzelosecky v tomto bodé a podle Poznédmky
12.9 by musela pfimka p prochazet bodem S, coz je ve sporu s predpokladem.

A%/ A
//
e a
X p
S T~
~d
AT B

Obrazek 13.2

Podle Véty 12.8 je tedy prinik kuzelosecky a primky p dvojice bodi, které jsou
bud komplexné sdruzené (na Obrazku 13.2 a) jsou oznaceny jako A, A), nebo realné
rizné. (na Obrazku 13.2 b) jsou prisec¢iky oznafeny A, B). Spojnice singularniho
bodu s témito pruseciky lezi podle Véty 12.3 na kuZelosecce a jsou to bud dvé
komplexné sdruzené piimky, nebo dvé realné rizné primky:.

Zédny jiny bod jiz na kuzelosecce nelezi. Kdyby totiz existoval bod X, ktery lezi
na kuzelosecce a nelezi na zadné z vysSe popsanych piimek, potom by piimka SX
lezela na kuzelosecce a priunik SX Np by byl treti prusecik kuzelosecky a piimky p,
coz je ve sporu s Vétou 12.8. [
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Definice 13.1. Piimky, které tvori singularni kuzelosecku, se nazyvaji tvoricimi
primkami kuzelosecky.

Véta 13.3. (Projektivni klasifikace kuzelosecek) Ke kazdé kuZelosecce
k:FCx)=0

ezistuje takovd redind geometrickd bdze prostoru PS, Ze v této bdzi md kuZelosecka
k prdve jednu z nasledujicich rovnic

i+ x4 a5 =0, (Pk1)

ri+as—23=0, (Pk2)

x4+ 15=0, (Pk3)

i — 22 =0, (Pk4)

2=0. (Pk5)

Dikaz. F' je nenulova kvadratickd forma na V3. Podle Véty 9.2 k ni existuje po-
larni baze e},e), e;. Polozme O; = (e)). Potom v geometrické bazi Oy, O, Os,
E' = (37 ) ma kuzelosetka k kanonickou rovnici k : 330 auz? = 0, kde

a; = F(€)). Zménme poradi bodu O; tak, aby v kanonickych rovnicich byly nejdfive
koeficienty kladné, potom zaporné a nakonec nuly. Pokud je mezi koeficienty vice
zapornych znamének nez kladnych, vynasobime nejdiive rovnici kuzelosecky -1 (to
znamend, ze od kvadratické formy F prejdeme ke kvadratické formé —F). Nenu-
lové koeficienty nakonec normujeme zménou jednotkového bodu F tak, Zze zménime

aritmetické zastupce bodu O; nésledujicim zptusobem: e; = \/ﬁ—leg. Potom v bézi
[£27)

(01 = (€1),05 = (€3),03 = (e3), E = (37 e;)) mé kuzelosecka k pozadovanou
rovnici. [

Definice 13.2. Rovnici kuzelosecky k z Véty 13.3 nazyvame normdlni rovnici
kuzelosecky. Geometrickou bazi, ve které nabyvéa rovnice kuzelosecky normalni
tvar, nazyvame normovand poldarni bdze kuzelosecky k.

Poznamka 13.1. V praxi je vétsinou kuzelosecka zadana v souradnicich vzhledem
k n¢jaké geometrické bazi. Ur¢it normalni tvar rovnice potom znamené prevést ur-
¢ujici kvadratickou formu na normélni tvar algoritmem popsanym v Casti 9 a pii-
slusnou polarni bazi potom pozname z tvaru transformacnich rovnic, které prevadé;ji
danou kvadratickou formu na normalni tvar. &
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Obrazek 13.3

Poznamka 13.2. V polarni béazi kuzelosecky £ jsou libovolné dva riazné zakladni
body polarné sdruzené vzhledem ke k. Tyto body tvori takzvany poldrni trojihelnik
kuzelosecky k. Pro regularni kuzelosecku lezi kazda strana polarniho trojuhelnika na
polafe protéjsiho vrcholu (viz Obréazek 13.3). Pro singularni kuzelosecku hodnosti
dva je vzdy jeden vrchol polarniho trojuhelnika singularni bod kuzelosecky a pro
singularni kuzelosecku hodnosti jedna jsou vzdy dva vrcholy polarniho trojihelnika
singularni body kuzelosecky. %

Poznamka 13.3. Snadno se vidi, ze kuzelosecka urc¢ené rovnici (Pkl) je regularni
kuzelosecka, ktera neobsahuje zadny realny bod. Jedné se tedy o imaginarni regu-
larni kuzelosecku. (Pk2) urcuje reélnou regularni kuzelosecku. (Pk3) a (Pk4) uréuji
singularni kuzelosecky hodnosti 2, které jsou tvoreny dvojici tvoricich primek. Prti-
tom pro (Pk3) jsou tyto pfimky komplexné sdruzené a pro (Pk4) realné. (Pk3)
obsahuje jediny realny bod, a to prisecik komplexné sdruzenych tvoticich piimek.
(Pk5) je singularni kuzelosecka hodnosti 1, ktera je tvofena jednou (redlnou) dvoj-
nasobnou tvorici pfimkou. O

Uloha 13.1. V dané geometrické bazi (O1, Oy, O3, E) je déna kuzelosecka
k:a? — 22+ 2z 203 + 4a9w3 = 0.
Urcete normovanou polarni bazi kuzelosecky k, normalni tvar rovnice, typ kuze-

losecky (viz Poznamka 13.3) a transformac¢ni rovnice, které prevadéji rovnici £ na
normélni tvar.

Reseni: 1. metoda:

Postupujeme podle dikazu Véty 13.3. Protoze O; = (e1) nelezi na k, zvolime jej
jako prvni zakladni bod O] do nové béaze. Uréime polaru o) bodu O}, o} : x1+x3 = 0.
Bod O} vybirame na 0. Zvolme O} = (1;0; —1) ¢ k. Uréime polaru oy bodu Oy,
0 : —2x9 + x3 = 0. Posledni zakladni bod O} musi byt prusec¢ik o] N o), tj. Of =
(—2;1;2). V geometrické bazi (O, 04,05, E'), kde E' = (€] + €, + e}, = (0;1;1)),
bude mit kuzelosecka kanonickou rovnici

k:xi? —xh?+ 3242 =0.

Tuto polarni bazi nyni znormujeme tak, Ze vyménime nejdiive pofadi bodi O} a O}
a zménime vektor, ktery uréuje O} na O} = ((—\%; \/ig; \%)) V geometrické bazi
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(01,045,045, E"Y, kde novjzjednotkovy bod E" = (e’l—i—e’z—i-\%eg = (2\/\%_2; \/ig; 2:}3@)),
bude mit kuzelosecka norméalni rovnici

k:xy?+ah?— 22 =0.
Kuzelosecka je tedy redlna regularni. Ze souradnicového vyjadieni zakladnich bodu
pozname tvar transformac¢nich rovnic. Protoze O] = ((1;0;0)), O; = <(—\%; \%; \%»
a Oy = ((1;0;—1)) (pozor na pofadi bodi v bazi), jsou piislusné transformacni
rovnice ve tvaru

2
!/ I !/
Ty =] — —=Ty + T3,

V3

1‘2: —’—LI/,
V3
. 2 11 1
r3 = +—=x5 —x3 .

V3

II. metoda:

Levou stranu rovnice kuzelosecky v ptivodni bazi upravime na tvar

23 — 13 + 2123 + dwoxy = (11 + 13)? — 23 — X3 + dwow3z =
= (z1 + 23)* — (19 — 279)? + 323.

Potom transformace souradnic

T, =1 + z3,
/

Ty = + x3,

Ty = +xy — 213

prevede rovnici k na kanonicky tvar
k:xh? 4302 —x4? =0.

Kanonickou rovnici znormujeme transformaci

ro_
Ty =21,
1
/ /1
V3
I 1
Ty = +T3

na kone¢ny normaélni tvar

oWl 12 112 112 __
SloZzenim dvou dilé¢ich transformaci soufadnic dostaneme celkové transformac¢ni rov-
nice

1
r1 = Illl — %I/z,,
. 2 1 1
T —|—%x2 + x5,
1
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Z transformacnich rovnic se potom ur¢i odpovidajici normované geometricka baze
kuzelosecky O7 = ((1;0;0)), Oy = (=5 Zi 75)), 05 = ((0:1;0)), B = (e} + e, +
1o — (\/571 \/?7+2-L)>

VB3T3 TN VB VB VB

Poznamka 13.4. Vsimnéme si, ze v predchozi tiloze jsme dostali v obou metodéach
rizné normované polarni baze a rizné transformacni rovnice. Vysledny normélni
tvar rovnic kuzelosecky je ale v obou metodéach shodny.

14 Afinni vlastnosti kuzelosecek

V této a dalsi ¢asti uvazujeme A, redlnou afinni rovinu, AS jeji komplexni rozsiient
a AY projektivni rozsifeni AS. Jako kuzelosecku v A, potom rozumime kuzelosecku
v AS.

Uvazujme na A, afinni souradnou soustavu uréenou afinnim repérem
(O;e17e2> . (141)

V indukovanych afinnich homogennich souradnicich (z1, 25, x3) mé kuzelosecka v Aj
rovnici

3
k - Z Qi T T5 = 0, (142)
3,j=1

a;; € R, coz piSeme maticové jako

a1 G2 13 T
k: (ZL’l ) ZE3) 12 Q929 Q923 i) =0
@13 Q23 Aa33 T3
X1
a zkracend, pii oznaceni (X) = [ 22 |, pouze (X)TA(X) = 0.
T3

P1i pfechodu k nehomogennim soutradnicim pro vlastni body [Z1; Z5], 71 = i—;, Ty =
i—i, miuzeme tuto rovnici prepsat do tvaru

2 2
k: E aijfi:fj + 2 E aigf,» + ass = 0,

ij=1 i=1
nebo, pfi obvyklej$im ozna¢eni nehomogennich souradnic X = [z;y],

k: apna® + 2a100y + asny® + 2a15% + 2a03y + agz = 0. (14.3)

Maticové, pii oznaceni matice nehomogennich soufadnic bodu X jako (X) = (;j),

Ee(x y) (““ ‘“2) (5”) +2 (ar ass) (;”) +ag =0, (14.4)

a2 QG22 Yy
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o e . e e . 1 aip a2 a3
coZ piSeme symbolicky, pii oznafeni matice A = (a wn | vektoru (a) = .
12 a2 23

a konstanty a = as3, maticové
E:(X)TAX)+2a)"(X)+a=0. (14.5)

Uvédomme si, ze rovnice (14.4) a (14.5) urcuji pouze vlastni body kuzelosecky.
Pokud budeme pracovat s nevlastnimi body, musime pouzit afinnich homogennich
soutadnic a rovnici kuzelosecky (14.2).

Definice 14.1. Bod S se nazyva stied kuzelosecky k, je-li vzhledem ke k polarné
sdruzen se v8emi nevlastnimi body.

Poznamka 14.1. Kazdy singuldrni bod kuzelosecky je jejim stfedem. Stred kuze-
losecky, ktery neni jejim singuldrnim bodem, méa za svou polaru nevlastni primku.

&

Véta 14.1. Necht ma kuZelosecka k v afinnich homogennich soutadnicich vzhledem
k afinnimu repéru (14.1) rovnici k : (X)TA(X) = 0. Bod S = (s1; 82; 83) je stiedem
kuZelosecky k prdve tehdy, kdyzZ plati

a1151 + a1252 + a13s3 =0,
11°1 1292 1323 (146)

1251 + A2252 + as3sg = 0,
t] Fl(S) = O, FQ(S) =0.

Dikaz. Necht S je stfedem k, tj. S je polarné sdruzen se vSemi nevlastnimi body.
Ozna¢me O; = (e;) nevlastni bod, ktery je uréen i—tym smérovym vektorem afinniho
repéru. Potom afinni homogenni soufadnice O; maji na i-tém misté jednicku a jinak
nuly, i = 1,2. Podminka, Ze S a O; jsou polarné sdruzeny, je (S)T A(O;) = 0, coZ je
v soufadnicich ekvivalentni rovnici

ai151 + 282 + a;zsz = 0.

Naopak, necht afinni homogenni soufadnice S spliuji soustavu (14.6). Je-1i navic
F5(s) = ag181 + asese + agzss = 0, je S singularnim bodem k (viz Véta 12.4), a tedy
stiedem. Je-li F3(s) # 0, je polara bodu S dana obecnou rovnici F3(s)zs = 0 (viz
Poznamka 12.7), a to je rovnice nevlastni piimky. Tedy S je polarné sdruzen se
vSemi nevlastnimi body a je stfedem k. [

Poznamka 14.2. Soustava (14.6) ma v homogennich soufadnicich vzdy nenulové
fegeni. Podle hodnosti soustavy (14.6) muZe mit kuZelosecka pravé jeden realny
stfed, redlnou primku stfedi, nebo kazdy bod roviny je stfedem. Posledni moznost
nastava pouze tehdy, kdyz jediny nenulovy koeficient matice kuzelosecky je ass, tj.
pouze tehdy, je-li kuzelosecka tvorena dvojnasobnou nevlastni primkou.
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Ptepsanim soustavy (14.6) do nehomogennich souradnic dostaneme soustavu pro
vypocet vlastnich stfedi kuzelosecky k

a1151 + a1252 + a3 =0, (14.7)
1251 + G252 + agz3 = 0, '

kterou maticové zapisujeme A(S)+ (a) = (o). Nehomogenni soustava (14.7) nemusi
mit feSeni, tj. kuzelosecka k nemusi mit vlastni stied. &

Definice 14.2. KuzZelosecka, ktera mé alespon jeden vlastni stfed, se nazyva stre-
dovad kuZelosecka. Kuzelosecka, ktera nema vlastni stfed, se nazyva nestredovd
kuZelosecka.

Geometrické vlastnosti stfedovych kuzelosecek objasiiuje nasledujici Véta 14.2.

Véta 14.2. Stredovd kuZelosecka je stredové symetrickd podle kaZdého vlastniho
stredu.

Diikaz. Necht S je vlastnim stifedem kuZelosetky k urcéené rovnici (14.7), tj. (S)

splituje rovnici A(S)+(a) = (o). St¥edova symetrie podle bodu S ma matlcove Vyjé-

dieni (f(X)) = —(X) + 2(S). Dosadime-li (f(X )) do levé strany (14.5), dostaneme

(X)TAX) +2(2)"(X) +a — 4[(S)TA + (a)"](X) + 4[(S)" A + (a)"](S5). Snadno
(X

se vidi, Ze tento vyraz je roven nule pro kazdé

) spliwjici (14.5) a (S) spliwjici
podminku pro vlastni stred k. O

JX)

X
Obréazek 14.1

Definice 14.3. Necht k : F¢(x) = 0 je kuzelosecka a @ je nevlastni bod, ktery
neni bodem kuzelosecky k. Polaru bodu ) budeme nazyvat primeérem kuzelosecky
k.

Véta 14.3. Je—li primka p priumerem kuZelosecky k, pak obsahuje vSechny stredy
kuZelosecky k.
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Dikaz. Tato véta je pfimym disledkem Véty 12.7 a definice stfedu kuzelosecky. [J

Definice 14.4. Rikéme, ze dva sméry urc¢ené vektory u, v jsou poldrné sdruzeny
vzhledem ke kuzelosecce k, jsou-li vzhledem ke k polarné sdruzeny nevlastni body
urcené témito smeéry.

Dva pruméry, jejichz zaméfeni jsou polarné sdruzena vzhledem ke kuzelosecce
k, se nazyvaji sdruzené priumeéry kuzelosecky k.

Poznamka 14.3. 7Z Véty 12.7 vyplyva, jaky je geometricky vyznam polarné sdru-
zenych pruméri pro regularni kuzelosecky.

Sestrojime—li teény v prusecicich jed-
noho priaméru s kuzeloseckou, jsou tyto
teCny rovnobézné se sdruzenym prumé-
rem. Jedna se vlastné o specialni pii-
pad popsany v Poznamce 12.9, kdy pol
P piimky p je nevlastnim bodem pri-
méru q. Obrazek 14.2 je potom specialnim
piipadem zobrazenym na Obréazku 12.1.
Obecné plati, ze kuzelosecka je Ssikmo sy-
metrickd podle svého realného prameéru ve
sméru polarné sdruzeného pruméru. Di-

kaz tohoto tvrzeni ponechame na ¢tenari )
jako cviceni. o Obrazek 14.2

Definice 14.5. Tecénu v nevlastnim reguldrnim bodé kuzelosecky k nazyvame
asymptotou kuzelosecky k.

Véta 14.4. KazZdd requldrni kuZelosecka ma nejvyse dvé asymptoty.

Dikaz. Protoze nevlastni piimka neni tvorici primkou kuzelosecky, obsahuje ku-
zelosecka bud dva nevlastni komplexné sdruzené body, nebo dva nevlastni realné
rizné body, nebo jeden nevlastni dvojnasobny realny bod (viz Véta 12.8). V prvnim
pripadé ma kuzelosecka dvé komplexné sdruzené asymptoty, ve druhém dveé realné
rizné asymptoty a ve tfetim jednu asymptotu, kteréd je nevlastni piimkou. ]

Véta 14.5. Necht k je kuZelosecka, kterd meobsahuje nevlastni primku jako svou
tvotici primku, a necht vzhledem k néjakému afinnimu repéru md k rovnici (14.4).
Potom
(1) kuzelosecka k md dva rizné redlné nevlastni body prdvé tehdy, kdyZ |A| < 0,
B (2) kuzZelosecka k md dva komplezné sdruZené nevlastni body prdavée tehdy, kdyz
| Al >0,

(3) kuZelosecka k md jeden dvojndsobny redlny nevlastni bod prdvé tehdy, kdyz
|A| = 0.
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Diikaz. JestliZze nevlastni pifimka neni souc¢asti kuzelosecky k, je matice A nenulové
(vzhledem k libovolnému afinnimu repéru (14.1)). Uré¢it nevlastni body kuzelosecky k
znamend vytesit v afinnich homogennich soutradnicich soustavu rovnic danou rovnici
kuzelosecky (14.2) a rovnici nevlastni primky x5 = 0. Dostaneme rovnici

CLHI% + 2@12[L’1$2 + CLQQZL'% =0. (148)

Je-lia; =0,i=1,2, je aia # 0 a |A| < 0. Nage rovnice ma potom dvé realna
feseni (1;0) a (0;1), tj. kuzelosecka mé dva nevlastni body (1;0;0) a (0;1;0).

Je-li a; # 0, i = 1,2, pro néjaké 4, vydélime rovnici (14.8) soufadnici x;, i # 7,
j =1,2. Pro 2 dostaneme kvadratickou rovnici, jejiz diskriminant je D = 4(af, —

Cj
ajrag) = —4|A|. Odtud vyplyva tvrzeni véty. ]

Uloha 14.1. Uréete st¥edy kuzelosecky k
a) k:3z% — 2wy + 3y* + 4z + 4y — 4 =0,
b) k:a® —2zy+y? — 4z — 6y + 3 =0,
c) k:x?+6xy+9y> +4ox+ 12y —5=0.
5 3 -1 2
Reseni: a) Matice kuzelosecky je | =1 3 2 | apodle (14.7) je soustava pro
2 2 —4
vypocet vlastnich stfedu
351 =52 +2=0,
—51+35,+2=0.
Tato soustava ma jediné TeSeni 57 = —1, 55 = —1 a kuzelosecka mé jediny vlastni
stied S = [—1; —1].
b) Soustava pro vypocet vlastnich stfedu je

§1 - 52 - 2 - O,
—51+35,—3=0.
Tato soustava nema feSeni, kuzelosecka tedy nema vlastni stfed. Soustavu pfevedeme

do homogennich soufadnic

81—82—283:0,

—81+82—383 =0.
Tato soustava ma jednodimenzionalni podprostor Feseni generovany vektorem (1;1;0).
Kuzelosecka mé tedy jeden nevlastni stied ve sméru vektoru (1;1).

¢) Soustava pro vypocet vlastnich st¥edu je

S1+35+2=0,
351 +95,+6=0.

Tato soustava ma hodnost jedna a urcuje piimku o obecné rovnici x + 3y + 2 = 0,
ktera je primkou stfedii dané kuzelosecky.
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Uloha 14.2. Uréete dvojici sdruzenych priméra kuzelosecky
k:3z? —2xy+3y* +4r+ 4y —4=0,
z nichz jeden prochéazi bodem A = [1; —2].

Resent: Uréime stied S kuzelosecky k, S = [—1; —1]. Pfimka p = AS je pru-
mérem kuzelosecky, ktery prochazi bodem A; p : x 4+ 2y + 3 = 0. Nevlastni bod @
pfimky p (urcéeny smérovym vektorem piimky p) je @ = (2; —1;0). Polara ¢ bodu
@ je prumérem sdruzenym s primérem p; q : 7x — by + 2 = 0.

Uloha 14.3. Uréete nevlastni body a asymptoty kuzelosecky
k:3a?+2xy —vy?+8x+ 10y +14=0.

Reseni: Uréime rovnici kuzelosecky v afinnich homogennich soufadnicich:

k: 322 + 2x129 — 23 + 87123 + 102913 + 1422 = 0.
Polozime x3 = 0 a pro nevlastni body kuzelosecky dostaneme rovnici

322+ 2x1m9 — 25 =0,
kterou fesime pro podil soufadnic *. Dostaneme (1)) = —1 a (), = 5. Nevlastni
body kuzelosecky jsou body A; = (—1;1;0) a Ay = (1;3;0). Asymptoty jsou potom
polary bodu A; a As, tj. a1 :2x+2y—1=0aay: 6x —2y+ 19 = 0.

15 Afinni klasifikace kuzelosecek

Definice 15.1. Kuzelosecku, kterd mé s nevlastni primkou spolecné pravé dva
komplexné sdruzené body, budeme nazyvat kuzeloseckou eliptického typu. Kuzelo-
secku, ktera méa s nevlastni pifimkou spolecné pravé dva realné rizné body, budeme
nazyvat kuzeloseckou hyperbolického typu a kuzelosecku, kterd ma s nevlastni prim-
kou spole¢ny pravé jeden dvojnasobny bod, budeme nazyvat kuzeloseckou parabo-
lického typu.

Regularni kuzelosecku, ktera ma s nevlastni pfimkou spoleéné pravé dva kom-
plexné sdruzené body, budeme nazyvat elipsou. Regularni kuzelosecku, ktera mé
s nevlastni pfimkou spolecné pravé dva realné rizné body, budeme nazyvat hyper-
bolou a reguldrni kuzelosecku, kterd ma s nevlastni pifimkou spole¢ny pravé jeden
dvojnasobny bod, budeme nazyvat parabolou.

Poznamka 15.1. Aplikujeme-li nyni Definici 15.1 na projektivni typy kuzelosecek
(viz Poznamka 13.3), dostaneme nasledujici afinni typy kuzelosecek:

Formalné redlné regularni kuzelosecka nemé zadny realny nevlastni bod a je to
tedy elipsa, kterou budeme nazyvat imagindrni elipsou.

Realné regularni kuzelosecka se nyni rozdéli na tii typy podle poc¢tu a druhu
nevlastnich bodua. Bude to (realnd) elipsa, hyperbola a parabola. Elipsa a hyperbola
jsou kuzelosecky stiedové, zatimco parabola je nestfedova. Hyperbola ma dvé reélné
asymptoty. Asymptoty elipsy jsou komplexné sdruzené piimky a parabola méa jednu
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nevlastni asymptotu. Reéalna elipsa, hyperbola a parabola se tedy lisi pouze tim,
Ze elipsa neprotina reélné nevlastni pfimku, hyperbola ji realné protind ve dvojici
riznych boda a parabola se nevlastni piimky dotyka.

U kuzelosecky, ktera je slozena ze dvou realnych rtznych piimek, mohou nastat
tii pripady. Bud je jedna z tvoricich pfimek nevlastni (takovou kuZelosecku nelze
zadat v nehomogennich soutradnicich), nebo jsou obé tvorici pfimky vlastni. V tomto
pripadé muze byt jejich spole¢ny bod vlastni (riznobézné primky — kuzelosecka hy-
perbolického typu), nebo nevlastni (rovnobézky — kuzelosecka parabolického typu).

U kuzelosecky, ktera je slozena ze dvou komplexné sdruzenych piimek, rozlisu-
jeme dvé moznosti. Spole¢ny realny bod téchto dvou piimek je bud vlastni (kom-
plexné sdruzené riznobézky — kuZzelosecka eliptického typu), nebo nevlastni (kom-
plexné sdruzené rovnobézky — kuzelosecka parabolického typu).

Kuzelosecka, ktera je tvorena jedinou dvojnasobnou tvorici pfimkou, je bud ne-
vlastni (nedéa se v nehomogennich soufadnicich vyjadfit), nebo vlastni (kuzelosecka
parabolického typu). O

Véta 15.1. Necht kuZelosecka k, kterd neobsahuje nevlastni primku jako svou tvo-
rict primku, je v néjaké afinni soutadné soustavé zaddna rovnici (14.2). Pak k je
(1) imagindrni elipsou, prdvé kdyz |A| # 0, |A| > 0 a na k neexistuji rediné body,
(2) (redinou) elipsou, pravé kdyz |A| # 0, |A| > 0 a na k existuji redlné body,
(3) hyperbolou, prdave kdyz |A|l # 0 a |A| <0,
(4) parabolou, prave kdyz |A| # 0 a |A| = 0.

Dikaz. Podminka, ze kuzelosecka je regularni je v souradnicich ekvivalentni tomu,
ze diskriminant kuzelosecky je nenulovy, tj |A| # 0. Pro uréeni typu kuzelosecky staci
zjistit pocet a typ nevlastnich bodi, které na kuzelosecce lezi. Véta 15.1 nyni vyplyva
z Véty 14.5. Pii |A| > 0 musime jesté navic rozliSovat, zda se jedna o imaginarni
nebo realnou elipsu. O

Véta 15.2. KuZelosecka k, kterd neobsahuje nevlastni primku jako svou tvorici primku,
je sloZena

(1) ze dvou redlngjch riznobéznyjch piimek, prdvé kdyz h(A) =2 a |A] <0,
(2) ze dvou komplezné sdruZenyjch riznobéZnych primek, prave kdyz h(A) = 2
alA| >0,
(3) ze dvou redlngch rovnobéznijch primek, prave kdyz h(A) = 2, |A| = 0 a existuji
redlné body leZici na k,
~ (4) ze dvou komplexné sdruZengch rovnobéZnych piimek, prdave kdyz h(A) = 2,
|A| = 0 a neezistuji redlné vlastni body lezici na k,

(5) z jedné dvojndsobné primky, praveé kdyz h(A) = 1.

Dikaz. Tato véta vyplyva z Poznamky 15.1 a Véty 14.5. [
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Poznamka 15.2. 7 ptedchozich dvou vét vyplyva, Ze k urceni typu kuZelosecky,
ktera neobsahuje jako svou tvofici pfimku nevlastni primku, stac¢i znat hodnost ku-
zelosecky a znaménko determinantu matice A. Jisté problémy nastanou pouze v pii-
padeé elipsy a rovnobéznych primek, kdy musime jesté navic rozlisit realné a imagi-
narni pripady. &

Véta 15.3. Ke kazdé kuZelosecce k existuje neyméne jedna dvojice riznyjch nevlast-
nich bodi, které jsou vzhledem ke k poldrné sdruZeny.

Dikaz. Necht nejdiive k obsahuje nevlastni primku jako svou tvorici primku. Po-
tom libovolna dvojice nevlastnich bodi v obecné poloze spliiuje podminky véty.
Necht nyni nevlastni pifimka neni soucasti k. Zvolme libovolny nevlastni bod Oy,
ktery nelezi na k, a ozna¢me o0, jeho polaru. Ozna¢me Os nevlastni bod o;. Potom
O1, Oy, O1 # O,, je dvojice nevlastnich bodi v obecné poloze, které jsou polarné
sdruzeny vzhledem ke k. O

Véta 15.4. Necht (O;eq,eq) je takovy afinni repér, Ze vektory e; a ey urcuji dva
nevlastni body poldrné sdruzené vzhledem ke kuzZelosecce k. Potom vzhledem k tomuto
afinnimu repéru je v rovnici kuzelosecky k a9 = 0.

Dikaz. V afinnich homogennich soufadnicich je O; = (e;) = (1;0;0) a Oy =
(e3) = (0;1;0). Podminka polarni sdruZenosti je (O)T A(Os) = 0, coZ je ekvivalentni
12 = 0. O

Véta 15.5. Je-li pocitek afinniho repéru vlastnim stiedem kuZelosecky k, je v rov-
nici k vzhledem k tomuto afinnimu repéru a;3 = asg = 0.

Dikaz. Necht je pocatek O afinniho repéru vlastnim stfedem kuzelosecky k. V afin-

nich homogennich soutradnicich je O = (0;0;1). O je polarné sdruzen se vSemi

nevlastnimi body, a tedy i s body O; = (e;), i = 1,2. Protoze O; = (1;0;0)

a Oy = (0;1;0), dostaneme z podminky (O)T A(O;) = 0 tvrzenf Véty 15.5. O
y

Obrazek 15.1
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Disledek 15.1. Zvolime-li nyni afinni repér tak, ze pocatek je stfedem kuzelosecky
a osy soufadné jsou sdruzené pruméry (viz Obrazek 15.1), ma vzhledem k tomuto
afinnimu repéru kuzelosecka k kanonickou rovnici

k:apnz? + agnrs + a33x§ =0. (15.1)

Véta 15.6. Jestlize requldarni kuZelosecka k nemd Zadny vlastni stred, miZeme zvolit
afinni repér (O; ey, es) tak, Ze O lezi na kuZelosecce, e, je smérovy vektor tecny ke k
v bodé O a ey je vektor urcujici nevlastni stred k. Potom vzhledem k tomuto afinnimu
repéru ma k homogenni rovnici tvaru

r] + 2prow3 =0, (15.2)

3. nehomogenni rovnici
2%+ 2py = 0. (15.3)

Obrazek 15.2

Dikaz. Necht je afinni repér zvolen podle Véty 15.6 (viz Obrazek 15.2). Protoze

O €k, 0=(0;0;1), je azzg = 0. O je polarné sdruzen s nevlastnim bodem O; = (ey),

protoze O; je bodem te¢ny sestrojené v O. Odtud a3 = 0. Body O; a Oy = (e3) jsou

polarné sdruzeny, protoze O je stfed k. Odtud a5 = 0. Matice kuzelosecky je tedy
a1 0 0

0 as ao3 |. Podminka, 7Ze kuzelosecka nema vlastni stfed, je ekvivalentni
0 923 0
tomu, ze nehomogenni soustava rovnic
a11xr = O s
Ay + az =0

nema feSeni, a to je mozné pravé tehdy, kdyz ase = 0, a1y # 0 # agz. Celkové tedy

k @ ap12? + 2as3y = 0 a vydélenim rovnice koeficientem aq; pii oznaceni p = %

dostaneme tvrzeni Véty 15.6. l
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Definice 15.2. Rovnici (15.1) nebo (15.2) kuzelosecky k budeme nazyvat afinni
kanonickou rovnici. Afinni repér, vzhledem ke kterému mé kuzelosecka k kanonic-
kou rovnici, budeme nazyvat poldrni afinni repér kuzelosecky k.

Véta 15.7. (Afinni klasifikace kuzeloseéek) Ke kazZdé kuZelosecce k existuje ta-
kovy afinni repér, Ze vzhledem k nému md k jednu z ndsledujicich rovnic:

(homogenni soutadnice) (nehomogenni soutadnice)
i+ a5+ a5=0, 2?2 +y*+1=0, (Ak1)
v+ as—23=0, 4y’ —1=0, (Ak2)
] —a5—25=0, -y —1=0, (Ak3)
22+ 2r9w3 =0, 22+ 2y =0, (Ak4)
i+ 23 =0, > +y* =0, (Akb)
x] — a5 =0, ?—y =0, (Ak6)
wi4+a5=0, 2°+1=0, (AkT7)
r] — 23 =0, 2 —-1=0, (Ak8)
r1x3 =0, nelze vyjddrit, (Ak9)
77 =0, =0, (Ak10)
73 =0, nelze vyjadrit. (Ak11)

Dikaz. Necht je nejdiive kuzelosecka k stfedova. Podle Disledku 15.1 muZzeme
zvolit afinni repér (14.1) tak, Ze vzhledem k nému ma k rovnici a1123 +ag0r3+as3r3 =
0. Je-li agg # 0, vydélime tuto rovnici k ¢islem |ags| a vyslednou rovnici znormujeme
vhodnou volbou nasobkii smérovych vektort, konkrétné pro nenulovy koeficient a;;
volime u; = % e; a v afinnim repéru, kde smérové vektory jsou vektory uy, u,,
jsou v rovnici k jako koeficienty pouze 0, 1 nebo -1. Piipadnou vymeénou soufadnych
sméri nebo vynasobenim -1 dostaneme jednu z rovnic (Akl) - (Ak3), (Ak7) - (AkS)
nebo (Ak11).

Je—li azz = 0, normujeme vyse popsanym zptisobem rovnici pifimo a dostaneme
(Ak5) — (Ak6) nebo (Ak10).

Pro regularni nestfedovou kuzelosecku muzeme podle Véty 15.6 zvolit afinni
repér tak, Ze v ném ma k rovnici 22 + 2py = 0, p # 0 € R. Vyménime-li vektor e,
jeho 217 nasobkem, dostaneme v novém afinnim repéru rovnici k ve tvaru (Ak4).

Obsahuje-li k jako svou tvorici pifimku nevlastni pfimku a je hodnosti 2, mizeme
zvolit afinni repér tak, ze vlastni tvorici pfimka je druha soufadna osa, potom méa k
homogenni rovnici (Ak9).

Je-li k tvofena dvojnasobnou nevlastni ptimkou, mé v libovolném afinnim repéru
rovnici (Ak11). O

Definice 15.3. Rovnici kuzelosecky k z Véty 15.7 budeme nazyvat afinni nor-
malni rovnici. Afinni repér, vzhledem ke kterému ma kuZzelosecka k normélni rov-
nici, budeme nazyvat normovany poldrni afinni repér kuzelosecky k.
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Poznamka 15.3. Snadno se vidi, Ze kuZelosecka (Akl) je imaginarni elipsa, (Ak2)
je realna elipsa, (Ak3) je hyperbola, (Ak4) parabola, (Ak5) je dvojice komplexné
sdruzenych tvoricich raznobéznych piimek, (Ak6) je dvojice redlnych riznobéznych
piimek, (Ak7) je dvojice komplexné sdruzenych rovnobéznych piimek, (Ak8) je dvo-
jice realnych rovnobéznych piimek, (Ak9) je tvorena jednou vlastni a jednou ne-
vlastni tvorici pfimkou, (Ak10) je dvojnasobna vlastni tvorici pfimka a (Akll) je
dvojnasobna nevlastni tvorici primka. &

Poznamka 15.4. V praxi je kuzelosecka vétsinou zadana svou rovnici v nehomo-
gennich soufadnicich. Pro uréeni norméalni rovnice mame dvé metody. Prvni je za-
lozena na hledani normovaného polarniho afinniho repéru kuzelosecky tak, jak je to
popsano ve Vétach 15.4 — 15.6. Transformaé¢ni rovnice prechodu k polarnimu repéru
potom pfevedou rovnici kuzelosecky na jeden z tvari Véty 15.7. Druha metoda je
zalozena na postupné upravé rovnice kuzelosecky. V afinnich nehomogennich sou-
fadnicich je leva strana rovnice kuzelosecky souétem kvadratické ¢sti (s matici A),
linedrni ¢asti a konstanty. Nejdiive prevedeme kvadratickou ¢ast do kanonického
tvaru postupem popsanym v Casti 5. To odpovida prechodu k afinnimu repéru, kde
pocatek se neméni a sméry soufadné jsou polarné sdruzené vzhledem ke kuzelosecce.
Potom odstranime linearni ¢leny (pokud to lze) pfechodem na druhou mocninu dvoj-
¢lenu. To odpovida posunu pocatku souradného repéru. Nakonec vyslednou kanonic-
kou rovnici normujeme vhodnym vynasobenim smérovych vektori. Slozenim dil¢ich
transformaci dostaneme vyslednou transformaci, kterd prevadi rovnici kuzelosecky
do normalniho tvaru (nebo jeho nésobku) a z transformac¢nich rovnic pozname, jaky
je normovany poléarni afinni repér kuzelosecky. Konkrétni zptisob bude jasny z fesené
Ulohy 15.2. o

Uloha 15.1. Uréete afinni typ kuzelosecky k (viz Poznamka 15.1)
a) k:3x% — 2oy + 3y  +4x +4y —4 =0,
b) k:ax?—2xy+y*—4dr —6y+3=0,
c)k:a?*+2xy+y —x—y=0.

Reseni: a) Determinant matice kuzelosecky je |A| = —64 # 0. KuZelosecka je
tedy regularni. Determinant |A| = 8 > 0 a podle Véty 15.1 se jedna o elipsu. Protoze
napf. realny bod [-2;0| spliuje rovnici kuzelosecky, je elipsa realna.

b) Determinant matice kuzelosecky je |A| = —25 # 0. KuZzelosecka je tedy regu-
larni. Determinant |A| = 0 a podle Véty 15.1 se jedna o parabolu.

b) Determinant matice kuzelosecky je |A| = 0. Kuzelosecka je tedy singularni
a jeji hodnost je h(A) = 2. Determinant |A| = 0 a podle Véty 15.2 se jedna o dvojici
rovnobéznych piimek. Protoze [0;0] leZi na k, jsou to realné rovnobézky.

Uloha 15.2. Pomoci afinnich transformaci soufadnic urc¢ete norméalni tvar rovnic
kuzelosecek z Ulohy 15.1

Resend: 1. metoda (hledani polarniho afinniho repéru, viz Véty 15.4 — 15.6):
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a) KuZelosecka mé vlastni stfed S = [—1; —1]. Sméry urcené vektory e; = (1;0)
a ey = (1;3) jsou polarné sdruzené vzhledem ke k. Transformaéni rovnice prechodu
k novému afinnimu repéru (S;e;, es) jsou

r=a+y —1,
y= 3y —1.

Jejich dosazenim do rovnice kuzelosecky dostaneme kanonicky tvar rovnice
k:32"? +24y% —8=0.
N2

Tuto rovnici nejdiive vydélime 8 a transformaci z’ = VAR Yy = \/Lgy’ " ji prevedeme
na normalni tvar

k . (i[f”)2 + (yl/>2 —1=0.
Slozenim dil¢ich transformaci souradnic dostaneme vyslednou transformaci ve tvaru
_v2 L
V3 V3 ’
3 1/
y= —=y -1,
V3

ktera prevede rovnici kuzelosecky do nasobku normélniho tvaru. Odpovidajici nor-
movany polarni afinni repér je tvofen bodem S = [—1; —1] a vektory €] = (%ﬁ, 0),

T 1

e = (L),
V3 V3
b) Kuzelosecka nemé vlastni stfed. Nevlastni stfed je uréen smérem ey = (1;1).
Jako pocatek zvolime libovolny bod kuzelosecky, napt. bod O = [3;0]. Te¢na v tomto
bodé mé rovnici o : x —6y —3 = 0 a jeji smérovy vektor je e; = (6;1). Transformad¢ni
rovnice prechodu k repéru (O; ey, e;) jsou tedy

x =062 +1y +3,
y= a'+y.
Jejich dosazenim do rovnice kuzelosecky dostaneme kanonicky tvar rovnice
k:252"2 — 10y = 0.

Tuto rovnici nejdiive vydélime 25 a transformaci ' = z”’, ¢ = 5y" ji pfevedeme na
normélni tvar

k:(a")? -2y =0.
Slozenim dil¢ich transformaci soufadnic dostaneme vyslednou transformaci ve tvaru
x = 62" +5y" +3,
y — x/l + 5y// ’
ktera prevede rovnici kuzelosecky do nasobku normélniho tvaru. Odpovidajici nor-

movany polarni afinni repér je tvoren bodem O = [3;0] a vektory €| = (6;1),
e, = (5;5).
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c) Kuzelosecka mé vlastni pfimku stfeda 2x + 2y — 1 = 0. Zvolime za pocatek
libovolny z nich, napt. S = [1/2;0]. Sméry ur¢ené vektory e; = (1;0) a ey = (1; —1)
jsou polarné sdruzené vzhledem ke k. Transformacni rovnice prechodu k novému
afinnimu repéru (S;e;, es) jsou

x:x'—i—y’#—l
27

y= -y
Jejich dosazenim do rovnice kuzelosecky dostaneme kanonicky tvar rovnic
2 1
k:x 1=0.

Tuto rovnici nejdiive vynasobime 4 a transformaci 2’ = %x’ "y =y ji pfevedeme
na normalni tvar

k:(z')*—1=0.

Slozenim dil¢ich transformaci soufadnic dostaneme vyslednou transformaci ve tvaru

1 1
I:—$/,+y/,+—7

2 2
y= -y,
ktera prevede rovnici kuzelosecky do nasobku normalniho tvaru. Odpovidajici nor-
movany polarni afinnf repér je tvofen bodem S = [1;0] a vektory €] = (3;0),
e, = (1;-1).

I1. metoda (tprava rovnic):
a) Rovnici kuzelosecky upravime na tvar

k:3(x—3y)?+ 5y +4o+4y—4=0.
Potom transformace

1
$:$,—|—— /7

3Y
y = Y

prevede rovnici kuzelosecky na tvar
k:3a? 4+ 8y dal + 5y —4=0.
Tuto rovnici upravime na tvar
k3@ +2)2+3(y+1)?*-8=0.

Transformace

prevede rovnici kuzelosecky do kanonického tvaru
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k- 3(1‘”)2 + g(y//)2 —8=0 ,

ktery nejdiive vydélime 8 a transformaci

P —2\/55
\/g )
y' = V3y

prevedeme do kone¢ného normalniho tvaru
E:z224+95>—-1=0.

Slozenim postupnych transformaci dostaneme vyslednou transformaci souradnic
2v2 1

:—:U_i____
V3 s
y: \/gg_la

ktera prevadi rovnici kuzelosecky do nasobku normalntho tvaru. Z transformacnich

x 1,

rovnic vidime, Ze prislusny normovany polarni afinni repér ma pocatek S = [—1; —1]
a smérové vektory e; = (%5, 0), ex = (\/ig, V3).

b) Rovnici kuzelosecky upravime na tvar
k:(x—y)?—4z—6y+3=0.

Potom transformace

r=a+y,
y= y
prevede rovnici kuzelosecky na tvar
k:a?—42 — 10y +3=0.
Tuto rovnici upravime na tvar
k:(2—2)2— 10y +1)=0.
Transformace
33/ _ 33// +9 7
1 1
I o =
Y= 5 T

prevede rovnici kuzelosecky do normalniho tvaru
k:(2")?—=2y"=0.

Slozenim postupnych transformaci dostaneme vyslednou transformaci souradnic

1 19

o Y/
T == +5y 10

y = 1// 1

53/ _1_07
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ktera prevadi rovnici kuzelosecky do normaéalniho tvaru. Z transformacnich rovnic
< 1- “ v 1 s . ., , , . . . 19, 1
vidime, ze prislusny normovany polzirnll afinni repér méa pocatek S = [—15; — 1]
a smérové vektory e; = (1;0), ex = (55 ).
c¢) Rovnici kuZelosecky upravime na tvar
k:(z+y?—z—y=0.

Potom transformace

r=1a -y,
/

Y= Y

prevede rovnici kuzelosecky na tvar
k:2?—2'=0.
Tuto rovnici upravime na tvar

k:(x’—%)Q—%:().

Transformace

prevede rovnici kuzelosecky do nasobku normélniho tvaru

k:z(2)?—1=0.

Slozenim postupnych transformaci dostaneme vyslednou transformaci souradnic

_1// 1 1
x—2x y+2,

y = Y,

ktera prevadi rovnici kuzelosecky do nasobku normalniho tvaru. Z transformacnich
rovnic vidime, Ze pifslusny normovany polarni afinni repér ma pocatek S = [%;0]

2
a smérové vektory e; = (3;0), e; = (—1;1).

16 Metrické vlastnosti kuzelosecek

Ve zbytku této kapitoly uvazujeme &, realnou euklidovskou rovinu, £F jeji komplexni
rozgifeni a ES projektivni rozsifeni £5. Jako kuZelosecku v & potom rozumime
kuzelosecku v EF.

Uvazujme na &, kartézskou soufadnou soustavu uréenou ortonormalnim (kartéz-
skym) repérem

(O;el,eg). (161)
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V indukovanych kartézskych homogennich soufadnicich v & mé kuzelosecka k ob-
vyklou rovnici

3
k: Z Qi T X5 = 0, (162)

,j=1
a v nehomogennich kartézskych soutadnicich (pfi ¢astéjsim oznaceni nehomogennich
soufadnic X = [z;y]) ma kuzelosecka k rovnici

11 Q12 X x
k (m y) (a12 a22) (y) +2 (a13 a23) (y> +azz =0, (16'3)

k- CL11$L’2 -+ 2&12$y -+ a22y2 -+ 2&135(7 -+ 2@233/ + as3 = 0. (164)

tj.

Maticové, pri stejném oznaceni jako v Casti 14,

ko (X)TAX) +2a)"(X)+a=0. (16.5)

Umluva. V praxi se setkivame téméf vyhradné s kuzeloseckami, jejichZ rovnice jsou
zadany v nehomogennich soutadnicich. Takto se nedaji bez dalsiho uptfesnéni zadat
kuzelosecky, jejichz soucésti je nevlastni primka. Déle tedy budeme piedpokladat, ze
zaddna kuzelosecka nema za svou tvorici pfimku nevlastni ptfimku. V souradnicovém
vyjadieni to znamené, Ze matice A je nenulova.

Definice 16.1. Smér urceny nenulovym redlnym vektorem u se nazyva hlavnim
smeérem kuzelosecky k, je-li vzhledem ke k poléarné sdruzen s kolmym smérem.

Poznamka 16.1. Z Definice 16.1 vyplyva, Ze smér urcujici nevlastni singularni bod
kuzelosecky nebo nevlastni stied kuzelosecky je hlavnim smérem kuzelosecky.

Véta 16.1. Ke kazZdé kuZelosecce existugi alespon dva na sebe navzdjem kolmé hlavni
smery. Ma—li kuZelosecka k vzhledem k néjakému ortonormdlnimu repéru souradni-
covou rovnici (16.5), jsou hlavni sméry kuZelosecky vlastnimi sméry matice A =
aix aig
a12  Qa22
tehdy, kdyz pro néjaké X € R plati

, tJ. nenulovy vektor u = (uy,us) urcuje hlavni smér kuZelosecky k pravé

a1 — AUy + ajaug =0,
( 11 ) 1 1242 (166)
a12u1+(a22—)\)uz:0.
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Diikaz. 1. Necht u = (u1,u2) # o uréuje singularni nevlastni bod P,, = (u) kuZe-
losecky k. Potom (Fi(u), F»(u)) = o = Ou, coZ je soustava (16.6) pro A = 0.

2. Necht u = (uy, us) # o je hlavni smér kuzelosecky k a nevlastni bod Py, = (u)
neni singularnim bodem k. Predpokladejme nejdiive, ze P, je nevlastnim stfedem
(ktery neni singularnim bodem) kuzelosecky. Potom polara bodu P, je nevlastni
pfimka (viz Poznamka 14.1), tj. (Fi(u), F5(u)) = o a podobné jako pro singularni
bod dostéavame, ze u je FeSenim soustavy (16.6) pro A = 0.

Nyni necht P, = (u) neni stfedem k. Potom vlastni polara bodu P, ma rovnici

p: Fi(u)x; + Fy(u)xs + F3(u)zs =0, (Fi(u), Fy(u)) # o,

a vektor u je polarné sdruzen se smérovym vektorem pirimky p. Z predpokladu,
Ze u urcuje hlavni smér, vyplyva, ze u je kolmy na p, a tedy nenulové vektory
(Fi(u), F3(u)) a u jsou linearné zavislé, tj. existuje A # 0 takové, ze (Fi(u), Fo(u)) =
Au, coZ je po rozepsani soustava

a1y + a1ts = Auq

12U + AUz = AUy,

ktera je ekvivalentni soustave (16.6).
Charakteristicka rovnice soustavy (16.6) je

)\2 — (CLH + agg))\ + (CLHCLQQ — CL?2) = 0, (167)

jejiz diskriminant je D = (a1; — ag)? + 4a3, > 0. To znamena, Ze charakteristicka
rovnice ma vzdy realné feseni (to je obecna vlastnost vSech symetrickych matic, viz
Véta 10.1).

Charakteristicka rovnice méa dvojnasobny nenulovy koten pravé tehdy, kdyz a5 =
0, a ay; = ag # 0. Potom aq; je dvojnasobnym kofenem a soustava (16.6) je splnéna
identicky, tj. kazdy smér je hlavnim smérem kuzelosecky a muzeme si mezi nimi
vybrat libovolnou dvojici na sebe kolmych hlavnich smért.

Je-li D > 0, pak ma charakteristickd rovnice dvojici realnych riznych kofeni
A1 a Ag. Oznac¢me jako u; vlastni vektor, ktery odpovida A;, tj. souradnice u; jsou

feSenim soustavy (16.6). Potom w; = (—ap;a;; — \) a (u,wy) = aly + a2, —
a11(A1+ A2) + A1 A2, Pouzitim kofenovych vztaht pro kotreny charakteristické rovnice
dostaneme (uy,uy) = 0, tj. u; a uy jsou na sebe kolmé. O

Poznamka 16.2. 7 diikazu predchozi véty vyplyva, ze smér, ktery urcuje nevlastni
stied, je i hlavnim smérem, ktery odpovida hlavnimu ¢éislu A = 0. Opravdu z (14.7)
vyplyva, 7ze kuzelosecka ma nevlastni stied pravé tehdy, je-li |[A| = 0 a z tvaru
charakteristické rovnice (16.7) pak vyplyva, Ze jednim hlavnim ¢éislem musi byt 0.
Z (14.6) a (16.6) pak vyplyva, Ze soustavy pro vypocet nevlastniho stfedu a hlavniho
smeéru jsou totozné. &
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V predchozi vété jsme pouzili souradnicového vyjadieni kuzelosecky v né&jakém
kartézském repéru. UkdZeme si, Ze je dikaz nezéavisly na zvoleném repéru. Zvolme
jiny ortonormalni repér (O'; €], €}) a oznatme (X) = Q(X’) + (O') maticovy zapis
transformace soutradnic pii pfechodu od prvniho repéru k druhému. Bude-li vzhle-
dem k novému repéru maticova rovnice kuzelosecky

(X7)" BX") +2(b)(X7) + b =0,
dostaneme p¥imym dosazenim B = QT AQ.

Véta 16.2. Necht je rovnice kuZelosecky k vzhledem ke zvolenému ortonormdlnimu
repéru (16.1) ddna (16.5). Potom |A — AEs| se nezméni pii prechodu k novému
ortonormdlnimu repéru.

Ditikaz. Pii prechodu k novému ortonormélnimu repéru je matice B = QT AQ,
kde () je matice prechodu. Protoze () je ortonormélni matice, je podle Véty 10.4
|B — AEs| = |A — \Es|. [

Rovnice |A — AE,| = 0 je tedy nezavisla na zvoleném ortonormalnim repéru
a budeme ji nazyvat charakteristickd rovnice kuzelosecky k. Podobné také jeji kofeny
A1 a Ag jsou na zvoleném kartézském repéru nezavislé a budeme je nazyvat hlavni
¢isla kuzelosecky k.

Definice 16.2. Je-li P nevlastni nesingularni bod uréeny hlavnim smérem kuze-
losecky k, pak polaru bodu P, pokud je to vlastni pfimka, nazyvame osou ku-
zelosecky k. Je-li nevlastni bod hlavniho sméru kuzelosecky nevlastnim singular-
nim bodem kuzelosecky, pak definujeme jako osu kuzelosecky libovolnou vlastni
piimku, ktera je kolmé na tento hlavni smér.

Vlastni priisecik kuzelosecky s jeji osou se nazyva vrchol kuZelosecky.

Poznamka 16.3. Kuzelosecka je osové (kolmo) symetrickd podle kazdé své osy.
Toto tvrzeni je disledkem Sikmé symetrie kuzelosecky podle svého primeéru ve sméru
polarné sdruzeného prumeéru (viz Poznamka 14.3). &

Poznamka 16.4. V pripadé, ze kazdy smér je hlavnim smérem kuZzelosecky, mé ku-
zelosecka nekoneéné mnoho os. V tomto piipadé ma kuzelosecka praveé jeden vlastni
stfed. To vyplyvé z toho, Ze charakteristickd rovnice ma dvojnasobny nenulovy ko-
fen, tj. |A| # 0, a tedy soustava (14.7) pro vypocet vlastnich stfedii ma pravé jedno
feSeni. Potom kazdé realna piimka prochézejici stfedem je osou symetrie kuzelo-
secky, kterd mé tedy nekoneéné mnoho os symetrie. Takovéto kuzelosecky budeme
nazyvat zobecnéné kruznice a v nasledujici Casti 17 uvidime, které kuzelosecky to
jsou. Na Obrazku 16.1 je nakresleno nékolik os pro realnou kruznici. Na tomto a
dalsich obrazcich je kuzelosecka vykreslena modre a jeji osy Cervené.

7 definice osy kuzelosecky vyplyva, ze kazda osa, ktera je polarou nesingularniho
nevlastniho bodu (ktery neni nevlastnim stfedem kuzelosecky), obsahuje vSechny
stfedy kuzelosecky.
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Obrazek 16.1: Osy kruznice

Regularni kuzelosecka, ktera neni zobecnénou kruznici, mize mit jednu osu (ne-
vlastni piimka se dotyka kuzelosecky — jde o parabolu), nebo dvé osy. Tato situace
je zakreslena na Obrazku 16.2 pro parabolu (jedna osa), redlnou elipsu a hyperbolu

(dv& osy).
T

Obrazek 16.2: Osy paraboly, realné elipsy a hyperboly

Singularni kuzelosecka, ktera ma pravé jeden vlastni st¥ed (dvojice riznobé&znych
pfimek realnych nebo komplexné sdruzenych), ma vzdy dvé osy, viz Obrazek 16.3
pro realné riznobhézné piimky.

V piipadé, ze ma kuzelosecka piimku vlastnich stfedii (dvojice rovnobéznych pii-
mek nebo dvojnésobné piimka), je jedna osa piimka stfedu a osy osy jsou libovolné
kolmice na pfimku stfedi. V tomto pripadé mé tedy kuzelosecka také nekonecné
mnoho os symetrie, viz Obrazek 16.3 pro realné rovnobézné primky. &

Obrazek 16.3: Osy riiznobéznych a rovnobéznych realnych piimek

Poznamka 16.5. Pokud neni osa soucésti kuzelosecky (dvojnasobna vlastni primka),
lezi na kazdé ose nejvysSe dva vrcholy, které mohou byt realné rtzné, komplexné
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sdruzené, nebo mohou splyvat do jediného bodu (raznobézné primky). V nékterych
piipadech jsou pruseciky osy a kuZzelosecky nevlastni body, které za vrcholy nepo-
¢itame. U paraboly je to jednonasobny nevlastni prisecik, u rovnobéznych piimek
protina osa, kterd je tvorena piimkou stiedi, nevlastni primku v dvojnasobném
singularnim bodé. &

Uloha 16.1. Uréete charakteristickou rovnici, hlavni ¢sla a hlavni sméry kuzelo-
secky
k:dxy+ 3y% + 162 + 12y — 36 = 0.

< . 2 . . . = .
Reseni: Matice A = (0 ) a jeji charakteristickda rovnice |[A — AE| = 0 je

2 3

— 2 . . .
2>\ 2 | = 0, tj. A2 — 3\ — 4 = 0. Hlavni &sla jsou kofeny charakteristické
rovnice, tj. Ay = —1 a Ay = 4. Hlavni smér urcéeny kofenem A\; = —1 je urcen

vektorem, jehoz souradnice jsou feSenim soustavy rovnic (viz (16.6))

u + 2U2 = O,
2’LL1 + 4U2 = O,
tj. hlavni smér odpovidajici hlavnimu ¢islu A\; = —1 je uréen vektorem u; = (—2;1).

Podobné pro hlavni sméry uré¢ené hlavnim ¢islem A\, = 4 dostaneme soustavu

—4u1 + 2U2 = 0,

2U1 — U9 = 0,
tj. hlavni smér odpovidajici hlavnimu ¢islu Ay = 4 je urcen vektorem u, = (1;2).
Uloha 16.2. Uréete osy a vrcholy kuzelosecky z Ulohy 16.1.

Resent: Osy kuzelosecky jsou poléary nevlastnich bodu hlavnich sméri. Pro hlavni
smér u; = (—2; 1) tak dostaneme osu

0p:2r—y—10=0,
a pro hlavni smér uy = (1;2) tak dostaneme osu

oo +2y+5=0.

Vrcholy kuzelosecky jsou jeji pruseciky s osami. Z rovnice osy oy vyjadiime y =
2z — 10 a dosadime do rovnice kuzelosecky. Dostaneme kvadratickou rovnici

522 — 30z +36 =0,
ze které vyplyva, ze na ose o lezi realné vrcholy A = [3 + \%; —4 + \%] a B =
3 Fi—4- )

V5
Podobné pro osu o0y dostaneme kvadratickou rovnici

5y + 40x + 116 =0,

ze které vyplyva, Ze na ose oy lezi komplexné sdruzené vrcholy

_ 127 . 67 ~ 123, 61
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17 Metricka klasifikace kuzelosecek

Afinni vlastnosti a klasifikace kuzelosecek ztstavaji zachovany i v euklidovské ro-
viné. Pti prevodu rovnic kuzelosecek do jednodussiho kanonického tvaru, ze kterého
se nejlépe pozna, o jakou kuzZelosecku se jedné, nemuzeme provést posledni krok
— normovani koeficientu v rovnici kuzelosecky. To je dano tim, Ze smérové vektory
ortonormalniho repéru musi byt jednotkové a nemtzeme je tedy nasobit. V nasledu-
jicich dvou vétach je popsan zpisob, jak zvolit polarni ortonormalni repér tak, aby
méla kuzelosecka nejjednodussi moznou rovnici.

Véta 17.1. Necht md kuZelosecka k alespon jeden vilastni stred. Potom v kartézském
repéru, jehoZ pocdatek je vlastnim stredem a smerové vektory jsou jednotkové vektory
hlavnich smeri kuZelosecky k, md k rovnici tvaru

k. /\1[L’2 + )\2y2 + a33 = 0, (171)
kde N\;, 1 = 1,2, jsou hlavni c¢isla kuZelosecky.

Dikaz. Protoze sméry souradnych os jsou polarné sdruzené vzhledem ke k, je
ajs = 0 (viz Véta 15.4). Protoze pocatek soufadné soustavy je vlastnim stFedem
kuzelosecky, je a3 = agz = 0 (viz Véta 15.5) a dohromady tak dostavame rovnici k
ve tvaru

k- a111’2 + a22y2 + a3z = 0.

Protoze je charakteristicka rovnice kuzelosecky nezavisla na ortonormélnim repéru,
je charakteristicka rovnice kuzelosecky (a;; — A)(ags — A) = 0 a jeji kofeny jsou
AL = a1, A2 = ag. O

Véta 17.2. Necht requldrni kuZelosecka k nemd vlastni stied (parabola). Potom vo-
lime pocatek kartézské souradné soustavy jako prisecik k s jeji osou a smérové vek-
tory jako jednotkové vektory hlavnich sméri kuZelosecky k. V této kartézské souradné
soustavé md k rovnici tvaru

k:a?+2py=0.

Dikaz. Jeden hlavni smér je smér nevlastniho stfedu a druhy hlavni smér je smér
vrcholové te¢ény (te¢na v jediném vrcholu paraboly je kolma na osu paraboly, coz
vyplyva ze symetrie paraboly podle osy). Potom podle ditkazu Véty 15.6 mé kuzelo-
secka rovnici ve tvaru A\ 2% +2a03y = 0, kde \; # 0 je nenulovy koten charakteristické
rovnice a agz # 0. Vydélenim koeficientem \; pfi oznaceni p = % dostaneme poza-
dovany tvar. ]

Véta 17.3. (Metricka klasifikace kuzeloseéek) Ke kazdé kuZelosecce k, kterd
neobsahuje jako svou cdst nevlastni primku, existuje takovy ortonormdini repér, Ze
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vzhledem k nému md k jednu z ndsledujicich rovnic:

Y
¥+b—2+1:0, a>0,b>0, (Ekl)
22 P
E—Fb—z—lzo, a>0,b>0, (Ek2)
22 P
?—ﬁ—lzo, a>0,b>0, (Ekv?))
a? +2py=0, p#0, (Ek4)
22 g2
?ntﬁ:o, a>0,0>0, (EK5)
22 P
E—E:O, a>0,b>0, Ek6
2?2+*=0, ¢>0, Ek7

2 —c=0, ¢>0,

kde a, b, c,p jsou redlnd cisla.

Dikaz. Necht méa nejdrive kuzelosecka praveé jeden vlastni stfed. Potom podle Véty
17.1 existuje takovy ortonormalni repér, ze ma kuzelosecka vzhledem k nému rovnici

(17.1), kde A\; # 0 # Xo. Je-li azs # 0, vydélime rovnici |ass| a p¥i oznadeni a? = %,
v = ||‘f\323|‘ dostaneme (pfipadné az na nasobek -1) rovnice (Ekl) — (Ek3). Je-li
ass = 0, ozna¢ime pifmo a? = ﬁ, b = ﬁ a dostaneme (pifpadné aZ na nasobek

-1) rovnice (Ek5) a (Ek6).

Necht ma nyni kuzelosecka pravé primku vlastnich stfedi. Potom opét podle
Véty 17.1 existuje takovy ortonormalni repér, ze ma kuzelosecka vzhledem k nému
rovnici (17.1), kde A\; # 0 a Ay = 0 (to vyplyva z toho, Ze jeden koten charakteristické
rovnice kuzelosecky, kterd ma nevlastni stied, je nulovy a druhy nenulovy). Pro
‘&313” dostaneme rovnice (EkT7)
a (Ek8). Pro ass = 0 vydélime rovnici ¢islem A; a dostaneme rovnici (Ek9).

Kone¢né necht nema kuzelosecka vlastni stfed. Potom ma podle Véty 17.2 rovnici

(Ek4). O

asz3 # 0 vydélime rovnici \; a p¥i oznadeni ¢ =

Poznamka 17.1. Kladna ¢isla a, b v rovnicich (Ek1l) — (Ek3) elipsy (imaginarni
i realné) a hyperboly se nazyvaji délky poloos a pro osy kuzelosecky, na kterych lezi
realné vrcholy, udavaji vzdalenost vrcholti od stfedu kuzelosecky.

Pro realnou elipsu jsou v8echny vrcholy realné a vétsi z ¢isel a, b se nazyva délkou
hlavni poloosy, mensi se nazyva délkou vedlejsi poloosy. Vrcholy elipsy, jejichz vzdale-
nost od stfedu elipsy je rovna délce hlavni poloosy, se nazyvaji hlavni vrcholy elipsy,
vrcholy elipsy, jejichz vzdalenost od stfedu elipsy je rovna délce vedlejsi poloosy, se
nazyvaji vedlejsi vrcholy elipsy.
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Pro hyperbolu s rovnici (Ek3) jsou vrcholy na ose x redlné a nazyvaji se hlavni
vrcholy hyperboly, ¢islo a > 0 se nazyva délka hlavni poloosy. Vrcholy na ose y jsou
komplexné sdruzené. Realné body na ose y, jejichz vzdélenost od pocatku (stfedu
hyperboly) je rovna b, jsou redlni zdstupci vrcholi a nazyvaji se vedlejsi vrcholy, ¢islo
b se nazyva délka vedlejsi poloosy. Vedlejsi vrcholy si miizeme snadno predstavit jako
body, které jsou hlavnimi vrcholy takzvané doplnkové hyperboly, coz je hyperbola,
kterd méa stejné osy i asymptoty a hlavni osa ptvodni hyperboly je vedlejsi osou
dopliikové hyperboly. Mé-li puvodni hyperbola rovnici (Ek3), potom doplitkova hy-
perbola mé rovnici , ,

x

? — }y)—2 +1=0.
Na Obrézku 17.1 je hyperbola o rovnici #? — 2y*> = 1 (vykreslend ¢ervend)a jeji
doplitkova hyperbola z? — 2y* = —1 (vykreslena modre).

Obrazek 17.1: Hyperbola a jeji doplikova hyperbola

Pripad, kdy @ = b v rovnicich (Ekl) — (Ek2) a (Ek5), nastava pii Ay = Ay,
tj. pro zobecnénou kruznici. Potom (Ek1) je rovnice imagindrni kruznice, (Ek2) je
rovnice redlné kruznice a (Ek5) je rovnice takzvané nulové kruznice (redlna kruznice
s nulovym polomérem).

Je-li a = b v rovnici (Ek3), coz nastava v pripadé, kdy Ay = —Xy # 0, nazyva
se prislusna hyperbola rovnoosd. V tomto pripadé je doplinkova hyperbola shodna
s puvodni (otocené kolem stfedu o 7/2). Pro a = b v rovnici (Ek6) dostavame dvé
kolmé rtznobézné realné primky.

Cislo 2 ¢ v rovnici (Ek8) udava vzdalenost rovnobéznych primek, které jsou tvo-
ficimi pfimkami kuzelosecky.

Cislo p v rovnici (Ek4) paraboly se nazyva parametr paraboly. Jeho geometricky
vyznam si ukdzeme v nasledujici Casti 18. &

Vety 17.1 a 17.2 popisuji, jak zvolit poldrni ortonormdlni repér, vzhledem ke
kterému ma kuzelosecka jednoduchou kanonickou rovnici, ze které mtizeme snadno
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vy¢ist v8echny potifebné tidaje o kuzelosecce. V fadé pripadi nas zajima pouze kano-
nicka rovnice kuzelosecky; transformacni rovnice, které prevadéji rovnici kuzelosecky
(zadanou v libovolném ortonormalnim repéru) na kanonicky tvar, nas nezajimaji.
Postup, ktery spociva v nalezeni piislusného ortonormélniho repéru (podle Vét 17.1
a 17.2) a transformace danych rovnic do kanonického tvaru, je zbyte¢né zdlouhavy
a pracny (zvléuété pro parabolu kde musime hledat jeji Vrchol) Ukazeme si proto

vvvvvv

I. metoda. Tato metoda je zaloZena na
primém hledéni ortonormalnich transfor-
maci, které prevedou rovnici kuzelosecky

do kanonického tvaru. k
Predpokladejme nejdrive, ze hlavni sméry
kuzelosecky mnejsou rovnobézné s osami \_/

kartézskych soutradnic (viz Obrazek 17.2),
to znamené, ze v rovnici kuZelosecky je
ayp # 0. Je-li a5 = 0, vynechame tento
krok a pokracujeme postupem popsanym
dale. Piedpokladejme, ze a € (0,7/2) je
velikost uhlu, ktery je uréen nékterou z os Obrézek 17.2

kuzelosecky a osou x.
Transformacni rovnice otoceni souradné soustavy kolem pocatku o tihel velikosti

« jsou

z = x: CF’S(O‘> — y,’ sin(a) (17.2)
y = ' sin(a) + y' cos(a) .

Tyto transformad¢ni rovnice dosadime do rovnice kuzelosecky v puvodnich kartéz-
skych soutadnicich, tj. do rovnice

ki ana® + 2a10y + asey® + 2a137 + 2a3y + azz = 0
a dostaneme
(a11 cos® (@) + 2ay5 cos(a) sin(a) + ags 81n2(a))x’2+
2(ay3(cos?(a) — sin*(a)) + (az — a11) cos(a) sin(a))z'y
(ay1 sin*(a) — 2a;5 cos(a) sin(a) + agy cos®(a))y’ (17.3)

2(a13 cos(@) + ass sm(a))
2(—ayzsin(a) + ag cos(a))y’ +azz = 0.

/

Polozime roven nule koeficient u 'y’ a dostaneme rovnici
—ap sin®(a) + (agy — ayy) cos(a) sin(a) + ayz cos*(a) = 0. (17.4)

Protoze o # 7/2, je cos(a) # 0 a vydélenim cos®(a) dostaneme kvadratickou rovnici
pro tan(«)
arp tan®(a) + (ay; — agy) tan(a) — ajo = 0. (17.5)
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Z ajp # 0 je diskriminant této kvadratické rovnice D = (az — a11)? + 4a3, > 0,
tj. vzdy existuji dvé hodnoty oy, vyhovujici rovnici (17.4) (to odpovida tomu,
ze do polohy rovnobézné s osou xr muzeme otocit jeden nebo druhy hlavni smér
kuzelosecky). Z kofenovych vztaht pro rovnici (17.5) je tan(aq). tan(ag) = —1, tj.
a1 + ag = /2. Vybereme si jednu hodnotu tan(«;) a pouzitim vztahu

1 t
cos(a) = ———, sin(a) = _ tan(a)
1 + tan?(a) 1 + tan?(«)
dostaneme po dosazeni do (17.3) rovnici kuzelosecky v novych kartézskych sourad-
nicich ve tvaru

k- b11$/2 —+ bggy/Z + 2b131}/ + 2623y/ + agz = 0. (176)

V novych kartézskych soutradnicich jsou hlavni sméry kuzelosecky rovnobézné
s osami soufadnymi, tj. koeficient u 'y’ je roven nule.

Budeme dale upravovat rovnici (17.6). Necht nejdiive plati by; # 0 # bey. Potom
rovnici (17.6) upravime na tvar

b b
k‘ : bn(x/ + E)Q + bzg(y/ + 2)2 + as3
bll b22

2 2
_ by by

=0.
bir  bao

ran rtézsky uradni = 213 = 223 ra vida
Transformace kartézskych souradnic 2’/ = 2’ + Zﬁ, o "+ Zzz, ktera odpovida

zméné pocatku ortonormélniho repéru, prevede rovnici kuzelosecky do tvaru

k- bn(x”)2 -+ bzg(’y//>2 + b33 = O, (177)

kde b33 = as3 — Z?—i — Zf—z Rovnici (17.7) potom postupem popsanym v dikazu Véty
17.3 prevedeme na jednu z rovnic (Ek1) — (Ek3) nebo (Ek5) a (Ek6).

Je-li jeden z koeficienti b;; v rovnici (17.6) nulovy, miZeme bez Gjmy na obecnosti
predpokladat, Ze je to byy (zavisi to na tom, kterou hodnotu «; si vybereme). Potom

rovnici (17.6) upravime na tvar

b b?
k: bll(l'l + 2)2 + 2[)233// + as3z — 43— 0. (178)
b1y b1

Transformace soufadnic z”/ = 2/ + 42, ¢ =/ potom prevede rovnici kuZelosecky
b11
na tvar
k- bll(fE//)Q + 2b23y// -+ 633 =0 s (179)

kde b33 = azs — llf—f Je—li v rovnici (17.9) by3 = 0, dostaneme po vydéleni ¢islem
b1y jednu z rovnic (Ek7) — (EK9). Je-li v rovnici (17.9) bog # 0, provedeme jesté
transformaci soufadnic z = 2, y = ¢ + ;’g’—;, kterd po vydéleni rovnice Cislem by
pfevede rovnici na tvar (Ek4).

Postupnymi transformacemi kartézskych souradnic jsme tak prevedli rovnici li-
bovolné kuZzelosecky na jednu z kanonickych rovnic z Véty 17.3. Pokud nés zajimé
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také polarni ortonormalni repér a transformace soufadnic, ktera prevede rovnici
kuzelosecky do kanonického tvaru, slozime diléi transformace a z tvaru vyslednych
transformacnich rovnic uré¢ime polarni ortonormalni repér kuzelosecky.

II. metoda (metoda invariantd). Tato metoda je zalozena na tom, Ze nékteré
¢iselné hodnoty, které jsou prifazeny koeficientiim matice kuzelosecky, nezavisi na
zvoleném souradnicovém repéru. Takovato ¢isla se nazyvaji invarianty kuZelosecky.

Definice 17.1. Necht k je kuZelosecka o rovnici (16.1). Realna funkce I(a;;) se
nazyva tnvariantem kuZelosecky k, jsou-li jeji hodnoty nezavislé na zvoleném sou-
rfadnicovém repéru.

Rekneme, Ze invariant I(a;) je stupné [, je-1i I(aa;;) = oI (aj;).

Pro [ = 0 hovoiime o absolutnim invariantu.

Poznamka 17.2. V predchozich tvahach jsme se jiz s nékolika invarianty kuzelo-
secky setkali. Napt. hodnost kuzelosecky nezavisi na libovolnych pouzitych soutad-
nicich. Je to tedy invariant kuzelosecky v projektivni, afinni i euklidovské roviné.
Navic je tento invariant absolutni. Podobné hodnost matice A je absolutni invari-
ant v afinni roviné. V8ude dale, pokud budeme hovofit o invariantech, budeme mit
na mysli invarianty v euklidovské roviné, tj. uvazované souradnicové repéry budou
ortonormalni. &

Poznamka 17.3. Stupen invariantu urcuje, jak se jeho hodnota méni pii zméné
urcujici kvadratické formy. Je-li I hodnota invariantu p¥i pouziti urcujici kvadratické
formy F, pak o!I je hodnota tého# invariantu stupné [ pii pouziti kvadratické formy
aF'. ¢

Poznamka 17.4. V Casti 16 jsme dokazali, ze charakteristicka rovnice je nezavisla
na zvoleném ortonormélnim repéru. To ovSem znamené, Ze jeji kofeny i koeficienty
jsou (euklidovské) invarianty kuzelosecky. Koeficienty charakteristické rovnice jsou
&isla ayy + ag a |Al. Je tedy I(a;;) = ai1 + age invariantem stupné 1 a I(a;) = |A|
je invariantem stupné 2. Podobné hlavni ¢isla kuzelosecky jsou invarianty stupné 1.

¢

Pro urcovani kanonickych rovnic kuzelosecky budeme potfebovat mimo invari-
antd z Poznamky 17.4 jesté dalsi invarianty. Prvni z nich je diskriminant kuzelosecky.

Véta 17.4. Determinant matice kuZelosecky (diskriminant kuZelosecky) je jejim in-
variantem stupné 3.

Dikaz. Méjme dény dva ortonorméalni repéry. Necht ma kuzelosecka vzhledem
k jednomu repéru matici A a vzhledem ke druhému matici B. Necht (X) = Q(X') +
(O') je transformace kartézskych souradnic pii pfechodu od jednoho repéru k dru-
hému, tj. Q je ortonormalni matice. Odpovidajici projektivni homogenni soufadnice
uvazujme v normovaném tvaru, tj. posledni souradnice je 0 pro nevlastni body a 1
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pro vlastni body. Transformacni matice pro takovéto projektivni homogenni soufad-

Q (0)

nice jsou potom dany matici ) = |:(O)T ], jejiz determinant je +1 (@ neni

1
ortonormaln{). Zde o je nulovy vektor. Protoze B = QT AQ, je odtud |B| = |A|.
Stupeii invariantu |A| plyne z toho, Ze A je fadu 3 a |aA| = a3|A|. ]

Véta 17.5. Necht k je kuZelosecka, kterd md prdvé jeden vlastni stred a vzhledem
k néjakému ortonormdlnimu repéru md rovnici (16.3). Pak ezistuje takovy kartézsky
repér, Ze vzhledem k nému md k rovnict

) 2 >, 1Al
kde N\;, 1 = 1,2, jsou hlavni c¢isla kuZelosecky.
Ditkaz. Podminka, Ze k ma pravé jeden stfed, je ekvivalentni tomu, Ze hodnost
matice A je 2 (viz podminky FeSitelnosti soustavy (14.7)), tj. vSechna hlavni ¢isla jsou
nenulova (viz kotfenové vztahy pro charakteristickou rovnici (16.7)). Potom podle
Véty 17.1 mé k v néjakém kartézském repéru rovnici

k: )\1.2?2 + )\2y2 + b33 =0.

Protoze |A| je invariantni pii zménach kartézskych repért, je |A| = A1 Agbsz a odtud
bss = |A|/|A|, protoze z kofenovych vztahtu pro charakteristickou rovnici je |A| =
A As. OJ

Véta 17.6. Necht k je requldrni nestiredovad kuZelosecka, kterd md vzhledem k néja-
kému ortonormdlnimu repéru rovnici (16.3). Pak existuje takovy kartézskij repér, Ze
vzhledem k nému md k rovnici

Al

k:az® 42 KIyZO’ (17.11)

kde A1 je nenulové hlavni c¢islo kuZelosecky.

Diikaz. Je-li k nestfedova regularni kuzelosecka, je |A| # 0 a A m4 hodnost 1,
tj. charakteristicka rovnice pro matici A mé pravé jeden nenulovy kofen \;. Potom
podle diikkazu Véty 17.2 ma k v néjakém kartézském repéru rovnici

k: A\a? 4 2by3y = 0.
ProtoZe |A| je invariantn{ pri zménach kartézskych repért, je |A| = —\;b2; a odtud
bos = %4/ — L. 0

Poznamka 17.5. Ptedchozi dvé véty se tedy daji pouzit k rychlému urcéeni kano-
nickych rovnic pro vSechny regularni kuzelosecky a singulédrni kuZzelosecky hodnosti
2, které maji pravé jeden stied (rtiznobézné piimky). Z deviti typu kuzelosecek se
tedy daji pouzit v Sesti pripadech. V pripadé kuzelosecky hodnosti jedna je vzdy
kanonicka rovnice tvaru k : A\jx? = 0. Ve zbyvajicich dvou p¥ipadech (rovnob&zné
piimky realné nebo komplexné sdruzené) musime definovat jesté dalsi invarianty.
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Uvazujme rovnici (16.5) kuzelosecky k. Definujme polynom

a13

Az — A Qo3| =

aig — A a2
LA =1 ap
a3 Q23
_|A=)XE (a)
| @ amn

kde

'y = ass,

9
I'y = aniass — ajs + azsass

= [A[.

33

2
— Qo3

=T\ =T\ +T1s,

86

(17.12)

(17.13)

Véta 17.7. Funkce T'(\) je invariantni pri zméndch ortonormdlniho repéru, které

zachovavayi pocdtek.

Dikaz. Uvazujme transformacni rovnice prechodu k novému ortonormélnimu re-

péru, ktery ma stejny pocatek jako ptuvodni repér, tj.

(X) =Q(X"),

kde @ je ortonormélni matice. V novém repéru je

ke (X)TQTAQX') +2(a)" QX

a potom

iy - [ @] [T
QT (o A—)\E (a)
o ) () (@
_|A-AE (a)] _
a () @33 ')
.| @ (o)
protoze (07T 1 = =x1.

)+CL33=O

O

Véta 17.8. Necht k je kuZelosecka hodnosti 2 parabolického typu. Pak koeficient I'y
funkce T'(X) je invariant kuZelosecky k.

Dikaz. Ve Vété 17.7 jsme dokézali, ze I'; je invariantni pfi zménéch ortonormalniho
repéru, které zachovéivaji pocatek. Musime tedy jesté dokézat, ze I'y je invariantni
pii posunuti ortonormélniho repéru do nového pocatku. Transformacéni rovnice pfi

zméné pocatku jsou tvaru
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kde P = [p1;ps] je novy pocatek. Potom
ko (XHTAX') 4 2(A(P) + ()" (X') + (P)T A(P) 4 2(a)" (P) + ass = 0

a
ajl — A a12 F1 (P)
F/()\) = a12 99 — /\ FQ(P) s
F(P) K(P) F(P)
kde
F\(P) = ay1p1 + ar2p2 + a13,
F5(P) = ayap1 + axps + ass ,
F(P) = anp; + 2a12p1ps + asops + 2a13p1 + 2a23pa + ass .
Potom

Iy = ani(anp] + 2a19p1p2 + azeps + 2a13p1 + 2a3ps + azs)—
— (a11p1 + ar2po + a13)’+
+ a2 (anp; + 2a19p1p2 + a20p5 + 2a13p1 + 2a23p2 + ass)—
— (@12p1 + a2apo + a3)” =

= (p% =+ p%)(@H@ZQ - G%g) + 2p1 (a13a22 — a12a93) + 2p2(aiiags — arzais)+

2 2
+ a11a33 — a7z + Q22033 — Qa3 .

Pro kuzelosecku hodnosti 2, ktera je parabolického typu, je hodnost matice

a1 Qiz2 a4
Q12 Q22 A23
mensi nez 2 a odtud (&11&22 — a%z) = O, (a13a22 — G12CL23) =0a (CL11&23 — algalg) =0.

To ovSem znamena, ze [} =T';. O

Véta 17.9. Necht k je kuZelosecka hodnosti 2 parabolického typu, kterd mad sourad-
nicové vyjadrent (16.5). Potom v poldrnim ortonormdlnim repéru md k kanonickou
TOUNICE

k:hz®+— =0, (17.14)
kde \1 je nenulovy koren charakteristické rovnice kuZelosecky.

Dikaz. KuzZelosecka parabolického typu hodnosti dva mé pravé jeden nenulovy
kofen charakteristické rovnice a primku stfedt. Podle Véty 17.1 ma k rovnici

kl/\1$2+b3320.

Podle Véty 17.8 je I'y = A1bs3 a odtud plyne tvrzeni Véty 17.9. ]
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Poznamka 17.6. Mame-li tedy danu rovnici kuzelosecky (16.3), miuZzeme pouze
uzitim invariantt | A, |A], T'; a nenulovych hlavnich &isel kuzelosecky \;, i = 1,2,
snadno napsat primo kanonickou rovnici kuzelosecky. Vysledky mutzeme shrnout do
nasledujici tabulky:

h(A) h(A) | kanonické rovnice typ kuzelosecky
h(A) =3 | h(A) =2 | M2 + \y? + % =0 | elipsy, hyperbola
h(A)=1| \a?+2 —%l y =0 | parabola
h(A) =2 | h(A) =2 | M2+ \y? =0 ruznobézné primky
h(A) =1 | \a? — % = rovnobézné piimky
h(A) = 0 | neexistuje vlastni piimka
a nevlastni pfimka
h(A)=1]h(A)=1| \a?2=0 dvojnésobna vlastni
piimka
h(A) = 0 | neexistuje dvojnésobna nevlastni
primka

Uloha 17.1. Pomoci transformaci kartézskych soufadnic urete ortonorméalni po-
larni repér a kanonickou rovnici (viz Véta 17.3) kuzelosecky k. Urcete také trans-
formaci kartézskych soutadnic, kterd prevede rovnici kuzelosecky do kanonického
tvaru

a) k:dxy + 3y* + 162+ 12y — 36 =0,
b) k: 2z + 6zy + 9y* — 120 + 24y + 15 =0,
c)k:a?+2zy+y*—22—2y—3=0.

Regend: 1. metoda:

a) Do rovnice kuzelosecky dosadime transformac¢ni rovnice (17.2) pro otoceni
souradného repéru o thel a kolem pocatku. Koeficient u 2’y’ polozime roven nule
a dostaneme pro « kvadratickou rovnici (17.5) ve tvaru

2tan’a — 3tana —2=0.

Tato rovnice méa kofeny tana; = 2 a tan as = —%. Vybereme si prvni kofen, potom

sinay = 15 a cosqy = \/ig Dosazenim do transforma¢nich rovnic (17.2) dostaneme

transformaci soutradnic
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ktera prevede rovnici kuzelosecky do tvaru

40 20
k:da? —o?+ —a — =y —36=0.

Vi V5

Tuto rovnici upravime na tvar

5 10
E:odlx +—)Y —(/+—-—=)2-36=0.
( ﬁ) (y \/5)

Potom transformace souradnic

V5
10
1 /
Yy = Yy +—=,
V5
ktera odpovidé posunu pocatku soutradnicového repéru do stfedu kuzelosecky, pre-
vede rovnici kuzelosecky do vysledného kanonického tvaru

k:d(x")? - (y")?*—36=0.

Tuto rovnici mizeme vydélit 36 a dostaneme
. (ZE”)Q B (y//)Z

9 36
tj. kuzelosecka je hyperbola s délkou hlavni poloosy 3 a vedlejsi poloosy 6.

Slozenim dil¢ich transformaci sourfadnic dostaneme vyslednou transformaci ve
tvaru

=1,

Z transformacnich rovnic se snadno vidi, Ze ortonormélni polarni repér je dén
novym pocatkem S = [3;—4] (stfedem hyperboly) a novymi smérovymi vektory
_ (1.2 _(=2. 1
e = (755 75) 2 &2 = (753 73)
b) Do rovnice kuzelosecky dosadime transforma¢ni rovnice (17.2). Pro a dosta-
neme kvadratickou rovnici (17.5) ve tvaru

3tan’a — 8tana —3=0.

Tato rovnice mé kofeny tana; = 3 a tanay = —%. Vybereme si druhy koten,
potom sin ap = —\/% a cosay = %. Dosazenim do transformacnich rovnic (17.2)

dostaneme transformaci souradnic

3, 1
r= —r +—=y,
V10 \/10y
L3
Y V10 VAT
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ktera prevede rovnici kuzelosecky do tvaru

60 60
k:10y?* + —2'+ —y +15=0.

V10 V10

Tuto rovnici upravime na tvar
k:10(y + —=)*+ ——=('+ —=) =0.

Potom transformace souradnic

ktera odpovida posunu poc¢atku souradnicového repéru do vrcholu kuzelosecky, pre-
vede rovnici kuZelosecky do vysledného kanonického tvaru (po vydéleni 10)

6
k: 12 2+ .:EH:O,
(v") Tio

tj. kuzelosecka je parabola s parametrem p = \/ifo'

Slozenim dil¢ich transformaci sourfadnic dostaneme vyslednou transformaci ve
tvaru

T = 3 $/,+ 1 y//
V10 V107
1 3

y = ——CL’H—I— _y// -1

V10 V10

Z transformacnich rovnic se snadno vidi, Ze ortonormalni polarni repér je dan no-

vym poc¢atkem S = [0; —1] (vrchol paraboly) a novymi smérovymi vektory e; =
3 .1 — (L. 3
(\/_1*0’ \/ﬁ) a ey = (ma m)
c¢) Do rovnice kuzelosecky dosadime transformacni rovnice (17.2). Pro a dosta-
neme kvadratickou rovnici (17.5) ve tvaru

tanla—1=0.

Tato rovnice ma koteny tana; = 1 a tanay; = —1. Pro prvni kofen je potom
sinag = LQ a cosay = % Dosazenim do transformacnich rovnic (17.2) dostaneme
transformaci soutradnic
L, 1
r=—0 ——=y,
2R
1 / 1 /
y=—7=2'+—=y,
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ktera prevede rovnici kuzelosecky do tvaru

4
k:22%— —2'—3=0.

V2

Tuto rovnici upravime na tvar

ktera odpovida posunu pocatku soutradnicového repéru do stfedu kuzelosecky, pre-
vede rovnici kuzelosecky do vysledného kanonického tvaru (po vydéleni 2)

k:(2')?—-2=0,

tj. kuzelosecka je dvojice realnych rovnobéznych primek.
Slozenim dil¢ich transformaci soufadnic dostaneme vyslednou transformaci ve
tvaru

x:imﬁ_iy”+1
V2 27 27
1 1 1
y:—x”+—y”+—.

V2o V272

Z transformacnich rovnic se snadno vidi, Ze ortonormalni polarni repér je ddn novym
pocatkem S = [L;1] (jeden ze stiedii kuZelosecky) a novymi smérovymi vektory

272
1= G ) n s = (i)
II. metoda:
0 2 8
a) Matice kuzelosecky A = [2 3 6 a |A| = 144, tj. kuzelosecka je re-
8 6 —36
gularni. Dale |A| = —4, tj. kuZelosecka je stiedova a podle Véty 15.1 se jedna

o hyperbolu. Stied je bod S = [3;—4|. Charakteristickd rovnice kuzelosecky je
A2 — 3\ —4 = 0 s hlavnimi ¢isly \; = —1, Ay = 4. Potom podle Véty 17.5 ma
k rovnici —a'% + 43’2 — 36 = 0, coz upravime na tvar z Véty 17.3 vydélenim &islem

—36. Dostaneme ) )
x Yy

k:——24+1=0

36 9 + '

a tedy k je hyperbola s délkou hlavni poloosy 3 a vedlejsi poloosy 6. Pro A\ =

—1 dostaneme jednotkovy vektor piislusného hlavniho sméru e; = (;—%7 \/ig) a pro
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Ay = 4 dostaneme jednotkovy vektor prislusného hlavniho sméru e, = (\/Lg, \%)
Ortonormélni polarni béaze je potom dana (S; e, e;) s transformaénimi rovnicemi

2 L 1 o
r=—1 +— ,
vb Vb
1 / 2 /
= —r+—=y —4
TV B
1 3 -6
b) Matice kuzelosecky A = | 3 9 12 | a |A] = =900, tj. kuzelosecka je
—6 12 15
regularni. Déle |A| = 0, tj. kuZelosecka je nestfedova a podle Véty 15.1 se jedna

o parabolu. Charakteristickd rovnice kuZelosecky je A2 — 10\ = 0 s hlavnimi &isly
A1 = 10, Ay = 0. Potom podle Véty 17.6 ma k rovnici 1022 4+ 2/90y’ = 0, co¥
upravime na tvar z Véty 17.3 vydélenim ¢islem 10. Dostaneme

k:x'2+—6 y =0,

V10

a tedy k£ ma parametr p = \/ifo‘ Pro Ay = 10 dostaneme jednotkovy vektor prislus-
ného hlavniho sméru e; = (J%5 \/ifo) a pro Ay = 0 dostaneme jednotkovy vektor
prislusného hlavniho sméru e, = \/iTo; \;—1%) Osa paraboly je polara nevlastniho

bodu sméru ey, tj. o : & + 3y + 3 = 0. Vrchol paraboly je V' = [0; —1]. Ortonorméalni
polarni baze je potom dana (V;eq, es) s transforma¢nimi rovnicemi

L3
VIO VI
. 3 / 1 /
V=5 Y
1 1 -1
c) Matice kuzelosecky A = [ 1 1 —1]| a |A] =0, h(A) = 2, tj. kuzelo-
1 -1 -3

secka je singularni hodnosti 2. Charakteristickd rovnice kuZelosecky je A2 — 2\ = 0
s hlavnimi ¢isly A\; = 2, Ay = 0, tj. kuZelosecka je parabolického typu (rovnobézné
piimky). Vypocteme I'; = 8 a podle Véty 17.9 mé k kanonickou rovnici (po vydéleni
2)

k:2>—2=0,

jedna se tedy o dvé realné rovnobézné primky.

Pro A\; = 2 dostaneme jednotkovy vektor piislusného hlavntho sméru e; =

(\/ié; \/Ai) a pro Ay = 0 dostaneme jednotkovy vektor prislusného hlavniho sméru

ey, = (\’/—%, \/Li) KuZelosecka mé primku stiedu z +y — 1 = 0 a za novy pocatek or-
tonormalniho repéru zvolime libovolny sti¥ed, napf. P = [1;0], potom ortonorméalni
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polarni baze kuzelosecky k je (P;eq,ey) s transformaénimi rovnicemi

1 / 1 / 1
r=—10 — —y +1,
\/§ \/_

1 / 1 /

Poznamka 17.7. Porovname-li vysledky L. a II. metody v Uloze 17.1, vidime, Ze
vysledné kanonické rovnice, ortonormélni polarni baze, a tim i transformacni rov-
nice, nemusi byt v obou metodéch tplné totozné. Kanonické rovnice se mohou lisit
o zdmeénu koeficienti u druhych mocnin soufadnic - poradi kofent v charakteristické
rovnici kuzelosecky, které urcuji, ktera souradna osa splyne s jakou osou kuzelosecky.
Tomu odpovida v I. metodé, kterou hodnotu «y, ¢ = 1,2, pouzivame v dalsich vypo-
¢tech. V pripadé a) jsme zvolili v I. metodé osu x souradného repéru jako hlavni osu
hyperboly, zatimco v II. metodé je osa x vedlejsi osou hyperboly. Kanonické rov-
nice respektive ortonormalni polérni repéry, a tim i transformad¢ni rovnice, se proto
v obou metodach lisi pofadim koeficienttt u 22 a y? v kanonické rovnici, respektive
pofadim smérovych vektori v ortonormalnim polarnim repéru. V piipadé b) jsme
zvolili jako osu paraboly v I. metodé osu z a ve druhé metodé osu y. Proto se ka-
nonické rovnice paraboly lisi o zdménu soufadnic x a y. Také ortonorméalni polarni
repér se v tomto pripadé lisi o poradi smérovych vektorti.

V pripadé kuzelosecek, které maji primku vlastnich stfedi, mizeme jako pocéatek
ortonorméalniho repéru zvolit libovolny vlastni stfed. Proto se mohou transformad¢ni
rovnice lisit v absolutnich ¢lenech, jak je vidét v pripadé c). &

18 Kuzelosecky jako mnoziny bodi
danych vlastnosti

Na stfedni skole se pracuje pouze s redlnou euklidovskou rovinou. Kuzelosecky se
definuji jako mnoziny bodi, které spliuji jisté vlastnosti. V této ¢éasti skript si ukéa-
zeme, ze stfedoskolské definice kuzelosecek urc¢uji opravdu realné ¢asti kuzelosecek
v nasSem pojeti.

Véta 18.1. Necht F' a G jsou dva rizné body v & a oznaéme |FG| = 2e. Necht
redlné cislo a je takové, Ze a > e. Potom mnoZina bodi X v & takovych, Ze |FX|+
|GX| = 2a, je redlnd cdst (redlné) elipsy s délkami poloos a a b= +/a? — €2.

Dukaz.
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Zvolme ortonorméalni repér tak, ze body

F a G lezi na ose x a jejich souradnice DAY
jsou F' = [—¢;0], G = [e;0]. Uvazujme X
bod X = [z;y], ktery spliuje podminku
|FX| 4+ |GX| = 2a. V soufadnicich je tedy \ X
{ -
G
Varorrg+ve—pre=2 A\ S B
a umocnénim dostaneme po jednoduché C
apraveé
Obr. 18.1

V(22 42 + e2)2 — de2a? = 2a° — (22 + 3 + €2).
Tuto rovnici opét umocnime a po tpravé dostaneme
ZE2((I2 . 62) +a2y2 — CL2<(I2 . 62) ]
Po dosazeni b? = a? — €2 a vydéleni a?b? dostaneme, Ze souiadnice bodii splitujicich
podminky nasi véty vyhovuji rovnici
2 2
T Y
St =l (18.1)
tj. lezi na realné elipse s délkami poloos a, b.
Naopak uvazujme realny bod X, ktery lezi na elipse o rovnici (18.1), tj. jeho
realné soufadnice [z;y] spliuji rovnici (18.1). Snadno se presvéd¢ime, ze |FX| +

|GX| = 2a, kde F = [—¢;0], G = [e;0], tj. redlné body elipsy spliuji podminky
nasi véty, a tedy mnozina bodi v & urc¢end podminkou |FX|+ |GX| = 2a je pravé
realné ¢ast (realné) elipsy. O

Poznamka 18.1. Body F', G z predchozi véty se nazyvaji ohniska elipsy. Cislo e
se nazyva délkovd excentricita (vijstrednost) elipsy. &

Véta 18.2. Necht F' a G jsou dva rizné body v £ a oznacme |FG| = 2e. Necht
redlné cislo a je takové, Ze a < e. Potom mnoZina bodi X v & takovych, Ze ||FX| —
|GX|| = 2a, je redlnd éast hyperboly s délkou hlavni poloosy a a délkou vedlejsi
poloosy b = /e2 — a?.

Dukaz.
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Podobné jako v dikazu Véty 18.1 zvolme or- ty a
tonormalni repér tak, ze body F' a G lezi na 4 2
ose z a jejich souradnice jsou F = [—e; 0],

G = [e; 0]. Uvazujme bod X = [x;y], ktery X O

spliwje podminku ||FX| — |GX]|| = 2a. x

V soutadnicich je tedy >

Vit = Vo= e+ =2 D

a umocnénim dostaneme po jednoduché
upraveé

Obr. 18.2
V(@2 2+ e2)2 —de2a? = (22 + 97 + %) — 24>,

Tuto rovnici opét umocnime a po upravé dostaneme

23(a® — %) + a®y? = a*(a® — €?).
Po dosazeni b? = €2 — a? a vydéleni a?b? dostaneme, %e soufadnice bodi splijicich
podminky nasi véty vyhovuji rovnici

2 2

£ Y

tj. lezi na hyperbole s délkami poloos a, b.
Naopak uvazujme realny bod X, ktery lezi na hyperbole o rovnici (18.2), tj. jeho
soufadnice [z;y| spliuji rovnici (18.2). Snadno se presvédéime, ze ||[FX| — |GX|| =

2a, kde F' = [—¢;0], G = [e; 0], tj. realné body hyperboly spliuji podminky nasi
véty, a tedy mnozina bodi v & ur¢end podminkou ||FX| — |GX]|| = 2a je pravé
realna céast hyperboly. ]

Poznamka 18.2. Body F', G z predchozi véty se nazyvaji ohniska hyperboly. Cislo
e se nazyva délkovd excentricita (vistFednost) hyperboly. &

Véta 18.3. Necht F' je bod a d je primka v & takovd, Ze F ¢ d, v(F,d) = p.
Potom mnozina bodi X v & takovych, Ze |FX| = v(X,d), je redlnd cdst paraboly
s parametrem p.
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Dikaz.

Zvolme ortonormélni repér tak, ze bod F

lezi na ose y a piimka d je rovnobéZzna s osou Y
ralF =[0;-p/2|,d:y+p/2=0. Uva
7ujme bod X = [z;y], ktery spliuje pod-

minku |FX| = v(X,d). V soufadnicich je d
tedy
k X
p p X
g+ D=ty ) F

a umocnénim dostaneme po jednoduché
upraveé

= —2py, (18.3)

tj. bod X lezi na parabole s parametrem p.
Obr. 18.3
Naopak uvazujme realny bod X, ktery lezi na parabole o rovnici (18.3), tj. jeho
souradnice [x;y] spliji rovnici (18.3). Snadno se presvédéime, Ze |FX| = v(X,d),
kde FF = [0;—p/2] a d : y = p/2, tj. redlné body paraboly spliiuji podminky nasi
véty, a tedy mnozina bodu v & uréena podminkou |FX| = v(X,d) je pravé realna
¢ast paraboly. ]

Poznamka 18.3. Bod F' z predchozi véty se nazyva ohnisko paraboly a primka d
se nazyva ridici primka paraboly. Cislo p = v(F,d) je parametr paraboly. &

Véta 18.4. Necht F' je bod a d je primka v & a necht' k > 0 je redlné ¢islo. Potom
mnozina bodi X v & takovych, Ze |FX| = kv(X,d), je redlnd cdst kuzelosecky, kterd
je

a) redlnou elipsou, jestlize F ¢ d a k < 1,

b) parabolou, jestlize F ¢ d a k =1,

¢) hyperbolou, jestlize FF' ¢ d a k > 1,

d) komplexné sdruZengmi riznobézkami, jestlize F € d a k < 1,

e) dvojndsobnou piimkou, jestlize F € d a k =1,

f) dvojict redlnych riznobézZek, jestlize F € d a k > 1.

Dukaz.
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Zvolme ortonormaélni repér tak, ze bod F
lezi na ose x a primka d je rovnobézné s osou
yaF =1e0],d:z—c=0,e>c Uva-

zujme bod X = [z;y], ktery spliuje pod- y ¢ X
minku |FX| = k-v(X,d). V soufadnicich je \
tedy X
0 F
Ve —e)?+y2=klzr— ¢
a umocnénim dostaneme po dpraveé Obr. 184
2*(1 -k —2(e — k*c)z +e* — K* +y* =0, (18.4)

coz je rovnice kuzelosecky, a tedy mnozina bodi, které jsou uréeny podminkami nasi
véty, je podmnozinou realné ¢ésti kuzelosecky.
A) Necht nejdiive F' € d a zvolme pocatek souradnic do bodu F, tj. e = ¢ = 0.
Potom (18.4) ma tvar
2?(1-k)+y*=0. (18.5)

Pro k < 1 je (18.5) rovnici komplexné sdruzenych riznobéznych piimek, které
maji jediny realny bod F.

Pro k£ > 1 je (18.5) rovnici realnych ruznobéznych primek, které se protinaji
v bodé F.

Pro k = 1 je (18.5) rovnici realné dvojnasobné piimky y = 0, ktera prochazi
bodem F.

B) Necht F' ¢ d. Z tvaru rovnic (18.4) je zfejmé, Ze mnoZina bodu urcend nasi
vétou je symetricka podle souradné osy x, tj. tato mnozina je podmnozinou realné
casti kuzelosecky, jejiz jedna osa lezi na ose x.

Zvolme nejdiive jako pocatek souradné soustavy prisecik kuzelosecky (18.4)
s osou z, tj. vrchol kuZelosecky. To nastava pravé tehdy, kdyz e? = k?c?. Oznaéme
jako p = e — c¢. Potom pfi nasi volbé je p > 0. Volme e = —kc a po dosazeni do
(18.4) dostaneme rovnici

y? = 2kpw + (K> — 1), (18.6)

Z (18.6) snadno vidime, Ze pro k = 1 je kuZzelosecka parabolou s parametrem p.
Zvolme nyni pocatek souradné soustavy tak, aby rovnice (18.4) neobsahovala
linearni ¢len x. To lze pouze za predpokladu, Ze k # 1 pouzitim posunuti pocatku
soufadné soustavy ve sméru osy x s transformaci
e — k?c

A — .
:v—:)s—l——l_kZ, y=y

Potom m4 kuZelosecka rovnici

_ E(e—¢)?

(1 - k) +y? = T (18.7)
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Snadno se vidi, Zze pro k < 1 urCuje rovnice (18.7) redlnou elipsu a pro k > 1
hyperbolu.

Podobné jako v predchozich vétach se dokéze, ze realné body kuzelosecek o rov-
nicich (18.5) — (18.7) spliji podminky nasi véty. O

Poznamka 18.4. Je-li F' ¢ d, nazyva se bod F' z predchozi véty ohnisko kuZelo-
secky a primka d se nazyva Tidici primka kuZelosecky. V kanonickych souradnicich
se snadno vidi, ze Fidici pfimka je polarou prislusného ohniska. Cislo p=v(F,d) se
nazyva parametr kuZelosecky. Cislo k se nazyva ciselnou excentricitou (vystiednosti)
kuzelosecky. &

Poznamka 18.5. V dikazu Véty 18.4 jsme pouzili riiznych tvart rovnic regularni
kuzelosecky. Rovnice (18.7) se nazyva stiedovd rovnice kuZelosecky (pocatek sou-
fadnicového repéru je stfedem kuzelosecky), ktera se da pouZit jen pro stiedové
kuzelosecky. Rovnice (18.6) se nazyva wvrcholovd rovnice kuZelosecky (pocatek sou-
fadnicového repéru je vrcholem kuzelosecky), kterd se bé&zné pouziva pro paraboly.
Z tvaru rovnice (18.4) muzeme snadno odvodit také ohniskovou rovnici kuZelosecky
(pocatek souradnicového repéru je ohniskem kuzelosecky). Tuto rovnici dostaneme
z (18.4) pii e = 0, tj.
2?41 = kK (x +p)?.

19 Cvicéeni

V nésledujicich cvicenich se souradnice a rovnice vztahuji k dané geometrické bazi
projektivni roviny.
19.1. Rozhodnéte, zda kuzelosecka k je regulédrni nebo singularni:
a) k: 373 — 2myw9 + 323 + 27123 — dwows + 23 =0,
b) k:x?+ 23+ 22 + 2323 =0,
C) k: 4.1’% + I’% + l’g — 4I1$2 + 4.7311‘3 — 2$2I3 = O7
d) k: 23 + 422 — 322 + 4129 — 2173 — daow3 = 0.
{ a) regularni, b) singularni hodnosti 2,
¢) singularni hodnosti 1, d) singularni hodnosti 2 }
19.2. Vypoctéte spoleéné body pirimky p a kuzelosecky k:
a)p:a+ 210 — w3 =0, k: 2?2 + 23 — 422 — 22109 + 3w103 + 31973 = 0,
b) p:bry — a9 —bw3 =0, k : 22 —3x%—|—3x§ — 2x1%9 — 4x1203 — 62923 = 0.
{a) PL=(L0:1), B = (=L1;1),
b) P, =(1;0;1), P, = (1;-5;2) }
19.3. Urcete vzajemnou polohu piimky zadané body A = (2;—1;3), B = (0;0;1)
a kuzelosecky
k:a? — 2235 + 2129 + 31103 + 610703 = 0.
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{ P¥imka je tvofici pfimkou kuZelosecky }
19.4. Urcete singularni body kuzelosecek ze cviceni 19.1.

{ a) nema singularni body, b) (—1;0; 1),
¢) piimka singularnich bodu 2zy — 29 + 23 =0,
d) (-=2:1;0) }
19.5. Ukazte, ze body A = (4;0;1) a B = (4; —3;1) jsou polarné sdruzené (konju-
gované) vzhledem ke kuzelosecce
k:92% + 1622 — 14422 = 0.

19.6. Na piimce p : x1+3x2+2x3 = 0 najdéte bod polarné sdruzeny s bodem (5; 1; 1)
vzhledem ke kuzelosecce
k: 622 4+ 923 — To2 — 61179 — 127123 + 147923 = 0.

{(=721) }
19.7. Urcete rovnice tecen kuzelosecky
k322 + 222 + 23129 + 3w1703 — dwox3 = 0
v bodech T} = (—2;1;1) a Th, = (—2;3;1).

{tlI7[E1—|—4ZL‘2+1OZE3:0,t2131’1—4l’2+18l’3:0}

19.8. Ukazte, ze primka ¢ je te¢nou kuzelosecky k a urcete bod dotyku:
a) t:dxy +x9—x3 =0, k: 323 — 2% — 323 + 22129 + 67123 + daow3 = 0,
b) t: Twy + 4y + 1023 = 0, k : 323 + 223 + 22105 + 331203 — 4x923 = 0.

{a)T=(0;1;1);b) T'= (2, -1;—1) }

19.9. Urcete podminku, aby pfimka ¢ : 21 + z2 4+ azs = 0 byla tecnou kuzelosecky
k:a?+ a3 — 322 + 2109 + 201203 + 3923 = 0.

{3a®>—-10a—13=0}

19.10. Urcete rovnici spojnice bodu dotyku tecen vedenych z bodu (3;1;1) ke ku-
zelosecce

k: 322 + 323 — 423 — 21179 + 47123 + da9w3 = 0.

{ Hledana spojnice bodu dotyku je polarou daného
bodu, tj. bz + x9 + 223 =0 }

19.11. Pomoci transformace projektivnich homogennich soufadnic urcete normalni
rovnice a projektivni typ kuzelosecky k ze cviceni 19.1. Urcete transformacni rovnice,
které prevadéji rovnici kuzelosecky do normalniho tvaru.
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{ a) y} +y3 — y2 = 0; realna regularni kuzelosecka; 1 =
\/Lgyh Ty = \/Lgyl + Y3, T3 = \/Lgyl + Y2 + 2y3,

b) y2 + y5 = 0; dvojice komplexné sdruZenych piimek;
L1 = Y1 — Y3, T2 = Y2, T3 = Y3,

c) y3 = 0; dvojnésobna piimka; r1 = y2, 13 = y1 + 22 +
Y3, T3 = Y3,

d) yi —y3 = 0; dvojice realnych pifmek; 1 = y; + 3yo —
2y3, T2 = 2y3, T3 = Yo }

V nasledujicich cvicenich se soutfadnice a rovnice vztahuji k danému afinnimu
repéru v afinni roviné.

19.12. Urcete rovnici kuzelosecky k, ktera prochazi body A = [0;0], B = [0; 3],
C=1[6:0], D=[22], E=[-21].

{k:a?>+4doy+4y* — 62— 12y =0}

19.13. Urcete prunik kuzelosecky
k:a?—2zy —3y*>—42 —6y+3=0
s primkou p:
a)p:br—y—5=0,
b)p:z+3y=0,
c)p:x+4y—1=0,
d)p:z—3y=0.

{ a) dva redlné rizné body [1;0], [3; —2],

b) dva komplexné sdruzené body |
¢) dvojnasobny bod [1;0],
d) [3; 3], druhy prisecik je nevlastni bod sméru ((3;1))

3 . 1 ]
4(144v3)7  4(1+iv3) D

19.14. Urcete singularni body kuzelosecky k:
a)k:22% —ay—y?— 150+ 3y — 18 =0,
b)k:z?+ay—y—1=0,
c)k:x?—2zy+y*+r+y=0.
{ a) nema4 singularni body, b) [1; —2],
¢) nevlastni singularni bod sméru ((1;1)) }
19.15. Urcete polaru p bodu P vzhledem ke kuzelosecce k:
a) P=[-2;1], k: 22 —ay —y?> — 150+ 3y — 18 = 0,
b) P=[1;-1], k: 922 — 4xy + 6y> + 62 — 8y + 2 =0,
¢) P je nevlastni bod uréeny smérem ((—1;1)),
k:5a? + day + 8y% — 322 — 56y + 80 = 0.
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{a)p:24x —3y+3=0,b)p: 14— 12y +9=0,
c)p:x—2y+4=0}
19.16. Bodem M vedte teény ke kuzZelose¢ce k. Urcete také souradnice bodu do-
tyku:
a) M =[0;0], k: 32> + Tey + 5y> + 4o + 5y + 1 =0,
b) M = [3;4], k: 22% —day +y* — 22 + 6y — 3 =0,
) M =1[-21], k: 32> +2xy + 2y* + 3z — 4y = 0.
{a)t1:204+5y=0,Ty =[-1;2]; ta: 20 +y =0,
T2 - [%7 _g]v
b)ty:Tx —2y—13=0,T1 =[1;-3|;ta: 2 —3 =0,
T2 = [_97 _1]7
c) M € k, proto méa uloha jediné feSeni ¢ : 7Tz +4y+10 =
0 a bod dotyku je bod M }
19.17. Urcete rovnice tecen kuzelosecky
ko’ +ay+y>+2r+3y—3=0,
které jsou rovnobézné s primkou 3z + 3y — 5 = 0. Urcete také souradnice bodu
dotyku.
Ty=[-3-3}
19.18. Urcete rovnici kuzelosecky k, ktera prochézi pocatkem souradné soustavy,
dotyka se primky 4z + 3y +2 = 0 v bodé [1;-2] a pfimky 2 —y — 1 = 0 v bodé [0;-1].

{k:62>+3zy—y*+2r—y=0}
19.19. Urcete stied kuzelosecky k:
a) k:x? —2xy+2y* —dx —6y+3=0,
)k dx® + 102y + 5y* — 22 — 4y +3 =0,
Yk :x?—2xy+y* —4dr—6y+3=0,
Yk 4+ 2xy+y? +20+2y—4=0.

=3

(@]

k
k

oL

{ a) [7:5], b) [1;—2], ¢) nema vlastni stfed, nevlastni

stfed je ur¢en smérem vektoru (1;1), d) pfimka stiedu
r4+y+1=0}
19.20. Urcete asymptoty kuzelosecky k:

a) k: 3z + 102y + Ty’ +4r +2y+1=0,

b) k: 102y — 2y* + 6z + 4y — 21 =0,

c)k:22® —3xy—w+3y+4=0.
{a)a; :6x+14y+11=0,a2:20+2y—1=0,
b)a; :5y+3=0,as:25c—5y+13=0,
c)ay:2x—3y+1=0,a:x0—1=0}
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19.21. Urcete rovnici kuzelosecky k, ktera prochazi bodem A = [3; 0], sméry urcené
vektory (3;2) a (1; —1) jsou sméry asymptot a kuzelosecka ma stied v bodé [0; —1].
{k:22> —ay—3y>—ax—6y—15=0}
19.22. Urcete prumér kuzelosecky k
a) prochazejici bodem M = [1; 2], k : 32* — 22y + 3y* + 4z + 4y — 4 =10,
b) rovnobé&zny s primkou 2x —y +5=0, k : 222 + 4wy + 54> —8x +6 = 0.
{a)z+2y+3=0, b)2r—y—8=0}
19.23. Urcete spole¢ny priumér dvou kuzelosecek
ki a?—ay—y —a2—y=0,
ky:x?+2xy+y* —ao+y=0.
{br+by+2=0}
19.24. Pro kuzelosecky ze cviceni 19.19 urcete normélni tvar rovnic, afinni typ,

normovany polarni afinni repér a transformace afinnich nehomogennich soutadnic,
které prevadéji danou rovnici kuzelosecky do normalniho tvaru.

{ a) 2 +y? — 1 = 0; realna elipsa; (P;e;,ey), kde
P =[7;5],e; = (v/26;0), e = (v/26;/26); v = /262" +
\/_y F Ty = V3G 5,

b) 2% — y'? + 1 = 0; hyperbola; (P;e;,e;), kde P =
[17_2]7 € = (ng)v €y = (\/57 \7/%) Tr = \/igy, + 17 Yy =
4. .1 4 7 3
50— RY T 5
c) 2’ — 2y’ = 0; parabola; (P;ey,e,), kde P = [T5; %]

e1=(1;0), ex=(5;3); v =a"+ 5y + 15, v =5/ — 15,
d) 2/ — 1 = 0; dvojice redlnych rovnob&Znych pifmek;
(P;ey,ey), kde P = [-1;0], e; = (v/5;0), e; = (—1;1);
z=+br'—y —1,y=y}
V nésledujicich cvicenich se souradnice a rovnice vztahuji k danému ortonormal-
nimu repéru v euklidovské roviné.
19.25. Urcete charakteristickou rovnici, hlavni ¢isla a hlavni sméry kuzelosecky k:
a) k:3x? + 4wy +5y*+2x —y+7=0,
b) k:a®+6zy —Ty* +x =0,
c) k:a?+dxy +4y* + 22+ 3y =0,
d) k:a?+y? -4 +6y—2=0.
{a) A2 =8\+11 = 0; \; = 4+ /5 odpovida u; =
(2;14+/5), Ay = 4 — /5 odpovida u; = (2;1 —V/5),
b) A2+ 6\ — 16 = 0; \; = 2 odpovidd u; = (3;1),
Ao = —8 odpovida u; = (—1;3),
c) A2 — 5\ = 0; \; = 5 odpovidd u; = (1;2), \y = 0
odpovida u; = (2;—1),
d) A2 —2X+1=0; A\;o = 1 a kazdy smér je hlavn{ }
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19.26. Urcete odchylku danou hlavnimi sméry kuzelosecky k£ a sméry os daného
ortonormalniho repéru:

0 3222 + 52xy — Ty* + 180 =0,
:5a? + 6y + 5y —32=0,
:5r? — 6y + 5y +8 =0,
1722 — 122y + 82 =0,
5?4 24xy — 5y = 0.

{ a) tan(a) = =2, b) a = 45°%, ¢) a = 45°,
d) tan(a) = 2, e) tan(a) = 2 }

19.27. Urcete osy kuzelosecky k:

a) k:
b) k :

522 + 24xy + 75y — 362 + 6y +1 =0,

Ta? + 262y + Ty? + 422 = 0.
{a)o:x+6y=0,09:6x—y—37=0,
b) oy :20x4+20y +21 =0,00: 20 -2y —7=0}

19.28. Urcete osy a vrcholy kuzelosecky k:

a) k:
) k

k:a?+day+4y? — 62 —2y+1=0,
) k-

o

)

(@]

(oW

2 = 3xy+y*+1=0,
3x2 4+ 20y +3y> + 62— 2y —5=0,

3y* + 2 — 6y +5=0.
{a)orio—y=0,Vi=[1],Va=[~-1;-1];00: 2ty =
0, Vs = [ \f\[] Vi= [L'—L,

b) oy : 2e+2y+1 = 0‘/1:[54f3+f]v_

[ 5+4\ﬁ,+34\ﬁ], 2.37—3/—}-1:0,{/3:[ 52f73+f],

4 1

c) jedind osa o : x—|—2y— 1 =0, jediny vrchol V' = [£; 2],
d) jediné osa 0 : y — 1 = 0, jediny vrchol V = [—1;1] }

19.29. Pomoci transformaci kartézskych soutradnic urcete typ a kanonickou rovnici
(viz Véta 17.3) kuzelosecky k. Urcete také transformaci kartézskych souradnic, ktera
prevede rovnici kuzelosecky do kanonického tvaru:

322 + 102y +3y> — 22 — 14y — 13 =0,

: 2502 — 14xy + 25y + 64 — 64y — 224 =0,
Dday + 3y® + 160+ 12y — 36 =0,

Tx? 4+ 6xy — y? + 282+ 12y +28 = 0,
:192% + 6y + 11y* + 38z + 6y +29 =0,

. 5a? — 2zy + 5y — 4x + 20y +20 =0,

: 922 — 242y + 16y? — 20z + 110y — 50 = 0,
922 + 120y + 4y? — 242 — 16y +3 =0,

£ 1622 — 24xy + 9y? — 160z + 120y + 425 = 0.
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12 V) Y,
{ a) hyperbola; 2" —%- = 1; 2 = xﬁy 12, y= w\J/riy 1,
b) elipsa; 55 + 1 = 1w = <7 — 1, y = “F + 1,
2 12 VR, W I

c) hyperbola; & — %= = 1; . = x\/%y 13,y = 2x\/+gy —4;
d) dvojice rtznobéznych pifmek; z/? — 4y = 0; z =
M -9 — -3z’ +y’

V10 Y V10
e) imaginarni elipsa; 2/ + 2% = —1; x = I’f/l%l/ —1,

_ =34y’
y - m 9
f) komplexné sdruzené riiznobézky; 222 + 3y'? = 0; x =
I/—y/ _ m/—l-y/ . 2

\/5 9 y \/5 9
g) parabola; y/? = 22/; ¥ = %_3’ y = ijQ,
h) dvojice realnych rovnobézek; 2’2 = 1; x = h\/%y’ +
4 _ 2243y
Vi YT Ui o
i) dvojice komplexné sdruZenych rovnobézek; y'? = —1;

_ 34y _ 4’43y 4
T = 5 y Y= 5 }

19.30. Metodou invarianti urcete typ stfedové kuzelosecky k a délky jejich poloos:
a) k:412% + 24xy + 9y? + 24z + 18y — 36 = 0,
b) k: 82% + 4dzy + 5y? + 162 + 4y — 28 = 0,
c) k:4x? + 24xy + 11y + 64x + 42y + 51 = 0,
d) k: 1222 + 262y + 12y* — 522 — 48y + 73 = 0.

{ a) elipsa o poloosach délky 3 a 1,

b) elipsa o polooséach délky 3 a 2,

c¢) hyperbola o poloosach délky 2 a 1,
d) hyperbola o polooséach délky 5 a 1 }

19.31. Metodou invariantii ovéite, ze kuzelosecka k je parabolou a urcete jeji para-
metr:

a) k:92% + 24y + 16y* — 1202 + 90y = 0,

b) k: 92 — 24zy + 16y* — bdx — 178y + 181 =0,
c) k:x?—2zy+y*+6x—14y+29=0,

d) k: 922 — 62y + y* — 502 + 50y — 275 = 0.

{ a) parabola s parametrem 3, b) parabola s paramet-
rem 3,
¢) parabola s parametrem /2, d) parabola s paramet-

rem@}

19.32. Urcete prunik kuzelosecek ki a ko:
a) ki 222 +2xy+y? — 6z +2y—8=0,
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ky:x? — 1lay —y? + 270 — 11y +26 =0,
b) ky : 222 — 3y +2y* — 20— 2y =0,
ky : 522 + 162y + 5y? — bo — by =0,
c) ky :dx? — 122y +9y* +4r — 6y + 1 =10,
ky:22% + 2y — 6y> — 5x + 11y — 3 =10,
d) k2?2 —y?=0,ky 2y —1=0.
{ a) Kuzelosecky maji dva dvojnasobné priuseciky (maji
v téchto bodech spole¢nou teénu) [0;2], [—1;0],
b) dvojnasobny prisecik [0;0], a dva jednonasobné re-
alné pruseciky [0; 1], [1;0],
c) piimka p: 2x —3y+1=0,
d) ¢tyfi rizné jednonésobné priseciky, z toho dva realné
[1;1], [-1; —1] a dva komplexné sdruzené [i; —i], [—i;1]

}

19.33. Je dana elipsa e : 2522 4 4y? — 100 = 0 a kruznice k : 22 + y? = r2. Urcete,
pro kteréd r se elipsa s kruznici

a) protinaji ve ¢tyfech realnych raznych bodech
b) dotykaji,
¢) protinaji ve ¢tyfech imaginarnich bodech .

{ a) r < 2 kruZnice lez uvnit¥ elipsy, r > 5 elipsa lezi
uvniti kruznice, b) r=2ar=5,c¢)r € (2;5) }

19.34. Pro jaké c vytina kuzelosecka k : 222 — 3xy +y?> — 7z +cy +4 =0 na ose y
tétivu délky 3.

{)\1:5, )\2:—5}

19.35. Mostni oblouk méa tvar oblouku paraboly. Jeho délka je 48 m a vyska 12m.
Urcete parametr této paraboly.

{p=-24}

19.36. Dokazte, ze tecna paraboly v libovolném bodé svird stejny thel s osou pa-
raboly, jako se spojnici ohniska a bodu dotyku.

19.37. Je dana hyperbola h : b%2? — a?y? = 1 a jeji bod M[x;y]. Vypoctéte plosny
obsah rovnobéznika, kterého dvé strany lezi na asymptotach hyperboly a jednim
jeho vrcholem je bod M.

{ Plosny obsah nezavisi na volbé bodu M a je roven

ab
P=—
5 )



Kapitola 5
TEORIE KVADRIK

20 Kvadriky v projektivnim prostoru

Necht Ps je 3-rozmérny redlny projektivni prostor s aritmetickym zékladem V.
Necht V,© je komplexni rozsifeni prostoru V, definované v Casti 1. Projektivn{ kom-
plexni prostor s aritmetickym zakladem V,© budeme nazyvat kompleznim rozsivenim
projektivniho prostoru Ps; a oznafovat PS. Redlny projektivni prostor Ps potom
muZzeme uvazovat jako podmnozinu (ne podprostor) v komplexnim projektivnim
prostoru Py, totiz bod X = (x) € Ps pravé tehdy, kdyZ existuje jeho aritmeticky
zastupce x € V; C VF.

Body X lezici v P3 C PS budeme nazyvat redlné body a body z PS nelezici
v P53 budeme nazyvat imagindrni body. Podprostor v P, ktery vznikne jako kom-
plexni rozsiteni podprostoru v Ps, budeme nazyvat redlny podprostor a podprostor
v PY, ktery nevznikne jako komplexni rozifieni podprostoru v P3, budeme nazyvat
imagindrni podprostor v Ps.

Definice 20.1. Necht F je nenulova kvadraticka forma na Vj a FC je jeji kom-
plexni rozsifeni. Mnozinu bodt X = (x) € P takovych, Ze F€(x) = 0, nazyvame
kvadrikou v projektivnim prostoru P§ a znac¢ime K : F©(x) = 0.

Poznamka 20.1. Podobnou tvahou jako v Poznamce 12.1 ukazeme, Ze nase defi-
nice ma smysl. %

Poznamka 20.2. Snadno se nahlédne, Ze dvé nenulové kvadratické formy F' a GG
urcuji tutéz kvadriku K pravé tehdy, kdyz existuje nenulové o takové, ze G = oF.

&

Definice 20.2. Je-li K NP3y = 0 (tj. kvadrika neobsahuje Zadny realny bod),
nazyvame kvadriku K formdiné redlnou nebo imagindrni.

106
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Uvazujme nyni geometrickou bézi

(01 = (w),...,0, = (u), E = (Zui» (20.1)

prostoru Ps. Z definice geometrické béze a vlastnosti komplexniho rozsifeni vekto-
rového prostoru vyplyva, ze (20.1) je soucasné i geometrickou béazi projektivniho
prostoru P5. Pritom bod X je redlny prave tehdy, kdyZ jeho projektivni homogenni
soufadnice vzhledem ke geometrické bazi (20.1) jsou realna &isla a je imaginarni
pravé tehdy, kdyz alespon jedna souradnice je komplexni ¢islo s nenulovou ima-
ginarni ¢asti. Vyjadieme nyni rovnici kvadriky K : F¢(x) = 0 v geometrické bazi
(20.1). Necht bod X mé v bazi (20.1) projektivni homogenni souradnice (z1, ..., x4).
Potom bod X € K pravé tehdy, kdyz

4

4 4
F(C(X) = f(C(Z r;u;, ijuj) = Z Qi3T5 = 0, (202)
i=1 j=1

ij=1
kde A = (a;;) = (f(u;,1;)) je matice kvadratické formy F' v bazi uy, . .., uy prostoru
V4. P1i ztotoznéni X se sloupcovou matici projektivnich homogennich soufadnic, tj.
T
(X) =1 : |, miZeme psat
T4
ayp ... Q4 1
K: (z...24) | : | =0,
aig ... Qg4 Ty

nebo zkracené

K: (X)TA(X)=0. (20.3)

Poznamka 20.3. Protoze jsme v definici kvadriky pouzili komplexni rozsifeni re-
alné kvadratické formy, jsou koeficienty a;; v matici A kvadriky realné ¢isla, zatimco
proménné souiadnice mohou byt i ¢isla komplexni. &

Definice 20.3. Hodnosti kvadriky K : F®(x) = 0 rozumime hodnost kvadratické
formy F', tj. jeji matice A. Je-li kvadratickd forma F' regularni, nazveme kvadriku
K requldrni kvadrikou a je-li I’ singulédrni kvadraticka forma, nazveme kvadriku
K singuldrni kvadrikou.

Poznamka 20.4. Regularni kvadriky jsou tedy hodnosti 4, zatimco singularni kva-
driky mohou byt hodnosti 1,2 nebo 3. &

Véta 20.1. Hodnost kvadriky nezdvisi na zvolené geometrické bdzi.
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Dikaz. Véta 20.1 je pfimym disledkem Véty 8.2. [

Poznamka 20.5. V Poznamce 12.5 jsme ukéazali, Zze kuzelosecka je urcena 5 line-
arné nezavislymi podminkami. Protoze matice kvadriky ma 10 ¢lenti, potfebujeme
pro ur¢eni kvadriky celkem 9 linearné nezavislych podminek, kdy jako podminku
rozumime takovou informaci o kvadrice, kterd v souradnicich vede na linedrni rov-
nici pro koeficienty matice kvadriky. Takovato jednoducha podminka je, ze kvadrika
prochézi danym bodem. Takze kvadrika je urcena 9 body takovymi, ze zadnych 7 z
nich nelezi v jedné roviné. O

Definice 20.4. Necht K : F¢(x) = 0 je kvadrika v PS. Body P = (p),R =
(r) € PS se nazyvaji poldrné sdruzené (nebo konjugované) vzhledem ke kvadrice
K, jestlize f(p,r) = 0. Bod P nazveme singuldrnim bodem kvadriky K, je-li
polarné sdruzen vzhledem ke K se vSemi body prostoru PS. Bod, ktery lezi na

kvadrice K a neni jejim singularnim bodem, nazveme requldrnim bodem kvadriky
K.

Poznamka 20.6. Protoze plati fC(ap, 8r) = affC(p, 1), nezavisi Definice 20.4 na
volbé aritmetickych zastupcti bodu P a R. &

Véta 20.2. Necht K je kvadrika a P je jeji singuldrni bod. Necht R € K a R # P.
Potom

(1) Bod P lezi na K.
(2) Vsechny body primky PR leZi na K.

Dikaz. Diikaz je totozny s dikazem Véty 12.3. ]

Véta 20.3. Necht kvadrika K : F€(x) = 0 md v néjaké geometrické bdazi prostoru
Py rovnici (X)TA(X) = 0. Potom body P = (py,...,p1) a R = (r1,...,r4) jsou
poldrné sdruzené vzhledem ke K prdvé tehdy, kdyz

(P)TA(R) = 0.
Bod P je singuldrnim bodem K prdvé tehdy, kdyz matice A(P) je nulovd.

Dikaz. Diikaz je pfimym dusledkem Definice 20.4. [
Rozepsénim podminky pro singuldrni bod v projektivnich homogennich sourad-

nicich dostaneme, ze P = (p1,...,ps) je singularnim bodem K préavé tehdy, kdyz

jsou jeho souradnice FeSenim nasledujici soustavy homogennich linedrnich rovnic

a1y + -+ apurs =0,
(20.4)

a14x1+-~-+a44;v4:0,

tJ Fl(X) = 0,...,F4(X> =0.
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Disledek 20.1. Reguldrni kvadrika memd Zddny singuldrni bod. Singuldrni kva-
drika hodnosti h (h = 1,2,3) md redlny podprostor singuldrnich bodi dimenze (3—h).

Diikaz. Dikaz je pfimym dusledkem podminek pro fesitelnost soustavy (20.4). O

Véta 20.4. Necht K : FC(x) = 0 je kvadrika a P = (p) je bod, kteryj neni singu-
larnim bodem K. Pak mnoZina vSech bodi X = (x) poldrné sdruzenijch s bodem P
je rovina 7 s rovnici ™ : f¢(p,x) = 0.

Diikaz. P = (p) neni singularnim bodem K. Potom f(p,x) je nenulové linearni
forma na V,* a vime, Ze mnozina vektorii x, které ji nuluji, je podprostor V,* dimenze
3. Ten urcuje projektivni podprostor v PS dimenze 2, tj. rovinu. O

Definice 20.5. Rovinu 7 z Véty 20.4 budeme nazyvat poldrni rovinou bodu P
vzhledem ke kvadrice K a naopak bod P budeme nazyvat polem roviny 7.

V geometrické bazi (Oq;... ;04 E) jsou body P, X dany projektivnimi homo-
gennimi soufadnicemi P = (py;... ;ps4), X = (x1;... ;x4) a rovina 7 polarné sdru-
zenych bodt s bodem P m4 soufadnicové vyjadieni 7 : PTAX = 0, coz miiZzeme
prepsat ve tvaru

T Fl(p)xl + -4 F4(p)$4 =0.

Dostavame tak obecné vyjadieni polarni roviny bodu P.

Véta 20.5. (O vzajemnosti polu a polarni roviny) Necht K je kvadrika a P,
R jsou dva nesinguldrni body. LeZi-li bod P v poldarni roviné bodu R, pak bod R lezi
v poldrni roviné bodu P.

Dikaz. Diikaz je totozny s dilkkazem Véty 12.7. [

Poznamka 20.7. Pro regularni kvadriku K je pfifazeni polarni roviny vzajemné
jednoznaé¢né zobrazeni z mnoziny bodi na mnozinu rovin. Opravdu, je-li o : ajz1 +
-+« 4+ agxy = 0 obecné vyjadieni néjaké roviny v pevné zvolené geometrické bézi,
potom souradnice jejitho polu spliiuji soustavu rovnic Fi(p) = kay, ..., Fy(p) = kay
a pro dany parametr £ ma tato soustava jediné reseni pravé tehdy, kdyz je matice
A regularni. Zavislost na parametru £ je linearni, tj. feSeni je jednodimenzionalnim
podprostorem ve V£, tj. bodem v PS. &

Véta 20.6. Necht K : FE(x) = 0 je requldrni kvadrika a A = (a), B = (b) € PS
jsou dva rizné body. Oznacme «, [ poldrni roviny bodi A, B. Potom poldrni roviny
vSech bodi primky p = AB tvoFi svazek rovin uréenyg rovinami o, 3. Naopak poldrni
rovina libovolného bodu osy svazku ¢ = a N B obsahuje primku p = AB.

Diikaz. Protoze A # B, je polarni rovina « rizna od polarni roviny S (viz Po-
znamka 20.7). Potom roviny o : f(a,x) =0a 3: fC(b,x) = 0 tvoif svazek rovin.
Uvazujme piimku p = AB. Polarni rovina libovolného bodu P = kA + IB € p,
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kde alespoii jedno &islo k,[ je nenulové, je 7 : fC(ka + Ib,x) = 0 a z vlastnosti
bilinearnich forem je

7ok fS(a,x) + 1 fC(b,x) =0,

coz znamena, ze 7 patii do svazku rovin urcéeného rovinami « a f3.
Oznacme ¢ = a N B. Pro libovolny bod @ € ¢ z Véty 20.5 vyplyva, ze polarni
rovina bodu ) obsahuje body A, B. ]

Poznamka 20.8. Pro regulérni kvadriku K je tedy libovolné primce p jednoznacéné
pritazena piimka ¢ jako osa svazku polarnich rovin bodi piimky p. Piimka ¢ se
nazyva poldarné sdruzend primka k primce p vzhledem ke kvadrice K. Je-li ¢ polarné
sdruzena primka s prfimkou p vzhledem ke kvadrice K, je i p polarné sdruzena
primka s primkou ¢ vzhledem ke kvadrice K. Polarni sdruZzenost piimek vzhledem
k regularni kvadrice je tedy involutorni bijekcf na mno#iné pifmek prostoru Ps. <

Véta 20.7. Necht K je kvadrika a o je redlnd rovina v PS. Potom bud o C K,
nebo aN K je kuZelosecka v a.

Diikaz. Necht o m4a aritmeticky zaklad US C V,£. Potom F|Us je kvadraticka
forma na Us. Je-li F|Us nulova kvadraticka forma, je o C K. Je-li F|Us nenulova
kvadratickd forma, uréuje mnozina nulovych vektorti formy FC|US kuZelosecku v a.

]

Véta 20.8. Necht K je kvadrika, kterd md pravée jeden singuldrni bod P, a « je
redlnd rovina, kterd neprochdzi bodem P. Pak K N« je reguldrni kuZelosecka v c.

Diikaz. Dikaz provedeme sporem. Necht je nejdiive rovina « soucésti kvadriky K.
Potom spojnice libovolného bodu a se singuldrnim bodem P je podle Véty 20.2
soucasti K. To ale znamen4, Ze cely prostor je soucasti K, a to je ve sporu s Definici
20.1. Je tedy podle Véty 20.7 K N « kuzelosecka.

Necht nynf K : F®(x) = 0. Pfedpokladejme, Ze Q = (q) je singularnim bodem
kuzelosecky K Na, tj. f€(q,x) = 0 pro véechny body X = (x) € a. Zvolme realnou
geometrickou bazi P,Q, Ry, Ry, R; € o, v = 1,2, prostoru Ps, tj. X = P + vQ +
01Ry + 02Ry, X € Pg. Potom f®(q,x) = 8f%(q,p) +7f%(q,q) + 0:1f%(q,11) +
52fC(q,r2) = 0, tj. Q je vzhledem ke K polarné sdruzen se viemi body prostoru Ps
a je to tedy singularni bod kvadriky K. To je ovSsem spor s predpokladem, ze P je
jedinym singularnim bodem K, a tedy K N« musi byt regularni kuzelosecka. [

Véta 20.9. Necht K je kvadrika a p je redlnd primka v Py. Potom bud p C K,
nebo pN K je dvojice bodi, které mohou byt komplexné sdruZené, redlné rizné, nebo
redlné totozné (dvojndsobny bod).

Dikaz. Diikaz je totozny s dikkazem Véty 12.8. [

Véta 20.10. Necht K je kvadrika, kterd md praveé primku singuldrnich bodi p, a q
je redlnd primka, kterd nemd s primkou p spolecné body. Pak K N q je bud dvojice
komplexné sdruZenich bodi, nebo dvojice redlngjch riznich bodii.
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Dikaz. Dikaz provedeme sporem. Necht je nejdiive pfimka ¢ soucasti kvadriky
K. Potom spojnice libovolného bodu ¢ s libovolnym bodem p je podle Véty 20.2
soucasti K. To ale znamené, Ze cely prostor je soucasti K, a to je ve sporu s Definici
20.1.

Je tedy podle Véty 20.9 K Nq dvojice bodii. Necht nyni K : F€(x) = 0. Piedpo-
kladejme, ze @ = (q) je dvojnasobnym bodem K N q. Potom @ je polarné sdruzen
se v8emi body primky ¢. Opravdu, je-li R # @ jiny bod piimky ¢, je paramatrické
vyjadieni g tvaru X = BQ+~R a K Nq vede na rovnici 287f%(q,r)+~%fC(r,r) = 0.
Z predpokladu, ze @ je dvojnasobny bod, musi mit tato rovnice dvojnasobny koien
v = 0. To je mozné pouze tehdy, kdyz fC(q,r) = 0, a tedy Q a R jsou polarné
sdruzeny vzhledem ke K. Zvolime-li nyni redlnou geometrickou bazi Ps se zaklad-
nimi body Py, P», @), R, P, € p, dokdZeme stejné jako v ditkkazu Véty 20.8, ze @ je
singularnim bodem K, a to je ve sporu s predpokladem, Ze mnozina singularnich
bodiu K je pravé primka p. Tedy K Nq je bud dvojice komplexné sdruzenych bodi,
nebo dvojice realnych riznych bodi. ]

Uloha 20.1. Urcete hodnost kvadriky K a pro singularni kvadriku uréete mnozinu
jejich singuléarnich bodii:

a) K : a2 — 222 — 522 — 4109 — 831203 + 62914 = 0,

b) K : 2% + 373 + 823 + 623 + 2w179 + 8xow3 — 4174 + 87374 = 0.

1 -2 -4 0
S L : : -2 -2 0 3 . : .
Reseni: a) Matice kvadriky A = 4 0 o o |ma hodnost 4, tj. K je

0 3 0 =5

regularni kvadrika a nemé singularni body.

1 10 -2
. . 1 34 0 ) . L o
b) Matice kvadriky A = 0 48 4 | ma hodnost 2, tj. K je singularni
-2 0 4 6
kvadrika. Soutadnice singularnich bodu spliuji soustavu rovnic
1+ To — 2$4 = O,
1‘1+3232+433‘3 :O,

4$2+81’3+4J]4 :O,
—2x 4+ 4x3+ 6x4 = 0.

Regenim je vektorovy podprostor L((2;-2;1;0),(3; —1;0; 1)), ktery je aritmetickym
zékladem piimky singularnich bodu o parametrické rovnici p : X = k(2; —2;1;0) +
[(3; —=1;0; 1). Obecna rovnice piimky singularnich boda je potom

r1 —2x3—3x4=0,
ZE2+2ZE3+$4:0.
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Uloha 20.2. Uréete polarni rovinu bodu P = (1;2;0; 1) vzhledem ke kvadrice

K : 23 + 323 — 22 + 23 + 22129 — 41104 + 22374 = 0.

1 1 0 -2
X . . 1 3 0 0 e
Reseni: Matice kvadriky A = 0o o0 -1 1 | Potom hodnoty pridruzenych
-2 0 1 1

linearnich forem pro bod P jsou Fi(p) = 1, Fy(p) = 7, F5(p) = 1, Fy(p) = —1

a rovnice polarni roviny je 7 : 1 + 7xo + x3 — x4 = 0.

Uloha 20.3. Pro kvadriku z Ulohy 20.2 urcete pol roviny
7TZ$1+21’2—3ZC3+£C4:0.

Reseni: Soutadnice polu P = (p1;p2;ps; pa) jsou feSenim soustavy linearnich
rovnic

p1+ Do —2py =k,
Y4 + 3p2 = 2k y
—ps +ps = =3k,
—2p +ps+pa=k.
Soustavu vyfesime v zavislosti na parametru k. Dostaneme p; = ik, Py = }Lk‘,

p3 = %k;, = ik a volbou k = 4 dostaneme pol P = (5;1;13;1).

Uloha 20.4. Urcete priseciky kvadriky

K : 22+ 11709 — 2ow3 — Bry74 = 0
s piimkou p = AB, A = (0;5;10;1), B = (—1;3;7;0).

Resent: Parametricka rovnice primky p je p: X = aA + 8B, kde alespon jedno
z Cisel a, B je nenulové, tj. X = (—f;5a + 33; 10 + 75; o). Dosazenim do rovnice
kvadriky dostaneme po upravé kvadratickou rovnici

(07 2 (07
2(5) +3(5) +1-0,

s TeSenim <%>1 = —%, (%)2 = —1. Pro ay = 1,5, = —2 dostaneme prusecik

Py =(2;-1;-4;1) a pro ag = 1, f3 = —1 dostaneme prisecik P, = (1;2;3;1).
Uloha 20.5. Uréete piimku polarné sdruzenou s pifmkou p vzhledem ke kvadrice
K, kde p a K jsou zadény v Uloze 20.4.

Reseni: Polarné sdruzena piimka ¢ je osou svazku rovin ur¢eného polarnimi
rovinami bodu A, B. Tj. q : 2z9 — 323 =0, 321 — 82y + 11lz3 + bx +4 = 0.
Uloha 20.6. Uréete primik kvadriky K s rovinou p:

a) K : 223 — 22 + 222 + 2109 + 1123 — 42104 + 1973 — Ty — T334 = 0;
p:x1+x2—:€4:0,
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b) K : x% + x% — 22179 + T1T3 — X124 + OT2x3 + T2y — X304 = 0; p: a9y =0.

Resent: a) 7 rovnice roviny je x4 = x; + 3. Dosazenim do rovnice kvadriky
ovéfime, ze vSechny body p vyhovuji rovnici kvadriky K, a tedy p C K.

b) Dosadime do rovnice kvadriky x5 = 0 a dostaneme rovnici

2
]+ 2173 — 174 — 23204 = 0,

kterou upravime na tvar
(21 + x3)(x1 — 24) = 0.

Prinikem je potom singularni kuzelosecka v roviné p, ktera je tvofena primkami
prixeo=0,21—x3=0apy:2=0, 21 —x4 =0.

21 Projektivni klasifikace kvadrik

Véta 21.1. Kwvadrika hodnosti 1 je tvorena jedinou redlnou dvojndsobnou rovinou.

Dikaz. Kvadrika hodnosti 1 méa podle Dusledku 20.1 pravé realnou rovinu o sin-
gularnich bodii. Zédny dalsi bod jiz na kvadrice nemiize lezet. Pokud by totiz bod
X lezel na kvadrice a X ¢ o, pak podle Véty 20.2 by piimky uréené bodem X
a libovolnym singularnim bodem Y € o lezely na kvadrice (viz Obrazek 21.1). To
by ovSem znamenalo, Ze vSechny body prostoru lezi na kvadrice, a to je ve sporu
s Definici 20.1. ]

Véta 21.2. Kvadrika hodnosti 2 je tvofena dvojici rovin, které jsou bud komplexné
sdruzené, nebo redlné rizné.

Dikaz. Kvadrika hodnosti 2 mé podle Diusledku 20.1 pravé realnou piimku p sin-
gularnich bodi. Uvazujme redlnou piimku ¢, ktera nemé s p zadny spolecny bod.
Podle Véty 20.10 je prunik kvadriky a primky ¢ dvojice rtiznych bodi, které jsou
realné rizné, nebo komplexné sdruzené. Oznaéme je A, A. Potom podle Véty 20.2
jsou roviny urcené piimkou p a body A, A souéasti kvadriky. Zédny dalsi bod jiz
na kvadrice nelezi. Pokud by bod X byl bodem kvadriky a nelezel v zadné z rovin
(p, A), (p, A), byla by i rovina (p, X) soucasti kvadriky a jeji prisecik Y s pifmkou
q by byl treti bod priniku ¢ a kvadriky. To je ovSsem ve sporu s Vétou 20.10. O

Obrazek 21.1 Obrazek 21.2
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Definice 21.1. Necht k je regularni kuZelosecka v realné roving a C PS a necht
V € PY je redlny bod, ktery nelezi v a. Mnozina bodi, které lezf na spojnicich
bodu V se vSemi body kuzelosecky k, se nazyva (kvadratickd) kuzelovd plocha. Bod
V' se nazyva wvrchol kuzelové plochy a kuzelosecka k se nazyva ridici kuZelosecka
kuzelové plochy. Je-li k redlna regularni kuzelosecka, hovoiime o redlné kuZelové
plose, je-li k imaginarni regularni kuzelosecka, hovorime o imagindrni kuZelové
plose.

Véta 21.3. Kvadrika hodnosti 3 je kuZelovd plocha, kterd je bud imagindrni, nebo
redlnd.

Obrazek 21.3

Dikaz. Kvadrika hodnosti 3 ma podle Dusledku 20.1 pravé jeden singuldrni bod,
ozna¢me ho V. Uvazujme redlnou rovinu «, kterad neobsahuje bod V. Podle Véty
20.8 je priunikem « a kvadriky regularni kuzelosecka k. Potom podle Véty 20.2 je
kuzelova plocha urcena ridici kuzeloseckou k a bodem V' soucasti kvadriky. Zédny
dalsi bod jiz na kvadrice nelezi. Pokud by bod X byl bodem kvadriky a nelezel na
této kuzelové plose, byla by i ptimka (V) X) soucasti kvadriky a jeji prusecik YV ¢ k
s rovinou « by byl bod priniku « a kvadriky. (viz Obréazek 21.3). To je ovSem ve
sporu s Vétou 20.8. Pokud je k redlna kuzelosecka, je kuzelova plocha realna. Pokud
je k imaginarni kuzelosecka, je kuzelova plocha imaginarni (jejim jedinym realnym
bodem je vrchol V). O

Ve Vétach 21.1 a 21.2 jsme dokézali, ze kvadriky hodnosti jedna a dvé obsahuji
jako své podmnoziny roviny. Kvadriky hodnosti tii obsahuji jako své podmnoziny
piimky. Obecné budeme podprostor maximalni dimenze, ktery je soucasti kvadriky,
nazyvat tvoricim podprostorem kvadriky. K tomu, abychom mohli rozhodnout, zda
i regularni kvadrika ma redlny tvorici podprostor dimenze vétsi nez nula, musime
dokézat nasledujici pomocnou vétu.

Véta 21.4. Necht md kvadrika K normdlni rovnict tvaru

K: x%—k---—kxi—xiﬂ—...—xi:& 2p > h,

kde h < 4 je hodnost K. Pak
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1. (p—1) je nejuétsi cislo takové, Ze existuje redlnyg (p — 1)-rozmérny podprostor
p v Pg, ktery nemd s K spolecnsj redlnyj bod.

2. (3 —p) je nejvuétsi cislo takové, Ze existuje redlny (3 — p)-rozmérny podprostor
o v PE, kteryj je cdsti K.

Dikaz. Existence:
1) Uvazujme realny podprostor p uréeny obecnymi rovnicemi

l’p+1:O,...,JZ4:0.

Potom dimp = (p—1)a KNp: 27+ 422 = 0,251 =0,...,24 = 0. Tedy KNp
neobsahuje zadny realny bod. Tim jsme dokazali existenci hledaného prostoru.

2) Uvazujme realny podprostor o : &1 = Tpi1, ..., Thop = Thy Thpi1 = 0,. .., Tp =
0. Potom dimo=(3 — p) a 0 C K, coz dokazuje existenci hledaného prostoru.

Maximéalnost dimenzi:

1) Necht p’ je libovolny realny podprostor takovy, ze dimp’ > p. Pak dim(p'No) =
-dim(p'+0) + dimp’ + dimo > 0. Protoze o C K, obsahuje p’NK reélny podprostor
dimenze > 0, tj. alespoii realny bod, a tedy (p — 1) je maximélni dimenzi hledanych
podprostorti.

2) Necht ¢’ je libovolny realny podprostor takovy, ze dimo’ > (4 — p). Pak
dim (o’ N p)=-dim(o’ + p)+dimo’+dimp > 0, a tedy (¢’ N p) obsahuje alespon je-
den realny bod. Protoze ale p nemé s K zadny spoleény realny bod, nemuze byt o’
podmnozinou K, a tedy dimenze (3 — p) je maximalni dimenzi hledanych podpro-
stori. [

Rovnice kvadriky v projektivnich homogennich souradnicich je ddna souradnico-
vym vyjadienim (20.2). Znaméa véta o prevodu kvadratické formy na norméalni tvar
mé nyni nésledujici geometrickou podobu:

Véta 21.5. (Projektivni klasifikace kvadrik) Ke kaZdé kvadrice K v PS exis-
tuje takova geometrickd bdaze Ps, Ze v ni ma K jednu z ndsledugjicich rovnic:

o]+ 73 + 25 + 23 =0, (PK1)
x} + 25 + 25 — 25 =0, (PK2)
x] 4+ 25 — x5 — 25 =0, (PK3)
o] + 3 + 235 =0, (PK4)

x] + x5 — x5 =0, (PK5)

r}+ 12 =0, (PK6)

x] — x5 =0, (PKT)

2] =0. (PKS8)

Dikaz. Tato véta je pfimym disledkem Véty 9.2 a dokéze se obdobné jako Véta
13.3. ]
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Definice 21.2. Rovnice kvadriky z Véty 21.5 se nazyva normdlni rovnice kva-
driky. Geometricka béaze, ve které ma kvadrika normalni rovnici, se nazyva poldrni
normovand bdze kvadriky.

Poznamka 21.1. Kvadrika o rovnici (PK1) je regularni kvadrika. Z Véty 21.4 vy-
plyva, Ze neobsahuje zadny realny bod a jedné se tedy o tmagindrni requldarni kvad-
riku. Kvadrika s rovnici (PK2) je regularni kvadrika, ktera podle Véty 21.4 obsahuje
jako realné tvorici podprostory pouze body. Tuto kvadriku budeme nazyvat requldrni
neprimkovou kvadrikou. Rovnice (PK3) urcuje regularni kvadriku, ktera ma podle
Véty 21.4 realné tvorici piimky, a proto se nazyva requldrni primkovd kvadrika.

Kvadriky urc¢ené rovnicemi (PK4) a (PK5) jsou singularni kvadriky hodnosti
3 a podle Véty 21.3 se jedna o kuzelové plochy. Pfitom pro (PK4) obsahuje tato
kuzelova plocha podle Véty 21.4 jediny redlny bod — vrchol — a vSechny ostatni
body jsou imaginarni. Proto se (PK4) nazyva imagindrni kuZelovd plocha. (PK5)
obsahuje podle Véty 21.4 realné tvorici pfimky a jedna se tedy o redlnou kuZelovou
plochu.

Kvadriky ur¢ené rovnicemi (PK6) a (PK7) jsou singularni kvadriky hodnosti 2,
které jsou podle Véty 21.2 tvoreny dvojici tvoticich rovin. Piitom pro (PK6) jsou
tyto roviny imaginarné sdruzené a pro (PK7) realné. Podle Véty 21.4 obsahuje (PK6)
piimku realnych bodi, a to prisecnici imaginarné sdruzenych tvoficich rovin.

Kvadrika ur¢ené rovnici (PK8) je singularni kvadrika hodnosti 1, ktera je podle
Véty 21.1 tvofena jednou redlnou dvojndsobnou tvotici rovinou.

Uloha 21.1. Uréete normalni rovnici a typ (viz Poznamka 21.1) kvadriky K a na-
leznéte jeji polarni normovanou bazi:

a) K : 2%+ 322 — 23 + 23 4 21179 — 4x134 + 22374 = 0,
b) K : 2% + 373 + 822 + 623 + 2w179 + 89wz — 4174 + 87374 = 0.
Reseni: Pouzijeme obdobnou metodu jako pii prevodu kvadratické formy na

normalni tvar.
a) Rovnici kvadriky upravime na tvar

(21 4+ 29 — 224)* + 2(w0 + 24)* — (23 — 24)* — 40} =

Potom transformace

Il—xl—i‘l’g —21’4,
= V2, + V214,
l‘é = XT3 — Ty,

Ty = 214

prevede rovnici kvadriky na tvar

K (2h)" + (x5)° = (a3)" = (a4)" =0,
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coz je normalni rovnice regularni piimkové kvadriky. Z inverzni transformace

Ty =1 — ix’ + =
1 / 1 /
Ty = — — -
2 \/5 2 9 45
/ ]' /
T3 = T3+ 5954 ’
— 1 /
potom ur¢ime polarni normovanou bazi zakladnimi body O; = (1;0;0;0), Oy =
(=5 75:0:0), O3 = (0;0;1;0), Os = (3; 51 33 3)-

b) Rovnici kvadriky upravime na tvar
(11 + 29 — 224)* + 2(wy + 273 +24)* = 0.

Potom transformace

Ty = T1+ T2 — 22y,
x’2 = \/§x2 + 2\/§x3 + \/§x4 ,
Ty = T3,

Ty = T4

prevede rovnici kvadriky na tvar
K i (@) + (25)* = 0,

coz je normalni rovnice singularni kvadriky hodnosti 2, ktera je tvofena dvojici
komplexné sdruzenych rovin. Z inverzni transformace

1
/ / / /
T :xl—ﬁx2+2x3+3x4,
1
/ / /
Ty = E% —2x5 — Ty,
/
.Z'3: 1'3,
/

potom ur¢ime polarni normovanou bazi zékladnimi body O; = (1;0;0;0), Oy =
(=75 75:0:0), O3 = (2, -2:1;0), Os = (3; = 1;0; 1).

22 Tec¢na rovina
V Definici 12.6 jsme definovali tecnu kuzelosecky jako nesingularni pfimku, ktera je

bud tvorici primkou kuzelosec¢ky, nebo ji protind v regularnim dvojnasobném bodé.
Podobnym zpiisobem muzeme definovat i te¢nu kvadriky.
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Definice 22.1. Necht K je kvadrika a ¢ je pfimka, kterd nenf pfimkou singulérnich
bodu K. Rekneme, 7e t je tecnou K, jestlize bud ¢t C K, nebo tNK je dvojnésobny
regularni bod kvadriky K. Regularni bod ¢ N K se nazyva bodem dotyku tecny t.

Poznamka 22.1. Te¢nu definujeme jen pro kvadriky hodnosti vétsi nez jedna. <

Véta 22.1. Necht K je kvadrika a T je jeji requldrni bod. Potom wvSechny tecny
kvadriky K s bodem dotyku T leZi v poldrni roviné bodu T'. Naopak, libovolnd primka,
kterd lezi v polarni roviné bodu T a prochdzi bodem T, je tecnou kvadriky s bodem
dotyku T'.

Diikaz. Necht ¢ je libovolna te¢na kvadriky K : F€(x) = 0 s bodem dotyku T.
Necht R € t, R # T, je libovolny bod. Potom t : X = T + vR. Bod X je bodem
pruniku t N K, jestlize

28vfC(t,x) ++*f(r,r) = 0. (22.1)

Z definice tecny vyplyvé, ze bud je rovnice 22.1 splnéna identicky (¢ C K'), nebo T je
jediny dvojnasobny bod priniku. V prvnim p¥ipadé musi byt f€(r,r) = fC(t,r) =0,
ve druhém musi mit 22.1 dvojnasobny koten v = 0, to je ale mozné pouze tehdy,
kdyz fC(t,r) = 0. V obou piipadech tedy fC(t,r) = 0 a T a R jsou polarné sdruzeny,
tj. R lezi v polarni roviné T'. Protoze primku ¢ a bod R jsme zvolili libovolné, je
prvni ¢éast tvrzeni dokazana.

Naopak, necht t je pifimka, kterd lezi v polarni roviné bodu 7" a T" € t. Necht
Ret, R#T, jelibovolny bod, tj. t : X = 8T + vR. Protoze R je v polarni roviné
bodu T, je f€(t,r) =0 a t N K ma vyjadfeni

Y2 fC(r,r) =0. (22.2)

Pro fC(r,r) =0je R € K a (22.2) je splnéna identicky, tj. t C K. Pro fC(r,r) # 0
je v = 0 dvojnasobny kofen 22.2; a tedy T je dvojnésobny bod ¢t N K. Tedy t je
tecna K s bodem dotyku 7. ]

Predchozi véta nas nyni opraviuje definovat te¢nou rovinu kvadriky nasledujicim
zpusobem.

Definice 22.2. Necht K je kvadrika a T je jeji regularni bod. Polarni rovinu 7
bodu T budeme nazyvat tecnou rovinou kvadriky K. Bod T budeme nazyvat bodem
dotyku roviny 7 a kvadriky K.

Véta 22.2. Necht K je kvadrika a T je jeji redlny reguldrni bod. Potom pro tecnou
rovinu 7 s bodem dotyku T plati bud 7 C K, nebo T N K je singuldrni kuZelosecka
v 7, a navic T je singuldrnim bodem této kuZelosecky.
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Diikaz. Zvolme libovolné realné body Ry, Ry tak, Ze leZi v tené roviné 7 (s bodem
dotyku T') kvadriky K. Potom mé tato tecna rovina parametrické vyjadieni X =
aT + B Ry + BaRy. Necht K : F&(x) = 0. Potom 7N K m4 vyjadieni

(B1)2fC(r1, 1) + 281 BofC(r1, 12) + (B2)? fC(r2,19) = 0.

Je-li fC(ry,r1) = fC(ry,ry) = fC(ra,r3) = 0 (body Ry, Ry lezi na K a jsou po-
larné sdruzeny), je predchozi rovnice splnéna identicky a 7 C K. Je-li alespon jedno
z &isel f€(r;,r;) nenulové, je predchozi rovnice souradnicovym vyjadrenim kuZzelo-
secky v roviné 7 vzhledem ke geometrické bazi v 7 se zdkladnimi body T, Ry, Rs.
Protoze fC(t,x) = 0 pro kazdy bod X = (x) € 7, je T singularnim bodem této
kuzelosecky. [

Poznamka 22.2. Rozdil mezi regularni pfimkovou kvadrikou a regularni nepfim-
kovou kvadrikou je dobie patrny z toho, jak vypada singularni kuzelosecka v realné
tecné roviné. Pro nepifimkovou kvadriku je to dvojice komplexné sdruzenych piimek,
které maji spolecny realny bod — bod dotyku. Pro primkovou kvadriku je to dvojice
realnych piimek, které se protinaji v bodé dotyku (viz Obrazek 22.1). Intuitivni
predstavé dotyku tedy odpovidé nepiimkovy pripad. O

Obrazek 22.1: Tecné rovina nepiimkové a primkové kvadriky

Uloha 22.1. Ke kvadrice
K :U% 4+ X129 — To2x3 — Dx1x4 =0
ved'te tené roviny, které obsahuji primkup = PQ, P = (—1;3;2;1), Q@ = (—5;0;0; 3).
Reseni: Podobné jako v Uloze 12.3 bychom mohli i tuto ulohu fesit trojim zpi-
sobem. Podle prvni metody hledame ve svazku rovin s osou p tu rovinu, kterd se
dané kvadriky dotyka — protina ji v singularni kuzelosecce. Ve druhé metodé urc¢ime
tecnou rovinu v libovolném bodé kvadriky a uréime podminky, aby te¢na rovina ob-
sahovala body P, (). Tteti metoda je zaloZena na vlastnostech polarni sdruzenosti.
Podle Poznamky 20.8 jsou totiz priseciky kvadriky s polarné sdruzenou piimkou
k piimce p body dotyku hledanych te¢nych rovin. Ulohu vyfesime pouze tieti me-
todou, zbyvajici dvé metody ponechame na ¢tenari.
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Urcéime polérni roviny bodu P, Q:

7 (X)TA(P) = —22; — 3z + 23+ 524 =0,

p: (X)TAQ) =321+ 29— 5xy =0,
Priiseénice ¢ = m N p je polarné sdruzenad piimka k piimce p a mé parametrické
vyjadreni

q:X = (t; =3t + 5s; =Tt + 10s; s).
Priseciky ¢ N K jsou tedy body dotyku hledanych rovin. Dosazenim do rovnice
kvadriky dostaneme po tpravé

(t—2s)(t—s)=0
a odtud, pii volbé s = 1, dostaneme body dotyku 77 = (2;—1;—4;1) a Ty =
(1;2;3;1). Te¢na rovina bodu T3 je

T : 627 — 629+ Tx3 + 1024 =0
a tecna rovina bodu 75 je

Ty 0 3Ty + 2x9 — 43 + Dy = 0.

23 Afinni vlastnosti kvadrik

V této ¢asti uvazujeme Ajz redlny afinni prostor, AS jeho komplexni rozsifeni a AS
projektivni rozsfieni AS. Jako kvadriku v A3 potom rozumime kvadriku v A§.
Uvazujme na A3 afinni sourfadnou soustavu urcéenou repérem

<O;e1,e3,e3>. (231)
V indukovanych afinnich homogennich souradnicich mé kvadrika v A3z rovnici
4
K Z Qi TiTj = O, (232)
ij=1

aij € R, coz pfseme maticové jako (X)TA(X) = 0. Pri prechodu k nehomogennim
soufadnicim muzeme tuto rovnici prepsat do tvaru

3 3
K Z Cll'jfi.’fj + 2 Z ;g Ti + Qgq = 0, (233)

ij=1 i=1

nebo zkracené pii oznaceni sloupcové matice nehomogennich souradnic bodu X jako

14

(X), matice A = (ai;)i j=123, vektoru (a) = | ag4 | aa = ayy budeme psét maticove
34

K: (X)TAX)+2(@)"(X)+a=0. (23.4)

Nehomogenni afinni souradnice bodu X budeme obvykle oznacovat [x;y; z].
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Uvédomme si, Ze rovnice (23.3) a (23.4) urcuji pouze vlastni body kvadriky.
Pokud budeme pracovat s nevlastnimi body, musime pouzit afinnich homogennich
soutadnic a rovnici (23.2).

Definice 23.1. Bod S nazyvame stiedem kvadriky K, je-li vzhledem ke K polarné
sdruzen se v8emi nevlastnimi body.

Poznamka 23.1. Kazdy singularni bod kvadriky K je jejim stfedem. Stied, ktery
neni singularnim bodem, ma za svou polérni rovinu nevlastni rovinu.

Véta 23.1. Necht kvadrika K md v afinnim repéru (23.1) v homogennich soutadni-
cich rovnici K : (X)TA(X) =0. Bod S = (s1;... ;54) je stiedem kvadriky K prdivé
tehdy, kdyz plati

Q1181 + -+ Q1484 :0,

a1281 + -+ + 9S4 =0, (23.5)

a13sy + - +assy =0,

tj. Fi(s) =0, Fi(s) =0 a F3(s) = 0.

Dikaz. Necht S je stfedem K, tj. je polarné sdruzen se vSemi nevlastnimi body.
Ozna¢me R; nevlastni bod, jehoz afinni homogenni souradnice maji na i-tém misté
jednicku a jinak nuly, 7 = 1, ..., 3. Potom podminka, Ze S a R; jsou polarné sdruzeny,
je (S)TA(R;) = 0, coz je ainsy + -+ + aiysy = 0.

Naopak necht afinni homogenni souradnice S spliji soustavu (23.5). Je-li navic
Fy(s) = aq181 + -+ + agsy = 0, je S singularnim bodem K, a tedy stfedem. Je-li
Fy(s) # 0, je polarni rovina bodu S dana obecnou rovnici Fy(s)zs = 0, a to je
rovnice nevlastni roviny. Tedy S je polarné sdruzen se vSemi nevlastnimi body. [

Poznamka 23.2. Soustava (23.5) ma v homogennich soufadnicich vzdy nenulové
realné feseni. Podle poctu feSeni soustavy (23.5) miize mit kvadrika pravé jeden
stfed, primku stfedt, rovinu stfedi nebo kazdy bod je stfedem. Posledni moznost
nastava pouze tehdy, kdyZ je kvadrika tvorena dvojnasobnou nevlastni rovinou. <

Pfepsanim soustavy (23.5) do nehomogennich souradnic dostaneme soustavu pro
vypocet vlastnich stfedu kvadriky K

1151 + 1252 + 1353 +ajg =0,
1251 + (2252 + G353 + aq = 0, (23.6)
1351 + Q2352 + a3353 + azs =0,

kterou maticové zapisujeme A(S) + (a) = (o). Nehomogenni soustava (23.6) nemusf
mit feSeni, tj. kvadrika K nemusi mit vlastni stied.

Definice 23.2. Kvadrika, kterd ma alespon jeden vlastni stied, se nazyva stredovd
kvadrika. Kvadrika, kterd nema vlastni stfed, se nazyva nestredovd kvadrika.
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Véta 23.2. Jestlize stred kvadriky K je vlastnim bodem, potom je kvadrika K podle
néj stredoveé symetrickd.

Dikaz. Diikaz je totozny s dikazem Véty 14.2. ]

Definice 23.3. Necht K je kvadrika a P je nevlastni bod, ktery neni bodem

kvadriky K. Polarni rovinu bodu P budeme nazyvat primeérovou rovinou kva-
driky K.

Véta 23.3. Je—li rovina primeérovou rovinou kvadriky K, pak obsahuje vsechny jeji
stredy.

Dikaz. Tato véta je disledkem Véty 20.5. ]

Poznamka 23.3. Geometricky vyznam primeérové roviny je nasledujici. Je-li ne-
vlastni bod P, ktery nelezi na kvadrice K, ur¢en nenulovym vektorem u, je pru-
mérova rovina urc¢ena bodem P vlastni a kvadrika je Sikmo symetricka podle této
prumeérové roviny ve smeéru vektoru u. &

Definice 23.4. Rikame, ze dva sméry jsou poldrné sdruZeny vzhledem ke kvadrice
K pravé tehdy, jsou-li vzhledem ke K polarné sdruzeny nevlastni body urcené
témito sméry.

Definice 23.5. Tecnou rovinu v nevlastnim regularnim bodé kvadriky K nazy-
vame asymptotickou rovinou kvadriky K.

Uloha 23.1. Uréete viechny stiedy kvadriky K:
a) K :4x? + 2y? + 1222 — day + Syz + 1222 + 140 — 10y + 7 =0,
b) K : 5z% 4+ 9y* + 92% — 122y — 622 + 122 — 362 = 0,
c) K : 52 4+ 2y* + 222 — 20y — dyz + 202 — 4y — 42+ 4= 0.

Resent: a) Soustava pro vypocet vlastnich stfedu je

dr =2y +62+7=0,
—2rx+2y+42—-5=0,
6z + 4y + 122 =0,

ktera m4 jediné fesenf S = [—1;3;0].

b) Soustava pro vypocet vlastnich stredu
or —6y —32+6=0,
—6x + 9y =0,
—3x +92—-18=0
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mé jednodimenzionalni feSeni, tj. kvadrika ma piimku stfedu
s:2e —3y=0,2—-324+6=0.

¢) Soustava pro vypocet vlastnich st¥eda

o —y + 2 =0,
—r+2y—22-2=0,
rT—2y+22-2=0

nemé teseni, tj. kvadrika je nestifedova. Prislusna homogenni soustava pro vypocet
nevlastniho stfedu je

5ZL’1—I2+ZE3 :0,
—x1 + 229 — 223 — 224 =0,
I1—21L'2+2£L'3—21'4:O

a podprostor feseni je L((0;1;1;0)). Kvadrika ma tedy nevlastni stfed ve sméru
vektoru u = (0;1; 1).

Uloha 23.2. Uréete priamérovou rovinu kvadriky
K:a?+y?—322 — 20y — 622 —6yz + 20+ 2y +42 =0,
polarné sdruzenou s nevlastnim bodem bodem N = (1; —2;—1;0).

Regeni: N ¢ K a prumérova rovina bodu N je jeho polarni rovina v. V homo-
gennich soutradnicich

VZ2ZE1+2.T3—$4:0,
a v nehomogennich souradnicich
v:2r+2z—1=0.

Uloha 23.3. Uréete primérovou rovinu kvadriky

K : 42?4+ 6y> + 422 + 402 — 81— 42+ 3 =0,
ktera prochazi pocatkem a bodem [3;6;2].

Reseni: Priimérova rovina prochazi vsSemi stfedy kvadriky K. K ma vlastni
stited S = [1;0;0] a hledané rovina je ur¢ena t¥emi body [0;0;0], [3;6;2] a [1;0;0],
tj. p: 2y + 32 = 0.

Uloha 23.4. Pro kvadriku z Ulohy 23.2 urcete jeji asymptotickou rovinu v nevlast-
nim bodé uréeném smérem vektoru u = (1; 1;0).

Reseni: Asymptotickd rovina je polarni rovina v nevlastnim bodé. Dany bod
opravdu lezi na kvadrice a jeho polarni rovina je

a:3z—1=0.
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24 Afinni klasifikace kvadrik

Definice 24.1. Kvadriku, ktera mé s nevlastni rovinou spole¢nou imaginarni re-
gularni kuzelosecku, budeme nazyvat kvadrikou eliptického typu. Kvadriku, ktera
ma s nevlastni rovinou spolec¢nou realnou regularni kuzelosecku, budeme nazyvat
kvadrikou hyperbolického typu a kvadriku, ktera méa s nevlastni rovinou spole¢nou
singularni kuzelosecku, budeme nazyvat kvadrikou parabolického typu.

Regulérni kvadriku, ktera ma s nevlastni rovinou spole¢nou imaginarni regularni
kuzelosecku, budeme nazyvat elipsoidem. Regularni kvadriku, ktera ma s nevlastni
rovinou spole¢nou realnou regularni kuzelosecku, budeme nazyvat hyperboloidem
a regularni kvadriku, kterd ma s nevlastni rovinou spolec¢nou singularni kuzelo-
secku, budeme nazyvat paraboloidem.

Aplikujme nyni Definici 24.1 na projektivni typy kvadrik z Casti 21. Podle toho,
jaky je prunik kvadriky s nevlastni rovinou, dostaneme nasledujici afinni typy kvad-
rik:

Formélné realna reguléarni kvadrika nemé zadny realny nevlastni bod a je to tedy
elipsoid, ktery budeme nazyvat imagindrnim elipsoidem.

Realné regularni nepiimkova kvadrika se nyni rozd€li na tii typy podle priniku
s nevlastni rovinou. Bude to redlny elipsoid, neprimkovy hyperboloid a neptimkovy
paraboloid.

Vsimnéme si, jak budou vypadat na téchto neprimkovych regularnich kvadri-
kach rovinné tezy redlnymi vlastnimi rovinami. Protoze nevlastni kuzelosecka real-
ného elipsoidu je imaginarni, méa kazda vlastni rovina fezu na fezné kuzelosecce dva
komplexné sdruzené nevlastni body. To ale znamena, ze kazda vlastni realné rovina
feze elipsoid v kuzelosecce eliptického typu. Rezem tedy muze byt realna elipsa,
imaginarni elipsa (rovina elipsoid realné neprotina) nebo dvojice komplexné sdruze-
nych piimek (te¢né rovina). Na Obréazku 24.1 jsou dva fezy rovinami prochézejicimi
stfedem elipsoidu.

Obrazek 24.1: Rezy realného elipsoidu rovinami prochézejicimi stfedem

Neprimkovy hyperboloid méa za svou nevlastni kuzelosecku regularni redlnou ku-
zelosecku. Nevlastni primka fezné roviny miize tuto kuzelosecku protnout ve dvojici
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realnych bodi, nebo ve dvojici komplexné sdruzenych bodi, nebo se ji dotknout
v dvojnasobném bodé. To ovSem znamené, Ze Fezem miize byt kuzelosecka vSech
typtu. Parabolické fezy odpovidaji feztim rovinami, které jsou rovnobézné s asympto-
tickymi rovinami. Samotné asymptoticka rovina feze nepiimkovy hyperboloid ve
dvojici komplexné sdruzenych rovnobézek. Protoze nékteré eliptické fezy mohou byt
imaginarni elipsy a body hyperboloidu pfitom lezi v obou poloprostorech uréenych
Feznou rovinou, nazyva se nepiimkovy hyperboloid dvojdilngm hyperboloidem. Na
Obrazku 24.2 je v prvnim piipadé jeden elipticky (realny) fez a jeden hyperbolicky
fez. Ve druhém piipadé je zakreslen jeden parabolicky rez.

v Vv
Ty &

Obrazek 24.2: f{ezy nepiimkového hyperboloidu rovinami

Neprimkovy paraboloid ma podle Poznamky 22.2 nevlastni kuzelosecku slozenou
ze dvou komplexné sdruzenych pfimek. Potom kazda redlna fezna rovina, ktera obsa-
huje jediny realny nevlastni bod paraboloidu, jej feze v parabole. VSechny zbyvajici
roviny, které neobsahuji redlny nevlastni bod paraboloidu, musi mit fezy eliptického
typu. Proto se neprimkovy paraboloid nazyva eliptickym paraboloidem. Na Obrazku
24.3 je zakreslen jeden elipticky a jeden parabolicky fez.

Obrazek 24.3: Rezy nepiimkového paraboloidu

Regularni primkova kvadrika nemuze byt eliptického typu, protoze nevlastni bod
kazdé realné tvorici primky je readlnym bodem nevlastni kuzelosecky kvadriky. Re-
gularni primkovou kvadriku hyperbolického typu budeme nazyvat primkovym hy-
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perboloidem a regularni pfimkovou kvadriku parabolického typu budeme nazyvat
primkovym paraboloidem.

Obrazek 24.4: Piimkovy hyperboloid a jeho rovinné fezy

Ptimkovy hyperboloid ma za svou nevlastni kuzelosecku regularni realnou kuzelo-
secku. Nevlastni pifimka Fezné roviny mize tuto kuzelosecku protnout ve dvojici real-
nych bodi, nebo ve dvojici komplexné sdruzenych bodii, nebo se ji dotknout v dvoj-
nasobném bodé. To ovSem znamend, Ze fezem miize byt kuzelosecka vSech typt.
Parabolické fezy odpovidaji fezim rovinami, které jsou rovnobézné s asymptotic-
kymi rovinami. Samotné asymptotickd rovina feze primkovy hyperboloid ve dvojici
realnych rovnobézek. Vsechny eliptické fezy jsou realné elipsy a body hyperboloidu
pritom lezi v obou poloprostorech urcéenych feznou rovinou. Primkovy hyperboloid
se nazyva jednodilngm hyperboloidem. Na Obréazku 24.4 je v prvnim piipadé za-
kreslen jeden elipticky fez a jeden hyperbolické fez rovinami prochazejicimi stfedem
hyperboloidu. Ve druhém ptipadé je zakreslen jeden fez asymptotickou rovinou a
jeden parabolicky fez. Tecné roviny protinaji jednodilny hyperboloid ve dvojici riiz-
nobéznych primek (viz Obrazek 24.5). Te¢né roviny v bodech jedné tvorici piimky
protinaji kvadriku v této pifimce a osnové navzajem mimobéznych primek. Na jedno-
dilném hyperboloidu tak mame dvé osnovy piimek takovych, ze primky jedné osnovy
jsou navzajem mimobézné a primky patiici do riznych osnov jsou ritiznobézné.

Obrazek 24.5: Rez primkového hyperboloidu teénou rovinou
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Primkovy paraboloid ma podle Poznamky 22.2 nevlastni kuzelosec¢ku slozenou ze
dvou realnych pfimek. Potom kazdé reélna fezné rovina, ktera obsahuje realny pru-
secik téchto primek, jej feze v parabole. VSechny zbyvajici roviny, které neobsahuji
tento prusecik, musi mit fezy hyperbolického typu. Proto se neptimkovy paraboloid
nazyva hyperbolickym paraboloidem. Na Obrézku 24.6 je zakreslen jeden parabolicky
fez a jeden hyperbolicky fez.

o,

Obrézek 24.6: Rezy hyperbolického paraboloidu

Obrazek 24.7

Uvazujme dvé roviny, které maji za nevlastni primky tvofici pfimky nevlastni
kuzelosecky hyperbolického paraboloidu. Kazda primka lezici na paraboloidu po-
tom musi byt rovnobézna s jednou z téchto rovin. Mame tedy na hyperbolickém
paraboloidu dvé soustavy pfimek. Piimky jedné soustavy jsou rovnobézné s jednou
rovinou a primky druhé soustavy jsou rovnobézné s druhou rovinou. Dvé piimky
z ruznych soustav jsou riznobézné a urcuji tenou rovinu ve svém priseciku (viz
Obrazek 24.8). Hyperbolicky paraboloid potom vznika tak, ze vybereme libovolné
mimobézné primky jako dvé tvorici primky patiici do jedné soustavy a body vSech
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pricek téchto mimobézek, které jsou rovnobézné s néjakou rovinou (nerovnobéznou
s Zaddnou z vybranych mimobézek), potom vytvoii hyperbolicky paraboloid. Na Ob-
razku 24.7 je ¢ast hyperbolického paraboloidu s dvémi soustavami tvoricich piimek.
Primky jedné soustavy jsou rovnobézné s rovinou se zamérenim L(AB,CD) a jsou
prickami mimobézek AD a BC'. Pfimky druhé soustavy jsou rovnobézné s rovinou
se zamérenim L(E, B?) a jsou prickami mimobézek AB a CD.

Obrazek 24.8: Te¢na rovina hyperbolického paraboloidu

Obrazek 24.9

Poznamka 24.1. Pirimkové regularni kvadriky maji velky vyznam v technické praxi.
Jednodilné hyperboloidy se dfive pouzivaly misto ozubenych kol pro prenos rotaci
se vzajemné mimobé&znymi osami (schéma viz Obrazek 24.9) a dnes se s nimi ¢asto
setkavame u chladicich vézi elektraren nebo na jinych stavebnich konstrukcich (vo-
dojemy, rozhledny a pod.), viz. strana 170. Hyperbolicky paraboloid se v technické
praxi nazyva sedlo. Pouziva se ¢asto ve stavebni praxi na skofepiny stfech. Na obraz-
cich na strané 169 je ukazka vyuziti hyperbolického paraboloidu k zastfeSseni ben-
zinové pumpy (Markham Moor, Velka Britanie) a autobusové zastavky (Varsava,
Polsko). &
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Kvadriky hodnosti 3 jsou podle Véty 21.3 kuzelové plochy. Uvazujme nejdrive
imaginarni kuzelovou plochu, kterd mé jediny realny bod — vrchol. Je-li vrchol
vlastni bod, budeme i v afinnim piipadé hovorit o tmagindrni kuZelové plose. Je—li vr-
chol nevlastni bod, budeme kvadriku nazyvat imagindrni valcovou plochou. Vsechny
nevrcholové vlastni roviny (neobsahuji singularni bod kvadriky) maji jako nevlastni
body fezu dvojici komplexné sdruzenych bodu (tedy tez je elipticky) a fez nemuze
mit redlné body, je tedy fezem imaginarni elipsa, a proto budeme pouzivat nézev
imagindrni eliptickd vdlcovd plocha.

|

Obrazek 24.10: Rezy realné kuzelové a redlné eliptické valcové plochy

Uvazujme nyni realnou kuzelovou plochu. Je-li jeji vrchol vlastni bod, budeme
i v afinnim prostoru pouzivat nazev redlnd kuzelovd plocha. Realna kuzelova plocha
mé realnou regularni nevlastni kuzelosecku. Podobné jako u hyperboloidi ji tedy
mohou redlné vlastni roviny protinat v kuZeloseckach vsech typu. Eliptické fezy
dostaneme pro roviny, které jsou rovnobézné s vrcholovymi rovinami protinajicimi
kuzelovou plochu v jediném readlném bodé — vrcholu. Parabolické fezy dostaneme
v rovinach, které jsou rovnobézné s vrcholovymi rovinami dotykajicimi se kuzelové
plochy podél jedné tvorici primky. Kone¢né hyperbolické fezy dostaneme v rovinach,
které jsou rovnobézné s vrcholovymi rovinami protinajicimi kuzelovou plochu ve
dvou tvoricich pfimkach. Ridicf regularni realné kuzelosecka realné kuzelové plochy
tedy mize byt vSech tii typt, a proto nemiizeme nikdy hovofit o eliptické, hyper-
bolické, ¢i parabolické kuzelové plose. Na Obrazku 24.10 je jeden elipticky, jeden
hyperbolicky a jeden parabolicky fez.

Uvazujme nyni realnou kuzelovou plochu, jejiz vrchol je nevlastni bod. Takovou
kvadriku budeme nazyvat redlnou wvdlcovou plochou. Nevlastni rovina je vrcholo-
vou rovinou a ta vzdy protind kuzelovou plochu v singuldrni kuzelosecce. Necht
je nejdiive nevlastni singularni kuzelosecka tvorena dvojici komplexné sdruzenych
primek. Potom kazda vlastni nevrcholova rovina protind plochu v realné elipse. Ho-
vofime proto o redlné eliptické vilcové plose (viz Obrazek 24.10).

Necht je nevlastni singularni kuzelosecka reélné valcové plochy tvorena dvojici
riznych redlnych piimek. Potom kazda vlastni nevrcholova rovina protina plochu
v hyperbole. Hovofime proto o hyperbolické vdlcové plose (na Obrazku 24.11 je
hyperbolicka vélcova plocha a jeji fezy).
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Obrazek 24.11: Rezy hyperbolické a parabolické valcové plochy

Konec¢né necht je nevlastni singularni kuzelosecka realné valcové plochy tvorena
dvojnéasobnou realnou piimkou (valcova plocha se dotyka nevlastni roviny). Potom
kazda vlastni nevrcholova rovina protina plochu v parabole. Hovorime proto o pa-
rabolické vdlcové plose (na Obrazku 24.11 je parabolickd véalcova plocha a jeji fezy,
pfitom vrcholovéa rovina obsahuje nevlastni piimku plochy).

Poznamka 24.2. V predchozich uvahéch jsme vidéli, ze jako fezy na kuzelovych
plochéach, kam zahrnujeme i valcové plochy, dostaneme vSechny afinni typy kuzelo-
secek. Nazev kuzelosecky je tedy opravnény. O

Kvadriky hodnosti 2 jsou podle Véty 21.2 dvojice rovin a jsou parabolického
typu. Uvazujme nejdiive komplexné sdruzené roviny. Je—li spolecné realna primka
téchto rovin vlastni, hovoiime o dvojici komplexné sdruzenych rtznobéznych rovin.
Je—li spolecné redlna primka tvoricich rovin nevlastni, hovotime o dvojici komplexné
sdruzenych rovnobéznych rovin.

Obrazek 24.12: Rtaznobézné a rovnobézné roviny

Necht je kvadrika sloZena ze dvou redlnych tvoricich rovin. Mohou nastat tyto
moznosti. Tvofici roviny jsou vlastni raznobézné, vlastni rovnobézné (viz Obrazrk
24.12), nebo je jedna z nich vlastni a jedna nevlastni.



24. Afinni klasifikace kvadrik 131

Konec¢né kvadrika hodnosti 1 je podle Véty 21.1 tvorena jedinou dvojnasobnou
realnou rovinou. Ta muze byt bud vlastni nebo nevlastni.

Celkem tedy mame 19 afinnich typu kvadrik.

Obréazek 24.13: Asymptoticka kuzelova plocha hyperboloidu

Poznamka 24.3. (Reélna) kuZelova plocha, kterd ma s danym hyperboloidem stej-
nou nevlastni kuzelosecku a jejim vrcholem je stfed hyperboloidu, se nazyva asympto-
tickd kuzelovd plocha hyperboloidu. (Pro elipsoidy by byla asymptoticka kuzelova
plocha imaginarni). Asymptotické kuZelové plochy se dotykaji vSechny asympto-
tické roviny hyperboloidu. Na Obréazku 24.13 jsou asymptotické kuzelové plochy pro
primkovy i nepiimkovy hyperboloid. &

Véta 24.1. Ke kazdé kvadrice K v As existuji 3 linedrné nezdavislé smeéry, které
jsou navzdjem poldarné sdruZeny vzhledem ke K.

Dikaz. Musime vlastné dokazat, ze existuji 3 nevlastni body v obecné poloze, které
jsou navzajem polarné sdruzeny vzhledem ke K. Necht nejdiive K obsahuje nevlastni
rovinu jako svou tvofici rovinu. Potom libovolna trojice nevlastnich bodu v obecné
poloze splhuje podminky véty.

Necht nyni nevlastni rovina neni soucasti K. Zvolme libovolny nevlastni bod
Oq, ktery nelezi na K, a ozna¢me w; jeho polarni rovinu. Je-li nevlastni primka w;
soucasti K, doplnime O; na trojici bodid v obecné poloze libovolnymi nevlastnimi
body z w;. Neni-li nevlastni pfimka w; soucasti K, vybereme na ni Oy tak, aby
nelezel na K. Ozna¢me wy jeho polarni rovinu. Potom nevlastni bod w; N wy doplni
01, Oy na trojici polarné sdruzenych nevlastnich bodi v obecné poloze. O

Véta 24.2. Necht (O, e, ey, e3) je takovy afinni repér v As, Ze vektory e;,eq, e3
urcugi smery navzdajem poldarné sdruZené vzhledem ke kvadrice K. Potom v rovnici
kvadriky K vzhledem k tomuto repéru je a;; = 0, pro vSechna ¢ # j, i,j = 1,2, 3.

Diikaz. Ozna¢me jako O; = (e;), i = 1,2,3. Potom afinni homogenni souradnice
bodi O; maji nenulovou soufadnici pouze na ¢-tém misté a bez tjmy na obecnosti
muzeme predpokladat, Ze je to jednicka. Z podminky polérni sdruzenosti bodi O;
pak dostaneme 0 = (0;)TA(O;) = ayj, 1,7 = 1,2,3, 1 # J. O
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Véta 24.3. Je-li pocdtek afinniho repéru vliastnim stredem kvadriky K, je v rovnici
K wvzhledem k tomuto afinnimu repéru a;, =0, 1= 1,2, 3.

Dikaz. Necht O je vlastni stfed kvadriky K. Zvolme ho za pocétek afinniho repéru.
Pak O ma afinni homogenni souradnice (0;0;0;1). Protoze O je stfedem, je polarné
sdruzen se vSemi nevlastnimi body, a tedy i s body O; = (e;), i = 1,2, 3, které maji
v afinnich homogennich souradnicich jedinou nenulovou soufadnici na i-tém misté.

Potom 0 = (0)TA(O;) = au. O

Disledek 24.1. Zvolime-li nyni afinni repér tak, ze pocatek je vlastnim stfedem
kvadriky a sméry soufadnych os jsou polarné sdruzeny vzhledem ke kvadrice, ma
kvadrika K vzhledem k tomuto afinnimu repéru kanonickou rovnici

K :ana? + agrs + assxs + ayxi =0 (24.1)

a pro kvadriku, kteréd neobsahuje nevlastni rovinu, je prislusna nehomogenni rovnice

K :a1na® + any® + assz® +au = 0. (24.2)

Véta 24.4. Necht K je nestiedovd kvadrika v As. Pak existuje afinni repér (O; ey, eq, €3)
takovy, Ze vzhledem k nému md K rovnici

K (1111‘% + CLQQQT% + 2&34233[E4 = O, (243)

kde azq # 0. V nehomogennich souradnicich, pokud K neobsahuje jako tvorici rovinu
nevlastni rovinu,
K :apna® + any® + 2a342 =0 (24.4)

tuto rovnici muZeme pouZit pouze je—li hodnost kvadriky alespot 3.

Dikaz. Jestlize regularni kvadrika K neméa zadny vlastni stfed, pak hodnost této
kvadriky je nejméné dvé a muZeme zvolit afinni repér (O;eq, e, e3) tak, ze O je
regularni bod kvadriky, es je vektor urcujici nevlastni stied K a ej, es jsou vektory
ze zameéteni tecné roviny ke K v bodé dotyku O, které urcuji polarné sdruzené sméry.
Existence takovychto polarné sdruzenych smérti v zameéfeni tecné roviny v bodé
dotyku O se prokaze stejné jako u Véty 24.1. Pfi nasi volbé afinnfho repéru je
v homogennich soufadnicich O = (0,0,0,1), O; = (e;) = (0,..,1,..,0), kde 1 je na
1-tém misté, ¢ = 1,2,3. Potom O € K implikuje ayy = 0, O; je polarné sdruzeno
s Oy, proto a;o = 0, a koneéné z podminky, Ze e3 urcuje nevlastni stred, je a;4 = 0,
1 =1,2. Je tedy matice K v tomto repéru tvaru

aii 0 0 0

. 0 a99 0 0
A= 0 0 azs axn
0 0 a3a O

Soustava pro vypocet vlastniho stfedu ma nyni podobu aj1x = 0, asy = 0, azzz+
azs = 0 a protoze podle predpokladu K nema vlastni stfed, je tato soustava neresi-
telné. To lze pouze pro as3 = 0 a azy # 0. H
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Definice 24.2. Rovnici (24.2) nebo (24.4) kvadriky K budeme nazyvat afinni
kanonickou rovnici. Afinni repér, vzhledem ke kterému ma kvadrika K kanonickou
rovnici, budeme nazyvat poldrni afinni repér kvadriky K.

Véta 24.5. (Afinni klasifikace kvadrik) Ke kaZdé kvadrice K ezistuje takovy
afinni repér, Ze vzhledem k nému ma K jednu z ndsledujicich rovnic:

(hom. soufadnice) (nehom. souadnice)
(AK1) i+ ai+ati=0, 24+ +22+1=0,
(AK2) it ai-22=0, ?+yP+22-1=0,
(AK3) T4 a3 —as—1i=0, P4yt —22-1=0,
(AK4) 4 as—zi+2i=0, ?+y?—-22+1=0,
(AK5) 2?2 4 23 + 2x374 = 0, P4yt +22=0,
(AKG6) 2?2 — x5+ 2w314 = 0, 2 —y?+22=0,
(AKT) a4 ai=0, P?+yt+22=0,
(AKS) P4 a3 —12=0, 4yt —22=0,
(AK9) 2+ ri4+22=0, P+’ +1=0,
(AK10) 422 —122=0, ?+y?—1=0,
(AK11) 22— a5 —12=0, -y —-1=0,
(AK12) 23+ 22314 =0, 2?2 —22=0,
(AK13) 24+ 13=0, ?+y*=0,
(AK14) 2 — 23 =0, 2 —y?=0,
(AK15) 2?2 +23=0, 24+1=0,
(AK16) 2 —22=0, 2—1=0,
(AK17) vy =0, nelze urcit,
(AK1S) 22 =0, 22 =0,
(AK19) 3=0, nelze urcit.

Dikaz. Tato véta je pfimym dusledkem Disledku 24.1 a Véty 24.4. Rovnici (24.1)
stfedové kvadriky znormujeme stejnym zptsobem jako ve Vété 15.7. Rovnici (24.3)
nestfedové kvadriky nejdiive vydélime as4 a potom znormujeme nenulové koeficienty
u druhych mocnin soutadnic stejné jako ve stiedovém pripadé. O

Definice 24.3. Rovnici kvadriky K z Véty 24.5 budeme nazyvat afinni normdlni
rovnici. Afinni repér, vzhledem ke kterému ma kvadrika K normélni rovnici, bu-
deme nazyvat normovany poldrni afinni repér kvadriky K.

Poznamka 24.4. Kvadrika uréena rovnici (AK1) je imaginarni elipsoid, (AK2) je
realny elipsoid, (AK3) je jednodilny hyperboloid, (AK4) je dvoudilny hyperboloid,
(AKD5) je elipticky paraboloid, (AK6) urcuje hyperbolicky paraboloid, (AKT) urc¢uje
imaginarni kuzelovou plochu, (AK8) je redlna kuzelova plocha, (AK9) je imagi-
narni eliptickd véalcova plocha, (AK10) je realna eliptickd valcova plocha, (AK11)
je hyperbolicka vélcova plocha, (AK12) je parabolicka valcova plocha, (AK13)
je dvojice komplexné sdruzenych tvoricich riznobéznych rovin, (AK14) je dvojice
realnych riaznobéznych tvoricich rovin, (AK15) je dvojice komplexné sdruzenych
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rovnobéznych rovin, (AK16) je dvojice realnych rovnobéznych rovin, (AK17) je
tvorena jednou vlastni a jednou nevlastni tvofici rovinou, (AK18) je dvojnésobna
vlastni tvorici rovina a (AK19) je dvojnasobné nevlastni tvorici rovina. &

Poznamka 24.5. Pii praktickém vypocétu mame vétsinou kvadriku zadanu sourad-
nicovou rovnici v nehomogennich souiadnicich. K urceni jejich normalnich rovnic
mame dvé metody. Prvni z nich je zaloZena na nalezeni polarnfho afinniho repéru
tak, jak je popsano ve Vétach 24.2 — 24.4. Druhy zptsob je zaloZen na pfimém hle-
dani transformace soutfadnic, které prevede rovnici kvadriky do normalntho tvaru.
Nalezneme nejdrive transformaci afinnich soutradnic, ktera prevede do kanonického
tvaru kvadratickou ¢ast rovnice kvadriky (viz Cast 9). Geometricky to znamena,
ze jsme prevedli rovnici kvadriky do sourfadnic vzhledem k afinnimu repéru, kde
jsou sméry souradnych os polarné sdruzeny vzhledem ke kvadrice. Pfechodem na
druhé mocniny dvojc¢lenu potom posuneme pocatek afinniho repéru tak, ze dosta-
neme jednu z rovnic (24.2) nebo (24.4). Rovnice potom jesté normujeme vhodnymi
nasobky smérovych vektort. Podrobnosti budou zfejmé z nasledujici Ulohy 24.1. ¢

Uloha 24.1. Uréete afinni typ kvadriky K, jeji normélni rovnice, afinni normovany
polérni repér a transformacni rovnice, které prevedou rovnici kvadriky do normal-
niho tvaru:

a) K322 +y? — 22+ 622 — 4y =0,

b) K : 4x* — 922 + 212 — 8 — 4y + 362 — 32 =0.

Resent: 1. medoda:

a) Urcime nejdiive, zda je kvadrika stfedova nebo nestfedova. K mé jediny vlastni
stfed S = [0;2;0].

Protoze a;; # 0, neni nevlastni bod sméru (e¢] = (1;0;0)) bodem kvadriky,
ponechédme potom €] jako prvni smérovy vektor nového afinntho repéru. V zaméfent
polarni roviny wy : z+ z = 0 nevlastniho bodu (€/) vybereme smér, ktery urcuje bod
nelezici na kvadrice. Napt. (e}, = (0;1;0)). Treti smérovy vektor polarniho afinniho
repéru je potom smérovy vektor priniku zaméteni polarnich rovin w; awsy : y—2 =0
(polarni rovina nevlastniho bodu sméru (e})), tj. e = (—1;0;1). V polarnim repéru
(S; e, e, es) ma kvadrika rovnici

K23 + () — A=) — 4= 0,
kterou nejdiive vydélime 4 a znormujeme volbou novych smérovych vektoru €| =
\/lge’17 e, = 2€),, €'y, = €}. Afinni repér (S;e’|, €'}, €'s) je polarni normovany afinni
repér kvadriky a kvadrika v ném mé rovnici

K - (I”)Q + (y//>2 _ (Z”)2 —1=0.

Kvadrika je tedy jednodilny hyperboloid. Transformaé¢ni rovnice pfechodu k nor-



24. Afinni klasifikace kvadrik 135

movanému polarnimi repéru jsou

2 " 1
T = —=T -z,
V3
y= 2 +2,
z = Z//.

b) Uréime nejdiive, zda je kvadrika stfedové, nebo nestfedova. K je nestiedova
a nevlastni stfed je urcen smérem (ej = (0;1;0)).

Uréime libovolny bod lezici na kvadrice, napt. P = [0; —8;0]. V tefné roviné
m:2x+y—924+ 8 = 0 bodu P uré¢ime smér, ktery neurcuje nevlastni bod kva-
driky, napt. (e} = (1;—2;0)), a posledni smérovy vektor je uréen smérem priniku
zaméteni roviny 7 a polarni roviny 42+ z = 0 nevlastniho bodu sméru (€}), tj. (e}, =
(1; —38; —4)). Afinni repér (P; €], €}, e5) je polarni afinni repér kvadriky a kvadrika
v ném ma rovnici

K :4(x')* —148(y')* — 42/ =0,
kterou nejdfive vydélime 2 a znormujeme volbou novych smérovych vektori | =
\%e’l, e, = ﬁeg, €', = e}. Afinni repér (P; €'}, €'}, e’;) je polarni normovany afinni
repér kvadriky a kvadrika v ném mé rovnici

K - (ZB”)2 _ (y//)Q _ 22// =0.

Kvadrika je tedy hyperbolicky paraboloid. Transformac¢ni rovnice prechodu k nor-
movanému polarnimi repéru jsou

T = Lx// + ]' y//
V2 V74T
y:_ix// 8yl/+2//_8
V2 V74 ’
z= —iy' "
74
II. metoda:
a) Rovnici kvadriky upravime na
K:3(x+2)?2*+y*—422 —4y=0.
Potom transformace
r=a2 -2,
=y,
z = Z

prevede rovnici kvadriky do tvaru
K :3(2) +(y)? — 4(2')? — 4y’ = 0,

ktery upravime na tvar
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K:3(x')+(y —2)2—4()*—4=0.
Po vydéleni 4 transformace

2
x/ — _x// ,

V3
y' = 2" +2,
Z/ — Z//

136

prevede rovnici kvadriky do normalniho tvaru (viz I. metoda). Vysledné transfor-
madcni rovnice i odpovidajici normovany polarni repér jsou stejné jako v 1. metodé.

b) Rovnici kvadriky upravime na
K :4(z+12)? — 3122 — 8z — 4y + 362 — 32 = 0.

Potom transformace

1
x:x/__/

4y7
z = Y

prevede rovnici kvadriky do tvaru
K :4(2')? = 3(y)? — 82/ + 38y’ — 42/ — 32 =0,
ktery upravime na tvar
K:4(x’—1)2—%(y/—%)2—4z’—g =0.

37
Transformace
1
r = 53:’ ! +1,
2
! /!
= JR— + —,
Y NeThe 37
1 28
r - “°
=7 2”37

prevede rovnici kvadriky normalniho tvaru (viz I. metoda). Vysledné transformad¢ni

rovnice jsou potom

1 1
o= g _ 7
2" T 937
1
o v/
Y = >
5
Z/ — 11 _|_

z nichz ur¢ime snadno piislusny normovany polarni repér.
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Uloha 24.2. Pro hyperboloid z Ulohy 24.1 a) urcete asymptotickou kuzelovou plo-
chu.

Resent: Asymptoticka kuzelova plocha mé stejnou nevlastni kuzelosecku jako
dany hyperboloid, tj. matice A je totozna pro asymptotickou kuZelovou plochu i hy-
perboloid. Potom méa asymptotickd kuzelova plocha matici

30 3 a

01 0 b . . o
A= 20 -1 ¢l Podminka, Ze stfed hyperboloidu S = [0;2;0] je singularni

a b ¢ d

bod asymptotické kuzelové plochy, vede na soustavu linearnich rovnic

coz znamena, ze asymptotickd kuzelova plocha ma rovnici
K:322+y? — 22+ 622z —4y+4=0.

25 Metrické vlastnosti kvadrik

V této kapitole uvazujeme & redlny euklidovsky prostor, £ jeho komplexni rozsifent
a EY projektivni rozsfieni £5. Jako kvadriku v £ potom rozumime kvadriku v .
Uvazujme na &3 kartézskou souradnou soustavu ur¢enou ortonormalnim repérem

<O;e1,e2,e3> . (251)
V' indukovanych homogennich souradnicich ma kvadrika K v & obvyklou rovnici
(viz Cast 23)
4
K Z Qi T = 0, (252)
ij=1

a v nehomogennich soutradnicich méa kvadrika rovnici

3 3
K Z aij:i“@j + 2 Z Ay T; + agy = 0, (253)

i,j=1 i=1

nebo
K (X)TAX)+2@)"(X)+a=0. (25.4)

P1i ¢ast&jsim oznaceni nehomogennich soufadnic bodu X = [z;y; 2] mame

K a2+ a22y2 + agsz? + 2a190Yy + 2013702 + 2a93y2+

(25.5)
+2a14 + 2a24y + 2a342 +agy = 0.
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Umluva. V praxi se setkdvame téméi vyhradné s kvadrikami, jejichZ rovnice jsou
zaddny v nehomogennich soufadnicich. Takto se nedaji bez dalsiho upfesnéni za-
dat kvadriky, jejichz soucasti je nevlastni rovina. Dale tedy budeme predpokladat,
ze zadna kvadrika nemé za svou tvorici rovinu nevlastni rovinu. V souradnicovém
vyjadieni to znamené, Ze matice A je nenulova.

Definice 25.1. Smér uréeny nenulovym vektorem u se nazyva hlavnim smérem
kvadriky K, je-li vzhledem ke K polarné sdruzen se vSemi k nému kolmymi sméry.

Poznamka 25.1. 7 definice stfedu kvadriky je zfejmé, Ze smér, ktery urcuje ne-
vlastni stfed kvadriky, je hlavnim smérem kvadriky (plati to tedy i pro smér, ktery
ur¢uje nevlastni singularni bod kvadriky). &

Véta 25.1. Ke kaZdé kvadrice existuji alespon 3 na sebe navzdjem kolmé hlavni
smery. Md-li K v néjakém ortonormdlnim repéru matici A, jsou hlavni smeéry K
vlastnimi sméry submatice A.

Dikaz. 1. Necht u = (ug;ug;u3) # o ur¢uje singularni nevlastni bod Py, = (u)
kvadriky K. Potom (Fi(u); Fa(u); F3(u)) = o = Ou, coz znamena, Ze u je vlastnim
vektorem matice A pro A = 0.

2. Necht u = (uy; us; us) # o je hlavni smér kvadriky K a nevlastni bod Py, = (u)
neni singularnim bodem K. Pfedpokladejme nejdiive, ze P, je nevlastnim stiedem
(ktery neni singularnim bodem) kvadriky. Potom polarni rovina bodu P, je ne-
vlastni rovina, tj. (Fi(u); Fy(u); F3(u)) = o a podobné jako pro singularni bod
dostavame, Ze u je vlastnim vektorem matice A pro A = 0.

Nyni necht P, = (u) neni stfedem K. Potom vlastni polarni rovina bodu Py,
mé rovnici

7w Fi(u)z + Fy(u)zg + Fy(u)zg + Fy(u)xy, =0,  (Fi(u); Fy(u); F3(u)) # o

a vektor u je polarné sdruzen se vSemi vektory ze zaméfeni roviny 7. Z predpo-
kladu, ze u urcuje hlavni smér, vyplyva, ze u je kolmy na 7, a tedy nenulové vek-
tory (Fi(u); Fy(u); F3(u)) a u jsou linearné zavislé, tj. existuje A # 0 takové, ze
(Fi(u); Fo(u); F5(u)) = Au, coZ je po rozepsani soustava pro vlastni vektory matice
A (viz (10.1)).

Zbyvajici ¢ast tvrzeni je disledkem vlastnosti symetrickych matic (viz Véty 10.1
- 10.3). O

Poznamka 25.2. Podobné jako v piipadé kuzelosecek (viz Véta 16.2) se snadno
dokaZe, Ze charakteristickd rovnice |A — AE| = 0 je nezévisla na zvoleném ortonor-
malnim repéru a budeme ji nazyvat charakteristickd rovnice kvadriky K. Podobné
také jeji kofeny Aj, Ay a A3 jsou na zvoleném kartézském repéru nezavislé a budeme
je nazyvat hlavni cisla kvadriky K. Dikaz predchozi véty tedy neni zavisly na
pouzitém ortonormaéalnim repéru.
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Definice 25.2. Je-li P nevlastni nesingularni bod urceny hlavnim smérem kva-
driky K, pak polarni rovinu bodu P, pokud je to vlastni rovina, nazyvame hlavni
nebo osovou rovinou kvadriky K. Je-li nevlastni bod hlavniho sméru kvadriky ne-
vlastnim singularnim bodem kvadriky, pak definujeme jako osovou rovinu kvadriky
libovolnou vlastni rovinu, ktera je kolmé na tento hlavni smér.

Priisecnici dvou osovych rovin kvadriky nazveme osou kvadriky.

Vlastni prisecik kvadriky s jeji osou se nazyva vrchol kvadriky.

Poznamka 25.3. Jako disledek Pozndmky 23.3 a definice osové roviny dostavame,
ze kvadrika je (kolmo) soumérné podle kazdé své osové roviny a je soumérna podle
kazdé osy, kde jako soumérnost podle piimky chapeme otoceni podle primky o 180
stupnu. &

Poznamka 25.4. 7Z Vét 10.1 — 10.3 vyplyva, zZe mé-li charakteristickd rovnice kva-
driky trojnasobny kofen (ktery musi byt nenulovy z podminky, ze kvadrika neobsa-
huje nevlastni rovinu), je kazdy smér hlavnim smérem kvadriky. Takovéto kvadriky
jsou soumérné podle kazdé primérové roviny a nazyvaji se zobecnéné kulové plochy.
Pozdéji — v Casti 26 — si ukazeme, které kvadriky to jsou.

Maéa-li charakteristickd rovnice kvadriky dvojnasobny koren, odpovida mu dvou-
dimenzionalni podprostor hlavnich smért kvadriky. Tento dvoudimenzionélni pod-
prostor hlavnich smérti ur¢uje nevlastni pifimku a pfimka s ni poldrné sdruzené je
osou kvadriky. Kvadrika je potom symetrickda podle kazdé roviny, ktera obsahuje
takovouto osu kvadriky. Takovéto kvadriky se nazyvaji rotacni kvadriky. Jejich vy-
tvoreni si popiSeme v Césti 26. &

Uloha 25.1. Uréete charakteristickou rovnici, hlavni ¢sla a hlavni sméry kvadriky
K:

a) K :a? —4y*> + 2> + 6z2 +4r + 16y — 42 — 16 =0,

b) K :a?+2y*+ 2% — 222 — 22 —22+4=0.

1 0 3
Resent: a) Matice A= [0 —4 0| a jeji charakteristicka rovnice
3 0 1
1—A 0 3
IA—=AE|=0je| 0 —4—X 0 |=0,tj. =A% —=2X\2+ 16\ + 32 = 0. Hlavni
3 0 1—A
¢isla jsou koteny charakteristické rovnice, tj. Ay = —2, Ay = 4 a A\3 = —4. Hlavni
smér urceny kofenem A\; = —2 je urcen vektorem, jehoZ soufadnice jsou reSenim

soustavy rovnic (viz (16.6))
3’LL1 + 3U3 =0 ,

—QUQ = 0,
3U1 + 3U3 =0 s
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tj. hlavni smér odpovidajici hlavnimu ¢islu Ay = —2 je urcen vektorem u; =
(1;0; —1). Pro hlavni smér urceny hlavnim ¢islem Ay = 4 dostaneme soustavu

—3U1 + 3U3 = O,
—8U2 = O,
3U1 — 3'LL3 = O,

tj. hlavni smér odpovidajici hlavnimu ¢islu Ay = 4 je urcen vektorem uy = (1;0;1).
Kone¢né pro hlavni smér uréeny hlavnim ¢islem Ay = —4 dostaneme soustavu

5U1 +3U3:0,
0=0,
3U1 +5U3:0,

tj. hlavni smér odpovidajici hlavnimu ¢islu Ay = —4 je uréen vektorem uz = (0; 1;0).
1 0 —1
b) Matice A= | 0 2 0 | a jeji charakteristickd rovnice
-1 0 1
1—Xx 0 -1

|A=XE|=0je| 0 2—-X 0 |=0,tj. =A3+4)2—4)\ = 0. Hlavni &sla jsou
-1 0 1—=A

kofeny charakteristické rovnice, tj. A\;» = 2 a A3 = 0. Podprostor hlavnich sméru

urcenych dvojnasobnym kofenem \; o = 2 je FeSenim soustavy rovnic (viz (16.6))

—U — Uz = 07
0=0,
—U — Uz = 07
tj. hlavni sméry odpovidajici hlavnimu ¢islu A\;» = 2 tvofi podprostor L(u; =

(1;0; —1),uy = (0;1;0)). Pro hlavni smér uréeny hlavnim &islem A3 = 0 dostaneme
soustavu

Uy —U3:0,
2U2 :0,
—Uq +U3:0,

tj. hlavni smér odpovidajici hlavnimu ¢islu A3 = 0 je urcen vektorem uz = (1;0;1).
Pozndmka: Protoze je nase kvadrika regularni, je hlavni smér urceny nulovym
hlavnim ¢islem smérem nevlastniho stfedu kvadriky.

Uloha 25.2. Uréete hlavni roviny a osy kvadrik z Ulohy 25.1.

Regend: a) L. metoda:
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Hlavni roviny jsou polarni roviny nevlastnich bodu urc¢enych hlavnimi sméry.
Nevlastni bod U; = (u;) = (1;0; —1;0) ma polarni rovinu wy : * — 2z — 2 = 0,
nevlastni bod Uy = (uz) = (1;0;1;0) ma polarni rovinu wy : © + 2z = 0 a nevlastni
bod Us = (u3) = (0;1;0;0) méa polarni rovinu ws : y — 2 = 0.

Osy jsou potom spolecné piimky dvou hlavnich rovin, t;.

op:x—z—2 =0, 0g:x—2—2 =0, o3:x+z =0,
r+z =0, y—2 =0, y—2 =

II. metoda: Osa je parametricky urcena vlastnim stfedem a hlavnim smérem.
Nage kvadrika ma jediny vlastni stied S = [1;2; —1]. Potom

o1: X =1[1;2;—1] + ¢(0; 1;0),
09 : X =[1;2;—1] +¢(1;0;1),
o3: X =[1;2; —1] + t(1;0; —1).

b) Polarni rovina nevlastniho bodu uréeného hlavnim smérem odpovidajicim
nulovému hlavnimu ¢&islu je nevlastni a podle Definice 25.2 to neni hlavni rovina.

Dvoudimenzionélni podprostor hlavnich sméri, ktery je uréen dvojnédsobnym
kofenem charakteristické rovnice, urcuje nevlastni primku. VSechny polarni roviny
nevlastnich bodu lezicich na této primce tvori svazek hlavnich rovin a osa tohoto
svazku rovin je jedinou osou kvadriky. Je urcena napt. polarnimi rovinami nevlast-
niho bodu U; = (u;) = (1;0; —1;0), tj. wy : © — 2z = 0, a polarni rovinou nevlastniho

bodu Us = (ug) = (0;1;0;0), tj. we : y = 0. Potom
o:x—z =0,
y =0.

Protoze kvadrika K nemé vlastni stfed, nemizeme urcit primo parametrickou
rovnici osy jako v pfipadé a).

Uloha 25.3. Uréete vrcholy kvadrik K z Ulohy 25.1.

Resent: a) Z parametrického vyjadieni osy o; dosadime do rovnice kvadriky a pro
parametr ¢t dostaneme kvadratickou rovnici t? — 1 = 0. Potom vrcholy, které lezi na
ose o1, jsou dva realné body A = [1;3; 1], B =[1;1; —1].

Podobné z parametrického vyjadieni osy 0, dostaneme kvadratickou rovnici 2t +
1 = 0. Potom vrcholy, které lezi na ose 09, jsou dva komplexné sdruzené body
B=[1+Y252 -1+ %), B =1 - %2i;2; -1 — 4.

Konecné pro osu o3 dostaneme kvadratickou rovnici 2 — 1 = 0, a tedy vrcholy,
které lezi na ose o3, jsou dva realné body C = [2;2; 2], D = [0;2;0].

b) Z obecnych rovnic osy o dosadime do rovnice kvadriky y = 0, z = x. Dosta-
neme linearn{ rovnici  — 1 = 0. Tedy kvadrika mé jediny vrchol V' = [1;0;1].

Pozndmka: Rovnice pro vypocet priniku osy o a kvadriky K je linearni proto,
ze druhy prusecik je nevlastni bod osy o (stfed kvadriky K).
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26 Metricka klasifikace kvadrik

Vs8echny afinni vlastnosti a afinni klasifikace kvadrik zustévaji zachovany i v eu-
klidovském prostoru. V této ¢asti skript si ukdzeme, jak zvolit ortonormdini poldarni
repér kvadriky a rychle ur¢it kanonické rovnice kvadriky, ze kterych se nejlépe pozné,
o jakou kvadriku se jedné, a vyCteme z nich vSechny informace o kvadrice.

V nésledujicich dvou vétach je popsan zpiisob, jak zvolit polarni ortonormalni
repér tak, aby méla kvadrika nejjednodussi moznou rovnici.

Véta 26.1. Necht K je stiedovd kvadrika. Pak existuje takovy kartézsky repér, Ze
vzhledem k nému md K rovnici

K: )\11’2 + )\2y2 + )\322 + Qg4 = 0, (261)
kde \;, © = 1,2,3, jsou hlavni c¢isla kvadriky a asy € R.

Dikaz. Zvolme vlastni stfed kvadriky za pocatek ortonormalniho repéru a jednot-
kové vektory hlavnich sméru kvadriky za zakladni smérové vektory ortonormalniho
repéru. Potom podle Diisledku 24.1 ma K rovnici

K :anz? 4+ any® + a3z +au =0.
Charakteristickd rovnice kvadriky méa v téchto souradnicich tvar
(a1 — A)(aga — A)(azs —A) =0
a odtud plyne tvrzeni. O

Véta 26.2. Necht K je nestiedovd kvadrika hodnosti > 3. Pak existuje takovy kar-
tézsky repér, Ze vzhledem k nému mad K rovnict

K \z? 4+ Xy? +2a342 =0, (26.2)
kde \;, i = 1,2, jsou hlavni ¢isla kvadriky a azs € R a agq # 0.

Dikaz. Zvolme za pocéatek ortonormalniho repéru vrchol kvadriky a jednotkové
vektory hlavnich smérta kvadriky za zakladni smérové vektory ortonormélniho re-
péru. Potom podle Véty 24.4 méa K rovnici

K :apz® + a22y2 + 2a342 = 0.
Charakteristicka rovnice v téchto souradnicich mé tvar
—(an — )\)(agz — )\))\ =0

a odtud plyne tvrzeni. O
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Poznamka 26.1. Viimnéme si, ze v piipadé nestiedové kvadriky je vzdy alespon
jeden kofen charakteristické rovnice roven nule, v naSem oznaceni \3 = 0. Ze zbyva-
jicich kofentd musi byt alespon jeden koren nenulovy, coz vyplyva z podminky pro
hodnost kvadriky. Pokud by byly oba kotfeny A;, Ay nulové, byla by rovnice (26.2)
linedrni a kvadrika by obsahovala jako tvorici rovinu nevlastni rovinu. &

Véta 26.3. (Metricka klasifikace kvadrik) Ke kaZdé kvadrice K, kterd neobsa-
huje jako svou cdst nevlastni rovinu, existuje takovy ortonormdlni repér, Ze vzhledem
k nému md K jednu z ndsledugicich rovnic:

.ZUQ y2 22
¥+b_2+§+1: , a>0,b>0,¢c>0, (EK1)
1,2 y2 22
¥+§+§—1:O, a>0,b>0¢>0, (EK2)
CC2 y2 ZQ
S+tE -z 1=0, a>0,b>0,¢>0, (EK3)
ZE2 y2 22
—2+§—C—2+1:O, a>0,06>0,¢c>0, (EK4)
a
.%'2 y2 B
—+=422=0, p>0,qg>0, (EK5)
pq
$2 y2
?_E+2220’ p>0,¢>0, (EK6)
2 2 2
%JF‘Z—QJFZ—Q:O, a>0,b>0,¢>0, (EKT7)
2 2 2
% 'Z_Q—Z—Q:o, a>0b>0,c>0), (EK8)
2 yQ
St +tl=0, a>01b>0, (EK9)
Y 10, 40,650 EK10
St -1=0, a>0,b>0, (EK10)
2 2
G- h—1=0. a>0b>0, (EK11)
2
L vos=0, p>o0, (EK12)
p
.1'2 y2
¥+b—2=o, a>0,0>0, (EK13)
2 2
x_Q_y—:(), a>0,0>0, (EK14)
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2

%H:o, a>0, (EK15)

2

%-1:0, a>0, (EK16)
=0, (EK17)

kde a, b, c, p,q jsou redlnd cisla.

Dikaz. Dikaz se provede stejné jako ve Vété 17.3 upravou rovnic (26.1) a (26.2).
]

Poznamka 26.2. Kladna ¢isla a, b, ¢ v rovnicich (EK1) — (EK4) elipsoidt a hyper-
boloidt se nazyvaji délky poloos. Pro osy kvadriky, na kterych lezi realné vrcholy
kvadriky, udavaji tato ¢isla vzdalenosti vrcholt od stfedu kvadriky.

Cisla p,¢ v rovnicich (EK5) — (EK6) paraboloidi jsou parametry parabol, ve
kterych protinaji paraboloid vSechny roviny rovnobézné s jednou ze dvou hlavnich
rovin paraboloidu.

Rovnice (EKT) (respektive (EK8)) ur¢uje imaginarni (respektive reélnou) kuze-
lovou plochu. Cisla a, b jsou délky poloos fidici kuzelosecky — imaginarni (respektive
realné) elipsy. Pfitom je osa kuzelové plochy kolmé na rovinu fidici kuzelosecky.

Cisla a,b v rovnicich (EK9) — (EK11) jsou délky poloos fidici kuzelosecky (ima-
ginarni elipsy, respektive realné elipsy, respektive hyperboly) imaginarni eliptickeé,
respektive realné eliptické, respektive hyperbolické valcové plochy. Pritom je osa
valcové plochy kolmé na rovinu fidici kuzelosecky.

Cislo p v rovnici (EK12) je parametr ¥idici kuzelosecky (paraboly) parabolické
valcové plochy. Pritom jsou tvorici primky kolmé na rovinu fidici paraboly.

Rovnice (EK13) (respektive (EK14)) urcuje dvojici komplexné sdruzenych (re-
spektive redlnych) riznobéznych rovin, které se protinaji v ose z.

Rovnice (EK15) (respektive (EK16)) urcuje dvojici komplexné sdruzenych (re-
spektive realnych) rovnobéznych rovin, které jsou rovnobézné s rovinou x = 0.

Konec¢né rovnice (EK17) je rovnici dvojnasobné roviny x = 0. O

Poznamka 26.3. Kvadriky maji velky vyznam ve stavebnictvi. Na titulni strané je
ukézka vyuziti eliptického paraboloidu k zastieseni budovy (pavilon Z na vystavisti
v Brné), podobné v zavéru textu jsou ukazky vyuziti hyperbolického paraboloidu
jako skofepiny stfech nebo jednodilného hyperboloidu jako chladici véze elektraren
nebo konstrukce vodojemu. &

Poznamka 26.4. Ma-li charakteristicka rovnice kvadriky trojnasobny nenulovy ko-

fen, jsou piislusné kvadriky zobecnéné kulové plochy. V kanonickych rovnicich tomu
odpovidaji rovnice (EK1), (EK2) a (EK7), kdea=b=c=r.
(EK1) méa potom tvar

T T r#0,

a urcuje tmagindrni kulovou plochu.
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(EK2) ma potom tvar
Pyt 2=t r#0,

a urCuje (realnou) kulovou plochu o poloméru r. Na Obrazku 26.1 je realna kulova
plocha o rovnici K : 22 + y* + 2? = 9 protata soufadnymi rovinami.

Obrazek 26.1: Realna kulova plocha

(EK7) ma potom tvar
?+yt+22=0

a urcéuje nulovou kulovou plochu (realna kulova plocha s nulovym polomérem).

Poznamka 26.5. Ma-li charakteristickda rovnice kvadriky dvojnésobny nenulovy
koren, je prislusné kvadrika rota¢ni a vzniké rotaci kuzelosecky kolem nékteré jeji
osy. Vsimnéme si, jak vznikaji realné rotacni kvadriky.

Rotaci redlné elipsy v roviné x = 0 o rovnici

2 22

y
kgt —1=0

kolem soutadné osy z vznikne rotacni elipsoid o rovnici

2 2 2

Y z

K : E + b—2 —|— ——1=0.
Je—li pritom b > ¢, nazyva se tento elipsoid zplostely a je-li b < c, naz;’rvé; se tento
elipsoid protdhly. Na Obréazku 26.2 je zplostély elipsoid o rovn12(:1 K5 +%+ 2=1
protaty rovinou xy a protahly elipsoid o rovnici K : 2% +y?+ % = 1 protaty rovinou
xy.
Rotaci hyperboly v roviné x = 0 o rovnici
2 2
) Z _
i a =0
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Obrazek 26.2: Rotaé¢ni elipsoidy a hyperboloidy

kolem osy z (vedlejsi osa hyperboly) vznika rotacni jednodilnyg hyperboloid o rovnici

Naopak rotaci kolem osy y (hlavni osa hyperboly) vznika rotacéni dvojdilng hyperbo-

loid o rovnici ) ) )
LT Y < _
K'_§+ﬁ_§_l_0'

Na Obrazku 26.2 je rota¢ni jednodilny hyperboloid o rovnici K : 22 + y? — % =1
protaty rovinou zy a rotaéni dvoudilny hyperboloid o rovnici K : 22 + 32 — % =-1
protaty rovinou xy. Asymptoty hyperboly vytvori pii této rotaci asymptotickou
kuzelovou plochu hyperboloidu. Tyto dva hyperboloidy jsou navzajem doplikové,
tj. maji stejné osy, asymptotické kuzely a imaginarni vrcholy jednoho hyperboloidu
jsou realné vrcholy doplikového hyperboloidu. Pii rotaci hyperboly kolem jeji osy
vytvori dopliikovy hyperboloid doplitkova hyperbola.
Rotaci paraboly v roviné x = 0 o rovnici
2
kel 4020
q

kolem osy z (osa paraboly) vznikd rotacni paraboloid o rovnici

2 2
K249 190,

q q
Na Obrazku 26.3 je rota¢ni paraboloid o rovnici K : %2 + % —2z=0.
Rotaci dvojice redlnych rtiznobéznych primek v roviné x = 0 o rovnici
2 2
z
L )

w2
kolem jedné z os y nebo z (osy této singularni kuzelosecky) vznika rotacni (redlnd)
kuZelovd plocha. Na Obrazku 26.3 je rotacni realné kuzelova plocha o rovnici K :
22+ y? - 22 =0.
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Obrazek 26.3: Rotacni paraboloid, rota¢ni kuzelova a rota¢ni valcova plocha

Konec¢né rotaci dvojice (realnych) rovnobé&znych primek v roviné x = 0 o rovnici

kolem osy z (osa této singularni kuzelosecky) vznika rotacéni (redlnd) vdlcovd plocha.
Na Obrazku 26.3 je rota¢ni redlna valcova plocha o rovnici K : 2% +y? = 9. &

Veéty 26.1 a 26.2 popisuji, jak zvolit ortonorméalni repér tak, aby méla kvadrika
kanonické rovnice, ze kterych snadno uréime vSechny informace o kvadrice. Je-li
tedy kvadrika zadéna rovnici (25.5), musime urcit hlavni sméry kvadriky, stfed, ¢
vrchol kvadriky a napsat transformacni rovnice prechodu k ortonormalnimu repéru
popsanému ve Vétach 26.1 a 26.2. Dosazenim takovychto transformacnich rovnic do
puvodni rovnice kvadriky potom dostaneme kanonickou rovnici (26.1) nebo (26.2).
Tento postup je ovsem velice zdlouhavy a pracny. Podobné jako v pripadé kuzelo-
secek existuje zpusob, jak velice rychle ur¢it kanonické rovnice kvadriky bez hledani
prislusnych transformacnich rovnic. Tato metoda se nazyva metoda invarianti.
Metoda tpravy rovnic pomoci otaceni soufadnicového repéru kolem pocatku a po-
sunovani pocatku je sice teoreticky také mozna, ale velice pracné. Proto se u kvadrik
nepouziva.

Podobné jako v teorii kuzelosecek definujeme invariant kvadriky jako realné &islo,
které je prifazeno koeficientim matice kvadriky a nezéavisi na zvoleném souradnico-
vém repéru. Stejnym zpusobem se definuje také stupen invariantu kvadriky a abso-
lutni invariant kvadriky.

Stejné jako v teorii kuzelosecek je hodnost kvadriky absolutni invariant, ktery je
projektivni. Hodnost matice A je afinnim absolutnim invariantem.

VSechny dalsi invarianty kvadriky jsou euklidovské. Protoze charakteristicka rov-
nice kvadriky je nezavisla na zvoleném ortonormalnim repéru, jsou jeji koreny i koe-
ficienty invarianty kvadriky. Koeficienty charakteristické rovnice jsou ¢isla I, =
air a2 air ais Q2 Q23 a s = |A| Potom I, je
aiz2  G22 aiz ass a23
invariant stupné 1, I je invariant stupné 2 a I3 je invariant stupné 3. Dalsi inva-

ay; + agy + ass, Iy =
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riant kvadriky stupné 4 je determinant matice A. Dukaz tohoto tvrzeni je totozny
s ditkazem Véty 17.4. Hlavni ¢isla kvadriky jsou potom invarianty stupné 1.

Pomoci téchto invarianti mizeme nyni snadno urc¢it kanonické rovnice nékterych
kvadrik.

Véta 26.4. Necht K je kvadrika, ktera md pravé jeden vlastni stied, a v néjakém
kartézském repéru md rovnici (25.5). Pak existuje takovy kartézsky repér, Ze vzhledem
k nému md K rovnici
) 2 2 >, 1Al
K/\lx +)\2y +>\32 +W—O, (263)
kde \; i = 1,2, 3, jsou nenulovd hlavni ¢isla kvadriky.

Dikaz. Podminka, ze K méa pravé jeden stied, je ekvivalentni tomu, zZe hodnost
matice A je 3, tj. viechna hlavni &isla jsou nenulova (vyplyva z kofenovych vztaht
pro charakteristickou rovnici). Potom podle Véty 26.1 ma K v n&jakém kartézském
repéru rovnici

K Mz? 4+ Xay? + A32° + by = 0.

Protoze |A] je invariantni pii zménéch kartézskych soufadnic, je |A] = = M Ao A3byy
a odtud byy = |A|/|A|, protoZe z kofenovych vztaht pro charakteristickou rovnici je
1Al = M dohs. O

Véta 26.5. Necht K je reguldrni nestredovd kvadrika, kterda ma v nejakém kartéz-
ském repéru rovnici (25.5). Pak existuje takovy kartézsky repér, Ze vzhledem k nému
md K rovnici

AL, 0, (26.4)

K :\z?+ My +£2 =
127 + A2y Mg

kde \; i = 1,2, jsou nenulovd hlavni ¢isla kvadriky.

Dikaz. Je-li K nestfedovd regulérni kvadrika, je |[A| # 0 a A ma hodnost 2, tj.
charakteristicka rovnice pro matici A méa 2 nenulové koreny. Potom podle Véty 26.2
méa K v néjakém kartézském repéru rovnici

K )\1.1'2 + )\2]./2 + 2b342’ = 0.

Protoze |A| je invariantni p¥i zménéach kartézskych souradnic, je |A] = —A;Aa(bgq)?
a odtud b34:j:\/—%. O

Poznamka 26.6. Ptredchozi dvé véty se tedy daji pouzit k rychlému nalezeni ka-
nonickych rovnic pro v8echny regularni kvadriky a singularni kvadriky hodnosti 3,
které maji pravé jeden vlastni stfed (kuzelové plochy). V ostatnich piipadech bu-
deme potiebovat jesté dalsi invarianty. &
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Uvazujme rovnici (25.5) kvadriky K. Definujme polynom

aj; — A Q12 13 Q14
F()\) _ a12 Az — A 23 Q24|
a13 (23 asz3 — A Qs
alq A24 34 Q44
A—ANE (a
3 2
- T ( ) :—Fo)\ —|—F1>\ —Fg)\—FFg,
(a) v
kde
Lo = aua,
a1x Qaiq Q22 Q24 a33 Aa34
I, = +
A14 Q44 Q24 Q44 34 Q44
11 Q12 Q14 aijx a3z a4 Q22 A23 (24
Iy = a1z ag agu| + |a13 azs aga| + |ags ass asg| ,
Q14 Q24 Q44 A14 Q34 Q44 Q24 QA34 Q44

Véta 26.6. Funkce I'(\) je invariantni pri zméndch ortonormdlniho repéru, které
zachovavaji pocdtek.

Dikaz. Dikaz je totozny s dilkkazem Véty 17.7. [

Véta 26.7. Necht K je kvadrika hodnosti 3 parabolického typu. Pak koeficient T'y
funkee T'(X\) je invariant kvadriky K.

Dikaz. Podle Véty 26.6 je I'y invariantni pii zménach ortonormalniho repéru, které
zachovavaji pocatek. Musime tedy jesté dokéazat, ze I's je invariantni pii posunuti
ortonorméalniho repéru do nového poc¢atku. Necht K méa v néjakém ortonormalnim
repéru rovnici (25.5) a necht P = [py; pa; ps] je novy pocatek soufadnicového repéru.

Potom v novém soufadnicovém repéru dostaneme
an a2 Fl(P) a1 a3 Fl(P)
Y=\ an azp  F(P)|+| a3 azz  F3(P
R(P) Fy(P) F(P)| |F(P) F(P) F(P)
a22 ags Iy
+ | a2 ass  Fy(
B(P) F(P) F(P)

kde

Fi(P) = anip1 + a12ps + a13ps + pia,
F5(P) = ay9p1 + a9p2 + a23p3 + poa s
F3(P) = a13p1 + ag3p2 + a33ps + Paa ,

3
F(P) = Z QijPip; + 2a14p1 + 2024P2 + 2a34p3 + Q4 -
ij=1



26. Metricka klasifikace kvadrik 150

Primym vypoctem dostaneme

a1; a2 as 12 a3 aig
[y = (p] +p5+p3) |a12 aa ass| + 2py |ase ass aoy| +
a3 G23 0a33 Q23 (33 (34
@11 a1z aig @11 Q12 Qg
+2po |a1a sz aos| +2p3|ain az ax|+1Is.
13 (33 (34 13 (23 (34
a1l Q12
Pro kvadriku hodnosti 3, ktera je parabolického typu, je hodnost matice | a1o a2
a1z Q23
mensi nez 3 a odtud I'y = I's. O

Véta 26.8. Necht K je kvadrika hodnosti 3 parabolického typu, kterda md souradni-
cové vyjadient (25.5). Potom v poldrnim ortonormdlnim repéru ma K jednu z kano-
nickych rovnic

r
Kz + \y? + Aliz =0, (26.5)

T
K:/\lxzi2~/—>\—22:0, (26.6)
1

kde A1, Ao jsou menulovd hlavni c¢isla kvadriky.

Dikaz. Kvadrika parabolického typu hodnosti 3 je valcova plocha, ktera muze byt
elipticka, hyperbolickid nebo parabolicka. Elipticka nebo hyperbolicka valcova plocha
mé vlastni pfimku stfedu a podle Véty 26.1 ma rovnici

Ki)\1$2+/\2y2+b4420.

Podle Véty 26.7 je 'y = A\ Agbyy a odtud plyne rovnice (26.5).
Parabolicka valcova plocha nema zadny vlastni stfed a podle Véty 26.2 méa rovnici

K i \z? +2by2=0.

Podle Véty 26.7 je T'y = —\;b3, a odtud plyne rovnice (26.6). ]

Predchozi véty ndm umoziuji urc¢it kanonické rovnice pro vsechny kvadriky hod-
nosti vétsi nebo rovny tfem. Protoze pro kvadriku hodnosti jedna je vzdy kanonicka
rovnice rovna K : \jz? = 0, musime jesté prodiskutovat situaci pro kvadriky hod-
nosti dva, tj. pro dvojici rovin. V pripadé, Ze jsou roviny riznobézné, mé kvadrika
primku vlastnich stfedi a charakteristickd rovnice musi mit dva nenulové kofeny.
Podle Véty 26.1 musi mit tedy kvadrika kanonickou rovnici

Ma? + Xy =0.

Zbyva nam tedy jen pripad rovnobéznych rovin.

13
@23
a33

A14
a24
34
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Véta 26.9. Necht K je kvadrika tvorend rovnobézZnymai rovinami. Pak koeficient I'y
funkce T'(X\) je invariant kvadriky K.

Dikaz. Stejné jako ve Vété 26.7 staci dokazat, ze I'y je invariantni pii posunuti
ortonorméalntho repéru do nového pocatku. Pti stejném oznaceni jako ve Vété 26.7
je v novém soutadnicovém repéru

r | @n Fi(P) 4| o2 Fy(P) 4| 08 F3(P) _
YO|R(P) F(P)| |R(P) F(P)| |Fs(P) F(P)
a a a a a a a a
:p% a11 12 11 13 +p§ 11 12 22 (23 +
12 A22 @13 Aa33 12 Qa2 Q23 Aa33
aix; as Q22 A23 a2 a3 A22 A23
+ p3 +2 +2 +
Ps ( a3 ass Qg3 A33 ) b2 Q23 3 Pibs a2 a3
aix as aiz aiq Q12 A14
+ 2 -2 +
P2bs a aszs h ( ags  A34 Qo2  G24 )
a a a a a a a a
1, 11 14 4 33 34 + 9y 11 14 + 22 Q34 T
Q12 A24 A23 Q24 13 as4 Q23 Q24

Pro kvadriku hodnosti 2, kterd je tvofena rovnobéznymi rovinami, je hodnost
a1; a2 Q13 Aaiq

matice | aja aga ags agy | rovna jedné a odtud I} = T'y. O
13 Ag3 (33 A34

Véta 26.10. Necht K je kvadrika tvorend rovnobézZnymai rovinami, kterd md sourad-
nicové vyjadient (25.5). Potom v poldrnim ortonormdlnim repéru md K kanonickou

TOUNICE
I

Mzt +— =0, (26.7)
A1
kde A1 je nenulové hlavni c¢islo kvadriky.
Dikaz. Podle Véty 26.1 ma K rovnici
)\1.%2 + b44 =0.
Podle Véty 26.9 je I'y = A\1byy a odtud plyne tvrzeni. O

Poznamka 26.7. Metodu invariantt tedy muZzeme shrnout do nasledujici tabulky;,
kde \; jsou nenulova hlavni ¢isla kvadriky.



26. Metricka klasifikace kvadrik 152

h(A) h(A) | kanonicka rovnice typ kvadriky
h(A) =4 | h(A) =3 | Ma? + \y? + X322 + % =0 | elipsoidy,
hyperboloidy
hA) =2 | Ma? + Agy® + 2 —% z =0 | paraboloidy
h(A) =3 | h(A) =3 | Mz? + Aay® + X322 = 0 kuzelové plochy
eliptické a
hA) =2 | Ma® + Xy’ + 5% =0 hyperbolické

valcové plochy

h(A) =1 ] \a?+2,/ —E—f z2=0 parabolicka

valcova plocha

h(A) =2 | h(A) =2 | Ma® + Ay =0 riznobézné roviny
h(A) =1 | \a? + % = rovnobézné roviny
h(A) = 0 | neexistuje vlastni rovina
a nevlastni rovina
h(A)=1|h(A)=1| \a?=0 dvojnéasobna
vlastni rovina
h(A) = 0 | neexistuje dvojnasobna

nevlastni rovina

Uloha 26.1. Uréete transformaci ortonormélnich soufadnic, ktera pevadi rovnici
kvadriky K do kanonického tvaru. Urcete také kanonickou rovnici a typ kvadriky:

a) K :2? —4y? + 22+ 6z2 + 4o + 16y — 42 — 16 =0,
b) K :2?+2y* + 2% — 222 — 22— 22+ 4=0.

Resent: a) Z Ulohy 25.1 a) mame jednotkové vektory hlavnich sméri e; =
(0;1;0), ex = (\/Li’ 0; —\/ii) ae; = (\%;O; \/ii) Kvadrika je stfedova s jedinym vlast-
nim stfedem S = [1;2; —1]. Otronormalni repér (S; ey, ez, €3) je tedy polarni ortonor-
malni{ repér kvadriky a transformacni rovnice, které prevadi danou rovnici kvadriky
do kanonického tvaru, jsou

Lo by

T = — —2z ,
V27 V2

y =21 +2,
1 1

r= ——y+—=2-1.

V27 V2

Dosazenim do piivodni rovnice kvadriky dostaneme kanonickou rovnici
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K:—42? —2y? + 427 +4=0,
kterou vydélenim —4 upravime na tvar

1
K:x’2+§y’2—z’2—1:0.

Jedn4 se tedy o jednodilny hyperboloid.

b) Z Ulohy 25.1 b) mame jednotkové vektory hlavnich smérii e; = = (\/Lﬁ, 0; —\/Li),
e = (0;1;0) ae3 = (\/Lﬁ, 0; \/Lﬁ) Kvadrika je nestfedova a podle Ulohy 25.3 b) mé
jediny vlastni vrchol V' = [1;0; 1]. Ortonormaélni repér (V; ey, e, e3) je tedy polarni
ortonormalni repér kvadriky a transformad¢ni rovnice, které prevadéji danou rovnici
kvadriky do kanonického tvaru, jsou

1, N 1 o
r= —=x —2z ,

V2 V2
Y= Yy,

1 1
z=———1 +—=2'+1.

V2 V2

Dosazenim do puvodni rovnice kvadriky dostaneme kanonickou rovnici
K 222 +2y2 + /2% = 0, kterou vydélenim 2 upravime na tvar

2
K:a:’Q—I—y’Q—%z’:O.

Kvadrika je tedy elipticky (rota¢ni) paraboloid.

Uloha 26.2. Metodou invarianti urcete kanonickou rovnici a typ kvadriky:
a) K:a? —4y? + 22 + 622 + 4o + 16y — 42 — 16 = 0,

b) K :a?+2y*+ 22— 222 —2x —22+4=0,

c) K : 2?2+ y* +32% + 10ay + 62z + 6yz — 102 — 2y — 62+ 37 =0,
d) K : 222 + 2y* + 222 + 22y — 202 + 2yz — 6z + 18y + 242 =0,
e) K:x?+4y* + 22 + 4oy — 202 —dyz+x+2y —2=0.

Regend: a) Uréime det(A) = 128 a det(A) = 32, tj. kvadrika je regularni stiedova.
Z Ulohy 25.1 a) jsou kofeny charakteristické rovnice Ay = —4, Ay = —2 a A3 = 4.
Podle Véty 26.4 mé kvadrika kanonickou rovnici

K:—4x? —2y? +42?+4=0,
kterou vydélenim —4 upravime na tvar

1
K:x’2+§y’2—z/2—120.

Jde o jednodilny hyperboloid.

b) Uréime det(A) = —8 a det(A) = 0, tj. kvadrika je regularni nestfedova (para-
boloid). Z Ulohy 25.1 b) jsou kofeny charakteristické rovnice A\; = Ay =2 a A3 = 0.
Podle Véty 26.5 mé kvadrika kanonickou rovnici
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K227 +2y2+22 =0,
kterou vydélenim 2 upravime na tvar

2
K:x’2+y’2—§z’:0.

Jednd se tedy o rota¢ni paraboloid.

¢) Urcime det(A) = 0 a hodnost A je 3, tj. kvadrika je singularni hodnosti 3. Dale
det(A) = 0 a hodnost A je 2, tj. kvadrika je parabolického typu (valcova plocha).
Charakteristicka rovnice kvadriky je A3 — 5\ — 36\ = 0 s kofeny A\ = 9, A\, = —4
a A3 = 0. Uréime 'y = —1296 a podle Véty 26.8 méa kvadrika kanonickou rovnici

K :92% — 4y + 36 =0,

kterou vydélenim 36 upravime na tvar

1'2 y2
K:= -2 41=0.
I

Jednd se tedy o hyperbolickou valcovou plochu.

d) Urcime det(A) = 0 a hodnost A je 3, tj. kvadrika je singularni hodnosti 3. Dale
det(A) = 0 a hodnost A je 2, tj. kvadrika je parabolického typu (valcova plocha).
Charakteristicka rovnice kvadriky je A3 —6A2+9X = 0 s kofeny A\; = Ay = 3a A3 = 0.
Uréime I'y = —702 a podle Véty 26.8 méa kvadrika kanonickou rovnici

K :322+3y?-78=0,
kterou vydélenim 3 upravime na tvar

K:22 414> -26=0.

Jedna se tedy o rota¢ni valcovou plochu poloméru v/26.

e) Uréime det(A) = 0 a hodnost A je 2, tj. kvadrika je sloZzena z dvojice rovin,
Déle det(A) = 0 a hodnost A je 1, tj. tvofici roviny jsou rovnobézné. Charakteristicka
rovnice kvadriky je A* — 62 = 0 s kofeny \; = 6, Ay = A3 = 0. Uréime I'; = —3/2
a podle Véty 26.10 ma kvadrika kanonickou rovnici

1
K:6x2—=-=0.
T

Jedné se tedy o realné rovnobézné roviny.
Pozndmka: Opravdu, puvodni rovnici kvadriky muzeme rozlozit na

K:(z+2y—2)(z+2y—2+1)=0.
Kvadrika je tedy tvorena dvojici readlnych rovnobéznych rovin, jejichz obecné rovnice
v puvodnich soufadnicich jsoua:z+2y—z=0apf:2+2y—2z+1=0.

27 Cviceni

V nasledujicich cvi¢enich se soufadnice a rovnice vztahuji k dané geometrické bazi
projektivniho prostoru.
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27.1. Urcete hodnost kvadriky
K : 222 4+ 423 — 22 — 8129 + 87174 — 81wy + 423 = 0.

Je-li K singularni, urcete jeji singularni body.
{ Hodnost kvadriky je 3, singularni bod(0;1;0;1) }

27.2. Rozhodnéte, zda kvadrika K je reguldrni nebo singularni:
a) K : 2% — 4wy — 223 — 8xy23 + 62124 — S22 =0,
b) K : a3 + 223 + 323 — 6x3zy + 325 =0,
¢) K : 23 + 2x129 — 4114 + 323 + 81073 + 823 + 8w374 + 627 = 0.
{ a) Regularni, b) singularni hodnosti 3,
¢) singularni hodnosti 2 }
27.3. Je dana kvadrika
K : 2?4+ 2x1m9 — 4wy + 23 — 22 + 203204 + 22 = 0.
a) Uréete polarni rovinu bodu P = (1;2; —1; 1) vzhledem ke kvadrice.

b) Urcete pol roviny 7 : 2z + x9 + 223 — 3x4 = 0 vzhledem ke kvadrice.

{a)m: 21+ 3xy+ 223 — 224, =0,b) P=(0;2;—5;—1)
}
27.4. Je dana kvadrika
K : 2?2 — 21179 + 2103 — 2174 + T3 + DTow3 + w074 — 2374 = 0.
a) Uréete te¢nou rovinu kvadriky v bodé T' = (1; —1; —1;1).

b) Ukazte, Ze rovina x5 = 0 je te¢nou rovinou kvadriky a urcete jeji bod dotyku.
{a) 2x; — 629 —bx3 —324=0,b) T'=(1;0;—1;1) }

27.5. Urcete hodnost, normalni rovnici a projektivni typ kvadriky K:
a) K : 92341221109 — 62123+ 302 24 +473— 42023+ 20200 4+ 25— 102324+ 2525 = 0,
b) K : 222 + 22129 + 67123 + 20104 — T3 + 8wox3 + 4xoxy + Tw2 — 2x324 + T2 = 0,
¢) K : 322 + 8x119 + 81174 + 47913 — 49wy + 23 + 162374 + 1123 =0,
d) K SI%—21'1.1’2—2$11‘3+22I1$4—5l’g+6$2$3—42$2$4—$§+10$3I4—161’[21 =0.
{ a) h(K) = 1; y? = 0; dvojnasobna tvoiici rovina;
v puvodnich soufadnicich ma tvorici rovina rovnici 3z, +
2132 — T3+ 5274 = 0,
b) h(K) = 4; y? +vy3 +y3 —y32 = 0; nepiimkova regularni
kvadrika,
¢) h(K) = 3; y? + y5 — y3 = 0; realna kuzelovéa plocha,
d) h(K) = 2; y? — y3 = 0; dvojice realnych rovin }
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27.6. Pro kvadriky z Cviceni 27.5 urcete normovanou polarni geometrickou béazi
a transformaci projektivnich homogennich soufadnic, ktera prevadi rovnici kvadriky
do norméalniho tvaru.

{ a) Naptiklad O; = (%;O;O;O), O, = (2;-3;0;0),
O3 = (1;0;3;0), Oy = (5;0;0; =3), E = (32; —3;3; —3),

T = %?ﬂ + 2y + Y3 + OY4, To = —3Ys, T3 = Y3, T4 =

_3y47
b) Napiiklad O, = (7530:0;0), O, =
(—=LL.0;-1)
2\/572\/%’ 72\?7 3 1 2
O3 = (=5 50 3u: 0)s O1 = (5 — 753 0;.0),

E = (m—7ﬁ+2\/5.m+5ﬁ-4¢5. 3 .L)
- 21/30 ) 21/30 1 2v157 2¢/277

% - 5\/%% _2 ﬁi?h - 32_\;ﬁy3 + \/ngyzx, T
7392 T oY — GYe T3 = 5 Yss Ta = 5 5Y2

c) Napfiklfd 031 :1(\/%;0;0; 0), 05 = (0; \/%75;0; _\/Lﬁ)’
Os = (~7 Vs v O Oa = (4 =5:=6;2),

E— (\/ﬁf4\/§+4\/ﬁ. V7+3v/3-5v/105. 1-6+/35. —1+2\/ﬁ)
V105 3 V105 1 /35 ) V15 )

U1 = Jeyi — Ze=ls HAYs, T = Stp + ys — Sya, 13 =
T=Ys — 6y, 14 = —=yo + 20,

d) Napriklad Oy = (\%;0; 0;0), Oy = (0
O3 = (1;1;2;0), O4 = (—3;0;13;2),

E = (1_\%‘/3; 13\2/\?{3; _1;\?}%‘/5; 2), 1 = \/Lg?h + Y3 — 3y,

Ty = ﬁgyz tYs, T3 = —ﬁgw +2y3 + 13ya, 24 = 2y }

L1 1 .
avs v V)

27.7. Dokazte, ze kvadrika
K 395% + 8x129 + 22124 + 4003 — 162574 + x?), + 1dz3x4 — 95”421 =0

je kuzelova plocha a urcete jeji vrchol.
{V=(6-5-42) }

V nésledujicich cvi¢enich se soufadnice a rovnice vztahuji k danému afinnimu repéru
v afinnim prostoru.

27.8. Urcete prunik kvadriky
K :3y? +42% + 242 + 12y — 722+ 360 = 0

srovinou o :x —y+z = 1.

{ Reélna elipsa }
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27.9. Je dana kvadrika
K :a? +4y?> + 422 + 4oy — 10yz — 62 — 2y +22+3 =0
a rovina « : x + ay + z = 0. Urcete parametr a tak, aby a N K byla:
a) kuzelosecka eliptického typu,
b) kuzelose¢ka hyperbolického typu,
c¢) kuzelosecka parabolického typu,
d) elipsa,
e) hyperbola,
f) parabola.

{a)ae( .13—5\/5) (13+45‘/5;oo),

b) (13 5v5. 13+5f)
c {13 5f 13+5\f}

c)a

d) ( 13— 5f) (13+45‘/5;oo),
o) o € (BB )L (3:2) U (2 5),
f) = {13 5v5. 13+5xf}}

27.10. Ukazte, ze piimka p = X = [0;0;4] + £(3;2; 1) je tvorici piimka kvadriky
K 522+ 9y? + 922 — 122y — 622+ 122 — 362 = 0.
27.11. Ukazte, ze pfimka g = =1+ 4t, y = 2+ 2t, z = 0 je tecnou kvadriky
K:2? =22 +22 - 2zy+42z —yz+3x —52=0
a urcete jeji bod dotyku.
{T=1[-30;0] }

27.12. Urcete stiedy kvadriky K:
a) K :32% +2y? — 2vz +4dyz — 40 — 82 —8 =0,

b) K : 2? + 4y* +52% + 4oy — 120 + 6y — 9 =10,
c) K :5z% + 9y* + 92% — 122y — 622z + 18y — 362 =0,
d) K :4a? +y* + 922 —doy + 1202 — 6yz +8v — 4y + 122 —5=0.

{ a) Jediny vlastni stfed S = [0;2; —2],

b) jediny nevlastni stfed S = (—2;1;0;0),

¢) vlastni pfimka stfeda X = [0; —1;6] + ¢(3;2; —7),
d) vlastni rovina stfedi 2z —y +32+2=0 }

27.13. Urcete rovnici kvadriky K, znate-li jeden jeji bod M = [2;0; —1], stied

S = [0;0; —1] a jeji prunik s rovinou z = 0 je kuZelosecka k : 2% — 4xy — 1 = 0.

{K:22+322—4doy+62—1=0}
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27.14. Je dana kvadrika
K :22% —3y? — 22 + 4oy + 622 — Syz + 20 — 8y — 112 — 2 =0.

Urcete primeérovou rovinu:

a) Sdruzenou se smérem ((1; —3;2)).

b) Prochéazejici body P, = [0;0;1], P, = [3; —1;1]. Urcete také smér s ni sdru-

zeny.

¢) Rovnobéznou s rovinou p : 2z —y + 324+ 7 = 0.

d) Obsahujici piimku p : X = [3;0; —1] + £(2; 5; 3).
{a)o:20+3y+132+2=0,
b) o :2x+6y —52+5=0, ((91;156; —136)),
c)o:2x—y+32—-2=0,
d) o 160 — 19y +212 —27=0}

27.15. Urcete pfimku ¢ polarné sdruzenou s pfimkou p vzhledem ke kvadrice
K: 2?4+ 4y? - 922 +20 -8y —31=0:
a)p:x—y—7=0,y—324+8=0,
b)p:z+2y—1=0,4y+32+2=0,
c)p:x—2y—32—-3=0,2y+32—2=0.

{a)q:2+18y+ 16 — 0, z — 32y — 3z — 3 = 0, piimky
P a ¢ jsou mimobézné,
b)g:x—2y—32—3=0,2—2y+32—15=0,qgap
se protinaji v bodé T = [5; —2; 2] leZicim na kvadrice,
c) p je tvorici pfimka K a je proto polarné sdruzena
sama se sebou }

27.16. Ukazte, ze pfimka p = X = [4; —2; 0] + ¢(6; 3; 2) mé vzhledem ke kvadrice
K:2? 42y +6yz+2r —-5=0

asymptoticky smér, tj. p protina K v jejim nevlastnim bodé.

{ V homogennich souradnicich zjistime, Ze prinikem
primky p a kvadriky K je vlastni bod (54; —75; —34; 12)
a nevlastni bod (6;3;2;0) }
27.17. Urcete asymptotickou kuzelovou plochu kvadriky K:

a) K :a? +y?+ 2% + 22y + 6z —2yz + 20 — 6y — 22 =0,

b) K : 92% + 369> + 42° — 720 + 242 — 144 =0,

¢) K :22% +6y® 422> +8zz — 4o — 8y +3=0.
{ a) Realna kuzelova plocha 2% + y? + 22 + 2zy + 61z —
20z +2x — 6y — 22+ 1 =0,
b) imaginarni kuzelova plocha 922 + 36y* + 42% — T2z +
24z — 180 =0,
¢) realna kuzelova plocha 2% +3y?+ 22 +4x2—2r—4y+1 =

0}
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27.18. Ukazte, Ze kuZelosecka p : 2% + 4y? + 4oy — 62 — 2y + 3 = 0 v roviné z = 0
je parabola, kuzelosecka h : 4y% + 422 — 10yz — 2y + 22 + 3 = 0 v roviné = = 0 je
hyperbola a kuzelosecka e : 22 + 422 — 6x + 22 + 3 = 0 v roviné y = 0 je elipsa.
Dokazte, ze tyto kuzelosecky lezi na kuzelové plose s vrcholem V' = [1;1;1]. Urcete
rovnici této kuzelové plochy.

{ K :2®+49> +42° + 4oy — 10yz — 62 — 2y +22+3 =0
¥
27.19. Urcete afinni typ a normalni rovnici kvadriky K:
a) K22+ 4y + 522 +4ay — 122+ 6y — 9 =0,
b) K : 922 — 4y* — 9122 + 18x2 — 40yz — 36 = 0,
c) K:2%—2y*+ 2% — 4oz +6yz —8x + 10y =0,
d) K : 22 4+ 25¢% + 922 — 102y + 622 — 30yz — 22 — 2y = 0.

{ a) elipticky paraboloid, 2% + y'2 + 22’ =0,

b) realna elipticka valcova plocha 2 —y?—-1=0,
¢) jednodilny hyperboloid, z/? — 3'* — 2’2 + 1 = 0,
d) parabolicka vélcova plocha, 22 + 2y’ =0 }

27.20. Pro kvadriky z Cviceni 27.19 urcete normovany polarni afinni repér a trans-
formaci afinnich soutradnic, které prevadi rovnici kvadriky do normélniho tvaru.

{ a) Napriklad P = [3;3;0],e; = (1;0;0), ex =
(00 ).

e3 = (—2;5:0), =2 -2 +3,y=L2+3 2=
1

Tgya

b) Napiiklad P = 1[0;0;0],e; = (2;0;0), es
(0;3;0), e3 = (1;5;—-1), z = 22/ —
15 s 3

—ﬁ5OZ , & =

) Napriklad P = [4:3; 1], ¢ = (4;0; 24IT),

gl
o
!
Il
wo
E\
+

€y — (2\}?)_1317\/_1;)763 == (0707\/71?

211 14 _ V11 _ 211 ant Vi1 1
GV =Y A3, s = 2 ey e g,
d) Naptiklad P = [0;0;0],e; = (%;—%;O), e =
<_g7_%;10>’ 1 5 1 1 1 1
e = (—y55:1), x =527 —5y' =32, y=—52' — gy’ +37,
z=21}

V nésledujicich cvic¢enich se soutadnice a rovnice vztahuji k danému ortonormalnimu
repéru v euklidovském prostoru.

27.21. Urcete charakteristickou rovnici, hlavni ¢isla a hlavni sméry kvadriky K:
a) K :22% +2y* — 522 + 22y — 20 — 2y — 42+ 2 =10,
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b) K : Tx* + 6y* + 522 — 4wy — 4yz — 62 — 24y + 182 + 30 =0,
¢) K :2?+4y?+522 — 6oy — 222 +2yz — 62 + 6y — 62+ 9 =0,
d) K :2? +y* —32% — 22y — 622 — 6yz + 22 + 2y + 42 =0,

e) K : 5% + 8y* + 52% + 4wy — 8xz + 4yz — 27 =10,

f) K :62% -2y +622 + 4oz +8r —4y—82+1=0,

g) K :4x® +5y? + 622 — 4oy +4dyz +4r + 6y + 42 —27 =0,
h) K : 2%+ 4y* +52% + 4oy — 120 + 6y — 9= 0.

{a) ¥+ X —17A+ 15 = 0; \; = 1 odpovida u; =
(1;=1;0), A2 = 3 odpovida uy = (1;1;0), A3 = —5 od-
povida

uz = (0;0; 1),

b) A3 — 18)\? — 99\ — 162 = 0; A\; = 3 odpovida
w = (1;2;2), Ay = 6 odpovidéd uy = (2;1;-2), \3 =9
odpovida

uz = (—2;2;-1),

c) A3 —T7A2+36 = 0; \; = 3 odpovida u; = (1;—1;1),
Ay = 6 odpovida uy = (—1;1;2), A3 = —2 odpovida
u; = (1;1;0),

d) M3+ A2 — 24\ + 36 = 0; \; = 2 odpovidd u; =
(1;—1;0), A2 = 3 odpovida uy = (—1;—1;1), A\3 = —6
odpovida

u; = (1;1;2),

e) A3 —18A? + 81\ = 0; A1 5 = 9 odpovid4 dvoudimenzi-
onélni podprostor hlavnich smérta L((1;2;0), (—4;2;5)),
A3 = 0 odpovida uz = (—2;1; —2),

f) A3—10\2+8X\+64 = 0; \; = 8 odpovida u; = (1;0;1),
Ay = 4 odpovida uy = (1;0;—1), A3 = —2 odpovida
uz = (0;1;0),

g) A3 — 15A% + 66\ — 80 = 0; A\; = 8 odpovida u; =
(1;—=2;—=2), Ay = 5 odpovida uy = (—=2;1;—-2), A\3 = 2
odpovida

u; = (—2;-2:1),

h) A3 — 10A? 4 25\ = 0; A\; 2 = 5 odpovida dvoudimen-
zionalni podprostor hlavnich sméra L((1;2;0), (0;0;1)),
A3 = 0 odpovida uz = (—2;1;0) }

27.22. Urcete hlavni roviny kvadrik ze cvic¢eni 27.21.

{a)z—y=0,32+3y—2=0,52+2=0,
b) z4+2y4+22—3 =0,2x+y—22—6 =0, 2 —2y+2+3 =
0,
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c)r—y+2z—-3=0,z—y—22=0,2+y=0,
dr—y=0,24+y—2=0,z4+y+22—1=0,

e) dvojnasobnému hlavnimu ¢islu odpovida svazek hlav-
nich rovin se zédkladnimi rovinami x + 2y = 0, 4x — 2y —
5z = 0, nulovému hlavnimu ¢islu odpovida nevlastni sin-
gularni bod kvadriky a odpovidajici hlavni roviny jsou
2c—y—22+c=0,kdeceR
fYz+2=0,2—24+2=0,y+1=0,
g)x—2y—22—1=0,20—y+224+1=0,20+2y—2+4 =
Oa

h) dvojnasobnému hlavnimu ¢islu odpovida svazek hlav-
nich rovin se zadkladnimi rovinami x+2y = 0, z = 0, po-
larni rovina nevlastniho bodu sméru ((—2;1;0)) je ne-
vlastni }

27.23. Urcete parametrické rovnice os kvadrik ze cviceni 27.21.

{a)01:x:%,y:%7z:t—§,02:x:%+t,y:§+t,
z:—§,03:x:§—|—t,y:%—t,z:—é,
b)or:x=1+t,y=2+2tz=—-14+2t 09 : 2 =
1+2t,y=2+t,2=—-1—-2t,03 :x=1-2t,y =
242t z2=—-1—-1,
c)op:x=1+t,y=—1—t, z=14+t og:x=1—1,
y=—14+t, z=142t,03:x=14+t, y=—-14+t, 2 =1,
d) 01:x:t,y:t,z:2t,02:x:t,y:t,z:%—t,
03Z$:%—t,y:t,22%,

e) osa svazku hlavnich rovin odpovidajicich dvojnésob-
nému hlavnimu ¢islu kvadriky je osa kvadriky o : x =
2t, y = —t, z = 2t, dale je osou kvadriky (osou symet-
rie) kazda primka, ktera kolmo protina osu o
fYoo:x=—-1,y=—-14+t, z=1,00: 0 =—1+1t,
y=—1z2=1+t,03:v=—-14+t,y=—-1,2=1—t,
glog:x=—-1-2t,y=—1—-2t, 2=t 09: 0 =1-—2t,
y==t, z=—-2-2t03:x=—-1—1t,y=—-1+42t, 2 =2t,

h) jedind osa o:2=—-2t,y=1t,2=0}

27.24. Urcete souradnice vrcholu kvadrik ze cvicenf 27.21.

A1 _rl.1.4v/2-2V5
{ a) Dva realné vrcholy A = [3; 3; T]’
B = [%;%;%] a dvé dvojice komplexné
. o _ [VB44i. V544, 2 ~
sdruzenych vrcholu C = [W’ Ve ,—z], C =
[\/5—42‘. Vb—4i. _g]

3\/513\/54" 15 44 2
D:[§+\/ﬁ;§—\/ﬁ§—g]aD:[

161
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b) Sest redlnych raznych vrcholu V;

[3+x/§.6+2\/§. —3+2ﬁ] v, = [ \f 6— 2\/5 =3 2 ]_
37 3 75 73 5 ’ ;i 13 5 13 '
‘/'3 = [§7§7_§]7 V;l = [3737_5]7 ‘/5 =

[3\/§+2\/§. 6v3-2v2. —3\/§+\/§]
33 7 3v/3 ' 3/3 P

Vi — [3\/572\/5. 6v3+2v2. —3v3—2
6 — 3v3 3v3 3v/3 9

¢) jediny vrchol (singularni bod) V = [1; —1; 1],

d) ¢tyfi rizné realné vrcholy Vi = [1+3\[, 1— 3‘/, :1,,]

Vo = [1=3V8 2xf 1+:§f 1]‘/—3 [= 2\f12xf 1+f]

Vi = [HZ\[, 1+(23‘[, 1 3‘[], a jedna dvojice komplexné
[1+ix/§. 1+iV3. 1+i\/§]
6 > 6 v 3 b

sdruzenych vrchola V5 =
. — [1=iv3. 1=iv3. 1=iv3

V5 - [ 6 ) 6 ) 3 ]7 )
e) kazdy vlastni bod kvadriky muze byt povazovan za
jeji vrchol,

f) ¢tyfi razné realné vrcholy V; = [*4+‘[ —1; 4+‘[],
Vy = [4\f 14f]‘/3_[4+\ﬁ 14\ﬁ]

Vi = [= 44‘ﬁ, —1; 4*(], a jedna dvojice komplexné
sdruzenych vrchola V; = [—1;—_2+2im;1], Vs =
1 =20 1],

g) Sest redlnych riiznych vrcholia V; = [—8; —8: %],

[—g 5
v - (g s By g0y
h) jediny vrchol V = [—2; 130’ 0] }

27.25. Urcete kanonické rovnice kvadrik ze cviceni 27.21 a urcete jejich typ.

{ a) 2%+ 3y® — 52% + 32 = 0; dvojdilny hyperboloid,

b) 3x% + 63> + 922 — 6 = 0; reélny elipsoid,

c) 3x? + 6y* — 222 = 0; redlna kuzelova plocha,

d) 222 4+ 3y* — 622 — 3 = 0; jednodilny hyperboloid,

e) #2 + y* — 3 = 0; realna elipticka valcova plocha (ro-
tacni),

f) 822 + 4y* — 222 — 5 = 0; jednodilny hyperboloid,

g) 8% + 5y% + 222 — 32 = 0; reélny elipsoid,

h) 522 + 5y + 64/5 2 = 0; elipticky (rotacni) paraboloid
}

27.26. Urcete ortogonalni transformace, které prevadéji rovnice kvadrik ze cviceni
27.21 na kanonicky tvar.
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1 1 / 1
AN C AN AN
{a) ly]| = 7 0 y |+ 5, |
z 0 0 1/ \# -

=
SIS

N—
I
QOO | DO [

1 1 1 /
x 73 /6 2 T 1
N IO SRS il N 1
o |yl = 36 N yl+ ;
1 1 1 / 1
Div)=|-v —u 5 ||v]+ 5]
z 0 1 2 Z, =
V3 V6 3
1 4 _2 /
z V5 3v5 3 x
2 2 1 /
)=l v L)
z 0 e T3 z
x \/Lg \/Lg 0 x -1
Hlv|= (1) 01 Ly +1-1),
/
iR YANA
O lv]=|-3 35 —3||v]+|-1]
ARSI NVAC/ARY
hily]l=(Z0 = |V]+]|© ]}
z 0 1 0 2z 0

které obsahuji primku p. Urcete také body dotyku:
a)p:x—y—9=0,y—324+9=0,
b)p:z+2y=0,4y+32+6=0,
c)p:x—2y—32—6=0,2y+32=0.

{a)m :30—-2y—32-18=0,T1 = [6;,-1;2], 7 :
x — 3z = 0 je asymptotickd rovina, 75 je nevlastni bod
sméru ((3;0; 1)),

b) p se dotyka kvadriky v bodé T = [6;—3;2], tetna
rovina vbodé T'jeT:x —2y —32—6 =0,

c) p je tvorici pfimka K a tefné roviny v bodech p tvoii
svazek rovin s osou p }

163
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27.28. Urcete rovnici kuzelové plochy s vrcholem V' = [1;0; —1] a fidici kuZelose¢-
2 2
kou, ktera je prinikem kvadriky K : % + g1/_6 — ZZ —1=0srovinou p:x+y =0.
{ 1802% + 155y> + 3622 + 360zy + 72wz + T2yz — 2881 —
288y + 144 =0}
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normalni rovnice kvadriky, 133
aritmetickd béaze projektivniho prostoru,
14
aritmeticky
nosic, 13
zéklad, 13
zastupce bodu, 13
asymptota kuzelosecky, 62
asymptoticka rovina, 122

bod dotyku
tecné roviny kvadriky, 118
tecny kuzelosecky, 51
tecny kvadriky, 118

body v obecné poloze, 14

¢iselnéd excentricita kuzelosecky, 98

délka

hlavni poloosy, 80

vedlejsi poloosy, 80
délkova

excentricita elipsy, 94

excentricita hyperboly, 95
délky poloos

elipsy, 80

kvadriky, 144
dopliitkova hyperbola, 81
doplnkovy hyperboloid, 146
dvojdilny hyperboloid, 125

dvojice komplexné sdruzenych
riznobéznych rovin, 130
rovnobéznych rovin, 130

elipsa, 64
elipsoid, 124
elipticky paraboloid, 125

formalné realna
kuzelosecka, 47
kvadrika, 107, 124

geometricka baze projektivniho prostoru,
14

hlavni
¢isla kvadriky, 138
¢isla kuzelosecky, 76
rovina kvadriky, 139
smér kuzelosecky, 74
smér kvadriky, 138
vrchol elipsy, 80
vrchol hyperboly, 81
hodnost
bilinearni formy, 27
kvadratické formy, 31
kvadriky, 107
hyperbola, 64
hyperbolick4 valcova plocha, 129
hyperbolicky paraboloid, 127
hyperboloid, 124

charakteristicka
¢isla kvadratické formy, 40
rovnice kvadriky, 138
rovnice kuzelosecky, 76
rovnice kvadratické formy, 40
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rovnice matice, 39 kvadrika, 106
eliptického typu, 124

i-ta linearni forma pridruzena (asociovana) hyperbolického typu, 124
Y

' ' k F, 31 parabolického typu, 124
imaginarni
cast vektoru, 2 linedrné nezavislé body, 14
elipsa, 64 . e e
elipsoid, 124 matice bilinearni formy, 26

elipticks valcova plocha, 129 mimobézné projektivni podprostory, 16

kruznice, 81

5 ) nepiimkovy
kuzelosecka, 47 hyperboloid, 124
kuzelova plocha, 114 paraboloid, 124
kuzelova plocha, 129 nestiedova ’

kulova plocha, 144 kuzelosecka, 61

kvadrika, 107 kvadrika, 122
regularni kuzelosecka, 57 nevlastni bo(’j 21
invarianty normalni ’

kuzelosecky, 84

rovnice kuzelosecky, 56
kvadriky, 147

tvar kvadratické formy, 34

jednodilny hyperboloid, 126 normovana
polarni baze, 34
komplexni rozsiteni polarni baze kuzelosecky, 56
kvadratické formy, 35 normovany
realé bilinearni formy, 28 polarni afinni repér, 68
realného afinniho podprostoru, 7 polarni afinni repér kvadriky, 133
realného afinniho prostoru, 7 nulova
realného afinniho zobrazeni, 8 bilinearni forma, 25
realného linedrniho zobrazeni, 5 kruznice, 81
realného projektivniho prostoru, 106 kulova plocha, 145

realného vektorového prostoru, 1
komplexné sdruzeny

vektor, 3

vektorovy podprostor, 3
kuzelosecka, 46

singularni, 48

degenerovana, 48

obecné vyjadieni podprostoru, 17
ohniska
elipsy, 94
hyperboly, 95
kuzelosecky, 98
ohnisko paraboly, 96
regularni, 48 ohniskové rovnice kuzelosecky, 98
slozena, 48 osa 5 5
zvrhla, 48 kuzel(?secky, 76
kvadriky, 139

osova rovina kvadriky, 139

kuzelosecka
eliptického typu, 64
hyperbolického typu, 64

pol
parabolického typu, 64

primky, 50
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roviny, 109, 114
piimkova regularni kvadrika, 116
parabola, 64
parabolicka véalcova plocha, 130
paraboloid, 124
parametr
kuzelosecky, 98
paraboly, 81, 96
parametrické vyjadieni podprostort, 16
poléra bodu, 50
polarni
afinni repér kvadriky, 133
normovana baze kvadriky, 116
rovina, 109, 114
trojuhelnik kuzelosecky, 57
poléarné konjugované body vzhledem ke
kvadrice, 108
poléarné sdruzené
body vzhledem ke kvadrice, 108
body vzhledem ke kuZzelosecce, 49
primky vzhledem ke kvadrice, 110
sméry, 122
prumér kuzelosecky, 61
prumeérova rovina kvadriky, 122
prunik projektivnich podprostort, 16
princip duality, 50
projektivni
homogenni soutadnice, 15
prostor, 13
repér, 14

projektivni rozsiteni realného afinniho pros-

toru, 21
protahly elipsoid, 145

riznobézné projektivni podprostory, 16
realna

¢ast vektoru, 2

afinni soufadné soustava, 7

baze, 3

elipticka valcova plocha, 129

kruznice, 81

kuzelova plocha, 114

kuzelova plocha, 129
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kulova plocha, 145
regularni kuzelosecka, 57
valcova plocha, 129
realny
elipsoid, 124
afinni podprostor, 8
podprostor, 3
zastupce imaginarniho vrcholu hyper-
boly, 81
regularni
bilinearni forma, 27
bod kuzelosecky, 49
bod kvadriky, 108
kvadraticka forma, 31
kvadrika, 107
rotacni kvadriky, 139
rovnoosa hyperbola, 81

fidici kuzelosecka kuzelové plochy, 114
Fidici p¥mka

kuzelosecky, 98

paraboly, 96

sdruzené

pruméry kuzelosecky, 62
sedlo, 128
signatura kvadratické formy, 34
singulérni bilinearni forma, 26
singularni

bod kuzelosecky, 49

bod kvadriky, 108

kvadraticka forma, 31

kvadrika, 107

vektor bilinearni formy, 27

vektor kvadratické formy, 31
soucet projektivnich podprostori, 16
spojeni projektivnich podprostort, 16
stied

kuzelosecky, 60

kvadriky, 121
stfedova

kuzelosecka, 61

kvadrika, 122
stfedova rovnice kuzelosecky, 98
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stupen invariantu
kuzelosecky, 84
kvadriky, 147

tecna
rovina kvadriky, 118
teCna
kuzelosecky, 51
kvadriky, 118
tvorici
piimka kuzelosecky, 56
podprostor kvadriky, 114

vystrednost
elipsy, 94
hyperboly, 95
kuzelosecky, 98
vedlejsi
vrchol elipsy, 80
vrchol hyperboly, 81
vlastni
charakteristickd ¢islo matice, 39
charakteristickd hodnota matice, 39
smér matice, 39
vektor matice, 39
vlastni bod, 21
vrchol
kuzelosecky, 76
kuzelové plochy, 114
kvadriky, 139
vrcholova rovnice kuzelosecky, 98

zobecnéné

kruznice, 76

kulové plochy, 139, 144
zplostély elipsiod, 145



Ukazka vyuziti hyperbolického paraboloidu jako skorepiny stiech.

Benzinova pumpa v Markham Moor, Velk4 Britanie

Autobusova zastavka, Varsava, Polsko
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Ukézka vyuziti rota¢niho jednodilného hyperboloidu.

Vodojem na okraji Ciechanowa, Polsko



