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Abstrakt

V této diplomové praci se vénujeme soustavim dvou autonomnich diferencidlnich
rovnic a jejich aplikacim. Teorii zavadime intuitivnim zpisobem a diraz klademe na
praktické vyuziti teoretickych poznatkti. T€Zist€ prace je v aplikacich v redlném svété.
Mezi nimi jsou Ctyfi klasické modely - Richardsonova teorie konfliktd, Lanchesterovy
modely bitev, Zakon konkurencniho vylouc¢eni a Lotkav-Volterriiv model. Navic je zde
zatazen model manZelskych konfliktd, ktery je v ¢eské literatufe novy.

Abstract

In this thesis we study systems of two autonomous differential equations and their
applications. The theory is laid out in an intuitive form with emphasis on practical use
of theoretical knowledge. The core of this thesis is in applications in the real world.
Four classical models are included - Richardson’s theory of war, Lanchester’s Power Laws,
Competetive exclusion principle and Lotka-Volterra model. Moreover, the model of marital
conflicts is added, which is new in the czech literature.
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Uvod

Nelinedrni diferencialni rovnice a jejich soustavy lze nalézt v mnoha oborech, jako napfi-
klad v biologii, fyzice, ekonomii a mnoha dalsich. Casto je velmi naroéné, pokud ne zrovna
nemozné, vytesit danou diferencidlni rovnici nebo soustavu rovnic. Neni to proto, Ze by
jednoduse zndmé postupy nefungovaly, ale protoZe repertoar standardnich funkci, pomoci
kterych feSeni vyjadiujeme, je pfili§ omezeny na to, aby popsal rozmanitost chovani feSeni
diferencidlnich rovnic, se kterymi se setkavame v praxi. Dokonce i kdyz feSeni miize byt
nalezeno, jeho vyjadfeni je Casto tak komplikované, Ze z néj viibec nelze vycist jakékoliv
jeho vlastnosti.

Tato prace predklada dvod do kvalitativni teorie obycejnych diferencidlnich rovnic,
diky které mohou byt jisté vlastnosti feSeni urCeny, aniz bychom rovnice pfimo feSili.
PredevSim nds zajim4, zda-li feSeni roste bez omezeni nebo jestli se bliZi k néjaké konecné
limité, zda-1i existuje periodické feSeni a jaky vliv na feSeni maji koeficienty v rovnicich.
Tato kvalitativni teorie obycejnych diferencidlnich rovnic pochézi z nezavislych praci dvou
matematikd na prelomu 20. stoleti - Alexandra Michailovic¢e Ljapunova a Henriho Poincaré.

Price je rozdélena do dvou kapitol. Prvni se vénuje zavedeni pojmu a néstroju potieb-
nych pro druhou kapitolu, vénovanou aplika¢nim prikladim. Budeme se zabyvat vyhradné
soustavami dvou rovnic o dvou nezndmych funkcich, proto méa prace ndzev Autonomni
systémy v roviné. Prvni kapitola skutec¢né zavadi pouze nezbytnou teorii pro kapitolu dru-
hou a nejsou v ni uvedeny piiklady k procvic¢eni. Kompletni vyklad zakladt kvalitativni
teorie, véetné vSech vét a dikazq, Ize nalézt naptiklad v [3] a [4], feSené i nefeSené piiklady
1ze nalézt v [8]. Tato préce se snaZi o co nejpresnéjsi intuitivni vyklad a jeji téZisté neni ve
zpracovani teorie, nybrz v aplikacich v redlném svété.

Prvni ptiklad z druhé kapitoly je o mezindrodnich vztazich mezi dvéma stity a klade
otdzku, kdy spolu dva staty budou vélcit, sledujeme-li jejich zbrojeni. Druhy piiklad
modeluje souboj dvou pozemnich armad. Treti piiklad zkouma koexistenci dvou populaci
na jednom tizemi, nebo-li Darwiniiv zakon piirody ,,siln&jii prezije. Ctvrty piiklad zkouma
také dvé populace na jednom tizemd, ale tentokrat z pohledu kofist versus predator. Posledn{
priklad ukazuje skute¢nou moc matematiky. Pfivadi nds na pole psychologie, kde by ¢lovék
matematiku (mimo statistiku) necekal. Ukazuje vcelku jednoduchy model $tésti partnert
v manzelstvi, pficemz tento model dal vzniknout teorii, kterd dokdZe s 94 % presnosti
predpovédét rozpad svazku manzelského.

Préce je vysdzena systémem I&TEX. Obrdzky, pokud neni uveden zdroj, jsou tvofeny
pomoci balicku PSTricks.
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Kapitola 1

Zaklady kvalitativni teorie autonomnich
systému

V této kapitole se sezndmime se zdkladnimi pojmy a ukdzeme si zakladni nastroje, které bu-
deme vyuzivat ve druhé kapitole. V prvni sekci si vysvétlime, co myslime slovy dynamické
systémy, kterymi se tato prace zabyva. Druhd sekce zavadi pojmy tykajici se autonomnich
systému. Treti sekce pak vysvétluje zkoumani linedarnich systému a ¢tvrtd nelinedrnich
systémil.

1.1 Zakladni pojmy

Budeme se zabyvat dynamickymi systémy. Systém je né€jaky celek slozeny z Casti, které
na sebe navzdjem puisobi. Dynamickym systémem myslime systém, ktery se méni s Casem.
Zkoumat budeme pravé zménu téchto systémii. Chceme-li ji zkoumat z pohledu matematiky,
musime ji vyjadrit jazykem matematiky. K tomu se hodi bud’ diferen¢ni nebo diferencidlni
rovnice. Diferen¢ni v piipadé€, Ze zménu zkoumédme po jednotlivych krocich. Naptiklad
budeme-li se kazdé rano divat na teplomér a zapisovat si venkovni teplotu, budeme mit
zaznam teplot s 24 hodinovymi odstupy - zdznam jednotlivych krokd. Kdybychom si ale
teplotu zapisovali nepretrzité, jednotlivé odstupy by se bliZily k nule. V takovém piipadé
nam lépe poslouZzi diferencidlni rovnice. Zaméiime se na zménu spojitou a pouzivat tedy
budeme diferencidlni rovnice.

Diferencidlni rovnice zachycuje vztah mezi funkci a jejimi derivacemi. Napfiklad pro
funkci

y(t) = sint
plati
y'(t) = cost,
y'(t) = —sint.
Miuzeme tedy psat
Y'+y=0
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a hledat funkce y(¢) vyhovujici této diferencidlni rovnici druhého fddu. Nebo miZeme
uvazovat funkci

NOETS
pro kterou plati

Y(t)=2t
Miizeme psat

y —2t=0

a hledat funkce y(r) vyhovujici této diferencidlni rovnici prvniho fadu.
V praxi je to pochopitelné tak, Ze jistymi pfedpoklady a dvahami dojdeme k diferencidlni
rovnici a snazime se najit vSechny funkce, které ji vyhovuji, aniz bychom néjaké feSeni
predem znali. Napiiklad, uvazujme jezero, ve kterém je V [m?] zne¢isténé vody, pfi¢emz
intenzita zneCisténi je y [kg]. Déle do jezera pritéka Cistd voda rychlosti r [m?/s] a také
zjezera stejnou rychlosti vytéka voda spolu s necistotami. Otdzkou je, kdy se jezero vycisti?
Nebo-li, kdy bude intenzita zneciSténi y nulova? Objem vody v jezefe je stale stejny,
nebof voda pfitékd a odtékd stejnou rychlosti. Ubytek neéistot v jezefe je pochopitelnd
dany mnoZstvim necistot, které z jezera odtékaji. K tomu potiebujeme znédt koncentraci
nedistot v jezefe, kterd je ddna vztahem y/V. Ubytek (zména) necistot v jezefe je tedy dn
diferencidlni rovnici y
/
y=-rg.
Kdybychom védéli, kolik necistot bylo v jezefe na zacatku, mohli bysme (po nalezeni
prislusného fesSeni diferencidlni rovnice) urcit, kdy bude jezero Cisté.

Vsimnéme si, Ze v rovnici y” +y = 0 nevystupuje nezdvisle proménnd ¢ (ta se asto
nazyva cas, protoze zkoumame systémy, které se vyviji v Case). Takova diferencidlni
rovnice se nazyva autonomni. V opaném pfipadég, jak je tomu v rovnici y' —2f = 0,
mluvime o rovnici neautonomni. Dale v textu se budeme zabyvat vyhradné rovnicemi
autonomnimi.

Diferencidlni rovnice mohou byt bud’ obycejné nebo parcidlni - podle toho, zda-li se v ni
vyskytuji parcidlni derivace ¢i nikoliv. My budeme zkoumat pouze obycejné diferencidlni
rovnice a pro uplnost si uvedeme piesnou definici:

Definice 1. Rovnici
F(tvyayla"'vy(n)):()a (1.1.1)
kde

e F je funkce n+ 2 proménnych, definovana na né¢jaké mnozin€ G,
G=1IxQ,ICRjeinterval, Q C R"!,

e 1 €] je nezévisle proménna funkce y = y(7),

nazyvame obyc¢ejnou diferencialni rovnici n-tého radu.

ReSenim této diferencialni rovnice je mnoZina funkeci y(¢), maji viechny derivace az do
fadu n, mohou nabyvat jen hodnot patiicich do G a po jejich dosazeni do (1.1.1) musi
byt rovnice identicky rovna nule.
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Rad diferencidlni rovnice je roven nejvy3simu fadu derivace, ktera se v rovnici vysky-
tuje.
Nds budou zajimat pfedeviim rovnice prvniho fddu v konkrétnim tvaru y’ = f(y). Rovnice
v tomto tvaru se nazyvaji rozresené vii¢i derivaci. Nebudeme se ovSem zabyvat jednou
samostatnou rovnici, nybrZ soustavou dvou diferencidlnich rovnic prvniho fddu o dvou
nezndmych funkcich, tedy

X =f(xy),
Y =g(x,y).

V soustavé dvou algebraickych rovnic o dvou nezndmych x, y € R hleddme vSechny dvo-
jice &isel (x,y), které vyhovuji danym rovnicim. Podobné, v soustavé dvou diferencidlnich
rovnic o dvou neznamych funkcich x(¢), y(¢) hledime vSechny dvojice funkei (x, y), které
danym diferencidlnim rovnicim vyhovuji. Soustava diferenciélnich rovnic se také nazyva
systém rovnic.

Nebude nés zajimat pfesné feSeni daného systému. To je mnohdy velmi ndro¢né, aZ ne-
mozné najit. Bude nds zajimat, zda-li v daném systému existuje n€jaky stav, ktery se
s postupem Casu neméni - tzv. rovnovdzny stav. Dédle nds bude zajimat, co se stane, kdyZ
systém z takového rovnovazného stavu trochu vychylime - jestli se do néj zpét vriti, nebo
ne.

1.2 Autonomni systémy

Definice 2. Soustavu dvou autonomnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu

f(xy)

12.1
g(x,y) (12

x =
/
y =
kde f, g jsou spojité funkce dvou proménnych x,y definované na néjaké mnoZiné
M C R?, se nazyva autonomni systém v roviné. Resenim takového systému je dvojice

funkcf (x,y), které maji na néjakém intervalu derivaci a po jejichz dosazeni do (1.2.1)
prejdou obé rovnosti v identitu.

Pocatecni iloha pro systém (1.2.1) je dloha najit feSeni (x,y), spliiujici pro libovolna
redlnd Cisla g, xg, yo tzv. poc¢atecni podminky:

x(l‘o) = Xp,

1.2.2
¥(t6) = o. (122

Od ted az do konce této prace budeme predpokladat, Ze pocatecni uloha je jednoznacné
resitelnd. Prislusna tvrzeni o existenci a jednoznacnosti feSeni, spolu s jejich jejich diikazy,
1ze najit v [3]. Pro naSe dcely staci védét, ze maji-li funkce f a g v okoli bodu [x, yo| spojité
parcidlni derivace, pak v okoli bodu 7 existuje jediné feSeni pocatecni tlohy.

Autonomni systémy maji tu vyhodu, Ze nezélezi, kdy se na systém divdme - zména
systému nezdvisi na Case t. To znamend, Ze je-li feSenim systému (1.2.1) dvojice funkei
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x =x(t),y = y(t), je feSenim také dvojice funkci u = x(t +c),v=y(r+c), kde c € R
libovolné, nebof
W' =x'(t+c)=f(x(t+c),y(t+c)) = f(u,v),
V=y(t+c)=g(x(t+c),y(t+c)) =g(u,v).
Miizeme si to vyzkouset na rovnicich

yV'+y=0 a y —-2t=0.

Jedno z feSeni rovnice y” +y = 0 je funkce y(r) = sinz. Vezmeme funkci sin(r +c¢) a
dosadime: — sin(z +c¢) +sin(z +c) = 0, tedy rovnost skute¢né& plati.
Nadruhou stranu, jedno z fefenf rovnice y/ — 2t = 0 je funkce y(t) = t>. Vezmeme-li
funkci ( +c¢)? a dosadime, tak obdrzime: 2(t +c¢) -1 —2t = 2c # 0, pokud je ¢ # 0.
Diusledkem je, Ze u autonomnich rovnic nezélezi, v jakém cCase klademe pocatecni
podminku. Kazdé feseni autonomni rovnice (nebo soustavy rovnic) dostaneme vhodnou
volbou pocate¢ni podminky v Case 79 = 0.

Resenim po&ateéni dlohy (1.2.1) s polateénimi podminkami (1.2.2) je tedy dvojice
funkei x(t), y(¢), spliiujici x(0) = xg, y(0) = yo. Toto feSeni muZeme chapat jako prostoro-
vou kiivku danou parametricky

x=x(t),
y=y(t),
7=t,

kde r € R. V kazdém bodé¢ [x,y,z] = [x(¢),y(t),t] md tato parametrickd kfivka smérovy
vektor (x'(r),y'(t),1). Ten miZeme spocitat v kazdém bodé& ze zadanych rovnic, i kdyZ
feSeni nezndme. MnoZina vSech smérovych vektorti vSech feseni se nazyva smérové pole.
Jednd se o analogické smérové pole jako pro jednu diferencidlni rovnici prvniho fadu.
Jiny - a pro nds dalezit&jsi - zplsob, jak chédpat feSeni x(¢),y(¢) systému (1.2.1), je
jako kfivky v rovingé xy, jejichz body jsou ddny soufadnicemi [x(¢),y()], tedy hodnotami
funkei x,y. Rovina xy se nazyva fazova rovina a jejim bodim [x(),y(¢)] fikime stavy.
Maidme-li dany pocatecni podminky x(tp) = xo, y(f9) = yo, je feSeni x(¢),y(¢) jednoznacné
uréeno, pricemz vZdy miZeme brit zy = 0. Tak mame ve fazové rovin€ dan bod X = [x, yo.
Jak bude ¢ postupné rtst (zatne béZet as), bude se bod X = [x(¢),y(¢)] ve fazové roving
pohybovat po jisté draze. Vykresli tim rovinnou kfivku, kterou nazyvame trajektorie feSen{
x,y. V principu je trajektorie kolmym primétem prostorové kiivky z prvni interpretace
reSeni. Stejné tak mizeme kolmo promitnout i smérové pole do fazové roviny - ziskdme tim
smérové pole pro trajektorie. Pfitom opét nemusime znat funkce x a y, staci znat % = %,
coz lze spocitat v kazdém bodé€ ze zadanych rovnic (1.2.1).
Abychom urcili alesponi ¢asti trajektorii, nemusime funkce x a y pfimo znét. Na Cast
trajektorie ve fazové roviné€, kde kazdému x odpovida pouze jedno y, miizeme pohliZet jako
na funkci y(x). Tuto funkci midZeme urcit co by feSeni diferencidlni rovnice prvniho fadu

/

b _v

_ &y)

dr X flny)
Problémy nastanou v bodech, kde je funkce f nulova (rovnice pak nemd smysl) a v singu-
larnich bodech miZe byt porusena jednoznacnost.
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Definice 3. Orientovana kiivka

T ={[xy :x=x(t),y=y(t),t €1},

kde dvojice funkci x(7),y(r) je feSenim systému (1.2.1) na intervalu I C R, se nazyva
trajektorie feseni x(¢),y(t).

Rovina xy, ve které trajektorie znazorniujeme, se nazyva fazova rovina.

Geometricka reprezentace trajektorii ve fazové roviné spolu s pfisluSnym smérovym
polem se nazyva fazovy portrét.

Priklad 1. Urceme trajektorie autonomniho systému

/
— y42
{ﬁ Y (1.2.3)
y=x+1.

K tomu staci urcit reseni diferencialni rovnice

_x+1
=35

d
ﬁzﬂ@

Y

coz je rovnice prvniho faddu se separovanymi proménnymi. Jejim feSenim je mnoZina
implicitné danych funkei:

(x4+12+(y-2>%=r% rekR.

Pro r # 0 jde o mnoZinu soustfednych kruZznic se sttedem v bodé [—1,2]. Pro r = 0 definuje
rovnice jediny redlny bod [—1,2]. Tyto kruZnice a bod jsou hledané trajektorie.

Priklad 2. Urceme trajektorie autonomniho systému

/: 2
rorEey (1.2.4)
Y =x—y.

Postupujeme stejné jako v predeslém prikladu a fesSime rovnici v exaktnim tvaru
(x—y)dx+(—x—2y)dy =0.

Resenim této rovnice je funkce v implicitnim tvaru
)62—2xy—2y2 =c, celR.

Tato funkce definuje pro ¢ # 0 mnoZinu hyperbol a pro ¢ = 0 dvé pfimky. Tyto kiivky jsou
hledanymi trajektoriemi.
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Obrézek 1.1: Trajektorie systému 1.2.3 Obrazek 1.2: Trajektorie systému 1.2.4

Obrazky 1.1 a 1.2 zobrazuji nékolik trajektorii spolu s odpovidajicimi smérovymi poli.
Na prvni pohled jsou mezi nimi vidét rozdily. Na obrazku 1.1 jsou trajektorie uzaviené,
kdeZto na obrazku 1.2 nejsou. Podle obrazki to vypadd, Ze systém z druhého ptikladu ma
tendenci dostat se do stavu [0,0], ale diiv nez ho dosdhne, zméni smér a uz se k nému
nevréti, kdeZto systém z prvniho piikladu je v neustdlém periodickém neklidu kolem stavu
[—1,2]. Hledani implicitni funkce, kterd trajektorie definuje, je velmi ndro¢né a vétSinou
je nutné vyuZzit numericé metody s pomoci pocitace.

Vzhledem k tomu, Ze my se chceme soustfedit na hleddni rovnovaznych stavi au-
hledat body [x,y|, ve kterych jsou derivace obou funkei x(z) a y(¢) nulové, nez hledat
vSechny mozné trajektorie. Pokud takovy rovnovazny stav [xo,yo] daného systému exis-
tuje, tzn. f(xo,y0) = g(x0,y0) = 0, tak trajektorii feSeni daného pocéte¢ni podminkou
x(0) = xo, y(0) = yo, je jediny bod - stacionarni bod. Uvédomme si, Ze v takovém piipadé
je dvojice konstantnich funkefi x(z) = x, y(t) = yo feSenim daného autonomniho systému.
Parametrizaci tohoto feSeni obdrzime pfimku v prostoru, kolmou na fdzovou rovinu a pro-
chazejici bodem [xp, o, 0].

Stacionarni body nalezneme tak, Ze v systému

= xy) (12.5)
y =g(x,y),

polozime f(x,y) =0, g(x,y) = 0 a fe§ime soustavu dvou rovnic o dvou nezniamych. Rese-
nim této soustavy je mnoZzina bodi, ve kterych jsou obé derivace funkci x, y nulové. Takové
body odpovidaji konstantnim feSenim systému a jejich trajektorie jsou tvofeny jedinym
bodem.

Soustavu rovnic

f(x,y) =0, (1.2.6)
g(x,y)=0 (1.2.7)
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1ze také interpretovat graficky, jako soustavu dvou implicitné€ danych funkci f =0a g =0.
Grafem funkce f = 0 je mnoZzina bodu [x,y|, kterd se nazyvé x-nulklina a grafem funkce
¢ = 0 je mnozina bodu [x,y], kterd se nazyva y-nulklina. Body x-nulkliny jsou stavy, ve
kterych je v systému derivace funkce x nulova. To znamena, Ze trajektorie ve fizové roviné
musi mit v téchto bodech smérovy vektor rovnobézny s osou y. Staci si predstavit smérovy
vektor parametrizovaného fesSeni (tedy prostorové kiivky)

v bodg, kde prostorové kfivka protina x-nulklinu. Tento vektor ma soutadnice (0,y'(z),1).
Vidime, Ze vektor je rovnobézny s rovinou yz a jeho kolmy primét do roviny xy je tedy
rovnobézny s osou y.

Podobné body y-nulkliny jsou stavy, ve kterych je derivace funkce y nulova a tedy trajektorie
maji v téchto bodech smérové vektory rovnobézné s osou x.

Definice 4. Bod [xo, yo|, pro ktery plati

= f(x07YO) =0,

/
X
yl = g(x07YO) =0,
se nazyva stacionarni bod (nebo také rovnovazny bod, singularni bod, ekvilibrium)
systému (1.2.1).

Mnozina bodd, ve kterych je f(x,y) = 0 se nazyva x-nulklina.

Mnozina bodd, ve kterych je g(x,y) = 0 se nazyva y-nulklina.

Uzavienou trajektorii, kterd odpovida nekonstantnimu periodickému feSeni, nazyvame
cyklus.

Priklad 3. Urc¢eme nulkliny a stacionarni body systému

X =—y+2
y =x+1.
Rovnice y = 2 urcuje x-nulklinu. Jedna se tedy o pfimku kolmou na osu y, prochazejici

bodem [0,2]. Rovnice x = —1 uréuje y-nulklinu a té odpovida piimka kolmd na osu x,
prochézejici bodem [—1,0]. Stacionérni bod je prusecik té€chto nulklin, tedy bod [—1,2].

Priklad 4. Urc¢eme nulkliny a stacionarni body systému
X =x42y
Y=x-y.

Rovnice y = —%x urcuje x-nulklinu, coz je opét pfimka, tentokrat vSak se smérem —% a
prochazejici poc¢atkem. Rovnice y = x urcuje y-nulklinu, coZ je také pfimka, majici smér 1
a prochézejici po¢atkem. Staciondrni bod je prusecik téchto pfimek, tedy bod [0, 0].
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Obrézek 1.3: Nulkliny systému z piikladu 3 Obréazek 1.4: Nulkliny systému z prikladu 4

Na obrazcich 1.3 a 1.4 jsou zobrazeny nulkliny k pfedchozim piikladim. Kazda x-
-nulklina rozdé€li fazovou rovinu na oblasti, ve kterych funkce x bud roste, nebo klesa,
ale v rdmci jedné oblasti nemuze klesat a rlst zaroven (to by musela jeji derivace ménit
znaménko a v jistém bodé by musela byt nulova - ale bodem, kde je derivace funkce x
nulové, prochdzi x-nulklina!). Abychom védéli, jakym smérem trajektorie prochazi skrz
x-nulklinu, opatfili jsme ji na obou koncich Sipkou. Analogicky jsme opatfili Sipkami i
y-nulklinu.

Obé nulkliny ndm (v téchto konkrétnich piikladech) rozdélily fazovou rovinu na Ctyfi
oblasti. Smér trajektorii je dan linearni kombinaci sméri funkci x a y v kazdé z oblasti.
Tyto sméry zndzornujeme ,,dvojSipkami* v obrazcich.

Kdybychom véd¢li, jak se trajektorie chovaji v blizkém okoli staciondrnich bodd, mohli
bychom je do obrazki 1.3 a 1.4 dokreslit i ru¢né. V tuto chvili ale neni z obrazku 1.3 jasné,
zda-li jsou trajektorie uzaviené kiivky, nebo se ke stacionarnimu bodu spiralovité priblizuji
¢i oddaluji. Klasifikace staciondrnich bodt, podle kvalitativniho chovéni trajektorii v jejich
okoli, je predmétem pfisti podkapitoly.

Vyhodou tohoto zptisobu zkoumant{ trajektorii (a pfedevsim rovnovaznych stavi) je, zZe
k nému nepotfebujeme vypocetni techniku, i kdyz jsou funkce f a g v zadanych systémech

vvvvvv

Na zavér této podkapitoly se zamysleme, zda-li se mohou dvé trajektorie dvou rtiznych

NN e

feSeni x1,y| a x2,y> systému (1.2.1) kfiZit. Znamenalo by to, Ze pro néjaké t1,f, > 0 plati

x1(t1) =x2(2) a yi(t) =y(n).

Dvojice funkci

u(t) = x1 (t+ (11 — 1)),
v(t) =yi1(t+ (h — 1)),
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je také reSenim systému (1.2.1), nebof se jednd o systém autonomni, a trajektorie feSeni
x1,y1 au,v splyvaji. UkdZeme-li, Ze splyvaji 1 trajektorie feSeni x,, y, s trajektoriemi feSeni
u,v, museji pak splyvat i trajektorie feSeni x1,y; s x2, 2.

Necht jsou funkce u,v fesenim systému s pocate¢nimi podminkami v ¢ase #,. Plati tedy

Zaroven vsak plati

Diky ptedpokladu o jednoznaéné fesitelnosti systému rovnic musi feSeni x, y» au, v splyvat.
Tim padem splyvaji i jejich trajektorie.

Na zakladé dosavadnich ivah miZeme vSechny mozné trajektorie autonomnich systéma
rozdélit do tf{ skupin:

e staciondrni body (trajektorie odpovidajici konstantnimu feSeni),
e cykly (trajektorie odpovidajici nekonstantnimu periodickému feSeni),

e trajektorie, které samy sebe neprotinaji.

1.3 Linearni systémy

V této podkapitole se budeme vénovat vyhradné linearnim systémtim. Budeme hledat jejich
stacionarni body a budeme zkoumat, jak se chovaji trajektorie v jejich blizkosti. To nés
dovede k zdkladni klasifikaci staciondrnich bodd.

Definice 5. Systém rovnic

X =apx+apny+b;

/ (1.3.1)
Y =anx—+axny+b;,

kde a;j,b1,by € R, se nazyvé linearni autonomni systém s konstantnimi koeficienty.

Pocet staciondrnich bodd linearniho systému (1.3.1) zavisi na poctu feSeni soustavy
linedrnich rovnic
anx+apy+b =0
a1x+axy+by =0.

Takova soustava ma bud’ nula, pravé jedno, nebo nekonec¢né mnoho feSeni. Z linedrni
algebry vime, Ze soustava nehomogennich linedrnich rovnic nemé Zadné feSeni pravé

NP4

tehdy, kdyZ matice soustavy md mens$i hodnost nez rozsifend matice soustavy. ProtoZze my
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chceme zkoumat linedrni systémy pomoci stacionarnich bodd, tak systémy bez nich nas
dédle zajimat nebudou. Napftiklad systém

X =x+y+1
Y =x+y—1

je mimo nas zajem.
Uvazujme nyni n&jaky systém (1.3.1), ktery md pravé jeden stacionérni bod [xg, yo]. Zave-
deme substituci

U=x-—Xxo, V=YyY—=Yo,

pro kterou plati

/ / / /
w=x, v=y,

a dosad'me ji do systému (1.3.1). Po rozndsobeni obdrZzime systém

/
w =anu-+apy+aixo+apnyo+by

=0
V= agiu+any +axxo+anyo + b,

=0

ve kterém jsou vyrazy nad svorkami nulové, protoZe bod [xg,yo| je staciondrni a pivodni
rovnice systému (1.3.1) nuluje. Provedena substituce byla vlastn€ jen posunuti systému tak,
aby jeho stacionarni bod byl v poéatku [0, 0], pfi¢emz chovani systému v okoli staciondrniho
bodu zistalo zachovéano. Diky tomu se nam zjednodussi zapis, nebof kazdy systém rovnic,
ktery neni homogenni, 1ze uvedenou substituci prevést na systém homogenni. Lze se tedy
obecné bavit o systémech

/
X =ajx-+apny

(1.3.2)
yl = az1x+ axy,

aniZ bychom tim néjaké systémy vylucovali (pouze ty, které nemaji stacionarni bod, ale ty

jsou mimo nas zdjem). Casto se pouziva tzv. maticovy zdpis linedrniho systému:

X' =A-X,

X' — x A (@ an x—(*
y)’ ax axp)’ y

Matice A = (a;;) se nazyva matice linearniho systému. Z linedrni algebry vime, Ze je-li
matice A reguldrni, tj. |A| # 0, pak existuje jediné feSeni soustavy rovnic

kde

A-X=0.

Jinymi slovy, linedrni systém (1.3.2) md jediny staciondrni bod pravé tehdy, kdyz je jeho
matice A = (g;;) reguldrni. Neni-li matice A reguldrni, md systém nekone¢né mnoho
stacionarnich bodd, které dohromady tvofi pfimku, nebo v krajnim piipadé celou rovinu.
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Priklad 5. M&jme systém rovnic
X =x+y-3
y=x—y+1.
Nulkliny tohoto systému jsou dvé piimky
y=—x+3 a y=x+1,

které se protinaji v bodg [1,2]. Tento systém mad tedy jediny staciondrni bod. Provedenim
substituce
u=x—1, v=y-2,

pievedeme puvodni systém se staciondrnim bodem [1,2] na systém

/
Uu=u+tv

Vi=u—v
s jedinym staciondrnim bodem [0, 0], pfi¢emz kvalitativni chovani je u obou systému stejné.
Priklad 6. M&jme systém rovnic

X =x+y—1
y =2x+42y—2,

Obé nulkliny tohoto systému splyvaji a tak ma systém nekonecné mnoho stacionarnich
bodu, které tvoii piimku y = —x+ 1. Z nekone¢ného mnozstvi stacionarnich bodt mizeme
vybrat jakykoliv, tfeba bod [2, — 1], provést substituci

u=x—2, v=y+1,

kterou prevedeme systém s piimkou staciondrnich bodii y = —x + 1, jeZ neprochazi pocat-
kem, na systém

W =u+v

Vv = 2u+2v,

ktery ma také piimku stacionarnich bodu. Ta prochazi po¢atkem a je rovnobézna s ptivodni
pfimkou.

Jiz jsme zminili, Ze existuje jesté jedna moZnost mnoZiny staciondrnich bodi. Totiz
ze kazdy bod fazové roviny je staciondrni. To je ov§em vskutku singuldrni ptipad, nebot
v takové situaci maji rovnice tvar

X=0

y =0.

Takovy systém se viibec neméni, ziistava stale stejny a vSechna jeho feSeni tvoii piimky,
které jsou kolmé na fazovou rovinu.
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Doposud jsme se dozvédéli, Ze mé-li systém pravée jeden staciondrni bod, 1ze jej vzdy
pievést na systém se staciondrnim bodem [0,0], pfiCemZ tyto dva systémy se chovaji
kvalitativné stejné. Existuji-li néjaké dalSi stacionarni body, je jich nekonecné mnoho a
dohromady tvoii pfimku. V krajnim piipadé€ jsou vSechny body fizové roviny staciondrni.
Daéle nas budou zajimat piedevsim systémy s izolovanymi stacionarnimi body. To jsou
body, pro které existuje takové okoli, Ze se v ném nenachdzi Zadny jiny staciondrni bod.
Pro nds to znamend, Ze nds déle budou zajimat pouze linedrni systémy s pravé jednim
staciondrnim bodem [0,0] (tedy ty systémy, jejichZ matice A je reguldrni). Pozdéji, az
se budeme bavit o nelinedrnich systémech, uvidime, Ze dany systém miiZe mit i vice
izolovanych staciondrnich bodu.

Stacionarni body lze klasifikovat podle toho, jak se chovaji trajektorie v jejich bliz-
kosti. Tato klasifikace se netyka pouze linedrnich systémt, ale obecné vSech autonomnich
systému. Proto ji formulujeme pro stacionéarni bod [xo, yo|:

Uzel Bod [xg,yo] nazyvame uzel, jestlize vSechny trajektorie z néjakého okoli tohoto bodu
konverguji pro t — e do bodu [xp, o] a to tak, Ze kolem tohoto bodu nedochaz{
k oscilacim.

Ohnisko Bod [xq,yo] nazyvame ohnisko, jestlize vSechny trajektorie z néjakého okol{
tohoto bodu konverguji pro t — o0 do bodu [x, yo| a to tak, Ze kolem tohoto bodu
dochazi k oscilacim se zmenSujici se amplitudou.

Sedlo Bod [xq,yo] nazyvame sedlo, jestlize v kazdém jeho okoli existuje pouze kone¢ny
pocet trajektorii, které pro t — oo konverguji k tomuto bodu.

Bod rotace Bod [xp,yo| nazyvame bod rotace, jestlize kazdé jeho okoli obsahuje neko-
necné mnoho trajektorii, které jsou cykly. Pokud v néjakém jeho okoli existuji pouze
cykly, pak se tento bod nazyva stired.

Navic, uzel a ohnisko nazyvame stabilni, pokud do né€j vSechny trajektorie konverguji pro
t — oo, tedy pokud vSechny trajektorie z néjakého jeho okoli sméfuji do tohoto bodu.
V opacném piipadé se jednd o nestabilni uzel nebo ohnisko.

Tato klasifikace staciondrnich bodu je sice krasnd ve své nazornosti, nicméné u neli-
nedrnich systémi je hleddni feSeni ponékud problematické a klasifikovat stacionarni body
podle pribéhu trajektorii neni moc praktické. Proto se nyni postupné pustime do klasifikace
pomoci jinych faktort nez je pribéh trajektorii v Case.

Jedna diferencialni rovnice druhého fadu a soustava dvou diferencidlnich rovnic fadu
prvniho jsou v jistém smyslu jedno a totéZ. Vhodnou substituci 1ze totiZ jedno prevést na
druhé. Re§ime-li diferencialni rovnici druhého fadu, hleddme nejprve feseni zhomogeni-
zované rovnice a pouzivame pritom jeji charakteristicky polynom, ktery obdrZime tak, Ze
,tipujeme* feSeni ve tvaru

y(x) = yoe*.
Linedrni systém (1.3.2) je v homogennim tvaru a proto zkusime stejnou taktiku - ,,tipneme*
si feSeni ve tvaru
x(t) = xpe™,

Iy (1.3.3)

y(t) = yoe
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a dosadime do systému:
/'oneh = allxoe}“ + alzyoem
At At At
lyoe = az1xpe” +axype” .

A

Obé rovnice vydé&lime vyrazem e*! a vysledek zapiSeme v maticovém tvaru:

an—A an \ (x) _
ar  an—24) \Y
Aby existovala netrividlni feSeni, musi byt

aip—A  anp
ay;  an—»>~A

o

Rozepsanim determinantu obdrzime charakteristicky polynom linearniho systému (1.3.2)
A% — (a1 +an)A +ayaxn —apay =0, (1.3.4)

ktery jesté prepiSeme do tvaru
A*—pA+q=0, (13.5)
kde
p=ai +axp ="TrA,
q = ajjax —apay; = detA

jsou stopa (z angl. trace) a determinant matice A. Kofeny charakteristické rovnice cha-
rakterizuji vSechna feSeni systému (1.3.2). V podstaté se jednd o hledani vlastnich cisel
matice A, kterd se zavadi v linedrni algebre.

Nalezeni vSech feSeni linedrniho systému neni predmétem naSeho zdjmu. Uvidime vSak,
Ze vlastni ¢isla matice A maji fundamentélni vliv na typ stacionarniho bodu.

Vlastni ¢isla matice A mohou byt bud’ redlnd, nebo komplexni a podle toho se lis{
tvar feSeni. V piipadé redlnych vlastnich Cisel vystupuji v feSeni pouze exponencidly
M (v piipadé nasobnych kofenl v kombinaci s polynomy, tj. teM). Tsou-li vlastni &isla
komplexni, dostdvaji se do hry navic i goniometrické funkce sinus a cosinus. Jedna se
o analogickou situaci jako u homogenni diferencidlni rovnice druhého fadu.

Nejprve feSme pripad, kdy jsou vlastni ¢isla redlnd. Je-li alespon jedno z nich nulové,
znamena to, Ze matice A je singularni. Pfedpokladejme, Ze je matice A regularni. Pak jsou

7 M2

obé vlastni ¢isla nenulova a mohou nastat tfi pfipady (které plati i pro ndsobné koteny):

o 11,2 <0
Exponencidly v feSeni maji zaporné exponenty a proto feSeni konverguje pro t — oo

s w7

k singuldrnimu bodu [0, 0]. Takova vlastni ¢isla odpovidaji stabilnimu uzlu.

° 1172 >0
Exponencidly v feSeni maji kladné exponenty a proto feSeni diverguje pro ¢ — oo.
Takova vlastni ¢isla odpovidaji nestabilnimu uzlu.

° 7L] <0< lz
Toto feSeni se z kvalitativniho hlediska chovd odli$né neZ predchozi dvé. Jedna ex-
ponencidla ma kladny exponent, druhd zdporny. Tedy, zatim co jedna exponencidla
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diverguje, druha konverguje k nule. Dokud bude ¢ zdporné, tak bude exponenciila
se zdpornym vlastnim ¢islem dominovat a trajektorie tak bude smétfovat ke staci-
onarnimu bodu. Jakmile ale ¢ piekro¢i nulu a stane se kladnym, za¢ne dominovat
exponencidla s kladnym vlastnim ¢islem a trajektorie se nadobro sto¢i pry¢ od staci-
onarniho bodu. Takovym vlastnim ¢islim odpovida sedlo.

Z linearn{ algebry vime, Ze kazdému vlastnimu ¢islu odpovida vlastni vektor. Navic,
jsou-li vlastni ¢isla riznd, jsou vlastni vektory k nim piislusné linearné nezavislé.
Tyto vlastni vektory ndm urcuji dvé primky, které prochazi pocatkem (stacionarnim
bodem). Stacionarni bod déli kazdou z téchto piimek na dvé polopfimky a tyto
polopfimky jsou trajektoriemi jistych feSeni. Vlastni vektor pfislusny zapornému
vlastnimu ¢&islu urcuje dvé trajektorie (dvé polopifimky), které jako jediné pro t — oo
konverguji do staciondrniho bodu. Druhy vlastni vektor, pfislusny kladnému vlast-
nimu ¢islu, urcuje jiné dvé trajektorie, které prochdzeji pocatkem, ale pro ¢t — oo
sméfuji pry¢ od stacionarniho bodu.

V piipadé komplexnich vlastnich ¢isel o + Bi je diky goniometrickym funkcim, které
se objevi v feSeni, situace jind. Pfiblizny tvar feSeni je ¢* sin Bz, e* cos Bt. Funkce sinus
a cosinus jsou periodické a zptisobi oscilace kolem staciondrniho bodu. Mohou nastat dva
pripady:

o Lip==pPi

V ptipadé, Ze vlastni ¢isla jsou ryze imagindrni, vystupuji v feSeni pouze goniome-
trické funkce sinft, cos Bt. Tyto funkce jsou periodické a zptisobi, Ze trajektorie

7 ¥z

budou cykly. Proto takova vlastn{ ¢isla odpovidaji staciondrnimu bodu typu stred.

o io=axpi,a#0
V pripadé nenulové redlné ¢asti vlastnich ¢isel vystupuje v feseni spolu s goniome-
trickymi funkcemi i funkce exponencidlni e, ktera v zéavislosti na znaménku ¢isla
o zpusobi pfiblizovani ¢i oddalovani od staciondrniho bodu. Takova vlastni ¢isla
odpovidaji ohnisku, pficemz je-li o@ < 0, jednd se o stabilni ohnisko, je-li & > 0 jde
o nestabilni ohnisko.

Tim jsme provedli klasifikaci staciondrnich bodli pomoci kofenti charakteristické rov-
nice, tj. podle vlastnich ¢isel matice A. Ze stfedni Skoly ovSem vime, Ze kotfeny kvadratické
rovnice jsou zcela urCeny jejimi koeficienty. Vyjadiime-li z rovnice (1.3.5) jeji koieny
pomoci stopy a determinantu matice A, obdrZzime

2
P, VP —4q
Mp==+"—"——.
1255 5
Charekteristicky polynom je vZdy v normovaném tvaru a tak jediné koeficienty, které hraji
néjakou roli v klasifikaci staciondrnich bodi, jsou p a g. Nejduilezit&jsi je pritom vyraz
pod odmocninou p? — 4q. Tento vyraz miZzeme chépat jako funkci g(p), jejimz grafem
je parabola s vrcholem v pocétku. Typ staciondrniho bodu pak uréime pomoci hodnoty
stopy a determinantu matice A a vlastni ¢isla tak nemusime pfimo pocitat. Klasifikace je
nasledujici:
e Je-lig=0a p+#0,jejednim vlastnim ¢islem nula a je-li i p = 0, jsou obé& vlastni

7 M7z

¢isla nulova. Pro takova vlastni ¢isla klasifikaci neprovadime.
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e Je-li g <0, jsou vlastni ¢isla redlnd a opacnych znamének. Tim padem se jedna
o sedlo.

7 w7z

e Je-li 0 < 4g < p?, jsou vlastni &isla redlnd a stejnych znamének. Pro p < 0 jsou obé

vlastni ¢isla zdpornd a mame stabilni uzel. Pro p > 0 jsou ob¢ vlastni ¢isla kladnd a
méme nestabilni uzel.

e Jeli 4g > p?, jsou vlastni &fsla komplexni a objevi se oscilace. Amplituda oscilact
se bude zmenSovat nebo zvétSovat, podle znaménka p (protoZe p urcuje znaménko
redlné casti komplexnich vlastnich ¢isel). Pro p < 0 mame stabilni ohnisko, pro
p > 0 mame nestabilni ohnisko.

e Je-lip=0agq > 0,jsou vlastni ¢isla ryze imaginarni a v tom piipadé se jedna o stied.

q
\ Stted 2 = 4 /
\ p q
\ \ \II
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\\ Stabilni ohnisko Nestabilni ohnisko /
\ //
\ /
\ /
\ Vs
\ /7
N /
Stabilni uzel ,7  Nestabilni uzel
N ,
N e
N < - . _ P 7
: p
Sedlo Sedlo

Obrazek 1.5: Klasifikace staciondrnich bodii podle stopy a determinantu matice A

Tim jsme vycerpali moZnosti vlastnich ¢isel a pozorny ¢tenar si jisté vSiml, Ze jsme
opomnéli staciondrni bod typu bod rotace. To proto, Ze bod rotace se u linedrnich systémi
nemuiZe vyskytnout. Vidéli jsme, jak vypadaji feSeni linedrnich systému v zdvislosti na
vlastnich ¢islech a ty zkratka nedovoluji situaci, ve které by soucasné existovaly uzaviené
a neuzaviené trajektorie. S bodem rotace se lze setkat aZ u nelinedrnich systémd, nebof
ty maji mnohem komplikovanéjsi feSeni. Tam jsou ryze imagindrni vlastni ¢isla mirné
problematickd. Nelze u nich pomoci vlastnich ¢isel rozhodnout, zda-li se jednd o ohnisko,
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stied, nebo bod rotace. V takové situaci je nutné dany staciondrni bod klasifikovat jinymi
metodami. Tuto problematiku jesté zminime v dalsi podkapitole.

Na zavér této podkapitoly uvadime prehlednou tabulku klasifikace stacionarnich bodu
jak podle vlastnich &isel, tak podle stopy a determinantu matice A a také ilustrace typickych
pribéehi trajektorii kolem jednotlivych staciondrnich bodi.

qg<0 sedlo
p>0 4q < p? nestabilni uzel
4g > p? || nestabilni ohnisko
¢>0 <0 4q < p? stabilni uzel
P 4qg > p* | stabilni ohnisko
p=0 stfed

Tabulka 1.1: Klasifikace staciondrnich bodii podle stopy a determinantu matice A

AMi2<0 stabilni uzel
Mg €R Ai2>0 nestabilni uzel
M<0< Ay sedlo
a<0 stabilni ohnisko
Aip=a+Bi a>0 nestabilni ohnisko
a=0 stied

Tabulka 1.2: Klasifikace staciondrnich bodl podle vlastnich ¢isel matice A
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Obr. 1.6: stabilni uzel
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Obr. 1.8: sedlo
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Obr. 1.7: nestabilni uzel
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Obr. 1.9: stied
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Obr. 1.10: stabilni ohnisko
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Obr. 1.11: nestabilni ohnisko



18 Kapitola 1. Zdklady kvalitativni teorie autonomnich systémii

1.4 Nelinearni systémy

Systémy autonomnich rovnic

Y =g(x,y),

{x' — ()

kde funkce f a g jsou linedrni, jsme fesili v pfedeslé podkapitole. Nyni nds bude zajimat,
jak se chovaji systémy, ve kterych jsou funkce f a g nelinedrni. Pfikladem muze byt systém

/ 2
=x"-3
{x X Xy +x (14.1)

y’:x2—3y—1.

Oproti linedrnim systémtim vidime hned nékolik rozdilti: nulkliny jsou sloZzit¢j$i mnoZiny,
systém bude mit nejspis vice izolovanych stacionarnich bodd a Zadnd matice A systému
(u které bychom hledali vlastni ¢isla) se zde nevyskytuje. NeZ si fekneme, jak stacionarni
body klasifikovat, zopakujeme si urcovani nulklin. To se dél4 stdle stejné a pro ukdzku
pouZijeme systém (1.4.1).

Nulkliny nalezneme tak, Ze pravé strany postupné poloZime rovny nule. Pro x-nulklinu
tedy plati
x(x=3y+1)=0

a pro y-nulklinu
x*—3y—1=0.

Rovnice pro x-nulklinu je splnéna pravé tehdy, kdyz

1
x=0 nebo y:x—; .

Vidime, Ze x-nulklina je tvofena dvémi pifimkami. Rovnice pro y-nulklinu je splnéna pravé
tehdy, kdyz
¥ —1
3
To je kvadratickd funkce, jejimz grafem je parabola. Tedy y-nulklina je parabola.
Staciondrni body nalezneme v priisecicich x-nulkliny s y-nulklinou, nebo-li vyfesenim
soustavy rovnic

y:

x(x—3y+1)=0
X2 — 3y—1=0.
Prvni rovnice je v sou¢inovém tvaru a proto budeme soustavu fesit ve dvou krocich:
e Nejprve feSme soustavu
x=0
x> —3y—1=0.

Dosadfme-li z prvni rovnice do druhé, obdrzime feSen{ soustavy [x,y] = [0, —1].
Nalezli jsme tak prvni staciondrni bod S| = [0, —%]
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e Nyni feSme soustavu
x—=3y+1=0

X —3y—1=0.

Odecteme-li prvni rovnici od druhé, obdrZzime kvadratickou rovnici

X —x—2=0,

kterda ma kofeny x; = 2 a x, = — 1. Dosazenim kofent do prvni rovnice obdrzime dvé
feSen{ této soustavy rovnic. Nalezli jsme tak dal$i dva staciondrni body S, = [2,1] a
S3=[-1,0].

Vidime, Ze hledani nulklin a staciondrnich bodi u nelinedrnich systému je mozna trochu
t&Z81, ale princip je stejny jako u linedrnich systémi.

V tuto chvili je dulezité si uvédomit, Ze nulkliny jsou skute¢né mnoziny bodu. To,
Ze v predeslém piikladé je x-nulklina tvofena dvémi pfimkami neznamend, Ze ma dany
systém dvé x-nulkliny! Systém ma vZdy jednu x-nulklinu a jednu y-nulklinu. To jsou dvé
mnoziny bodi, kterym obvykle odpovidaji né¢jaké znamé kiivky. Stacionarni body je nutno
hledat v priisecicich nulklin - byla by chyba hledat v pfedeslém piikladé stacionarni bod
v priseciku piimek x =0ay = )%1! V nékterych pripadech nulkliny nemuseji mit Zadny
prusecik (systémy bez stacionarnich bodu), nebo taky mize byt nulklina prazdnd mnoZzina
(napf. pro rovnici ¥’ = x> + 1 neexistuje redlné &islo, pro které by x> + 1 = 0).

Stejné jako u linedrnich systémil si i zde miZeme nulkliny zobrazit ve fazové roviné
spolu se Sipkami, které zndzornuji smér trajektorii pfi pfechodu ptes nulkliny, viz obra-
zek 1.12.

Sz

Obrazek 1.12: Nulkliny ve fazové roving systému 1.4.1
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Hrubou pfedstavu o tvaru trajektorif si Ize udélat jiz z obrazku 1.12. NemtiZeme si byt

ovSem jisti, jak se trajektorie chovaji v blizkém okoli staciondrnich bodii.
Na chvili opustime ivodni piiklad a fekneme si o klasifikaci staciondrnich bodd. Myslenka,
jak staciondrni bod nelinedrniho systému klasifikovat, je celkem prosta. V né¢jakém malém
okoli staciondrniho bodu dany nelinedrni systém nahradime jeho linedrni aproximaci. Tu
ziskame tak, Ze pravé strany dané¢ho systému nahradime Taylorovym polynomem prvniho
stupné ve staciondrnim bodé. Tim ziskdme linedrni systém, ktery ndm v blizkém okoli
staciondrniho bodu aproximuje piivodni nelinedrni systém. Tento linedrni systém ma jediny
staciondrni bod, ktery umime klasifikovat.

Otéazka nyni zni: Za jakych podminek bude kvalitativni chovani linearizovaného sys-
tému v okoli stacionarniho bodu stejné, jako ptvodniho systému? Odpovéd dava tzv.
linearizacni véta, kterd fika, Ze dynamicky systém se v okoli hyperbolického stacionar-
niho bodu chov4 z kvalitativniho hlediska stejné, jako se chova linearizovany systém.
Dalsi otazka: Co je to hyperbolicky stacionarni bod? To je bod, ve kterém matice lineari-
zovaného systému nemd ryze imagindrni Cisla.

Cili, provedeme-li linearizaci v n&jakém staciondrnim bod& a vlastni &isla matice lineari-
zovaného systému maji nenulovou redlnou cast, je tento staciondrni bod linearizovaného
systému stejného typu, jako u pivodniho systému.

Uvazujme nyni n€jaky systém autonomnich rovnic

X =f(0y) (142)
¥y =g(x,y)

a proved'me jeho linearizaci ve staciondrnim bod¢ [xg,yo|. Funkce f a g nahradime Taylo-
rovym polynomem, tj.

f(x,y) = f(x0,y0) + fr(x0,y0) (x = x0) + fy(x0,50) (y = y0) + - .-,

8(x,y) = g(x0,y0) + &x(x0,y0) (x —x0) + &y (x0,70) (y —y0) + ...

K linearizaci potfebujeme pouze linedrni ¢leny Taylorova polynomu a témi nahradime
funkce f a g v systému (1.4.2). ObdrZime systém

x' = fr(x0,50)(x —x0) + fy(x0,50) (y — Yo)
¥ = gx(x0,50) (x — x0) + gy(x0,50) (y — ¥0)-

Zamérné jsme vynechali ¢leny f(xo,v0) a g(xo,y0), nebof bod [xg,yo] je staciondrni a
v takovém bod¢ jsou obé funkce f i g nulové. Protoze

X=@x-x) a yY=0-w),

7z wrs

(x0 a yo jsou néjaka ¢isla) mizeme psat
(x—x0)" = fe(x0,0)(x —x0) + f3(x0,50) (y — o)
(y—y0)" = gx(x0,70) (x — x0) + gy(x0,0) (y — ¥0)

a zavést substituci
u=Xx—Xxp,

V=Y =)0
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Tim dostaneme systém

/

u = fr(xo,y0)u+ fy(x0,y0)v
V/ = gx(X07y0)u +gy(x0>YO)V>

ktery je kyZenou linearizaci systému (1.4.2). V maticovém tvaru mdme

(ul> _ (fx(xOO)O) fy(xo,)’o)) _ (M) (143)
V 8x(x0,¥0) &y(x0,50)) \v/ o
Matice tohoto linedrniho systému se nazyvd Jacobiho matice vycislend v bodé [xo, yo|
a typ staciondrniho bodu [xo,yo| zjistime nalezenim vlastnich &isel této matice. Maji-li
nenulovou redlnou Cast, staciondrni bod 1ze klasifikovat, pricemz vlastni ¢isla odpovidaji
stejnému typu, jako u linedrnich systémd.

Jsou-li ale vlastni ¢isla ryze imagindrni, nelze tento stacionarni bod timto zplisobem piesné
klasifikovat. Tim se dostdvame k problémiim spojenym s ryze imagindrnimi vlastnimi ¢isly
u nelinedrnich systémil. Jediné, co miZeme o takovém bodé fict je, Ze je bud ohnisko, nebo
stied, nebo bod rotace. Pfesné klasifikovat takovy bod vyZzaduje naro¢néjsi techniky, kterym
se v této praci bohuZel vénovat nebudeme. Presto v druhé kapitole narazime na nelinearni
systém, ve kterém se uzaviené trajektorie vyskytuji a v tom konkrétnim piipadé si ukdZeme,
jak uzaviené trajektorie odhalit. [lustracni obrdzek bodu rotace lze vidét na obrazku 1.13.

Obrazek 1.13: Bod rotace
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I
\

Definice 6. Nechf je dan systém autonomnich rovnic
(.9) (1.4.4)

{j (x,y)

a nechf je [xp, yo| staciondrni bod tohoto systému. PoloZzme

_ ( fe(x0,50)  fy(x0,¥0)
J(%o0,y0) = (gx(xo,yo) gﬁ(xo,yo)) '

I
oo

Potom J(xg,yo) nazyvame Jacobiho matici v bodé& [xp, yo| systému rovnic (1.4.4).

7 w7

Dile fekneme, Ze bod [xp,yo| je hyperbolicky, maji-li vSechna vlastni ¢isla Jacobiho
matice v tomto bodé nenulovou redlnou ¢ast.

Vysetfujeme-li typ stacionarniho bodu néjakého systému, staci spocitat Jacobiho matici,

vycislit ji ve stacionarnim bod¢, spocitat jeji vlastni ¢isla a mizeme urcit typ stacionarniho
bodu (v pfipadé ryze imagindrnich Cisel pouze zuZit moZnosti). VyzkouSime si to na
uvodnim piikladu této podkapitoly. Mdme systém

X =x*—3xy+x

T (1.4.5)
y=x"-3y—1.

Nulkliny tohoto systému vidime na obrazku 1.12. Jeho staciondrni body jsou

1
S1 = [O,—g], S»=[2,1], S3=[-1,0].

Jacobiho matice tohoto systému je

2x—3y+1 —3x
)= (P ).

Nyni ji postupné vycislime v kazdém stacionarnim bodé€ a ur¢ime vlastni ¢isla.
°
J(S1) = J 0, —é) _ ((2) _03) |
Charakteristicky polynom ma tvar
2241 —6=0,

jehoz koteny jsou
),1 =2 a 7(«2 = -3.

7 X7z

Vlastni ¢isla jsou redlnd a opa¢nych znamének, tudiz bod S je typu sedlo.

J(S) =J(2,1) = (i :g).
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Charakteristicky polynom ma4 tvar
A2+ A+18=0,

jehoz koteny jsou

1 V71
—_s4+i¥
A2 5 Ei—

Vlastni ¢isla jsou tedy komplexné sdruzend a maji zdpornou redlnou ¢4st. Stacionarni
bod $3 je proto typu stabilni ohnisko.

-1 3
J(S3)=J(—-1,0) = (_2 _3> .
Charakteristicky polynom ma tvar
A% 44149 =0,

jehoz koteny jsou

A = —2+iV5.

Vlastni ¢isla jsou opét komplexné sdruZend a opét maji zdpornou redlnou ¢ast. Proto
je i bod S3 typu stabilni ohnisko.

Na obrédzku 1.14 vidime nékolik trajektorii zkoumaného systému rovnic. Chovani ne-

linedrnich systému je obecné mnohem sloZzit€jsi, nez systémi linearnich. Pomoci nepiilis
slozitych nelinedrnich rovnic 1ze modelovat i velmi komplexni systémy, jak uvidime ve
druhé kapitole.
Pro zajimavost si v§imnéme, Ze konvergence trajektorii do bodu [—1,0] je mnohem rych-
lejsi, nez do bodu [2, 1]. To je ddno absolutni hodnotou redlné ¢dsti vlastniho &isla, pifslu-
$ného danému stacionarnimu bodu. Cim je v&tsi, tim mé exponencisla v fedenf linearizo-
vaného systému vétsi (nebo mensi) exponent a tim rychleji roste (nebo klesa).
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Obrazek 1.14: Trajektorie ve fazové roviné systému 1.4.1
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Kapitola 2

Aplikace autonomnich systémiu

V této kapitole si predstavime pét aplikac¢nich piikladi, které uz byly nastinény v dvodu
prace. UkdZeme si univerzalitu matematického jazyka na poli politologie, biologie, psy-
chologie a také na poli bitevnim.

2.1 Richardsonova teorie konfliktu

Skrz naskrz historii se setkdvame s neutuchajici touhou odtivodnit vznik valky. V 5. stol.
pr.n.l. zil Thikydidés, fecky historik a politik. Ten povaZoval zbrojeni za divod vélCeni.
Ve své praci Déjiny Peloponéské vélky (védlka mezi Athénskym ndmoinim spolkem a
Peloponéskym spolkem v letech 431-404 pi.n.1.) piSe:

wSkutecnym, ackoli neuzndvanym, ditvodem vdlky byl riist Athénské moci, které se
Lakonané bdli a kterd je donutila zapocit valku.*

Sir Edward Grey, britsky ministr zahrani¢i béhem prvni svétové valky, souhlasi s Th-
ukydidem:

,»Riist zbrojent, ktery kazdy ndrod udrzuje k produkovani védomi sily a pocitu bezpeci,
ve skutecnosti nemd takovy efekt. Naopak, produkuje védomi sily ostatnich stdtu a pocit
strachu. Enormni ndrust zbrojeni v Evropé a tim zpiisobeny pocit nebezpeci a strachu
udélaly vdlku nevyhnutelnou. Toto je skutecny a konecny pitvod svétové vdlky.“

Na druhou stranu, L. S. Amery, ¢len britského parlamentu béhem 30. let 20. stoleti,
vehementné nesouhlasi:

»PTi v§T ticte k pamdtce predniho politika, vérim, Ze jeho prohldseni bylo zcela ne-
sprdvné. Zbrojeni bylo pouze symptomem konfliktu ambici a idedlu. K vdlce doslo, protoZe
Srbsko, Itdlie a Rumunsko touZily po osamostatnéni. V té dobé ovsem spadala tato tizemi
pod Rakousko—Uhersko a rakousky parlament nebyl pripraven je opustit bez boje. A Fran-
cie byla pripravena, pokud by se naskytla prileZitost, ziskaz zpéz Alsasko—Lotrinsko. Toto
Jjsou pravé duvody, které zpiisobily vdlku. Nikoliv samotné zbrojeni.*

Jméno v ndzvu této podkapitoly patii Lewisovi Fry Richardsonovi, coZ byl anglicky
matematik, fyzik, meteorolog, psycholog a pacifista. Narodil se v roce 1881 a zemfel v roce
1953. Jeho nejvyznaméjSimi pracemi jsou moderni matematické modely predpovédi pocasi
amodely pro studovéni vzniku valky. Také se zabyval pravdépodobnosti vzniku véilky mezi
dvéma staty na zdkladé délky jejich spole¢né hranice. Kdyz sbiral data, nemohl si nevSim-

_25_
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nout velkych rozdilti mezi uvadénymi délkami spole¢nych hranic konkrétnich statt. Zjistil,
Ze délka hranice dvou statd (stejné jako délka pobfeZi ostrovi a kontinentil) roste do ne-
konec¢na se zmensujici se jednotkou méfidla. Dnes je tento jev typickou vlastnosti objektl
zvanych fraktaly.

My si zde piedstavime Richardsonliv autonomni systém, ktery popisuje okolnosti vzniku
valky. Nejedna se vSak o predpovéd vzniku valky. Richardson se ke svému modelu vyja-
dfuje takto:

»Mnoho ndrodii neustdle zvysuje své zbrojeni, jako kdyby byly mechanicky nuceny tak
cinit. Tvrdim, Ze diivodem je ndsledovdni svych tradic, které jsou fixni, a svych instinktu,
které jsou mechanické; a také proto, Ze zatim neprojevily (ndrody) dostatecnou intelektudlni
a mordlni snahu kontrolovat situaci. Proces, ktery popisuji tyto rovnice, neni nevyhnutelny.
Je popisem toho, co by se stalo, kdyby instinkty a tradice jednaly nekontrolované.*

Oznacme x = x(t) vyzbrojeni narodu X a y = y(¢) vyzbrojeni narodu Y. Mira zmény
vyzbrojeni ndrodu X (tedy x’) zavisi na vyzbrojeni y(¢) ndrodu Y a nendvisti, kterou néarod
X citi vici ndrodu Y. V nejjednodussim modelu reprezentujeme tyto Cleny jako ky a g,
kde k a g jsou kladné konstanty. Tyto dva ¢leny zplisobuji riist x'. Na druhé strané, ndklady
na zbrojeni tento rist zbrzd'uji. Tento Clen reprezentujeme jako —ox, kde « je kladna
konstanta. Analogickd analyza plati i pro ndrod Y. TudiZz x = x(t), y = y(¢) je FeSenim
linedrniho autonomniho systému

/
X =ky—ox+
=k & 2.1.1)
y =Ilx—By+h.
Tento systém lze rozsifit na vice narodd, nebo miZe reprezentovat vztah mezi dvéma
aliancemi. Napfiklad aliance Francie, Rusko a aliance Némecko, Rakousko—Uhersko v le-
tech bezprostfedné predchazejicich prvni svétové vélce.

Systém (2.1.1) bere v potaz oba ndzory z tvodu této podkaitoly. Thikydidés a sir
Edward Grey by vzali g a h malé, ve srovnani s k a [, zatimco L. S. Amery by ¢inil opacné.

Systém (2.1.1) ma nékolik dilezitych disledkii. Pfedpokladejme, ze g =0a h =0
(ndrody vici sob& neciti Zddnou nendvist). Pak x(r) = 0, y(r) = 0 je staciondrni bod
systému (2.1.1). To znamend, Ze pokud ndrody vici sobé neciti Zddnou nendvist a jejich
vyzbrojeni je nulové, pak jejich vyzbrojeni ztistane nulové po vSechen budouci Cas. Tyto
idedlni podminky predstavuji permanentni mir. Ten existuje od roku 1817 na hranici
Kanady a USA a od roku 1905 na hranici mezi Norskem a Svédskem.

Déle z rovnic (2.1.1) vyplyva, Ze vzdjemné odzbrojeni za oboustranné (¢i jednostranné)

nendvisti neni permanentni. Tzn. poloZzime-li x(¢) = y(¢) = 0 (odzbrojime oba ndrody), pak

/
X:g
y =h,

tedy narody za¢nou znovu zbrojit.

Také jednostranné odzbrojeni neni permanentni. PoloZme y = 0 v néjaky cas 7. V Case
fo je ¥ = Ix+ h. Z toho plyne, Ze pokud je x (zbrojeni narodu X) nebo 4 (nendvist narodu
Y vici X) nenulové, pak y nezistane nulové (narod Y zaéne znovu zbrojit). To odpovida
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historickému faktu, Ze Némecko, kterému byla Versaillskou smlouvou redukovdna armdda
na 100000 muzi, v letech 1933—-1936 aktivné zbrojilo a budovalo armadu.
Zavod ve zbrojeni se objevi, kdyZ v systému (2.1.1) dominuji obranné ¢leny k a [ (tj.
vliv a, B je maly). Potom
X =ky
/ (2.1.2)
y =lIx.
Jednd se o linearni systém, ktery je dostatecné jednoduchy na to, abychom urcili jeho
obecné feseni a z néj chovani celého systé{nu. ,
Rovnici x’ = ky pfepiSeme do tvaru y = -, z ¢ehoZ plyne y' = %-. Po dosazeni do druhé

rovnice dostavame Y

?—lx:(),

coz jesté upravime do tvaru
x" —klx = 0. (2.1.3)

Tim jsme prevedli systém (2.1.2) na jednu diferencialni rovnici druhého fadu s konstantnimi
koeficienty.
Charakteristicky polynom rovnice (2.1.3) je

A2 —kl=0
a ten ma kofeny A1» = ++/kl. ReSeni x(t) rovnice (2.1.3) je tedy
vkt cze_m’.

x=cje
Abychom ziskali i feSeni y(¢) systému (2.1.2), dosadime x(¢) do druhé rovnice sys-
tému (2.1.2). Dostavame

y =1 <cle\/ﬁt +cze_mt) ,

z ¢ehozZ po integraci podle ¢ dostaneme

[
y = \/; <C16\/Ht — Czeimt> .

Nasli jsme tedy feSeni systému (2.1.2):

xX=cie kl’+cze

l
y= \/; (clem’ —cze*mt) )

Jedna exponencidlni funkce ve (2.1.4) je rostouci, druhd klesajici. Tzn. je-li ¢y > 0
(které zavisi na pocdtecnich podminkdach, tj. pocateCnim zbrojeni), pak zbrojeni obou
narodu roste do nekonecna, coz lze interpretovat jako vélku.

Vit
(2.1.4)

Systém rovnic (2.1.1) neni zcela presny, protoZe nebere v potaz spolupraci nebo obcho-
dovéani mezi ndrody X a Y. Dnes vime, Ze vzdjemna spoluprdce mezi ndrody m4 tendenci
sniZzovat strach a obavy, které mezi nimi panuji. Na§ systém zpravime tak, Ze misto aby
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x(t), y(t) pfedstavovaly zbrojeni ndrodd, budou predstavovat ,,hrozby* minus ,,spolupréace.
Konkrétné€, ozna¢imex =U —Upay =V —Vp, kde U, V jsou rozpocty na obranu narodii X,
Y a Uy, Vo jsou mnoZzstvi zboZi exportovanych niarodem X narodu Y, respektive ndrodem
Y nérodu X.

Vrafme se k systému rovnic (2.1.1), ktery ma jediny stacionarni bod. Ten nalezneme
vyreSenim soustavy algebraickych rovnic

ky—ax—"g:()a
Ix—By+h=0.
Resenim je bod
*_kh—Bg « lgt+ah

_ _ kde aff — kI 0.
YTap—k Y T ap—w’ caf—ki7

Déle budeme zkoumat druh tohoto staciondrniho bodu a zda-li je stabilni ¢i nestabilni.
Jacobiho matice systému (2.1.1) je

—-a k

Charakteristicky polynom této matice je
p(A) =A%+ (a+B)A+aB —k, (2.1.5)
a jeji vlastni ¢isla jsou
P AN ESVACEN T )

2 . (2.1.6)
_ —(a+B)E/(a—PB)*+4ki
2

ProtoZe (o — 3)? > 0 a4kl > 0, jsou kofeny A, redlné rizné. Je evidentni, Ze znaménka
vlastnich &isel Ay, zdvisi na znaménku vyrazu aff — kl v rovnosti (2.1.5). Mame tak dvé
moznosti:

1. aB —kI >0
Vyraz (a4 B)? pod odmocninou v (2.1.6) zmensime o n&jakou nenulovou hodnotu,
takZe hodnota odmocniny bude mensi nez (a + f3). Proto A1, < 0 a stacionarni bod
[x*, ¥*] je stabilni uzel.

2. af—ki <0
Vyraz (& + f8)? pod odmocninou v (2.1.6) zvétsime o n&jakou nenulovou hodnotu,
takZe hodnota odmocniny bude vézs7 nez (a + f3). Proto A; > 0, A, < 0 a stacionarn{
bod [x*, y*] je sedlo.

V zavéru tak dostavame, Ze aby bylo zbrojeni dvou narodu stabilni (aby se nevyhrotilo
ve valku), musi byt sou¢in omezujicich koeficientt (ndklady, nepfizen lidu; tj. o a B) vétsi,
nez soucin vzajemné—zbrojicich koeficient (strach ze zbrojeni nepfitele; tj. k a [).
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Odhad koeficientu «, 3, k,

V piedchozi ¢asti textu jsme odvodili systém rovnic (2.1.1) a vidéli jsme, Ze umi popisovat
okolnosti, za kterych dojde k védlce mezi dvéma nédrody. Otdzka ale zni, je-1i tento systém
realisticky, to jest zda-li odpovida néjaké skutecné valce. K tomu je potieba odhadnout
jednotlivé koeficienty v rovnicich, coZ je obecné nesnadny tkol.

Neexistuje zpisob, jak zméfit nendvist (g a #) narodt viici sobé. Nicméné odhadnout
koeficienty a, B, k, [ 1ze.
Uvédomme si, Ze zbrojeni ndrodu, tj. x(z) a y(¢), m&fime v néjakych jednotkich za Cas
(rovnice jsou tvaru ‘é—f = ..., kdet je Cas) a tedy i jednotlivé koeficienty métime v néjakych
jednotkach za ¢as. Uvazme, Ze y(t) a g jsou v néjaky Cas 7o soucasné nulové (tj. zbrojeni
narodu Y a nendvist narodu X vici Y). Zarovenn ma narod X v Case fy néjaké zbrojeni xj.
Potom rovnice

X =ky—ax+g
s poéate¢ni podminkou x(fy) = xo, pfejde do tvaru

¥ =—ox, x(tp) =xp.

Reseni tohoto po&ate¢niho problému je
x(t) = e 710 .

Z toho plyne nasledujici rovnost:

x(l() + a—l) _ e—(x(to-i-oc*l_to) X = E
e

Tedy a~! je Cas potfebny pro narod X, aby své zbrojeni zmensil piblizné 2,718-krit,
pokud tento ndrod nechova zZddnou nendvist a Zaddny jiny néarod se nezbroji. Richardson
odhaduje o ! jako funkéni obdobi parlamentu narodu X. Stejnd tivaha plati i pro koeficient
B narodu Y.

Abychom odhadli k a [, budeme uvaZovat hypotetickou situaci, pii které je g =0 a
y =y (nendvist X je nulovd a zbrojeni Y je konstantni), takze

X = ky; — ax.

Pokud je x = 0 (zbrojeni ndrodu X je nulové), pak

x' = kyi,
nebo-li

I_n

kK x

Tedy % je Cas, ktery narod X potiebuje k dohnéni zbrojeni narodu Y za podminek: zbrojeni
narodu Y zistava konstantni; nepanuje Zadnd nendvist; ndklady na zbrojeni nezpomaluji
jeho rist. K tomuto faktu miZeme dojit i ndsledovné: feSenim rovnice X' = ky; s poCate¢ni
podminkou x(0) = 0 je funkce x() = ky;¢; nyni je ziejmé, Ze skute¢né x(1/k) = y;.
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Jako piiklad lze vzit znovuzbrojeni Némecka v letech 1933-1936. Némecko zacinalo
s téméf nulovym zbrojenim a dohnalo své sousedy za tfi roky. Pfedpokladame-li, Ze
ndklady na zbrojeni téméf vyvazily velmi silnou Némeckou nendvist, poloZzime k = 0,3
pro Némecko. Ddle je zfejmé, Ze koeficient k je imérny sile a mnozstvi primyslu, ktery
narod ma. Proto je k = 0, 15 pro narod, ktery ma polovi¢ni mnozstvi primyslu nez Némecko
a k = 0,9 pro ndrod, ktery ma tiikrat tolik primyslu jako Némecko.

Dale, funkéni obdobi parlamentu Velké Britanie je 5 let. Richardson proto odhaduje o0 =
=0,2.

Nyni otestujme ndS model na evropském zdvodu ve zbrojeni v letech 1909-1914.
Francie byla v alianci s Ruskem a Némecko bylo v alianci s Rakousko—Uherskem. Itdlie a
Velka Britdnie nebyly ani v jedné z alianci. Vezméme tedy ndrod X jako alianci Francie,
Rusko a ndrod Y jako alianci Némecko, Rakousko—Uhersko. ProtoZe tyto aliance byly co
do velikosti téméf stejné, vezmeme k = [ a protoZe kazda z alianci byla tfikrat veétsi nez
Némecko, vezmeme k = [ = 0,9. Déle pfedpokldddme a = 8 = 0,2. Dostdvame tak systém

X =—ax+ky+tg

2.1.7
y =kx—ay+h. @.1.7)
Systém (2.1.7) mé jediny staciondrni bod
. kh—ag «  kgtoah
Ta2—r2 Y T g

ktery je nestabilni, protoze

ap —ki=a®>—k*=0,04—0,81 = —0,77.

To vSak odpovida historickému faktu Ze tyto dvé aliance mezi sebou zapocali vélku.

Model, ktery jsme pravé vytvorili je velmi hruby, protoze jsme predpokladali, Ze
nendvisti g a h jsou v Case konstantni. CoZ zfejmé neni pravda. Dokonce nejsou ani
spojité v Case. Nicméné je bezpecné predpokladat, Ze jsou relativné konstantni v dlouhych
Casovych periodach. Presto piese vSechno niaS model popisuje velmi presné zdvod ve
zbrojeni ptfed prvni svétovou valkou. Abychom si to ukézali, seCteme dohromady rovnice
ze systému (2.1.7). Dostaneme

%(x+y):(k—oc)(x+y)+g+h. (2.1.8)

Pfipomenime,Zex=U —Upay =V —Vp, kde U, V jsou rozpocty na obranu dvou alianci
a Uy, Vp je mnozstvi zboZi exportovaného mezi aliancemi. PfepiSeme rovnost (2.1.8):

%(U—FV—U()—V()) = (k—Ot)(U-FV—Uo—Vo)—{-é’-}-h,
d

g+h d
< — (k— vV Vo— SV + L+ v,
dt(U+V) (k—a) [U—i— <Uo+ 0 k_a)}—kdt(Uo—i— 0);

a posledni dpravou je vytknuti &lenu (k— o) z vyrazu £ (Up+Vp). Dostaneme
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(%(U+V):(k—a) [U+V—<U0+Vo ————— (U0+V0>)}- @.1.9)

Rozpocty na obranu obou alianci pred prvni svétovou vélkou jsou v tabulce 2.1.

1909 1910 1911 1912 1913

Francie | 48,6 50,9 57,1 63,2 74,7
Rusko | 66,7 68,5 70,7 81,8 92,0
Némecko | 63,1 62,0 62,5 68,2 95,4

Rakousko-

_Uhersko 20,8 23,4 24,6 25,5 26,9
YWU+V) | 1992 204,8 2149 238,7 289,0
A(U+V) 5,6 10,1 23,8 50,3

Prumér 202,0 209,8 226,8 263,8

Tabulka 2.1: Rozpocty na obranu statl v letech 1909-1913. Priimér znaci primérnou
hodnotu rozpocti alianci ve dvou po sobé jdoucich letech. Zdroj: [1][strana 403]

Rovnost (2.1.8) jsme obdrzeli tak, Ze jsme secetli rovnice systému (2.1.7). To jsme
udélali proto, Ze v tabulce 2.1 mame rozpocty jednotlivych zemi na obranu a miizeme
pohodIné pracovat se souctem rozpoctl vSech zemi v daném roce. Sledujeme, jak se soucet
rozpodt od roku 1909 do roku 1913 zvysuje, tj. ,,A(U 4+ V)*, a jaky je primérny rozpocet
za dva roky, tj. ,,Pramér®. Z tabulky 2.1 si tedy vezmeme data z poslednich dvou fadku -
prumérné hodnoty versus ro¢ni pririistky - a metodou nejmensich ¢tverct urc¢ime piimku,
kterd tyto hodnoty nejlépe aproximuje. Jedna se o piimku

AU+V)=0,73-(U+V —194) (2.1.10)

a jeji graf lze vidét na obrazku 2.1. VSimnéme si, Ze jednotlivé body lezi velmi blizko
regresni piimky.
Rovnosti (2.1.9) a (2.1.10) miZeme chapat takto:

d e+h 1 d
QU+v)=(k— -UV—(U vo—sh 1 4y, V)
gV V) =lk=a)\ U+ 0V~ Ty a0t
—_—— Y= |~ ~~

A(U+V) 0,73 Uu+v 194

Vsimnéme si, Ze podle naseho odhadu je (k— a) = (0,9 —0,2) = 0,7, coZ se jen
nepatrné 1i$i od smérnice regresni piimky (2.1.10). Z rovnice (2.1.10) také plyne, Ze soucet
rozpo¢tll na obranu alianci poroste, pokud bude vyssi nez 194 miliont. To je v souladu
s historickym faktem - v roce 1909 byl souhrny rozpocet na obranu pies 199 miliontli a

v nésledujicich letech rostl.
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AU +V)
50 A
40
30
20 A
10
1909 — '10
200 210 220 230 240 250 260 270 U4V

Obrazek 2.1: Graf regresni pfimky (2.1.10)

2.2 Lanchesterovy modely bitev

Frederick William Lanchester byl anglicky polyhistor (clovék se Sirokym zabérem znalosti)
a inZenyr. Narodil se v roce 1868 a zemfiel v roce 1946. Za svého Zivota vyznamné prispél
k automobilovému inZenyrstvi a aerodynamice. V roce 1904 otestoval prvni motorovy
¢lun pohdnény benzinem a v roce 1895 sestavil prvni motorové vozidlo na ¢tyfech kolech
(viz [9]). Byl to genidlni vyndlezce, nikdy vSak nebyl uspésny obchodnik.

Lanchester byl také schopny matematik, prestoZe matematiku jako takovou nestudoval.
Zajimal se o predpovidani vysledkd leteckych bitev. Své myslenky publikoval v nékolika
¢lancich v roce 1914. Pozdéji, v roce 1916, vySly 1 v knizni podobé s ndzvem Aircraft
in Warfare: the Dawn of the Fourth Arm a obsahovaly sérii diferencidlnich rovnic, které
se dnes nazyvaji Lanchester’s Power Laws. Témi se budeme zabyvat i my, nebudeme je
ovSem vztahovat na letecké bitvy; zaméfime se na pozemni souboje konven¢nich armad
a partyzanskych odboji. Tyto rovnice vyfesime a odvodime tzv. Lanchester’s square law,
coZ je tvrzeni, Ze sila moderni armddy (napf. v prvni ¢i druhé svétové vdlce) je imérna
druhé mocniné poctu vojéku, ktefi vstupuji do bitvy.

Konstrukce modelu

Predpokladejme, Ze spolu bojuji dvé armady X a Y. Pro zjednodusSeni definujeme silu
té€chto armdd jako pocet jejich vojaka. TudiZ x(¢) a y(¢) zna¢i pocet vojdkt armady X a Y

o3

at méfime ve dnech od zapodeti bitvy. Zména poctu vojakiti na kazdé strané je rovna jejich
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mirte posil minus provozni ztrdty minus bojové ztrdty.

e Provozni ztrdty jsou zplsobené ne-valeCnymi nehodami, jako napiiklad dezerce,
nemoci a podobné. Lanchester navrhl poloZit provozni ztraty jako umérné k sile
armady. To se ale nezda pfili§ pravdépodobné, protoze napiiklad mira dezerce zavisi
na psychologickych a dalSich nehmotnych faktorech, které se tézko definuji, natoz
kvantifikuji. My si préci zjednodusime tak, Ze budeme uvaZovat pouze bitvy, kde
jsou provozni ztraty zanedbatelné.

e Bojové ztrdty jsou pro konvenéni armadu a partyzansky odboj rizné. Nejprve predpo-
kladejme, Ze X je konvencni armdda a Ze operuje na relativné otevieném prostranstvi
a Ze kazdy vojdk této armady je ,,na dostrel” nepftitele Y. Déle pfedpoklddame, Ze
jakmile konvencni armdada utrpi néjaké ztraty, je stfelba soustfedéna na zbylé vojaky
této armady. Za téchto idedlnich podminek jsou bojové ztraty konven¢ni armady X
rovny —ay(t), kde a je n&jakd kladnd konstanta. Tato konstanta se nazyva bojovd
efektivita armady Y.

Situace je zcela odliSnd, pokud je X partyzdnsky odboj, ktery okupuje oblast R.
V tomto piipadé€ jsou partyzdni pro svého nepfitele ,,neviditelni*“. Armada Y stiili
do R, ale nevi, kdy néjakého partyzédna zastfeli. Zda se pravdépodobné, Ze bojové
ztrty partyzanského odboje jsou imérné poctu partyzant x(z), protoze ¢im vic jich
je, tim se huf skryji. Zaroven jsou vSak bojové ztraty partyzanti imérné poctu ne-
piitele y(z), protoZe ¢im vic jich je, tim vic stili a tim se zvySuje pravdépodobnost
zastreleného partyzdna. Dostdvame tak, Ze bojové ztraty partyzdnského odboje jsou
rovny —cx(1)y(t), kde ¢ je kladnd konstanta a nazyva se bojovd efektivita armady Y.

e Mira posil je mira, s jakou piichdzeji kazdé armadé posily. Tuto miru znacime
u armady X jako f(z), u Y jako g(z).

Za téchto predpokladii miZzeme sepsat dva Lanchestrovské modely, které budeme dale
zkoumat:

X =—ay+f(t
Souboj konven¢nich armdd: y+ () (2.2.1)
y = —bx+g(t)

¥ = —cxy+ (1)

2.2.2
y = —dx+g(t) ( )

Konvenéni Y vs. partyzani X:

Systém rovnic (2.2.1) je linedrn{ systém a jakmile zndme a, b, f(t), a g(¢), miZeme jej
explicitn€ vyfesit. Systém rovnic (2.2.2) neni lineédrni a jeho feSeni je mnohem sloZzitéjsi
(Ize jej ziskat pouze s pomoci pocitace).

Je velmi poucné prozkoumat piipad, kdy obé armady nemaji Zadné posily. Tato situace
nastane, jsou-li obé armady izolované. Systémy (2.2.1) a (2.2.2) tak piejdou v jednodussi
systémy

¥ = —ay —cxy

.xl =
y/ = —bx yl = —d.x.
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Souboj konvenc¢nich armad (bez posil)

Méme systém
X' =—ay (2.2.3)
y = —bx. o

Vv v v

Ten jsme jiz fesili v kontextu Richardsonovy teorie konflikti. Nyni mé ale zaporné koefi-
cienty na pravych strandch rovnic (2.2.3). Vlastni ¢isla jsou

M =Vab, = —Vab,

a tedy jediny staciondrni bod [0, 0] je typu sedlo. Uréime trajektorie co by integralni k¥ivky:

dy —bx
dx  —ay’
/aydy:/bxdx,
2 2
Yo
a2 —l—cl—b2 + 0,

coZ po upraveé a oznaceni C = 2(c — ¢ ) dava

ay? —bx? = ay(z) — bx(z) =C. (2.2.4)

Rovnost (2.2.4) definuje ve fdzové roviné jistou mnoZinu hyperbol. Viz obrazek 2.2.
Sipky na jednotlivych trajektoriich ukazuji, jak se s Casem ménf sila jednotlivych armad.

A
y(t)

C = 0: remiza

C > 0: vitézstvi Y

C < 0: vitézstvi X

Obrazek 2.2: Trajektorie systému (2.2.3).

Zvolme kritérium, Ze jedna strana vyhraje, pokud je druhd strana vyhlazena. Pak Y
vyhraje, pokud je C > 0; tedy armdda X bude vyhlazena a z rovnice (2.2.4) plyne, Ze
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armada Y bude zredukovana na \/g vojakti. Podobné, X vyhraje, pokud je C < 0 a pocet
jejich vojakii po bitv& bude /=6
Arméda Y potiebuje, aby na zacatku bitvy platila nerovnost

ayg > bxj.

Toho 1ze dosdhnout bud’ zvySenim koeficientu a; napt. pouzivat silnéj$i a presnéjsi zbrané,
1€pe vycvicit vojaky atd. nebo zvysit pocatecni pocet vojakil yy. VSimnéme si, Ze zdvojnaso-
beni bojové efektivity a ddva zdvojnasobeni hodnoty ay%, kdeZto zdvojnasobeni po¢ite¢niho
poctu vojaki yy dava ¢tyfnasobek hodnoty ay%! Tomuto faktu se fika Lanchester’s square
law.

Konven¢ni armada versus partyzansky odboj (bez posil)

Méme systém
x' = —cxy
, (2.2.5)
y = —dx.
Tento systém ma piimku staciondrnich bodl - x-nulkliny jsou pfimky x =0a y =0,
y-nulklina je pouze jedna piimka x = 0; prinik té€chto nulklin je pfimka x = 0! V Kapitole 1
jsme nezavedli potfebnou teorii pro praci s pfimkami stacionarnich bodu.
Nicméné, miZeme urcit rovnice trajektorii tohoto systému:

dy —dx d
dx  —cxy ¢y
cydy =ddx
y?
CE—i-Cl =dx+ ¢y,

coZ po tpravé a oznaceni C = 2(c — ¢y ) dava

cy? —2dx =C. (2.2.6)

Rovnice (2.2.6) definuje jistou mnoZinu parabol ve fizové roviné. Jejich grafy lze
vidét na obrdzku 2.3. Konvenéni armédda Y vyhraje, pokud je C > 0; tedy partyzani X
M

budou vyhlazeni a z rovnice (2.2.6) plyne, Ze arméada Y bude zredukovéna na 4/ 7= vojakii.
Podobné, partyzani vyhraji, pokud bude platit C < 0.

VétSinou je nemozné urcit bojové koeficienty a, b, ¢, d pred bitvou. Mohlo by se tedy
zdat, ze Lanchestertiv model je zt&Zi pouzitelny v praxi. Nicméné, jak ddle uvidime, Casto
1ze tyto koeficienty urcit z dat bitvy, kterd jiz probéhla. Jakmile hodnoty koeficient zndme

pro jednu bitvu, zndme je i pro dalsi bitvy, které jsou vedeny za podobnych podminek!

Bitva o ostrov Iwo Jima

vvvvvv

na jih od Tokia. Sily spojenci shledaly ostrov jako idedlni zakladnu blizko japonské pevniny
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M > 0: vitézstvi Y

M = 0 : remiza

M < 0: vitézstvi X

Zy

x(t

Obrazek 2.3: Trajektorie systému (2.2.5).

pro bombardéry, zatimco Japonci ostrov potiebovali jako zdkladnu pro bojova letadla, kterd
odrazela letecké ttoky spojenci na velka mésta Japonska.

Americkd invaze zacala 19. tnora 1945 a zufivé boje trvaly cely mésic. Ob¢ strany utrpély
tézké ztraty. Japonci méli rozkaz bojovat do posledniho muZze a piesné to také udé€lali. Ostrov
byl Americany dobyt 28. den bitvy, a veskeré bojové aktivity ustaly 36. den. Posledni dva
japonsti prezivsi se vzdali az v roce 1949!

Nasledujici data jsou dostupnd z bitvy o ostrov Iwo Jima:

e Posily. Béhem bitvy Japonské jednotky nemély zZadné posily. Naopak Ameri¢ané
prvni den pfistdli se Ctyfiapadesiti tisici vojaky, tfeti den dorazilo dalSich 6 000
vojakil a Sesty den 13000 vojakd. Na ostrové nebyli Zadni Americti vojaci pied
zahdjenim dobyvani.

e Bojové ztrdty. Kpt. Clifford Morehouse z Namoini péchoty Spojenych stati kazdy
den zaznamendval pocty vSech Americkych bojovych ztrit (viz [10]). NaneStésti,
Zadné podobné zdznamy pro Japonské jednotky neexistuji. Nejpravdépodobnéji byly
tyto zdznamy (tvorené generdlem Kuribayashim, velitelem japonskych jednotek na
ostroveé) zniCeny piimo v bitv€ a zdznamy tvofené v Tokiu byly ztraceny béhem
bombardovani v dalSich péti mésicich valky. Nicméné, z tabulky mizeme usoudit, Ze
na zacatku bitvy bylo na ostrové ptiblizn€ 21 500 japonskych vojaku. (Ve skutecnosti
Newcomb uvadi hodnotu 21 000, coz je ale mdlo, protoZe nejspiSe nezahrnul nékteré
prezivsi a mrtvé ukryvajici se v jeskynich v poslednich dnech bitvy).

e Provozni ztrdty. Tyto ztrity byly na obou strandch zanedbatelné.

Nechf x() pfedstavuje pocet aktivnich americkych jednotek na ostrové v den ¢ a necht
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Celkové ztraty Spojenych stati na ostrové Iwo Jima
Mrtvi a pohfeSovani Zranéni Bojovd tinava Celkem
Namoini péchota 5931 17272 2648 25851
Namofini jednotky:
Lodé¢ a letadla 633 1158 1791
Zdravotni jednotky 195 529 724
Seabees 51 218 37
Doktofi a zubafi 2 12 14
Armaédni jednotky 9 28 37
Celkem 6821 19217 2648 28686
Ztraty Japonska na ostrové Iwo Jima
Obranné jednotky
(odhad) Zajatci Mrtvi
21000 Namoini péchota 216 20000
Armada 867
Soucet 1083

Tabulka 2.2: Ztraty na ostrové Iwo Jima. Zdroj: [1]

y(t) predstavuje pocet japonskych jednotek na ostrové v den ¢. Z faktti uvedenych vyse
playne nésledujici model bitvy o ostrov Iwo Jima:

V= —ay+ £ .
y = —bx, o

kde a, b jsou koeficienty bojové efektivity americkych a japonskych jednotek, a

54000 0<t<1
0 1<t<2
6000 2<r<3
t) = = 2.2.8
=19, 3<i1<5 (2.2.8)
13000 5<1<6
0 6<1

\

ResSeni této soustavy budeme hledat podobné jako diive, akordt nyni ndm v prvni rovnici
systému (2.2.7) komplikuje situaci ¢len f(z). Nicméné, vyjddienim x z druhé rovnice,
dosazenim do prvni rovnice a ipravou dostaneme jednu diferencidlni rovnici druhého fadu

y' —aby = f(t). (2.2.9)

Pomoci metody variace konstanty uré¢ime feSeni y(¢) a nasledné, dosazenim do druhé
rovnice, i x(t):



38 Kapitola 2. Aplikace autonomnich systémii

x(t) = —\/gyo cosh Vabt + /0[ sinhVab(t —s) f(s)ds,

) (2.2.10)
y(t) = yocoshvVabt — \/g/ sinhVab(t —s)f(s)ds,
0

kde

e +e™* oh et —e*
a sinh= .
2 2

Nyni vyvstava otdzka, zda-li existuji konstanty a a b takové, Ze feSeni x(¢) ma podobny
priibéh, jako data sesbirand kpt. Morehousem. Jedna se o velice dileZitou otdzku. Pokud by
takové konstanty existovaly, znamenalo by to, Ze Lanchesterovy modely skute¢né popisuji
redlné bitvy, zatimco v opacném pripade by vétSina Lanchesterovy préace pfisla nazmar.

Jak uz jsme zminili, je velice obtiZné spocitat koeficienty bojové efektivity a, b. Pokud
ale zname data z bitvy, jak je to v pfipad¢ bitvy o ostrov Iwo Jima, miiZzeme tyto koeficienty
dobfe odhadnout.

coshx =

Vypocet koeficientit a a b. Integrovanim druhé rovnice systému (2.2.7) odt =0pot ==
dostavame

y5) 0= b [ x(r)dr,

tedy
p 207V (s)
/ x(t)dt
0
PoloZime-li s = 36, dostavame
21500
b —

Integral na pravé stran€¢ miZeme aproximovat Riemannovou sumou (tzv. numerickd inte-
grace):

36 36
/0 x(r)dr = Y x(i),
i=1

kde za x(i) dosazujeme pocet Americkych vojakd na ostrové i-ty den bitvy. Pouzitim dat
od kpt. Morehouse dostdvdme hodnotu pro b:

~ 21500
2037000
Bylo by lepsi vzit s = 28, protoZe to byl den, kdy byl ostrov prohldSen za dobyty. My
ale hodnotu y(28) nezndme. Proto jsme nuceni vzit s = 36.

=0,0106.

Integrovanim prvni rovnice systému (2.2.7) od t = 0 po t = 28 dostavame
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28 28
x(28) —xp = —a/o y(t)de+ A f(r)dte,

28
X(28) = —a /0 ¥(r) dt+73000.

Z dat kpt. Morehouse vime, Ze 28. den bitvy bylo na ostrové 52 735 Americkych vojakd,
tedy

73000 —x(28) 73000 —52735 20265
a = = =

/Ozgy(r)dt /Ozgy(t)dt /Ozgy(t)dt.

28
Integral / y(t) dr aproximujeme Riemannovou sumou
0

28 28
JRECEESR)
0 |

a y(j) aproximujeme pomoci
. j ~Y
y() =v0=b [ x(r)ar=

J
>~21500—b) x(i).
i=1
Za x(i) dosadime pocet americkych vojaku i-ty den na ostrové. Vysledek tohoto vypoctu
je
20265
“= 372500
Obrazek 2.4 porovnava skute¢nou silu Americkych jednotek s hodnotami vychazejicich

z feSeni x(¢) z (2.2.10). Shoda je fascinujici. TakZe to vypadd, Ze Lanchesterovy modely
vskutku popisuji skutecné bitvy.

= 0,0544.

74,000

70,000

T

66,000

62,000 --- ACTUAL

~ PREDICTED
58,000 TR

T

. ACTIVE TROOPS

AMERICAN FORCES

54,000

50,000 '1 1 1 1 1 1 1 1 1
4 8 12 16 20 24 28 32 36

DAYS

Obrazek 2.4: Srovnani skute¢ného a vypocéteného poctu Americkych vojaki v bitvé o Iwo
Jima. Zdroj: [1]
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2.3 Zakon konkurencniho vylouceni

V ptirodé 1ze ¢asto pozorovat, Ze souboj o existenci mezi dvéma podobnymi druhy populaci
bojujicich o stejny zdroj potravy a obyvajicich stejné tzemi témét vzdy konci dplnym
vyhubenim jedné z populaci. Tento fenomén je zndm jako zdkon konkurencniho vyloucent,
nebo tézZ zdakon dZungle. Prvni jej popsal Darwin v roce 1859. Ve svém spise ,,0 ptivodu
druhti pfirozenym vybérem* piSe:

,»Dvé populace stejného druhu maji casto, ackoliv v Zddném pripadé vyhradné, mnoho
podobnych zvykii, podobné sloZeni a podobnou strukturu a jejich stiet tim byvd mnohem
silnejsi, pokud spolu zacnou bojovat o preZiti, neZ kdyby se jednalo o populace rozdilnych
druhi.

Existuje velmi zajimavé biologické vysvétleni principu konkuren¢niho vylouceni. Jadro
této teorie tkvi v mySlence ekologické niky. Ekologickd nika je souhrn Zivotnich podminek
populace daného druhu. Jsou tim mysleny jeji zvyky, potrava, zptsob Zivota, prostifedi,
ve kterém existuje a podobné. Bylo pozorovéno, Ze v dlisledku konkurence dva podobné
druhy ziidkakdy obyvaji stejnou niku. SpiSe kazdy druh pojidd takovou potravu a vede
takovy zpuasob Zivota, ve kterém ma vyhodu oproti konkurentim. Pokud maji dva druhy
tendenci okupovat stejnou niku, jejich souboj bude velmi intenzivni a vyusti ve vyhubeni
slabsiho z druhd.

Skvéla ilustrace této teorie je kolonie rybakl (druh ptaki) obyvajicich ostrov Dzha-
rylhach v Cerném mofi. Tato kolonie obsahuje &ty¥i rozdilné druhy rybaki: rybak severni
(Sterna sandvicensis), rybdk obecny (Sterna hirundo), rybak maly (Sternula albifrons) a
rybdk ¢ernozoby (Sterna anglica). Tyto Ctyfi druhy spolu koexistuji, aby odhanély pryc
predatory z jejich kolonie. Nicméné, mezi jednotlivymi druhy jsou co do ziskavani potravy
znacné rozdily. Rybak severni 1ét4 daleko do otevieného mofte, aby lovil konkrétni druhy
ryb, zatim co rybdk cernozoby se Zivi vyhradné na pevniné. Rybdk obecny a rybak maly
chytaji ryby blizko pobfezi. Rybdk maly si zajiStuje potravu v mélkych baZinatych mistech,
kdeZzto rybdk obecny lovi dél od pobfezi. V tomto smyslu Ziji tyto Ctyfi druhy rybdki na
malém ostrové bok po boku. Kazdy ma niku, ve které méa vyhodu nad svymi konkurenty.

V této sekci predstavime matematicky diikaz principu konkurencéniho vylouceni za
podminky, Ze alesponi jedna ze dvou populaci je silnym konkurentem druhé populace.
Toho docilime tak, Ze odvodime systém diferencidlnich rovnic popisujicich rist dvou
podobnych populaci, které si vzdjemné konkuruji, a ukdZeme, Ze kazdy rovnovazny stav
takového systému zahrnuje pouze jednu z populaci, zatimco druhd je vyhubena.

K sestaveni modelu popisujiciho konkurenéni souboj dvou populaci, pottebujeme jed-
nak vztah pro rist populace, druhak vztah pro pokles populace v disledku konkurence.

Jeden z nejstar$ich modeli ristu populace je tzv. Malthusidansky model:

/
X = ax,

kde a > 0. Rik4, Ze piirtstek populace je piimo imérny poétu jedincti v populaci. Oviem
takovym tempem by populace rostla do nekone¢na a to zfejmé neni mozné. Kazdy potiebuje
prostor a potravu, aby preZil, a toho je vZdy omezené mnoZstvi. Tuto skutecnost (Ze jedinci
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spolu soupefi o prostor, potravu atd.) vezmeme v tvahu piidanim Clenu —bx? (b > 0),
nebof primérny pocet stietnuti dvou jedinct je imérny x°. Dostdvame rovnici

X =ax—bx*. (2.3.1)
Rovnice (2.3.1) se nazyva logistickd rovnice a mé pozoruhodné vlastnosti. Jedna se o dife-

rencidlni rovnici prvniho faddu se separovanymi proménnymi. Jinymi slovy, je tfeba vyftesit

rovnici
dx

x(a— bx)
Integrovanim obou stran a naslednou tpravou obdrzime feSeni

=dr.

a ea(H—c) a
1 4 bealt+c) e—alt+c) 1 p
Funkce x(¢) tedy urCuje, jak se v ase méni pocet jedinct v populaci, kdyZz mezi sebou
jedinci bojuji o Zivotni prostor. V§Simnéme si, Ze jak jde r do nekonecna

x(t) = %

Tedy, nehledé na poc¢ate¢ni podminky, populace se vZdy bude bliZit ke své limitni hodnot€ 7.
O dalsich vlastnostech logistické rovnice se ¢tenai mize docist v jiz zminéné publikaci [1].

Nyni je tfeba pfidat k rovnici (2.3.1) ¢len vyjadfujici konkurenci. ProtoZe primérny
pocet stfetnuti dvou konkurujicich si jedincl je imérny x -y, doplnime rovnici (2.3.1)
¢lenem —cxy, ¢ > 0.

Pro druhou populaci Ize sestavit analogickou rovnici. Ziskdvame tak systém

X =ax—bx*— cxy
, ) (2.3.2)
y = oy— By —rxy.

popisujici konkuren¢ni souboj dvou populaci na jednom tzemi.

NeZ se pustime do analyzy modelu, jesté si zavedeme pojmy specifickd mira riistu a
invazni parametr, které nam vzapéti budou uzitecné.
K tomu prepiSeme systém (2.3.2) nisledovné:

x' = (a—bx—cy)x

Y = (a—By—m)y.
Specificka mira ristu je relativni zména populace za jednotku ¢asu. Obecné se miZe jednat
o veli¢inu, kterd zavisi jak na velikosti populace, tak na ¢ase. V naSem piipadé ale uvazujeme
populace, které Ziji v prostfedi s neménnymi podminkami. V takovém piipad€ zavislost na
Case neuvazujeme. Specifickd mira rstu populace potom uvadd zménu velikosti populace
o velikosti x za jednotku Casu. Vyvoj takové populace v Case je pak ddn rovnici

(2.3.3)

X =x-p(x,y).
Specificka rychlost ristu ((0,0) odpovidd stavu, kdy do neosidleného tzemi pronikne
nékolik jedinct a ti se zde zacnou mnozit rychlosti ©(0,0). Proto se wu(0,0) nazyva

invazni parametr populace x do stavu (0, 0). Aby velikost populace zaCala rast, musi byt
1(0,0) > 0.
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Analyza modelu

Prvni nalezneme nulkliny systému (2.3.2), poté pomoci prasecikii nulklin uréime sta-
cionarni body a nakonec tyto stacionarni body klasifikujeme pomoci linearizace sys-
tému (2.3.2).

Nulkliny. 7 (2.3.3) vidime, Ze systém (2.3.2) m4 celkem 4 kiivky nulklin - dvé pro funkci
x a dvé pro funkci y. Nulklina funkce x jsou dvé piimky:

a—bx—cy=0, (n1x)
x=0. (n2y)

Nulklina funkce y jsou rovnéZz dvé piimky:

OC—By—'}/XZO, (nly)
y=0. (nZy)

Staciondrni body. Z rovnic (n,) a (n2,) dostdvame ekvilibrium (0, 0), z rovnic (1)
a (n1,) dostavame ekvilibrium (O, %) , zrovnic (n1,) a (ny,) dostdvdme ekvilibrium (" O)

b
a z rovnic (n2,), (12,) dostdvame ekvilibrium (Zg:g; Zg:‘z;/). Celkem tedy mame &tyfi

staciondrni body:

S1 = (0,0),

S, = (0,%),

- (20)

S (aﬁ —ca boc—ay>'

bB—cy’ bB—cy
Klasifikace staciondrnich bodii. Jacobiho matice systému (2.3.2) je

(2.3.4)

a—2bx—c —cx
) = ( y ).

=Yy o—2By—yx
Nejjednodussi je klasifikovat bod S| = (0, 0).

J(S1) = (g g) .

Vlastni ¢isla této matice, A| = a a A, = «, jsou obé kladnd a bod S je nestabilni uzel.

Specifickd mira rstu populace x je ((x,y) = a — bx — ¢y (vidime z prvni rovnice (2.3.3)).
Bod S; odpovidd stavu, kdy se v prostfedi nevyskytuje ani jedna z populaci. Pronikne-li
do takového prostiedi malé mnoZstvi jedinci populace x, zaénou se mnozit rychlosti
(0, 0) = a. Invazni parametr do takového prostiedi je tedy kladny a populace zacne rust.
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Analogicky, specifickd mira ristu populace y je v(x,y) = a@ — By — yx a invazni parametr
v bodé (0, 0) pro populaci y je v(0, 0) = a > 0. Tedy i populace y se uchyti.

Bod S, = (0, %) odpovida stavu, kdy se v prostfedi nachéazi pouze populace y. Rust
populace y se v takovém pifpadé ¥idf logistickou rovnici y/ = otx — Bx® a populace se pfi
kazdé zméné své velikosti vZdy vrati na limitni hodnotu %, viz [2].

Prozkoumejme nyni co se stane, pronikne-li do takového prostfedi malé mnoZstvi populace
x. Invazni parametr populace x do stavu S5 je (0, %) =a— c% =c(4- %) Tento vyraz
je kladny, jestlize

a_ o

B
tedy pokud je parametr ¢ (charakterizujici mezidruhovou konkurenci) dostatecné maly.
Potom se populace x uchyti a za¢ne se rozmnoZovat. Pokud by platilo & < %, tzn. invazni
parametr by byl zdporny, populace x za¢ne vymirat a systém se vrati do staciondrniho
bodu SZ.

Jacobiho matice v bodé S, je

o
a a—cyz 0
J(Oa _) = Ocﬁ .
p Y —«
Vlastni &isla této matice jsou Aj = —a a Ay = c(4 — %) Plati-li nerovnost ¢ > %, je
A <0< Ay abod S; je sedlo. V opaéném piipadé je bod S, stabilni uzel.

Bod S35 = (%, 0) odpovidd podobnému stavu jako bod S5, akorit role populaci x a y jsou
prohozené. V prostfedi se nyni nachédzi pouze populace x, zména jeji velikosti je fizena
rovnici X' = ax — bx’ a je ustdlend na limitni hodnot& 5+ Invazni parametr populace y do

stavu S3 je v(%,0) = a—y5 = y(% — %) aje kladny, kdyz

>

Y

<R
SR

tedy pokud je parametr Yy (charakterizujici mezidruhovou konkurenci) dostatecné maly.
Plati-1i tato nerovnost, je bod S3 sedlo a populace y se v pfipadé proniknuti do stavu
S3 za¢ne rozmnozovat. V opacném piipadé se jednd o stabilni uzel a populace y se pii
proniknuti do stavu S3 neuchyti.

Bod S4 = (%%:ic;, ig:?;) miZe mit zdporné soufadnice a v takovém piipadé by nds
vibec nezajimal (populace o zdporné velikosti nedava smysl). Vyfesme tedy otazku, kdy
ma bod S4 kladné souradnice.
Bod S4 jsme ziskali jako priisecik nulklin (n1,) a (n1,). Nulklina (71,) protind osu y v bodé
(0,%) a osu x v bodé¢ (3,0). Nulklina (n1,) protina osu y v bod¢ (0, %) a osu x v bodé
(2,0).
Bod $4 leZi v prvnim kvadrantu pravé tehdy, kdyZ plati zdroveii ob& nerovnosti £ > %,
% > 7, nebo ani jedna. Situace je zfejmd z obrazku 2.5.

Dale uvazujme pouze pfipad, kdy jsou soufadnice bodu S4 kladné. Jacobiho matice
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Obrazek 2.5: Ctyfi mozné piipady vzdjemnych poloh x- a y-nulklin.

ma tvar
a—2bx—cy —cx
J(x,y) = =
(x.7) ( —yy —a—ZBy—Vx)
_ ((a—bx—cy) —bx —cx )
~7y (a—By—vx)—By)"
Dosadime-1i do nf bod S4 = (54, 54y), dostaneme matici
J(S4) = (_bs“x _Cs“X) (2.3.5)
—VS4y _Bs4ya o

nebof bod S4 je feSenim soustavy linedrnich rovnic
a—bx—cy=0
oa—By—yx=0.
Vlastni ¢isla matice (2.3.5) jsou

(bS4x + ﬁS4y) + \/(bS4x + [384)))2 — 4S4xS4y(bB — C’}/)
2 .

Obé vlastni Cisla jsou redlnd, coz se overi analogicky, jako jsme to ovéfili diive v Richard-
sonove teorii konfliktd.

Ay = — (2.3.6)
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Vyraz —(bsay + Bsay) je zdporny, nebot vyraz uvnité zavorky je kladny. Bud’ jsou tedy
obé vlastni ¢isla zapornd, nebo maji opa¢nd znaménka. TakZe bod Sy je stabilni uzel, nebo
sedlo. Ve zdvisi na znaménku vyrazu (b3 — cy) pod odmocninou v (2.3.6).

Predpokladejme, Ze plati ob€ nerovnosti

a o o a
- > — — > . 2.3.7
- > B a y > p ( )
Potom c ¥
B>a-, b>a—.
a o
Dale
ayco
bp > =
B>-— =,
tedy
bB —cy>0.

Z toho plyne, Ze vyraz (bsa; + Bsay)? pod odmocninou v (2.3.6) zmensime o n&jaké &islo,
takZe hodnota celé odmocniny v (2.3.6) bude mensi neZ (bsax + Bsay) a obé vlastni ¢isla
budou zdpornd. Plati-li tedy obé nerovnosti (2.3.7), jedna se o stabilni uzel. To znamena,
Ze pti ndhodném vychyleni z rovnovdzného stavu Sy, ktery se nachdzi nékde uvnitt prvniho
kvadrantu, se obé populace zase vrati do stabilni koexistence v bodé Sy.

Nyni predpokldadejme, Ze neplati ani jedna z nerovnosti (2.3.7). Z toho plyne, Ze

ayco
b =
B < o =T

a tedy
bB —cy<O.

Vyraz (bsay + [)’S4y)2 pod odmocninou v (2.3.6) zvétsime o n€jaké Cislo, takze hodnota
celé odmocniny v (2.3.6) bude vétsi nez (bsay + Bsay) a vlastni ¢isla A1, budou opacnych
znamének. Neplati-li tedy ani jedna z nerovnosti (2.3.7), jedné se o sedlo. To naopak zna-
men4, Ze pii ndhodném vychyleni z rovnovazného stavu S4 (ktery nyni neni stabilni) dojde
k vyhubeni jedné z populaci (protoZe dalsi stacionarni body maji vZdy jednu soufadnici
nulovou) a tedy stav S4 neni udrZitelny.

Rekapitulace

Analyzou modelu jsme zjistili, Ze bod S} = (0,0) je vZdy nestabilni uzel.

U bodu S3, S3, 84 zdleZi, zda-li plati nerovnosti (2.3.7) mezi koeficienty rovnic (2.3.2).
Vime, Ze plati-li prvni z nich, pak je bod S, = (0, %) sedlo a plati-1i druh4 z nich, pak je bod
S3 = (%,0) sedlo. Déle vime, Ze plati-li obé zaroveii, pak bod S4 leZi v prvnim kvadrantu
a jedna se o stabilni uzel. Za takovych podminek tedy dochazi ke stabilni koexistenci
dvou populaci. Vzpomenme si ale, Ze takové podminky nastdvaji pouze tehdy, jsou-li
koeficienty urcujici miru konkurence mezi populacemi dostatecné malé! To znamenad, Ze
kazda populace mé svou vlastni niku, ve které ma vyhodu nad svym konkurentem. Fazovy
portrét takové situace je na obriazku 2.6.

Déle uvidime, Ze je-li vliv jedné populace na druhou pfili§ negativni, ke stabilni koexistenci
nedochézi.
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Neplati-li ani jedna z nerovnosti (2.3.7), pak jsou body S, a S3 stabilni uzly a bod
S4 opét lezi v prvnim kvadrantu, pfi¢emzZ nyni se jednd o sedlo. Nyni tedy existuje stav,
kdy spolu koexistuji dvé populace, totiZ stav S4. Ale tento stav neni stabilni a jakdkoliv
sebemensi perturbace stav S4 zméni na stav, kdy existuje pouze jedna z populaci. Fazovy
portrét takové situace je na obrdzku 2.6.

Plati-li pravé jedna z nerovnosti (2.3.7), feknéme tfeba

pak je bod S, sedlo, a bod S3 stabilni uzel, pficemz bod S4 nyni neleZi v prvnim kvadrantu.
V takovém piipadé koexistence obou populaci viibec neexistuje a populace Y v daném
prostiedi vydrzi pouze v piipadé, Ze se v ném nenachdzi populace X. Pronikne-li do
takového prostiedi populace X, za¢ne okamzit€¢ dominovat a populace Y skonci vyhlazena.
Fazovy portrét takové situace je na obrazku 2.8.

Analogicka situace plati pro ptipad, kdy plati pouze druha nerovnost. Fizovy portrét této
situace je na obrazku 2.8.

Z matematického hlediska mél tedy Darwin v tomto piipad¢€ pravdu.
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2.4 Lotkuv-Volterruv model dravec-korist

Systém diferencidlnich rovnic, které si v této sekci predstavime, nese v ndzvu jména dvou
matematikd.

Italsky fyzik Vito Volterra byl pozadéan italskym biologem Umbertem D’Anconou,
aby mu pomohl rozlousknout jeden zapeklity problém tykajici se koexistence ryb v mofi.
V poloviné dvacatych let 20. stoleti D’Ancona zkoumal, jak se méni populace riznych
druhil ryb, které spolu interaguji. V pribéhu vyzkumu se dostal k datiim tykajicich se
vylovenych ryb v Jaderském mofi. Konkrétné se jednalo o Zraloky, ktefi jsou v podmotském
svété predatory. Data (pomérnd ¢ast vylovenych Zralokt) z piistavu Fiume (dnesni Rijeka)
z obdobi 1914 -1923 jsou:

1914 1915 1916 1917 1918
11.9% 21.4% 22.1% 21.2% 36.4%

1919 1920 1921 1922 1923
273% 16.0% 159% 14.8% 10.7%

D’Ancona byl zmateny velkym narGstem procent v prub&hu prvni svétové valky. Do-
mnival se, Ze tento narlst je disledek velkého sniZeni lovu mensich ryb v této dobé. Ale
jakd je souvislost intensity rybolovu s velikosti populace ryb? Odpovéd na tuto otazku byla
sttedem zdjmu D’Anconova vyzkumu boje o preziti dvou konkuren¢nich druhil. Zaroven
je v zajmu rybafského primyslu, nebof by méla jasné dusledky na zptisob loveni ryb.
Zraloci jsou predétofi, zatimco mensi ryby jsou jejich kofist; pieZiti Zralokd zdvisi na jejich
kofisti. Pocet Zraloki v obdobi prvni svétové valky stoupl a pocet mensich ryb naopak
klesl. KdyZ se totiZ po valce rybéfi vritili ke svému femeslu, zjistili, Ze neni co lovit -
prestoZe posledni Ctyti roky nelovili! To D’Anconu velmi matlo a poté, co vyloucil v§echna
moZnd biologickd vysvétleni, obratil se na pomoc k Volterrovi a ten v roce 1926 publikoval
systém rovnic, ktery tento fenomén modeloval a vysvétloval.

Alfred James Lotka byl americky matematik, fyzikdlni chemik a statistik. Stejné rov-
nice, jako Volterra, poprvé predstavil v teorii autokatalickych chemickych reakci (Contri-
butions to the Theory of Periodic Reactions, 1910). V roce 1920 model roz$itil na organické
systémy, jako naprtiklad koexistence bylozravcu (predatorti) a rostlin (kofisti) (Analytical
Note on Certain Rhythmic Relations in Organic Systems, 1920).

Konstrukce modelu

Volterra zacal tim, Ze veSkerou populaci kofisti oznacil x(z) a veSkerou populaci predatort
y(t). Déle ptedpoklddal, Ze kofist si mezi sebou piili§ nekonkuruje, nebof se Zivi pfevazné
planktonem a toho je v mofi dostatek. Navic, populace kofisti v mofi neni nijak husta.
Proto, v piipad€ absence predatort, by kofist rostla dle Malthusidnského modelu X’ = ax,
a > 0. Ale kofist je lovena predatory a pocet stfetnuti predatort s kofisti za jednotku
casu je umérny xy, takZe populace kofisti je redukovana predatory tempem —bxy, b > 0.
Dostdvame rovnici x’ = ax — bxy.

Naopak, v ptipadé absence kofisti by predatofi neméli co lovit a zacali by vymirat. Tempo
jejich vymirani je imé&rné jejich aktudlnimu poctu y, tedy y = —cy, ¢ > 0. Za pfitomnosti
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kofisti ale maji co lovit a diky tomu se miiZou mnozit tempem dxy, d > 0. Dostavame
rovnici y = —cy + dxy.
Dohromady ndm tyto dvé rovnice tvoii systém

x' = ax— bxy
, (2.4.1)
Y = —cy+dxy,

ktery nazyvame Lotklv-Volterriv model. Tyto rovnice ndm modeluji interakci predatort
a kofisti bez rybolovu. Nejprve peclivé analyzujeme model (2.4.1). Poté pridame faktor
rybolovu a vysvétlime skutecnost, proc je omezeni rybolovu vice prospésné pro predatory
neZz pro kofist. Ve skutenosti ukdzeme, Ze ptfiméfeny rybolov je pro kofist prospésny.

Analyza modelu

a

x-nulkliny systému (2.4.1) jsoux =0ay = 7. y-nulkliny systému (2.4.1) jsouy =0ax = 5.
Z toho dostdvame dva staciondrni body S; = (0,0) a S = (3, 7).

y(t)

% l S5
N el
L
L 4
S < ()
Obrazek 2.10: Nulkliny systému (2.4.1)
Viimnéme si, Ze je-li x(t) = 0, pak y = —cy. Reseni této diferencidlni rovnice je

y(t) = c¢-e . Dile, je-li y(t) =0, pak X = ax a feSeni této diferencidlni rovnice je
x(t) = c¢-e". To znamend, Ze ob& osy x, y jsou trajektoriemi systému (2.4.1). Z toho



50 Kapitola 2. Aplikace autonomnich systémii

vyplyva, Ze kazdé feSeni, které zacind v prvnim kvadrantu x > 0, y > 0 v ase t =1y, v ném
také zlistane po vSechen budouci ¢as t > 1y (maji-li dvé trajektorie spole¢ny jeden bod, pak
jsou totozné; tedy dvé rizné trajektorie se nikde neprotinaji).

Jacobiho matice systému (2.4.1) je

_(a—by —bx
Jx,y) = ( dy —c+dx> ’

Dosazenim bodu S| dostaneme matici
a 0
0 —c/°

Vlastni ¢isla této matice jsou redlnd a opacnych znamének, tudiz bod S je typu sedlo.
Dosazenim bodu S, do Jacobiho matice systému (2.4.1) dostaneme matici

(Oa —b(‘—l’)‘
e 0

Vlastni ¢isla této matice jsou Ajp, = +iy/ac. Jednd se tedy o ryze imaginérni ¢isla a proto typ
stacionarniho bodu S, je bud’ ohnisko, nebo bod rotace. Pomoci linearizace systému nelze
rozhodnout, jak se systém (2.4.1) v okoli bodu S, chova. Zkusme proto nalézt trajektorie.

dy  —cy+dxy  y(—c+dx)
dx  ax—bxy  x(a—by) "

To je rovnice se separovanymi proménnymi. PfepiSeme ji do tvaru

—c4d
dy = T gy
y X

a—by

Integrovanim a naslednou dpravou obdrzime feSeni

y(l xC
P

(2.4.2)

kde C € R je néjak4 konstanta. Rovnice (2.4.2) definuje trajektorie systému (2.4.1). Otdzka
nyni zni, zda jsou tyto trajektorie uzaviené, ¢i nikoliv. UkdZeme si, Ze jsou uzaviené a tim
padem je staciondrni bod S, typu stied.

a

V prvni fadé prozkoumdme chovani funkci f(y) = eyT; agx) = e% pro x,y > 0. Za
timto icelem si v§imnéme, Ze f(0) =0 a jak y — oo, tak f — 0 a pro y > 0 je také f > 0.
Déle spocitame derivaci funkce f:

ayafl X eby _ya ‘beby B yafl(a _y)
eby2 N €by

fy)= .
Polozime-li f’ = 0, vidime, Ze f md jediny kriticky bod pro y = &. Vzhledem k tomu, Ze
proy < 7 je funkce rostouci, zatimco pro y > ¢ je funkce klesajici, nachdzi se v bod€ y = 7

a
maximum M, = (ae#.
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:&M Y

:
a
b

T
(s T Ym

Obrazek 2.11: Grafy funkci f(y) a g(x).

Podobng, g(0) =0, x — o= g — 0, prox >0 je g >0 a v bodé x = 5 md funkce g své

maximum M, = %. Grafy funkci f a g Ize vidét na obrazku 2.11.

Z této analyzy funkci f, g vime, Ze pro C > M, - M, nema rovnice (2.4.2) Zadné feSeni
a pro C = M, - My ma rovnice (2.4.2) pravé jedno feSeni x = 5, y = 7. Ddle ndm tedy
staci prozkoumat piipad, kdy C < M, - My, coz miZeme vyjadrit také jako C = aM,, kde
0 < o0 < My, ale také jako C = B - My, B < M,. Prvni se zaméfime na moznost C = ot - M,,.
Vsimnéme si, Ze rovnice g(x) = EXTCX = o0 md dvé feSenf; x =x, < 5 ax=xy > 5.
Rovnici (2.4.2) mizeme upravit nasledovné:

C a

A )

g(x)-f(y):%-eTy:C:a-My
¥ o
fO) ==\ = | My

Pro x < x;,, nebo x > xj3; bude vyraz v zavorce vétsi nez jedna a tudiZ rovnice nebude mit
Zadné teSeni y (M, je maximum funkce f). Pro x = x;, nebo x = x); bude vyraz v zdvorce
roven jedné a rovnice bude mit pravé jedno feSeni y = 7. A pro x,, < x < xp bude vyraz
v zévorce mensi nez jedna a tudiZ rovnice bude mit pravé dvé riznd feSeni y;(x) a yo(x).
Jedno feSeni, feknéme y; (x), bude vZdy mensi nez 7, zatimco druhé feSeni y> (x) bude vzdy
veétsi neZ 7. Jak se x bliZi k x;, nebo xp7, ob€ y(x) a y2(x) se bliZi k 7.

Nyni se zaméfime na moznost C = f3 - M,. Rovnice f(y) = eyT“y = B ma dvé fesent;
Yy =yYm <} ay=ym > 5. Rovnici (2.4.2) miZeme upravit ndsledovné:

s = 5= (o) me

ya . e—by

v

Pro y <y, nebo y > yys bude vyraz v zdvorce vétsi nez jedna a tudiZ rovnice nebude mit
7adné teSeni x. Pro y = y,,, nebo y = yy; bude vyraz v zdvorce roven jedné a rovnice bude
mit pravé jedno feSeni x = 5. A pro x,, < x < xy bude vyraz v zdvorce mensi neZ jedna a
tudiZ rovnice bude mit pravé dvé riznd feseni x; (y) a x2(y). Jedno feSeni, feknéme x; (y),
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bude vzdy mensi nez §, zatimco druhé feseni x> (y) bude vzdy vétsi nez 5. Jak se y blizi
K yu nebo yys, obé x1(y) axy(y) se blizi k 5.

Rekapitulace predchozi analyzy trajektorii:

Budeme uvazovat néjakou konkrétni trajektorii. Toho docilime tak, Ze zvolime né&jaké pevné
C, C < M, -M,. Necht v této konkrétn{ trajektorii platf, Ze pro x = x,, nebo x =xp je y = 7.
Pokud bysme vzali x < x,,, tak neexistuje Zddné y, pro které by byla rovnost (2.4.2) splnéna
(x, ndm tedy nasi trajektorii ve faizové roviné omezuje zleva). Berme tedy postupné néjaké
X > X, Pro kazdé takové x existuji pravé dvé y, pro ktera je rovnost (2.4.2) splnéna. Jakmile
vezmeme x = 5, tak rovnost (2.4.2) bude mit stle dvé feSeni, asice y =y, ay = yp. To jsou
ale opét extremdlni hodnoty - kdyby bylo y < y,, nebo y > y,y, tak rovnost (2.4.2) nespliiuje
7adné x, takZe hodnoty y,, a yys ndm nasi trajektorii ve fdzové roviné omezuji zdola a zhora.
Bereme-li dédle x > 7, stdle existuji dvé y, pro kterd je rovnost (2.4.2) splnéna. A to aZ do
chvile, kdy vezmeme x = xj;. To potom existuje pouze jediné y, spliiujici rovnost (2.4.2),
asice y = 7. Pro jakékoliv x > xj neexistuje y, které by splfiovalo rovnost (2.4.2).

V zéavéru tak dostdvame, Ze kiivky definované rovnici (2.4.2) jsou pro x,y > 0 uza-
viené. Navic, Zadnd z téchto kiivek neobsahuje Zadny staciondrni bod systému (2.4.1)
(s vyjimkou x = 5, y = %). Proto vSechna feSeni x(z), y(¢) systému (2.4.1), s pocateCnimi
podminkami x(0) > 0, y(0) > 0, jsou periodické funkce. To znamend, Ze kazdé feSeni
x(t), y(t) systému (2.4.1), s poCateénimi podminkami x(0) > 0, y(0) > 0, m4 tu vlastnost,
ze x(t+T)=x(t) a y(t+T) = y(t) pro n&jaké T > 0. Fazovy portrét systému (2.4.1)
vidime na obrazku 2.12.

y(t)

Sy z(t)

Obréazek 2.12: Fazovy portrét systému Lotka-Volterra
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Data, kterd D’Ancona posbiral, jsou pouze primérné hodnoty vylovenych predatord
za dany rok. Proto, abychom mohli tato data porovnat s na§im modelem, musime spocitat
pramérné hodnoty x(z) a y(z).

Definujme primérné hodnoty x a y takto:

1 to+T
x= T x(1)dt,
Iy
_ 1 to+T
y= 7 p y(t dta
0

kde T je perioda funkei x, y. Jednd se o prumérné hodnoty v ramci jedné periody. My
funkce x(7) a y(t) nezname, nicméné piesto jsme schopni spocitat jejich primérné hodnoty.
UvaZujme prvni rovnici systému (2.4.1)

x' = ax— bxy

1

a vyndsobme ji vyrazem .. Dostaneme
X 1
—=—=—=(a—Dby).
il Cat)

Nyni integrujme obé strany podle f od 7o do tg + T

1 to+T / 1 t0+T
— ll dt = — (a—by)dr. (2.4.3)

Tt() X Tt()

Na levé stran€ mame

1 to+T dx 1 10+T |
— —dr=—= —dx=Inx(tp+T) — Inx(zy).
T fo xdt T 1 X nx( 0+ ) HX( 0)

Ale x(to+T) = x(tp), tedy Inx(to+ T) — Inx(z9) = 0.

Na pravé strané¢ mame

1 rtot+T b rto+T

= adt—— ydr.
T o T 0

Protoze leva strana je rovna nule, mtizeme rovnici (2.4.3) pfepsat na

p [to+T to+T
— ydt = a4 dr
T To T Io
Z toho plyne, Ze
1 rto+T d a
y=— t)dt = -
=7 yrdr=
Zcela analogicky spoitame ¥; rovnici y) = —cy +dxy vyndsobime vyrazem - a vyjde

Ty
ndm hodnota X = 5. Tedy primérny pocCet kofisti a predatorti je

_ c _ a
X = — a _ —.
d =5
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Vsimnéme si zajimavé véci, kterd neni na prvni pohled zfejma - primérny pocet kofisti
X, respektive predatort y, zavisi na koeficientech rovnice pro predatory, respektive kofisti!
Kdyby se tedy néjakym zplisobem naptiklad zvysil ristovy koeficient kofisti a, nezname-
nalo by to zvySeni primérného poctu kofisti, ale zvySeni primérného poctu predétora!

Nyni je nacase nas systém (2.4.1) upravit tim, Ze do néj zahrneme i rybolov. Krofist je
lovena tempem &x a preddtofi tempem €y, pfiCemz koeficient € > 0 je intensita rybolovu;
tj. pocet rybarskych lodi na mofi a pocet siti v mofi. Dostdvime tak modifikovany systém

rovnic
x' = ax —bxy —ex = (a— €)x—bxy
/

2.4.4)
y = —cy+bxy—ey=—(c+€)y+dxy.

Je-li a — € > 0, jedna se o zcela stejné rovnice jako v systému (2.4.1), kde a nahradime za
a — € a ¢ nahradime za ¢ + €. Proto jsou nyni primérné hodnoty x(¢) a y(¢) ndsledujici:

c+E& _ a—E&
a g
d YT

X =

Nyni je vidét, Ze pfiméfend mira rybolovu (€ < a) ve skute¢nosti zvysi primérny pocet
kofisti a snizi primérny pocet predatord. Nebo-li, omezeni rybolovu zvysi primérny pocet
predatorti a sniZi primérny pocet kofisti. Tento vysledek, ktery je znam jako Volterriv
princip, vysvétluje data D’Ancony a kompletné fesi naSi otdzku se zvySenym poctem
vylovenych Zralokt (preddtorti) v obdobi Prvni svétové valky.

Volterrtiv princip ma také pozoruhodny dopad na pouZivani insekticidd, které zabiji
jak hmyzi predatory, tak jejich hmyzi kofist. Jeho disledkem je, Ze pouziti insekticidd
ve skutecnosti zvysi pocet toho hmyzu, ktery je pod kontrolou jejich hmyzich predatort.
Skute¢ny doklad tohoto principu je historicky fakt z 19. stoleti. V roce 1868 byl z Aus-
tralie do Ameriky neumyslné pfiveZen Perlovec zhoubny (Icerya Purchasi). Tento hmyz
téméf znicil americky citrusovy primysl. Nésledné byl imysiné dovezen jeho prirozeny
australsky predator - beruska (Novius Cardinalis). Berusky zredukovaly pocet perlovci na
nizky pocet. Kdyz byly objeveny insekticidni d¢inky DDT, byl pouzit k hubeni skidct
v agroprimyslu. Problém je, Ze DDT nerozliS§uje mezi hmyzimi predétory a kofisti - hubi
vSechny. Disledkem pouziti DDT (a také disledkem Volterrova principu) tedy bylo zvySeni
poctu skidci!
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2.5 Matematika manzelskych konflikta

V 70. letech 20. stoleti zacali John M. Gottman z Washingtonské Univerzity a Robert
W. Levenson z Kalifornské Univerzity dlouhodobé studovat manzelské pary. Kazdy par
byl vyzvan, aby béhem 15 minut feSil néjaké konflikini téma v jejich vztahu. Pozorné
se znovu a znovu divali na nahrdvky téchto rozhovori a dalSich 9 let tyto pary sledovali.
Zkoumali, jaké manzelké procesy vedou k rozvodu. SnaZili se pochopit rozdil mezi §tastnym
a neSfastnym manZzelstvim. Nakonec dokdzali urcit, které pary spolu vydrZzi a které nikoliv
s 90% presnosti. Jejich objev nebyl az tak slozity. Rozdil mezi $fastnym a neSfastnym
manzelstvim tkvi v poméru mezi pozitivnimi a negativnimi projevy béhem konfliktn{
interakce.

V letech 1983-1987 si Gottman a Levenson k sobé do laboratofe v Bloomingtonu
pozvali 73 manzelskych part. Kazdy par podstoupil n€kolik 15 minutovych rozhovort,
z nichz jeden se tykal néjakého problémového tématu v jejich manzelstvi. Chvile, kdy
mluvi pouze jeden z partnerd, aniz by ho pterusil druhy, se nazyva kolo. Kazdy rozhovor
byl tak délen na jednotlivé kola. Pomoci RCISS (Rapid Couple Interaction Scoring System)
obdrZel kazdy z partnerti za kazdé své kolo skére. RCISS je tvofen zdznamovym archem,
kde je celkem 13 k6dl pro mluviciho a 9 kédi pro poslouchajiciho. Pro potieby tohoto
vyzkumu byly pouzity pouze kédy pro mluviciho. Tyto kédy jsou tvoreny 5 pozitivnimi
(neutralni nebo pozitivni popis problému, nadklonnost, souhlas - validace, humor a smich,
a jiné pozitivni) a 8 negativnimi kdédy (stiznosti, kritizovani, negativni vztah k feSeni
problémii, ano - ale, obranny postoj, ponizovani, gradovani negativnich reakci, a jiné
negativni). Kazdy rozhovor byl nahrdvéan videokamerou a kazda nahrévka byla oskérovana
tymem pozorovatelll. Poté se spocital primérny pocet pozitivnich a negativnich kédu
kazdého partnera za kolo a primérny pocet pozitivnich minus negativnich kédi partnera
za kolo.

Pomoci RCISS skére (pozitivni minus negativni) byl kazdy manzelsky par klasifikovan
jako regulovany (low-risk), nebo neregulovany (high-risk). Tato klasifikace byla zaloZena
na bodové grafové metodé, ptidovné navrzené Gottmanem. V kazdém kole se spocitalo
RCISS skore. Tyto rozdily pak byly kumulativné€ vyneseny do bodového grafu pro kazdého
partnera a pomoci linedrni regresni analyzy byl urcen sklon téchto grafi. Regulované pary
byly definovyny jako ty, ve kterych byl sklon jak manZela, tak manZelky vyrazné pozitivni.
Neregulované pary pak byly ty, ve kterych alespori jeden z partneri nemél vyrazn€ pozitivni
sklon. Ukdzky kumulovanych bodovych grafti jsou na obrazku 2.13.

Vychdzeli z teorie, Ze nejvice dileZité procesy v predpovidani rozpadu manZzelstvi zahrnuji
rovnovédhu ¢i regulaci pozitivnich a negativnich interakci. TakZe pojmenovéni regulované
a neregulované ma sviij vyznam. Dle definice — regulované pary byly ty, které projevovaly
vice pozitivnich nez negativnich RCISS kéda.

Tato klasifikace rozdélila 73 parti na 42 regulovanych a 31 neregulovanych.

Gottman v roce 1994 (tj. jesté pred dobou, kdy vznikl matematicky popis manzel-
skych konflikti) navrhl 5 druhti manzelstvi: hadaci, potvrzovaci, vyhybavé, nepratelské,
nepratelsko-lhostejné. Z toho tii jsou dlouhodobé stabilni a dva dlouhodobé nestabilni.

Stabilni druhy jsou potvrzovaci, hadaci, vyhybavy.
Hédaci byvaji romanti¢ti a vaSnivi, ale neustdle se hddaji o bandlnich a nepodstatnych
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Obrazek 2.13: Priklady kumulovanych bodovych grafti RCISS skére. Vlevo regulovany
par, vpravo neregulovany. Zdroj: [7]

vécech.

Potvrzovaci jsou o néco chladnégjsi a intimnéj$i. ZaleZi jim hodné na spole€ném manzelstvi
a na spole¢nych zaZitcich, nikoliv na individudlnim blahu. Jim ov§em hrozi, Ze romantika
a laska vyprcha a z paru se stanou spiSe blizci pratelé.

Vyhybaci se vyhybaji se¢ mohou jakymkoliv konfliktim a reaguji pouze na pozitivni
emoce. Riskuji ale emociondlni vzddleni se a osamélost.

Gottman ze ziskanych dat také zjistil, Ze se u téchto tif stabilnich manZzelstvi objevuje jista
konstanta. Tato konstanta, podil pozitivnich a negativnich RCISS kédl béhem feseni kon-
fliktn{ situace, byla zhruba 5 a mezi t€émito tfemi druhy manzelstvi se pfili§ neodchylovala.
Jde o jiz zminé€nou rovnovdhu mezi pozitivnimi a negativnimi projevy béhem konfliktu.
Hadaci odbrzeli mnoho pozitivnich kédti a mnoho negativnich kédt, potvrzovaci primérny
pocet pozitivnich a primérny pocet negativnich, vyhybaci maly pocet pozitivnich i nega-
tivnich, kazdy druh ale tak, Ze se dostal na pomé&r zhruba rovny 5.

Nestabilni druhy jsou nepfatelsky a neptatelsko—lhostejny. Skupina nepiatelsko—lho-
stejnych byla znateln€ vice negativni, defensivni a pohrdava.

Konstrukce modelu

Snazili se vzit nékterou jiz existujici teorii manzelskych konflitkli a sepsat k ni pfislusné
rovnice. To se ale nedafilo. Proto zvolili jiny pfistup; sepsali rovnice na zakladé ziskanych
dat a jednotlivym vyrazéim v rovnicich pfifadili teoreticky vyznam. Ukolem matematického
modelovani se tak stalo vytvoreni teorie.

Jako zévislou proménnou, urcujici pfipadny rozpad manzelstvi, vzali RCISS skére.
Cilem bylo ho rozloZit na komponenty, které by mély néjaky teoreticky vyznam. Snazili se
zjistit, na ¢em zdlezi RCISS skére kazdého partnera v nasledujicim kole. Skoére rozdélili
na dveé Casti, kde

e prvni ¢ast byla ovlivnénd slozka RCISS skore,

2 ¥z

e druha ¢ast byla neovlivnénd slozka RCISS skore,
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a celé RCISS skore je souctem téchto dvou Casti.
Neovlivnénd sloZka ptedstavuje individudlni dynamiku kazdého partnera. Kdyz je ¢lo-

vék sdm, tak mé tendenci byt bud vice negativni, nebo vice pozitivni. Nejjednodussi
zpisob, jak tento vyvoj modelovat, je vzit linedrni funkci

B =T1iP +ci, (2.5.1)

kde P, je RCISS skore jednoho z partnerq, a predpokladat, Ze nasledujici skore partnera je
umérné k jeho aktudlnimu skore. Konstanta ¢; predstavuje pocatecni stav mysli a parametr 7;
urcuje zménu skdre pii reakci sama na sebe. Kazdy z partnerti ma svij vlastni neovlivnény
klidny stav mysli; tedy skore, které se dil neméni. Zjistime ho tak, Ze poloZime

P =PF.
Dosazenim do této rovnosti z (2.5.1) a upravenim ziskame neovlivnéné stacionarni skore

P, = . (2.5.2)

Chovéni rovnice (2.5.1) je fizeno parametrem 7;. Je-li |F;| < 1, pak je staciondrni skére
stabilni a je-li |7;| > 1, je nestabilni.

Je tfeba, aby bylo neovlivnéné staciondrni skére stabilni. Jinak bysme ¢lovéka oznacili za
manio-depresivniho psychopata. Proto, a pro budouci acely, nas bude zajimat pouze piipad
0 <7 < 1. Cim v&t3f je parametr 7;, tim rychleji se partner vrati do svého klidného stavu a
¢im je men$i, tifm pomaleji.

Ovlivnénd sloZka predstavuje funkci vlivu jednoho partnera na skdre toho druhého.
Kdybychom ji vynesli do grafu, tak jedna osa ptfedstavuje RCISS skére jednoho partnera
v kole ¢ a druhd osa ptedstavuje RCISS skore druhého partnera v kole (¢ + 1). Tyto funkce
muiZeme aproximovat stejné, tedy linedrni funkci. Pfesnéji, dvéma linearnimi funkcemi;
jedna pro pozitivni RCISS skore, druhd pro negativni RCISS skére. Graf by byl lomena
Cara, kterd se lame v pocdatku soufadnic. Takova reprezentace funkce vlivu ma za nésledek,
Ze sebemensi skore (jak pozitivni tak negativni) mé vliv na partnera a tento vliv neustéle
linedrné roste. Nebo bychom mohli pouzit S-tvar grafu. V jistém okoli kolem nulového
skére by partner nemél Zadny vliv na toho druhého. Pii prekroceni ale n€jakého milniku
(urcité pozitivni nebo negativni skore) by vliv zacal mit a ten by byl konstantni - s rostoucim
pozitivnim nebo klesajicim negativnim skore by se ddl neménil.

Mohli bychom uvazovat i1 dal§i moZnosti. Napfiklad zkombinovat oba uvedené. Exis-
toval by milnik, po ktery nemd skére partnera Zaddny vliv, ov§em po jeho prekroceni zacné
vliv linedrné rast. Vzhledem k tomu, Ze jejich ¢lanek z roku 1995 byl prvnim pokusem
o matematicky model manZelskych konfliktd, zvolili nejjednodussi cestu s co nejméné
parametry. Budeme se ddle bavit o linedrnim vlivu i konstantnim vlivu s milnikem, ale
nebudeme je nijak kombinovat. Pro tuto chvili si vliv manZelova skére na nasledujici skore
manzelky oznacime Ij,,,(H;) a analogicky I,,,(W;).

Dostdvame tak rekurentni vztah pro RCISS skére manZelky a manZzela:

W1 = I (Hy) + 71 W + ¢ (2.5.3)
Hi11 = Ly(Wh) +72H; + . (2.5.4)
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Obrazek 2.14: Dvé mozné podoby funkci vlivu: bilinedrni vlevo, S-tvar vpravo. z predsta-
vuje skére manzelky W () nebo manzela H (t).

Nyni staci urcit diferenci dvou posobé jdoucich skére a od diskrétnitho modelu piejit
ke spojitému - tim budou hledané rovnice urceny.

Wit =W, = In(Hy) +71Wi +¢1 = W,
= (F1 — D)W, +c1 + Ino (Hy).

Zde nam nic nebrani piejit ke spojitému modelu a psat

W' (1) = (Fi — D)W (&) +c1 + Iny (H (1))

Podobné s rovnici pro manzela:

Hiy —H; = Lyy(Wy) +72H; + 2 — H;
= (7o — 1)H; + c2 + Lyy(Wh).

Prechod ke spojitému modelu zde také neni problém a miZeme psat

H'(t) = (F2 — DH(t) + 2+ L (W(1)).

Systém praveé odvozenych diferencidlnich rovnic

W ()= (F1i = )W () +c1 + Ine (H(1))

H'(t) = (Fa = DH(1) + ca+ L (W (1)) (255

modeluje kontinudlni vyvoj RCISS skére manzelky a manzela béhem vzdjemné interakce.
W (t) a H(t) jsou RCISS skére manzelky a manZela, 7| a 7, jsou miry, s jakou se méni
prislusné skore v reakci sama na sebe, konstanty cq, ¢, predstavuji stav mysli, s jakou
do vzdjemné interakce pfisli, I, a I, jsou funkce vlivu piedchoziho skére manzela
na manzelku a naopak (influence of husband on wife, influence of wife on husband).
Stacionarni bod tohoto systému nazyvame ovlivnéné stacionarni skore.



Kapitola 2. Aplikace autonomnich systémii 59

Odhad parametru a funkce vliva

Aby Gottmanuyv tym odhadl parametry tykajici se neovlivnéné ¢asti RCISS skére kazdého
z partnerd, pouzili pouze ta data, pro kterd bylo skére druhého partnera nula (cca 15 %
piipadt). PouZili pfitom rovnice

W1 = Inw(Hy) + 71 W, + ¢,

_ (2.5.6)
Hiyy =1,,(W;) +72H; + 2.

Predpokladali, Ze je-li skére jednoho z partnert nulové, pak ma i nulovy vliv na druhého
partnera (obecné to tak byt nemusi, ale pro zacatek si nekomplikovali Zivot). V tom piipadé
rovnice (2.5.6) prejdou do tvaru

Wi =1iW +cy,
Hi 1 =1 H + ).

Obé rovnice jsou linedrni a na uvazovanou podmnoZzinu vSech skére lze pouZzit metodu
nejmensich ¢tvercd, ¢imz urcili hledané parametry 7; a c;.
Funkce vlivu odhadli ndsledovné. Rovnice (2.5.6) si upravili do tvaru

Inw(Hy) = W1 — (FiW, + 1),

_ (2.5.7)
Loy(W;) = Hi11 — (72H; +¢2).

Nyni stacilo vzit dvé posobé jdouci skére jednoho partnera, z prvniho skére spocitat
neovlivnénou ¢4st, dosadit ji do (2.5.7) a odecist od skére nésledujiciho. Tak ziskali ovliv-
nénou ¢ast kazdého skére. Vynesli do grafu ovlivnénou cast skére jednoho partnera oproti
piedeslému skore druhého partnera (x versus Iy, nebo y versus I,) a tyto body prolozili
pfimkou (metodou nejmensich ¢tvercl) zvlast pro pozitivni a negativni skore. Tak ziskali
bilinedrni podobu funkce vlivu pro kazdého partnera v kazdém paru.

Odhady parametrd jsou shrnuty v tabulce 2.3. Odhady funkci vlivu jsou shrnuty v ta-
bulce 2.4.

Yy,

Prvni se zaméfime na tabulku 2.3. Parametru r; si prozatim nevsimejme, budeme jej

potfebovat pozdéji. Parametr 7; je mira, jakou partnera ovliviiuje jeho vlastni skére. Hodnoty
parametru 7; jsou obecné vétsi u neregulovanych part. Rozdil primérné hodnoty 7; u Zen a
muZi je Styfi krat vétii u Zen (0.29 oproti 0.07). Zeny v neregulovanych parech maji vétsi
7; nez muzi, ale v regulovanych parech je tomu naopak.
Ovlivnéné a neovlivnéné staciondrni skore je vyrazné vice negativni u neregulovanych
part, obzvlasté pak u Zen. VSimnéme si, Ze u regulovanych part je ovlivnéné skore obecné
vySS§i nezZ neovlivnéné (tzn. zZe ve vztahu jsou Stastnéjsi, nez kdyz jsou sami), coz obecné
neni pravda u neregulovanych part. Nejvyssi neovlivnéné skére maji partnefi v hadavém
vztahu. To je mozna divod, pro¢ je takovy vztah Gspé€Sny, piestoZe na sebe maji partnefi
vliv pouze negativnimi emocemi.

Nyni se zaméfime na funkce vlivu v tabulce 2.4. Grafy nadepsané jako ,.teorie* pred-
stavuji teoreticky (primérny) tvar funkci vlivu. Potvrzovaci maji negativni vliv na partnera,
je-li jejich skore negativni a naopak, maji pozitivni vliv, je-li jejich skore pozitivni. Pfekva-
pivé je, ze funkce hadavych a vyhybavych vypadaji z poloviny jako funkce potvrzovaci.
U potvrzovact jsou smérnice obou polopiimek zhruba stejné. To znamena, Ze se ovliviiuji
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Parametry manzelky Parametry manzela

Druh 7 r X0 x* 7 r Yo y*
Regulované pary

Hadavi 0,20 0,80 0,68 0,61 033 0,67 0,68 0,75

Potvrzujici 0,14 086 052 059037 063 038 0,56

Vyhybavi 0,25 0,75 046 0,60 0,18 0,82 0,26 0,53
Primér 0,20 0,80 0,55 0,60 |029 0,71 044 0,61
Neregulované pary

Nepratelsti 0,51 049 -0,64 -045(032 068 0,10 0,03

Nepratelsko-lhostejni | 0,46 0,54 -0,24 -0,62 | 0,40 0,60 -0,42 -0,50
Primér 0,49 051 -044 -054036 0,64 -0,16 -0,24

Tab. 2.3: Odhadnuté parametry kazdého partnera v kazdém druhu vztahu. Zdroj: [7], [2]

stejnou mirou v pozitivnim i negativnim smyslu. Vyhybaci ovliviiuji své protéjSky pouze
pozitivnimi projevy, zatim co hidaci své protéjsky ovliviiuji predevSim negativnimi pro-
jevy.

Nejvétsi prekvapeni vSak skyta porovnani funkce vlivu manzelky a manzela v rdmci jed-
noho druhu manzelstvi. V regulovanych pérech jsou funkce vlivu Zeny a muZe navzijem
podobné. Ovsem u neregulovanych parti tomu tak neni. Zda se, Ze u nich dochazi k neshodé
ve funkcich vlivu: nepratelskd Zena je vyhyvava, zatim co nepratelsky muZz je potvrzovac
a nepidtelsko-lhostejnd Zena je hddac, zatim co nepratelsko-lhostejny muz je opét potvrzo-
va¢. Gottman a jeho tym tuto teorii neshodnych funkci vlivu dvou partneri dale testovali
a skute¢né zjistili, Ze ve stabilnich manZelstvich dochdzi ke shodé funkci vlivu, zatim co
u nestabilnichh nikoliv. Vznikla tak hypotéza, zda-li netispésné manZzelstvi neni disledkem
neshody ve vzdjemném ovliviiovani se.

Funkce vlivu jsou tfi: vyhybava, potvrzujici a hadava. Mélo by tedy existovat celkem devét
druhti manzelstvi. Z nich se ve tfech partnefi shoduji ve funkci vlivu. Zbylych Sest druhi
je nestabilnich a z nich se pouze dva objevily v Gottmanovych datech. Naptiklad hadavy a
vyhybavy typ jsou natolik rozdilné, az se zda, Ze takovy par ani nemuZe existovat.
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Hadava Zena Hadavy muz Hadavi - teorie
—0.02 I
7029 020 el
Potvrzovaci Zena Potvrzovaci muz Potvrzovaci - teorie
0.15 0.21 _ s
“T0.28 “70.31 7
Vyhybava Zena Vyhybavy muz Vyhybavi - teorie
015 0.30__- -
_oi2e- 005 PPt o -7
0.01
Nepratelska Zena Nepratelsky muz
0.15 0.16
—0.01 -~ e
~ 014

Nepratelsko-lhostejna Zena Nepratelsko-lhostejny muz

032 __

- _

- ’0?23 T 017

Tabulka 2.4: Odhadnuté funkce vlivu ve vSech péti druhich vztahl. Zdroj: [7]
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Analyza modelu

Protoze v celé praci jsme zvykli pracovat s funkcemi x a y, prezna¢ime si rovnice k obrazu
svému. Funkce x pfedstavuje skore manzelky, funkce y pak skére manzela. Koeficient
(7; — 1) v rovnicich (2.5.5) zaménime koeficientem r;, pro ktery plati

O<ri=1-7<1.

Obdrzime tak systém rovnic

X = —rix+c+Li(y)
Y = —ry+ca+ Ly(x),

ktery jesté upravime do tvaru

X =ri(xg—x)+I1
= (0 =x)+haly) 255
Y =ra(yo—y) + Ly(x),
kde
C1 C1 c (6]
_xO = — = p yo = — = —
ri 1—7‘1 1) 1—r2

jsou neovlivnéné stacionarni skére manZzelky a manzela, viz rovnice (2.5.2). Funkce vlivu
budeme uvaZovat v bilinedrnim tvaru, tedy

ay, proy>0
I = 2.5.9
) {bm proy <0 (29
Iy(r) = {2 Prox=0 (2.5.10)
byy, prox<0

Pro potvrzovace je a; =~ b;, pro hadace je b; > a; a pro vyhybace je a; > b;.

Systém rovnic (2.5.8) je linedrni a ma tedy jeden staciondrni bod, ktery si oznacime
[x*,¥*], coZ je ovlivnéné staciondrni skore (jednd se o stejné skore, jako v systému (2.5.5)).
V systému (2.5.8) se vyskytuje celkem pét parametrd, na zakladé kterych budeme jednotlivé
druhy vztaht zkoumat. Jednd se o ry, ra, xo, Yo, [x*,y*]. Zatim co prvni tyfi ndlezi kazdému
partnerovi zvlast, posledni (ovlivnéné staciondrni skore) je pro oba spolecny.

Do analyzy systému se pustime neobvyklym zptisobem. Staciondrni bod [x*,y*] vySe-
tfime, aniZ bychom jej pfedem urcili. Chceme totiZ, aby byl stabilni a k tomu staci zarucit
p < 0agq > 0 v charakteristické rovnici Jacobiho matice (viz tabulka 1.1). Jacobiho matice
systému (2.5.8) v bodé& [x*,y*] je

J(x"y") = ( o I§X(y*)).

I )’Cy (x*)  —n
Aby byl bod [x*,y*] stabilni, musi{ byt

p=—(r1+r)<0, qzrlrz—l;xl)/cy > 0.
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Prvni podminka je splnéna automaticky (protoze 0 < r; < 1). Druhd podminka poZaduje,
aby platilo
! 7!
LIy,
rnr

< 1.

Vzhledem k (2.5.9) a (2.5.10) je

. a; proy* >0 . a, prox* >0
I;x(y ) = " a I)/cy(x ) = *
by proy* <0 by prox* <0

Podminku ¢ > 0 tedy mlizeme zapsat jako

a2, 2.5.11)

rr
kde z je bud’ a nebo b. Obecné je z; < r;, nebof pfirozené kazdy ¢loveék reaguje rychleji na
své vlastni pocity nez na pocity nékoho jiného. Déle budeme tedy predpokladat, Ze je tato
podminka stability spInéna. Tim pddem je kazdy staciondrni bod [x*,y*] stabilni, nehledé
na jeho soufadnice.
Je vhodné si upresnit, co myslime GspéSnym manzelstvim. Jako dspé$né bereme to
manzelstvi, ve kterém jsou partnefi alespon stejné $tastni, jako kdyZ byli sami. To jest

X*ZX(), y*Z)’O

Méme dohodu, Ze podminka
2122

— <1

rir
je vzdy splnéna a proto je kazdy staciondrni bod [x*,y*] stabilni. Kazdé feSeni sys-
tému (2.5.8) bude pro t — oo sméfovat do tohoto staciondrniho bodu. Pochopitelné mize
byt x* < 0, y* < 0. V takovém piipadé by se mohl jeden z partnerii jednoho dne probrat
a fict si, Ze takto dal Zit nechce a zalit svij vztah aktivné spravovat. Tyto opravy vztahu

nejsou v naSem modelu zahrnuty.

Analyza potvrzovaciho vztahu

V psychologii partnerskych vztahi je obecné zndmo, Ze potvrzovaci druh vztahu je stabilni
a Uspésny. My si zde matematicky ukdzeme proc.

Potvrzovaci par ma shodné funkce vlivu, pficemz a; ~ b;. V ramci zjednodusSeni vezmeme
a; = b;. Dostavame tak systém

{x/ = rl(XO—X)+a]y (2 5 12)

Y =ra(yo—y) +asx,

kde 0 < r; < 1. VSimnéme si pozoruhodné véci - tento systém je zcela stejny, jako systém
rovnic modelujici zbrojeni dvou stétd! Staciondrni bod [x*,y*] tohoto systému je

aj a)az
Xt = X0+ —Yo / - )
n rnr2

a ala
Y = |yo0+ =0 / -2,
riry
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Z Richardsonovy teorie konfliktd vime, Ze tento bod je stabilni uzel, pokud

aira
0< %2

<1,

ryr
coz je ovsem podminka (2.5.11). V opacném pripadée by se jednalo o sedlo. Ve skute¢nosti
je pomérné snadné pochopit, pro€ je ptipad

ay>ry, ap>rnr

nestabilni (tzn. partnefi reaguji vice na toho druhého nez na sebe). Dva partnefi se navza-
jem emociondlné vysdvaji: smutnd Zena déld muze smutnéjSim a ten obratem déla Zenu
smutnéjsi a tak dale. Stejny feté€z udélosti plati v pfipadé, Ze je Zena $fastna - tim déla muze
StastnéjSiho a ten obratem zase déla Stéstnéjsi svou Zenu a tak ddle. Tento nestabilni piipad
jsme zkoumali v teorii vdleCnych konflikti. V manzelskych konfliktech se zaméfime na
stabilni pfipad.

Manzelsky svazek md na pozitivitu potvrzovaciho vztahu dva dopady: aditivni a multipli-
kativni. Jsou-li Zena i muz pfirozené pozitivni, tj. xg, yo > 0, pak je Stésti kazdého partnera
navyseno o Stésti toho druhého. Tento vliv je aditivni:

Gox .z P GeX nt Ly a
Stésti svobodné zeny = xo — Stésti vdané Zeny = xo + — o,
r
Sox s . ¥ GeX et . v aj
Stésti svobodného muze = yg — Stésti Zenatého muze = yg+ —xg.
r
Navic je jejich zvySené Stésti ndsobeno kladnym cinitelem
1

1— ajaz
ryry

> 1,

coz je multiplikativni dopad jejich manZelstvi. Vysledek je

ai ayay
X = |xo+—yo / 1— > X0,
ri rir

a ayay
Yy = |yo+—x0 / 1— > ¥0-
rn rir

Oba partnefi jsou ve svém vztahu mnohem Sfastnéjsi, nez kdyz byli svobodni.

Nadruhou stranu, pokud jsou partnefi sami o sob& negativni lidé, tj. xo, yo < 0, pak potvr-
zovaci vztah jejich negativitu jesté prohloubi. V takovém piipadé je potvrzovaci manzelstvi
nejspiSe neregulované (high-risk).

Manzelstvi mize byt stdle uspésné i pokud jsou xg a yg opaénycvh znamének. Napiiklad
je-li muz negativni, tj. yo < 0, pak pokud je Zena hodné pozitivni, miZe svého muze udélat
Stastnym, pokud

aj
yo+ —xo > 0.
)
Zaroven vSak muz nesmi svou Zenu stdhnout do deprest, tj. musi byt
ay
X0+ —yo > 0.
i

Takové manzelstvi je pravdépodobné uspeésné.
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Analyza vyhybavého vztahu

Tradi¢ni nauka partnerskych vztaht si vzdy myslela, Ze uklizeni problému pod koberec ve
vztahu neni dobré a vede k jesté horSim problémim, které se v budoucnosti zpod koberce
vynoii. Gottmandv vyzkum vsak ukazuje, Ze i takovy vztah miZze byt uspésSny. Systém
rovnic modelujici vyhybavy vztah je

r_ _ I
v ri(xo —x) +ail(y) (2.5.13)
Y =ra(yo—y)+al(x),
kde
z proz>0
1(z) = ) SRR
(@) {0 proz <0 ee ey

Funkce vlivu zjednoduSujeme tak, Ze je-li partner pozitivni, m4 pozitivni vliv na toho

druhého a je-1i negativni, neméa Zadny vliv.

Staciondrni bod tohoto systému zdvisi na kvadrantu, ve kterém se tento bod nachdzi. Pro

x*, vy >0je I(x*) =x" al(y*) =y*, aproto je staciondrni bod

P X()—l—ﬂyo / 1_a1a2 >0,
r rir

a ara
¥ = |y + —=x0 / 1-221 5.
r rir

stejny, jako u potvrzovactho typu vztahu. Na druhé strang, je-li x*, y* < 0, pak I(x*) =
= I(y*) = 0 a stacionarni bod systému (2.5.13) je

xX=x0<0, Yy =yy<0.

TakZe je-li kazdy z partnerii sam o sob& negativni (tj. xo < 0, yg < 0), pak nejsou ve
vztahu o nic vic nesfastni (x* = xg, y* = yp). Nicméné, jsou-li oba sami o sobé pozitivni
(xo >0, yp > 0), pak jsou ve vztahu $fastn&jsi (x* > x¢ > 0, y* > yo > 0). Proto je vyhybavy
vztah nékdy vyhodny - konkrétné tehdy, nejsou-li partnefi sami o sob¢ tak pozitivni, jako
potvrzovaci nebo hadaci.

Vyhybavy vztah miiZze byt Gspésny i tehdy, maji-li xg, ygp opacnd znaménka. A to za
podminky, Ze pozitivni partner je vice pozitivni, neZ je negativni partner negativni. Béhem
vyhybéni se interakci, kdyZ je jeden negativni, erpd tento par pozitivitu od pozitivniho
partnera a nenf ovlivnén negativitou toho druhého.

Muze byt nepiatelsko-lhostejny vztah Gspésny?

Nez se pustime do zodpovidani této otazky, ukazeme si jeden piekvapujici disledek naseho
modelu. Ze totiZ nezdleZi na stylu interakce (vyhybavy, hddavy atd.) kazdého z partneri,
pokud jsou oba partneri sami o sobé pozitivni, tj. xo > 0, yo > 0.

Méme systém rovnic

(2.5.14)

X =ri(x0 —x) +Lx(y)
y’ =r(yo—y) ‘f’Ixy(x),
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kde funkce 7 jsou ve tvaru (2.5.9) a (2.5.10). Chceme urcit jeho staciondrni bod [x*,y*]. To
nam komplikuji funkce /. Proto pfedpoklddejme, Ze pro né¢j plati
x>0,y >0.
Soufadnice stacionarniho bodu pak urc¢ime jako feSeni soustavy algebraickych rovnic
0=ri(xo—x") +Lx(y") = ri(xo—x%) +ary’,
0=r2(yo—y") +Ly(x") = r2(yo —y") + ax™.

Dostdvame tedy

aj ajan
X = |xo+—yo / 1-— >0,
r rir2

a ara
¥ = |yo+ —=xo / 12220 5.
mn rn

Protoze jmenovatel téchto souradnic je diky predpokladu o stabilit€¢ vSech stacionarnich
bodi kladny, musi pro
x>0, y">0
platit
a
xo+ —lyo >0,
r

a
yo-l-—2x0>0.
r

Tato podminka je splnéna vzdy, kdyz je
Xp > 0, yo > 0

a tudiZ jsou-li oba partnefi sami o sobé pozitivni, v jejich vztahu dochazi k aditivnimu a
multiplikativnimu efektu a plati
x*>x9 >0,
y >y >0.
O funkci vlivu jsme zde nic nepfedpoklddali a tedy za podminky xop > 0 a yp > 0 bude

vztah Uspé$ny, af zvolime jakoukoliv kombinaci funkci vlivu (vyhybavd, potvrzovaci,
hadaci).

Nyni k otdzce, zda-li mize byt nepfatelsko-lhostejny vztah uspéSny. Diky predchozi
analyze bysme mohli tipnout, Ze mtze. Staci, kdyZ budou oba partnefi sami od sebe
pozitivni.

V nepratelsko-lhostejném vztahu je muz potvrzovac a Zena hadac. Systém rovnic modelujici
tento vztah je

2.5.15
¥ = rayo—y) +aal (x), (@>.15)

kde x je skére Zeny, y je skére muZe a

0 >0
I(x):{ pro x
x prox <O.

{x’ =ri(xo—x)+ayy
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Predpokladejme tedy, Ze jsou muZ 1 Zena sami od sebe pozitivni. Aby byl vztah tspéSny,
musi platit
X" >x0>0, ¥y >y>0.

Hleddme tedy stacionarni bod [x*,y*] s kladnymi soufadnicemi, takZe fe§ime soustavu
algebraickych rovnic

0=ri(xo—x")+ay*,0=rr(yo—y")+0,
jejimz feSenim jsou soutadnice hledaného stacionarniho bodu
a
Xt = X0+ —1)’0,
r
y* =)0

Vidime, Ze zatimco muz je stdle stejné Sfastny, Zenu tento vztah napliiuje a ¢inf ji Sfastné;si.
Jsou-li tedy oba partnefi pozitivni, jejich vztah lze klasifikovat jako tspéSny.






Zaveér

Cilem prace bylo vytvoreni uc¢ebniho textu vénovaného autonomnim diferencidlnim sys-
témim a jejich aplikacich v redlném svété. Ucebnich textil na toto téma je mnoho a vesmés
jsou psany formou definice, véta, dikaz. Proto jsem se zaméfil na intuitivnéj$i pohled na
tuto problematiku, pficemz na formdlni vyklad odkazuji v ivodu prace. V praci bylo pred-
staveno celkem pét aplikacnich piikladi, z toho prvni ¢tyfi jsou znamé a hojné€ uvadéné i
v jinych publikacich a pracich. V patém ptikladu byla vyloZena zdkladni teorie manZelskych
konflikti, kterd se doposud v Ceské literatufe nevyskytovala. Tato teorie vznikla v pritbéhu
90. let 20. stoleti a v roce 2002 byla vydéana kniha The mathematics of marriage: dynamic
nonlinear models. Teorie v ni vyloZena je mnohem obsahlejsi neZ v této praci. Rovnice jsou
obohaceny o opravny ¢len, ktery predstavuje rozhodnuti jednoho z partnert napravit jejich
nefungujici vztah. Ddle je model rozSifen na triadickou interakci manzel-manzZelka-dité
atp. Vzhledem k rozsahu této prace nebyl prostor takto obSirny model zpracovat. Pfipadné
zajemce o tuto problematiku je mozné odkdazat na jiZ zminénou knihu [5].
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