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Uvod

Iterace spojitych a nespojitych funkci v redlném oboru jsou uz dlouho predmétem zadjmu ma-
tematikt. Prvni prace zabyvajici se timto tématem jsou znamy z 30. let minulého stoleti.
Vsechny uvahy se vSak vénuji jen konkrétnim, ne p¥ilis slozitym funkcim. Proto v 70. letech
minulého stoleti vyvolala velky rozruch prace ruského matematika A. N.SARKOVSKEHO uve-
fejnénd v roce 1964, ktera resi problémy ve vSeobecnosti a pfedevsim obecné osvétluje existenci
cyklu iterovanych funkci.

Cilem této prace je seznamit Ctenafe s problematikou iterace funkce z pohledu diferen¢nich
rovnic a diskrétnich dynamickych systému. Zvlastni pozornost je vénovana existenci limitnich
cykltt a Sarkovského uspofadani na mnoziné p¥irozenych éisel. P¥i Gerpani informaci o téchto
tématech byly vyuzity predevsim [2] a [7].

V prvni kapitole zavadime pojem iterace funkce, a to pomoci jednoduchého ptikladu, kde se
snazime najit pfiblizné feseni jisté rovnice. Druhé kapitola objasnuje vyznam pevnych bodi
a zabyva se jejich klasifikaci. Ve tfeti kapitole nalezne ¢tenar pojednani o cyklech, jejichz vznik
a vyvoj je vysvétlen na piikladé s parametrem. Zde je také uvedena a dokdzana vyznamné
Sarkovského véta, kterd méla vliv na rozvoj dynamickych systémt a teorii chaosu. Pravé
teorie chaosu je pfedmétem kapitoly 4, ale vzhledem k rozsahu této prace jde o pouhé uvedeni
do problému. Predevsim jsou studovany otazky stability chaotickych a nechaotickych funkci.
Konecné, kapitola 5 se dotyka moznych aplikaci iteraci v biologii a epidemiologii.

Pro lepsi predstavu je celd prace doplnéna obrazky. Pouzité znaceni je v souladu s bézné
uzivanym. Prace predpoklada, ze ¢tenar ma stfedoskolské znalosti matematiky.
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Kapitola 1

Iterace funkce

Jako motivaci pro vysetfovani iteraci funkci, pokusme se najit feSeni rovnice
T
cosx =x pro zxé€ |0, 5], (1.1)

kde tihel  méfime v obloukové mife. Zvolme libovolné ¢islo z = o, = € [0, 5], vypocitejme
x1 = cosxg, pak g = cosx; = cos (coszp) atd. Ziskdme posloupnost ¢isel xg,x1, o, ...,
o které numerickym vypocétem zjistime, ze konverguje k ¢islu o = 0,73908... jako na ob-
razku 1.1.

Obréazek 1.1: Graf iterace funkce cosz = x

Popisme si tedy bliZe tuto metodu. Necht f je spojité funkce definovand na uzavieném inter-
valu [a,b] a necht tento interval zobrazuje do sebe. Zvolme libovolnou poéateéni aproximaci
xg € [a,b]. Generujme posloupnost {z,}22, takto:

Tnt1 = f(zn), n=20,1,2,... (1.2)

Funkci f nazveme iteracéni funkci a metodu (1.2) iteracni metodou nebo také metodou prosté
iterace. Slozena funkce f", kde n € N, se nazyva n - td iterace funkce f a lze ji rekurzivné
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definovat takto:

) = fl), ) = f(f"(x), n=1,2,3,...

Tato metoda je v mnohych pripadech jedinym prostfedkem pro nalezeni feseni riznych rovnic,
hodnot nékterych funkci, a podobné.

Vsimnéme si, Ze tvar rovnice x,11 = f(zy), je vlastné diferencni rovnici 1. fadu. Systém téchto
rovnic tvori tak zvany diskrétni dynamicky systém, ktery popisuje zménu stavu v urcitych pra-
videlnych ¢asovych intervalech napi. po rocich, hodinach, sekundach, tedy popisuje dynamické
chovani. Pomoci vhodnych dynamickych systémi miZeme modelovat pribéhy nékterych ma-
tematickych, fyzikalnich a biologickych dé&ji, jako napt. priabéhy nékterych algoritmi, pohyby
planet, poé¢ty jedincti ur¢itych populaci. Casovy pribéh takovych systémi byva rizny. Nékdy
se systém po ur¢itém poétu krokt (tj. po uréitém case) ustali na néjaké hodnoté nebo se
alespon néjaké hodnoty v pravidelném cyklu opakuji, jindy rostou nabyvané hodnoty nade
vSechny meze. V nasledujicim textu se budeme zabyvat vlastnostmi téchto dosazenych stavti.

Také nas zajima, jak se bude systém pro rizné pocatecni podminky vyvijet, proto studujeme
tzv. orbity boddi. Jsou to posloupnosti g, x1 = f(x0), r2 = f2(z0) = f(f(20)), 73 = f3(20) =
F(f(f(z0))) ..., kde zp udava pocatecni stav, x1 stav po prvnim ¢asovém intervalu, zo stav
po druhém casovém intervalu, atd.

D e e
v

Xo X

Obrazek 1.2: Orbita bodu zg

Na obrazku 1.2 je znazornéna orbita bodu xy néjakého diskrétniho dynamického systému.

»Schody“ spojuji body o soutadnicich (z,0), (zo, f(x0)), (f(z0), f(x0)), (f(z0), f(f(x0))) ...
Z obrazku je vidét, jak se body o soutadnicich (f™(x), f"*1(x¢)) blizi k jednomu bodu.
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Kapitola 2

Pevné body

V této casti se budeme zabyvat existenci a klasifikaci bodd, ke kterym se ,;schody“ popsané
v predchazejicim odstavci mohou blizit, utikat do nekone¢na nebo se v pravidelnych cyklech
opakované priblizovat. Mluvime o tak zvanych pevngch bodech.

Definice 1. Rekneme, 7e bod « € [a, b] je pevnym bodem funkce f, jestlize plati f(a) = a.

Samoziejmé, vSechny funkce nemaji pevny bod, dokonce i kdyZ jsou spojité. Prikladem je
funkce f(x) = x+1, kterd nemd zadny pevny bod, protoze neexistuje feSeni rovnice x+1 = .
Pro spojité funkce plati nasledujici véta, kterd (jak je vidét z obrazku 2.1) zarucuje existenci
pevnych bodt.

Véta 2.1. Necht f je spojitd funkce na intervalu I a necht existuji takové body x, y € I, Ze
f(z) >z a f(y) <y. Potom f mad pevny bod lezici mezi x a y.

v

Obréazek 2.1: Pevny bod « lezici mezi body = a y

Dikaz. Polozme g(t) = f(t)—t. Protoze f(x) > z a f(y) < y, tak plati, ze g(z) > 0, g(y) < 0.
Vzhledem k tomu, Ze funkce g je spojita, musi mit podle Bolzanovy véty! mezi z a y nulovy
bod «. Potom ale f(a) = a. O

!Necht f je spojita funkce na intervalu [a,b]. Pak f nabyva vSech hodnot mezi svou nejvétsi a nejmensi
hodnotou.
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Dusledek 2.2. Necht f je spojitd funkce definovand na uzavieném intervalu I. Jestlize f(I) C
1, pak f md v I pevny bod.

Dikaz. Necht I = [a,b] a pfedpokladejme, Ze ani a ani b nejsou pevné body. Potom f(a) > a
a f(b) < b a staci pouzit vétu 2.1. O

Pevné body lze podle chovani funkce f v okoli téchto bodu klasifikovat nasledovné:

Definice 2. Necht f: I — I, kde I je interval v R, a a je pevny bod funkce f. Pak

1. « je stabilni pevny bod, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje & > 0 tak, ze pro kazdé z € |
spliujici |z — a| < § plati |f"(x) — a| < € pro vSechna n € N. Jinak se pevny bod
« nazyva nestabilni.

2. « je pritahujici pevny bod, jestlize existuje n > 0 tak, Ze pro kazdé z € I splnujici
|r — af <n plati lim, o f(x) = .

3. «je asymptoticky stabilni pevny bod, jestlize je jak stabilnim, tak pfitahujicim pevnym
bodem. Jestlize lim,, .o, f™(z) = « pro kazdé x € I, pak « je globdlné asymptoticky
stabilni pevny bod.

Nasledujici véta uvadi jina kritéria, kterymi muzeme rozhodnout o nestabilité a asymptotické
stabilité pevnych bodi.

Véta 2.3. Necht f: I — I je spojitd funkce a necht o je jeji pevny bod.
1. Jestlize pro vSechna x # « z néjakého okoli V bodu a plati

f(z) = f(a)

r—«

<1, (2.1)

pak a je asymptoticky stabilni pevny bod.
2. Jestlize pro vSechna x # « z néjakého okoli V bodu o plati

f(z) = f(a)

>1, 2.2
p— (2.2)

pak a je mestabilni pevny bod.

Dukaz. Dokézeme tvrzeni tykajici se asymptotické stability, v pfipadé nestability je dikaz
analogicky. Necht xzy € V' je libovolné ¢islo, xg # «. Oznaéme x,, = f"(xg) pron =1,2,...
Jestlize v (2.1) poloZime = = x,,, dostaneme

| f(zn) = fla)| < |zn —af
a jestlize f(a) = a a f(z,) = Tpy1, tak
| Tnt1 — o] < |xp —al.

Je vidét, Ze posloupnost a,, = |z, — « je klesajici a zdola omezend (napiiklad nulou), ma tedy
né€jakou limitu a. Staci ukazat, ze a = 0. Dilkaz provedeme sporem. Predpoklddejme tedy,
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ze a > 0. 7Z (2.1) vyplyva, ze f(aw —a) € (o« — a,ac + a) = J. Protoze f je spojita funkce,
pak existuje takové okoli V_ bodu a — a, ze f(V_) C J. Podobné existuje okoli V} bodu
a + a se stejnou vlastnosti, ze f(V}) C J. Protoze lim,, .o | 2, — @| = a, existuje takové n, ze
xn € V_ nebo z, € Vi. Potom ale x,11 = f(x,) € J, tedy | xn+1 — | < @, a to neni mozné.
Dostali jsme spor, a tak jsme dokazali tvrzeni 1. O

Podminka (2.1) znamenad, Ze graf funkce f v okoli bodu « lezi v oblasti, ktera je vysrafovana
na obrazku 2.2, podminka (2.2) znamen4, ze graf lezi v oblasti vysrafované na obrazku 2.3.

7

- P

e / a
Obrazek 2.2: oblast asympto- Obrazek 2.3: oblast nestabil-
ticky stabilniho pevného bodu niho pevného bodu

Jestlize funkce f ma v pevném bodé « derivaci, pak v nékterych pripadech miZzeme rozhodnout
o charakteru pevného bodu podle nasledujici véty:

Véta 2.4. Necht spojitd funkce f: I — I md v pevném bodé o € I derivaci.
1. Jestlize |f'(a)| < 1, pak « je asymptoticky stabilni pevny bod.
2. Jestlize |f'(a)| > 1, pak « je nestabilni pevny bod.

Diikaz. Dokazeme vztah, ktery plati pro asymptotickou stabilitu. Pro nestabilitu je dikaz
analogicky. Necht |f'(a)| < 1. Ze vztahu

) — i 1) (@)

r— Tr —

vyplyva, Ze pro vSechny = # «, které lezi dostateéné blizko k «, musi platit (2.1) a staci pouzit
vétu 2.3. [

vvvvvv

pocatecni iteraci na jedné strané okoli bodu « je proces konvergentni a na druhé divergentni.

V zavéru této Casti jesté uvedme vétu, kterou pouzijeme pozdéji.

Véta 2.5. Necht f: I — I je spojita funkce a necht pro néjaké xo € I posloupnost { f™(xo)}5,
konverguje k néjakému bodu «. Potom « je pevny bod funkce f.
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Diikaz. Necht € > 0. Protoze f je spojita funkce v bodé a, existuje § > 0 takové, ze pro kazdé
y € (a—0d,a+0)je

1f(y) = fle)| <e. (2.3)
Miuzeme predpokladat, ze § < €. Protoze f™(x¢) konverguje k «, pro vSechna dostatecné velka

n bude
| (z0) — a| < d <e, (2.4)

tedy podle (2.3)
[F(f"(x0)) = fla)| = |f"(w0) — fla)] <e. (2.5)

Z (2.4) a (2.5) vyplyva, ze
(@) —al <|f(a) — "™ (o) + |f" T (20) —a| <e+e=2¢

pro v8echna dostatecné velkd n. Ukazali jsme, Ze | f(a) — | je mensi nez libovolné kladné ¢islo,
tedy f(a) —a =0, a je pevny bod funkce f. O
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Kapitola 3

Cykly

V matematickém modelu predstavuje pevny bod ustéleny rezim. Napriklad v modelu vyvoje
populace to znamené, ze jestlize troven populace dosahne hodnoty x,, = «, kde a je pevny
bod, pak se uz dale neméni. To jisté plati v pripadé, kdy posloupnost {z,}>2, konverguje
(podle véty 2.5 k néjakému pevnému bodu). Ustaleny rezim ale mohou pfedstavovat i nékteré
nekonvergentni posloupnosti, napiiklad periodicka posloupnost 1, 2, 3, 1, 2, 3, ... s periodou 3.
V této Casti se budeme vénovat funkcim, které generuji periodické posloupnosti a otazkam
existence a stability periodickych bodf.

Definice 3. Necht zp € D(f). Pak fekneme, ze bod zg je bodem cyklu Fidu n funkce
f (periodickym bodem funkce f s periodou n nebo ze zg generuje cyklus rddu n ¢i n-periodni
limitni cyklus), jestlize f"(xg) = wo a soucasné f*(xg) # zg proi =1,2,...,n — 1.

Ziejmé posloupnost generovana takovymto bodem z je periodickd a ma (zakladni) periodu n.
Orbita periodického bodu z funkee f s periodou n, je tedy posloupnost g, f(z0), . .., f* 1 (xo).
Je zfejmé, Ze body této posloupnosti tvori cyklus radu n.

Priklad 1. Uvazujme funkci f(z) = —z, definovanou na celé mnoziné R. Tato funkce m4 je-
diny pevny bod o = 0 (ktery je vlastné bodem cyklu fadu 1) a v8echny ostatni body jsou cykly
rfadu 2. To znamena, ze kazdy takovy bod zg generuje periodickou posloupnost xy, —xg, xg, —Zo,
... s periodou 2. A

Priklad 2. Definujme funkci f z R do R takto:
f(1)=2, f(2) =3, f(3) =1a f(z) =0 pro ostatni .

Tato funkce mé pravé jeden cyklus fadu 3 tvofeny body 1, 2, 3 a nemé zadny jiny cyklus.
Nase funkce mé ale nevyhodu — je nespojita. A

Kdybychom se snazili najit spojitou funkci v R, ktera by méla prave jeden cyklus fadu 3 a zadné
jiné cykly, tak bychom neuspéli. Jak uvidime v nésledujicim ptiklad€, pro existenci cyklt
spojitych funkei plati jisté zakonitosti. Napiiklad spojita funkce, kterd ma cyklus fadu 3,
musi mit cykly vSech moznych radt, véetné pevnych bodi. Déle budeme zkoumat pouze
spojité funkce. Uvedeme piiklad funkce zavislé na parametru, kde si ukazeme, jak se zménou
parametru vznikaji cykly riznych fada. Diive nez uvedeme tento ptiklad, vyslovime definici
a vétu, které vyuzijeme pri vySetfovani stability vzniklych cykli.
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Definice 4. Necht f: I — I je spojitd funkce a necht body aj, ..., ai tvori jeji cyklus fadu
k. Potom tento cyklus je:

1. asymptoticky stabilni, jestlize alespon jeden z bodu tohoto cyklu je asymptoticky sta-
bilnim bodem funkce f¥;

2. nestabilni, jestlize alespoii jeden z bodt tohoto cyklu je nestabilnim bodem funkce f*.

Véta 3.1. Necht f: I — I je spojitd funkce, kterd md vsude v I derivaci a necht ay,. .., ay je
jeji k-cyklus. Oznacme D = f'(aq1) - f'(c) -+ I/ (). Potom uwvedeny cyklus je asymptoticky
stabilni, jestlize |D| < 1, a nestabilni, jestlize |D| > 1.

Diikaz. Pro derivovani slozené funkce g(h(x)) plati vztah [g(h(x))] = ¢'(h(z)) - B/ (z). Kdyz
toto pravidlo opakované pouzijeme v piipadé slozené funkce f*(z), dostaneme

(@) = (@) - f @) F'(f (@) - f(@).

Kdy?# za = dosadime o a pouzijeme vztahy as = f(a1), az = f(az) = f2(a1),... a vétu 2.4,
dostaneme tvrzeni véty 3.1. O

Priklad 3. VySetfeme stabilitu pevnych bodu funkce f(z) = Az(1 —x) prox € [0,1] a A €
[0,4] v zavislosti na parametru A. Touto funkci mizeme napiiklad modelovat rist populace
na omezeném teritoriu. Za vyse uvedenych predpokladii je funkce f spojita na intervalu [0, 1]
a zobrazuje tento interval do sebe. V pfipadé, kdy A & [0, 4], funkce f nezobrazuje interval
[0,1] do sebe. Timto problémem se ale zabyvat nebudeme.

0'54.

0 05 10

Obrazek 3.1: Graf funkce f(z) = Az(1 — z) pro nékteré hodnoty parametru A

Najdéme nyni pevné body funkce f. Ziskame je feSenim rovnice f(z) = z, tj.
x = Az(1 — z). (3.1)

Vidime, ze pro A € [0, 1] existuje v [0, 1] jediny pevny bod o« = 0, pro A € (1,4] pravé dva
pevné body a =0, =1— %. Rozeberme nyni podrobné jednotlivé ptipady.
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1. Ael0,1]
Vzhledem k tomu, Ze funkce f mé v intervalu [0,1] jediny pevny bod a = 0, jeji graf
musi lezet pod pfimkou y = z. Protoze f'(z) = A — 2Ax a tedy |f'(0)] = |A|] < 1, pak
podle véty 2.4 jde o asymptoticky stabilni pevny bod (i pro A = 1, kde konvergence bude
pomald). Tedy pro kazdé xy € [0, 1] posloupnost { f™(zo)}72; konverguje k 0. Populace
s takovym parametrem A vyhyne.

Vsimnéme si, co se bude dit s dosud jedinym pevnym bodem a = 0, kdyz se A zacne
ménit od 1 do 4. Bod « se ,rozdvoji* — oddéli se od ného bod g =1 — % a zacne se
vzdalovat (pro A =1je f =0 pro A =4 je § = 3/4). Hodnotu A = 1 mtuzeme tedy
povazovat za kritickou hodnotu parametru A pro vznik druhého pevného bodu.

Obrézek 3.2: Graf funkce f2 pro nékteré hodnoty parametru A

2. Ae (1,3

V tomto piipadé f'(0) = A a f'(3) = A — 2. Pouzitim véty 2.4 zjistime, Ze bod «
je nestabilnim pevnym bodem, protoze |f'(«)| > 1 a 8 pro A € (1,3) je asymptoticky
stabilnim pevnym bodem, nebot | f'(8)| < 1. Pro A = 3 je | f'(8)| = 1, tedy vétu 2.4 nelze
pouzit. Ale i v tomto pfipadé je 8 asymptoticky stabilni pevny bod i kdyz konvergence
bude velmi pomald. Lze ukézat, ze pro A € (1, 3] posloupnost generovana libovolnym
bodem zg konverguje k pevnému bodu 3. Vyplyva to z vét 3.2 a 3.4, které jsou uvedeny
pozdéji. Z téchto vét také plyne asymptoticka stabilita 5 pro A = 3. Tedy pro hodnoty
parametru A € (1,3] se stav populace ustdli na hodnoté x, a v dalsich generacich
nenastavaji zadné vyraznéjsi zmény.

3. Ae (3,4
Pro tyto hodnoty A vzdy existuje alesponi jedna dvojice bodt 71,72 € (0,1) tak, Ze
f(@1) = T2 a f(T2) = T1; body T1, T2 tvori cyklus fadu 2 funkce f. Pro kazdy z bodu
71, T2 plati f2(T1) = T1, f2(T2) = To. Tedy T1, T2 jsou pevné body funkce f2 a miizeme
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je najit fesenim rovnice f2(x) = z tj. rovnice
AlAz(1 — z)][1 — Az(1 — z)] = =.
Po tprave
A3zt — 24323 4+ (A3 + A%)a? — A%z + 2 = 0. (3.2)

Kofeny této rovnice jsou oba pevné body (cykly fadu 1) x = 0 az =1 — %. Kdyz
rovnici (3.2) vydélime polynomem x (:r — (1 — %)), dostaneme kvadratickou rovnici

A% — (A2 + Az + (A+1)=0. (3.3)

Resenim této rovnice je

Xr1 =

(14+A)++(A+1)(A-3)
24 ’

(14+A4)—-+A+1)(A-3)
24

Diskriminant je D = (A + 1)(A — 3). Vidime, ze D > 0 (a tedy rovnice ma dva rizné
kofeny) pravé tehdy, kdyz A > 3 (pfipad, kdy A < —1 vylucujeme). Pro A = 3 je
D =0 a jedinym kofenem a to dvojnasobnym je pevny bod = 2/3. Tedy cyklus fadu
2 vznikne tak, Ze se z pevného bodu S = 2/3 s rostoucim A oddéli dva dalsi body
a budou se vzdalovat od [ a od sebe navzijem (viz obrazek 3.3).

X 4
1
08
061
041
021
0 05 1 15 3 25 3 35 A

Obrazek 3.3: Vznik cyklu fadu 2 a 4

VysSetfujme nyni stabilitu tohoto cyklu. Podle véty 3.1 je tento 2-cyklus asymptoticky
stabilni, jestlize

[f'(@1) - f'(@2)| < L.
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Dostévame nerovnosti

—1< A%(1—271)(1 —279) < 1
1+A A2—2A-3 1+A)—VA2—2A-3
—1< A (1 R ) (1 G )<1

A
—1< —A24+24+4< 1.

Po vyteseni poslednich dvou nerovnosti dostaneme, Ze cyklus fadu 2 je asymptoticky
stabilni pro 3 < A < 1+ /6. Pro p¥ipad, kdy A = 1+ /6, je

[f'(@1) - (@) = 1.

Zde nelze aplikovat vétu 3.1, ale uzitim jinych prostfedkii (které zde nebudeme popiso-
vat) dojdeme k zavéru asymptotické stability i pro tuto hodnotu parametru A. Kdyz
A > 1+ /6 je 2-cyklus nestabilni.

Najit 22-cyklus, znamena vytesit rovnici f4(x) = x. To vyzaduje fesit rovnici 12-tého
stupné, coz je prakticky nemozné. Z toho duvodu se vénujme pouze grafickému znazor-
néni vzniku 22-cykli.

X 4

t +
3.4 A 3.829 4

o A

Obrézek 3.4: Bifurka¢ni diagram funkce f(z) = Az(1 — x)

7Z obrazku 3.3 je vidét, ze 22-cyklus vznikne kdyz A > 1++/6 ~ 3,44949. Tento cyklus je
asymptoticky stabilni pro 1++v/6 < A < 3,54409 a ztrati svoji stabilitu pfi A > 3, 54409.
Uvahu opakujme pro A > 3,54409. Cyklus fadu 22 se rozdvoji (bifurkuje) na asympto-
ticky stabilni 23 cyklus. Tento proces zdvojeni bude pokracovat do nekoneéna a vy-
tvori posloupnost {A,}2°, kterd bude asymptoticky konvergovat k A ~ 3,5700...
Hodnota parametru Ao, ~ 3,5700... ma mezi vSemi hodnotami parametria zvlastni
postaveni. Pro populace s parametrem A,, muzeme jesté s jistotou predpovidat jeji
dlouhodoby ¢asovy vyvoj. Protoze jestlize A < A, pak kazda posloupnost generovana
libovolnym prvkem zp € [0,1] je bud periodicka (a jeji periodou musi byt jedno z ¢isel
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1,2,22 23 2% .. .), nebo konverguje k nékteré takové periodické posloupnosti tj. existuje
takova periodickd posloupnost o, y1, %2, - - . s periodou 27, Ze lim; . (y; — f(70)) = 0.
Vyse uvedend periodicka posloupnost je generované prvkem yg a funkei f(z). Rikdme, Ze
posloupnost {z,}22 je asymptoticky periodickd. Teprve pro hodnoty A > 3, 5700 nelze
predpovédét jeji dalsi vyvoj.

Nejlepsi zptusob jak ilustrovat vzniklou situaci je vytvorit tzv. bifurkacni diagram, ktery
vznikl zaznamenanim 5001.-5120. iterace vysetfované funkce f pro rtizné hodnoty para-
metru A € [0, 4] jako na obrazku 3.4.

iod 6
perio period 7

*
period 5 A
period 3

Obrézek 3.5: Liché cykly a jejich 2"nasobky

Nejvétsi ,,okno* v bifurkaénim diagramu vzniklo pro hodnotu A mezi 3,828 a 3,857.
Nazyvéa se ,,okno periody 3“. Asymptoticky stabilni 3-cyklus se poprvé objevi pro A =
1+ /8 ~ 3,828. Tento cyklus se zacne zdvojovat a postupné vzniknou vechny cykly
liché délky a jejich 2"nasobky. Okna téchto cykli se objevuji nalevo od okna periody
3 (viz obrazek 3.5). A

Z uvedeného prikladu je vidét, ze vySetfovat existenci cykli nékterych funkci neni jednoducha
zalezitost. Vlastnosti iterace funkce jsou jiz dlouho pfedmétem zajmu matematiki. V roce
1975 Li a Yorke [5] uvetejnili ¢élanek: ,Perioda tfi implikuje chaos“. Zde dokazali, Ze jestlize
spojité zobrazeni f méa cyklus fadu 3, pak musi mit cykly fadu k pro kazdé k € N. Pozdéji se
zjistilo, Ze tato Li — Yorke véta je pouze specialni pripad vyznamné véty publikované v roce
1964 Ukrajinskym matematikem A.N.Sarkovskym [2, 3, 5, 7]. Sarkovsky zavedl novy zptisob
usporadani < prirozenych Cisel, které zaciné Cislem 3. Dokézal, ze jestli £ < r a f mé cyklus
fadu k, pak musi mit cykly fadu r. Uvedme si nyni pfesné znéni Sarkovského véty a nékterych
jejich specidlnich pripadi:

Véta 3.2 (Sarkovského véta). Necht f: I — I je spojitd funkce. Na mnoZiné piirozenych
¢isel zavedme nové uspordddni definovdno takto:
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3<5<7=<--<2:3<2-5<2-7<---<22.3<22.5<22.7<
< =<2".3<2"M 52" T <o <x8<4=<2<1

(tj. mejprve jsou vSechna lichd ¢isla riznd od 1 v pFirozeném potadi, potom jejich 2ndsobky,
ddle jejich 22ndsobky atd. a uspordddni koncéi mocninami ¢isla 2 v sestupném povadi). Potom
jestlize f md cyklus tddu m a m < n, tak f md cyklus rddu n.

K ditkazu Sarkovského véty je tieba znat nasledujici lemma, které uvedeme bez diikazu. Ditkaz
lemmatu lze najit v [2, strana 85].

Lemma 3.3. Necht f je spojitd funkce z intervalu [a,b] a necht Iy, I1,...,Ix_1 jsou uzaviené
podintervaly z [a,b]. Jestlize Ij11 C f(I;), j = 0,1,...,k —2, Iy C f(Ix—1), pak rovnice
f¥(z) =z md alespori jedno Feseni xo € Iy takové, Ze

fzo) €Iy, j=0,1,....k—1.

Diikaz Sarkovského véty. Predpokladejme, Ze g je periodickym bodem funkce f se zakladni
lichou periodou k. Sefadme body orbity 2y podle velikosti a ozna¢me je jako z1, o, ..., Tk,
kde x; < wit1,1=1,2,...,k — 1. VSimnéme si, zZe f(xj) je mensi nez xj. Necht j je nejvétsi
index, pro ktery plati f(z;) > z;. Necht I} = [z;,2;41]. Protoze f(zj+1) < xj4+1, potom
f(xzj41) < xj. Proto tedy Iy C f(I1) a I1 — I;. Protoze o negeneruje orbitu periody 2, tak
f(I1) musi obsahovat alesponi jeden interval rtizny od [x;, z;11].

Obrazek 3.6: Retézec [} — Ih — ... — I, — I

Necht Us znaéi sjednoceni vech intervald tvaru [x;, 2;11], které jsou pokryty obrazem intervalu
I,. Potom I} C Uz a I; # Us. Navic, jestlize Is = [z;, xi+1] je néjaky interval z Us, pak I} — Is.

Necht Us znadi sjednoceni vsech intervalii tvaru [z;, x;11], které jsou pokryty obrazem néjakého
intervalu z Us. Opakujme tento proces, tj. U,11 znaci sjednoceni vSech intervald, které jsou
pokryty obrazem néjakého intervalu z U,. VSimnéme si, Ze jestlize I.41 je néjaky interval
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z Ur11, pak zde existuje posloupnost intervalt Io, I3, ..., I, kde U; C I; tak, ze Iy — I —
= I — Iy

Protoze orbita {x1,x2,...,2%} je koneénd, potom existuje index s tak, ze Usy1 = Us. Pro
tento index obsahuje U, v8echny intervaly tvaru [z;, zit+1], jinak x¢ by byl periodickym bodem
s mensi periodou nez k. VSimnéme si, Ze existuje nejméné jeden interval [z, zi11] # I1 v Uy,
jehoZ obraz pokryva I;. To plyne z toho, ze k je liché, a tak na jedné strané od I je vice bodi
x; nez na druhé. Z toho divodu po aplikaci zobrazeni f na x; nékteré body ,preskoc¢i“ na
opacnou stranu od intervalu I; a nékteré ziustanou na stejné strané.

Obrézek 3.7: Prvni z moznych uspotfadani I;

Tedy existuje alespon jeden interval, jehoz obraz pokryva I. Z toho plyne, Ze existuje fetézec
I - I — -+ — Iy — I, jako na obrazku 3.6, kde I; je tvaru [z, z;11] pro néjaké j a I # I;.
Navic predpokladejme, Ze s je nejmensi pfirozené ¢islo pro které fetézec existuje, tedy fetézec
je nejkratsi netrivialni cesta z I; do I;.

Jestlize s < k — 1, potom jeden z uzavienych fetézcu Iy — I — --- — Iy — I; nebo
Iy - Is —» --- — Iy — I} — I generuje pevny bod funkce f™, kde m je liché ¢islo mensi
nez s. Tento bod musi mit zédkladni periodu mensi nez s, nebot I; N I3 mé pouze jeden bod
a perioda tohoto bodu je vétsi nez m. Proto tedy s =n — 1.

Vzhledem k tomu, Ze s je nejmensi piirozené ¢islo se kterym pracujeme, nemtize platit I; — I;
pro né&jaké j > [ + 1. Z toho plyne, Ze orbita 2y bude mit v R uspotfddani bud jako na
obrazku 3.7 nebo na obrazku 3.8.

VRN
N

Obréazek 3.8: Druhé z moznych usporadani I;

Miuazeme tedy diagram na obrazku 3.6 rozsifit jak ukazuje obrazek 3.9. Dokézali jsme tak
Sarkovského vétu pro piipad, kdy k je liché. Poznamenejme jesté, Ze periody vétsi nez k jsou
dény cykly tvaru Iy — Is — --- — I,y — I} — --- — I;. Mensi sudé periody jsou dany cykly
tvaru I,_1 — Ip_9 — Ip_1nebo Ij_1 — Ij_y — Ijy_3 — Ij._o — I1._q.
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S
L

Obrazek 3.9: Rozsifeny retézec

Nyni predpokladejme, Ze k je sudé, potom f musi mit bod periody 2. To plyne z tvrzeni
uvedeného vyse. Pokud mtizeme zarucit, ze podobné jako v pfedchozi ¢asti diikkazu, po aplikaci
zobrazeni f nékteré body x; zméni pozici vzhledem k I; a nékteré ztistanou na stejné strané od
I,. Pokud to neplati, pak vSechny x; vyméni pozici vzhledem k I; a odtud [xj41,2;] C flz1, ;]
a [x1,2;) C flzj41, k). Ale pak v [z1,2;] musi byt bod periody 2.

Nyni dokazme vétu pro k = 2™. Necht n = 2! s | < m. Polozme g = f*/2. Podle pfedpokladu
mé g periodicky bod s periodu 2™+, Tedy g ma bod z periody 2. CoZ znamend, 7e z mé
vzhledem k f periodu 2'.

Nakonec predpokladejme, ze k = p - 2™, kde p je liché. Dikaz je obdobny jako v pfedchozim
pripadé, proto ho neuvadime. O

Véta 3.4. Necht f: I — I je spojitd funkce. Potom posloupnost generovand libovolnym prv-
kem x € I a funkci f konverguje k néjakému pevnému bodu prdvé tehdy, kdyz f nemd Zadny
cyklus, kromé cykli radu 1.

Diikaz. Pro jeho slozitost neuvadime. Lze ho najit v [8]. O

Dutisledek 3.5. Necht f: I — I je spojitd funkce, kterd md jen cykly vddu 1,2,2%, ...,2".
Potom kazda posloupnost { f™(x)}°2,, kde x € I, konverguje k nékterému cyklu nebo pevnému

bodu funkce f; je tedy asymptoticky periodickd.
Diikaz. Uveden v [7]. O

S pouzitim vét 3.2 a 3.4 1ze snadno zdivodnit pro¢ jsou funkei f(z) = Az(1 — x) z prikladu 3
pro A < 3 generovany jen konvergentni posloupnosti. Plyne to z toho, ze tato funkce nema
zadny 2-cyklus a tedy podle Sarkovského véty nemé zadny cyklus vétsi jak 1 a stac¢i aplikovat
vétu 3.4.
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Kapitola 4

Stabilita a chaos

Podle dusledku 3.5 z predchazejici kapitoly, spojita funkce, kterd ma pouze cykly radu 1, 2,
22 ...,2" kde n € N, generuje jen asymptoticky periodické posloupnosti. Co se ale stane,
jestlize funkce ma i cykly jinych rada? Tehdy mtze byt chovani posloupnosti komplikované.
V roce 1975 Li a Yorke [5] dokazali tento vysledek:

Véta 4.1. Necht f: I — I je spojitd funkce, kterd md 3-cyklus. Potom existuje mespocetnd
mnozina B C I s témito vlastnostmai:
Pro kazdé x,y € B, x # vy, a pro libovolny bod p ktery generuje néjaky cyklus

Tim sup ["(2) — f"(v)] > 0, (4.1)
Tim inf [/ () — f"(5)] =0, (4.2)
Tim sup |f"(2) — f"(p)] > 0. (4.3)
Diikaz. Viz napt. [5)]. O

Funkci s vlastnostmi uvedenymi v této vété nazyvame chaotickou funkci a mnozinu B chao-
tickou mnozinou funkce f.

Véta 4.2. Jestlize f: I — I je spojitd funkce s cyklem 7adu k # 2°,i = 1,2, ..., pak f i vSechny
jeji iterace jsou chaoticke.

Diikaz. Necht & = p - m, kde p je prvodislo vétsi jak 2 a m € N. Potom funkce f™ mé p-
cyklus. Ze Sarkovského véty plyne, ze f™ ma i 2 - 3-cyklus, tedy f2™ méa 3-cyklus a podle
véty 4.1 je chaoticka. Jestlize je iterace dané funkce chaoticka, tak i pivodni funkce musi byt
chaoticka. Zbyvajici ¢ast tvrzeni, Ze vSechny iterace funkce f jsou chaotické, vyplyva opét ze
Sarkovského véty a z uz dokazané Gasti: Jestlize f mé cyklus fadu k # 2¢,i = 1,2,... a m je
libovolné prirozené Cislo, tak f ma i cyklus fadu k - m, teda f ma cyklus fadu k. O

7 véty 4.2 plyne, ze pfi matematickém modelovani velmi zalezi na tom, zda pouZzijeme funkci
chaotickou nebo nechaotickou, nebot posloupnosti generované takovymi funkcemi maji odlisny
charakter. Vznika tak otdzka: Jestlize misto piivodni funkce f v modelu pouzijeme funkci f,
ktera se od f lisi jen mélo, muze se stat, ze posloupnosti generované funkci f maji podstatné
jiné vlastnosti jako posloupnosti generované ptivodni funkei f? Jestlize se néktera vlastnost
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podstatné neméni, fekneme, ze funkce f je pfi malych zménach vzhledem k této vlastnosti
stabilni, v opatném pripadé je nestabilni. Pro lepsi pochopeni tohoto problému uvedme nésle-
dujici priklad.

Priklad 4. V&imnéme si funkce f, kterd je na obrazku 4.1 a 4.2 vyznadena plnou Carou.
Tato funkce mé dva pevné body a a (3. Pozorujme co se stane s témito body, kdyz funkci
f malo zménime a nahradime ji funkci f vyznacenou prerusovanou ¢arou. Pevny bod « se
muze o trochu posunout vlevo nebo vpravo a dostaneme tak pevny bod a. AvSak pevny bod
B se bud ztrati jako na obrazku 4.1 (staci, aby se hodnota funkce f vSude v né&jakém okoli
bodu [ zmensila) nebo misto jednoho pevného bodu vzniknou dva nové pevné body (i, 2
jako na obrazku 4.2 (sta¢i hodnotu funkce f vSude v néjakém okoli bodu 5 o néco zvétsit).
V tomto pripadé je « stabilni pevny bod funkce f a ( je jeji nestabilni pevny bod. A

QT-—————-—--R
(=3}
Tl mmm e

= t

Obrazek 4.2: Zvétseni funkce f

Piiklad 5. Vratme se k funkci f(z) = Az(1 — x) z pfikladu 3. Jak jsme vidéli, tato funkce
mé 3-cyklus az pro A > 1+ /8, pro mensi hodnoty cyklus ¥adu 3 neexistuje. Jestlize hodnotu
parametru A libovolné malo zmensime, dostaneme novou funkci f blizkou k f, ale bez 3-cyklu.
To znamena, Ze funkce f(x) = Az(1 — 2) ma pro A = 1 + /8 nestabilni 3-cyklus. A

Dostavame se tak k zajimavé otézce, zda pri libovolné malé zméné muze funkce ztratit vSechny
cykly. Na otazku odpovida nasledujici véta:
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Véta 4.3. Necht f: I — I je spojitd funkce z uzavieného ohraniceného intervalu I, kterd md
cyklus 7ddu m. Potom existuje takové cislo § > 0, Ze kaZdd spojitd funkce g: I — I, spliugici
nerovnost |f(xz) — g(x)| < & pro vSechna x € I, ma cyklus tadu k, kde k je libovolné ptirozené
¢islo lezici v Sarkovského uspordddni napravo od m.

Dikaz. Dikaz pro jeho slozitost neuvadime. Je proveden v [2]. O

Z véty plyne, ze malou zménou chaotické funkce vznikne opét chaotickd funkce. Skutecné,
jestlize f ma cyklus fadu 2°p, kde p je néjaké liché ¢islo vétsi jak 1, tak kazda funkce g dost
blizkad k f mé podle véty 4.3 cykly vSech Fadu zacinajici fadem 2°(p + 2) — je podle véty 4.2
chaoticka. Tedy chaotické funkce jsou stabilni. Jak je to ale se stabilitou funkci, které nejsou
chaotické?

Véta 4.4. Ke kazdé spojité funkci f: I — I z uzavieného ohraniceného intervalu I a ke
kazdému € > 0 ezistuje chaotickd funkce g takovd, Ze |f(x) — g(x)| < € pro vSechny x € I.

Diikaz. Dtkaz je uveden v [7]. O

Jinymi slovy, libovolné malou zménou lze z kazdé nechaotické funkce ziskat chaotickou funkci,
ale chaos bude maly. Jestlize ptivodni funkce nemé cykly a mnozina jejich pevnych bodi ne-
obsahuje zadny interval, tak malou zménou mtzou vzniknout jen takové funkce, které generuji
skoro konvergentni posloupnosti.
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Kapitola 5
Pouziti iteraci

Teorii iteraci 1ze aplikovat v mnoha oborech moderni matematiky. V této ¢asti si vSimneme
predevsim aplikaci iteraci v biologii, kde si vysta¢ime se spojitymi funkcemi jedné proménné.

Diskrétni model populace jednoho biologického druhu

Biologové uz mnoho desetileti studuji populace a jejich vyvoj v case. Ukdzeme, ze kolisani
téchto populaci mé prirozené vysvétleni. Pfitom populace znamend systém zivych organizmt
Zijicich v dané oblasti a ¢asem se rozumi rok, den, hodina, atd.

Priiklad 6. Necht v case ty zije v dané oblasti xg jedinct jistého druhu. Pro jednoduchost
polozme ty = 0. V case t = 1 se pocet jedinct rovna ¢islu z;. Je patrné, ze ¢islo x1 dostaneme
z xg tak, ze odecteme pocet zemielych jedincti a pfi¢teme pocet narozenych jedincd v ¢ase od
0 do 1. Cislo 1 se tedy rovna

S
T =T+ MCUO — ml‘ov

kde k, s jsou kladné konstanty znamenajici prirtstek a ubytek jedinct v procentech. Zkracené

lze tuto rovnici zapsat ve tvaru
xr1 = xoqg,

kde ¢islo ¢ > 0 nazveme koeficientem prirustku (jestlize ¢ > 1) nebo koeficientem ubytku
(jestlize ¢ < 1). Jestlize predpokladame, ze ¢islo ¢ neni zavislé na g, dostaneme

T2 = 119 = xoq2
a obecné pro libovolné n € N mame
Tp = Tn_1q = Toq". (5.1)

Posloupnost {z,} je tedy geometrickd posloupnost. Jestlize ¢ > 1, tak pocet jedincl v po-
pulaci neomezené roste, v opa¢ném pripadé, kdy ¢ < 1, populace vymira. Jestlize populace
vymird lim, . £, = 0. Druhd moznost mtze v reidlném prostiedi pravdépodobné nastat,
prvni vsak v redlném prostiedi nikdy nenastane, protoze zdroje riastu jsou pro kazdou popu-
laci ohrani¢ené. Jestlize chceme modelovat i nevymirajici populaci, koeficient prirtistku nesmi
byt konstantni, ale funkci stavu populace tedy ¢(z). Pfedpoklddejme, Ze dané prostfedi mé
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jistou kapacitu x, to znamend, ze vic nez T jedinci daného druhu delsi ¢as nemiize uzivit.
Potom koeficient ptirdstku nebo ubytku muzeme polozit

q=q(r) =1+ AT - ),

kde A > 0 je konstanta. Pak ¢ je pfimo imérné vzdalenosti populace x od kapacity prostredi
7. Podle vztahu (5.1) dostavame

Tpt1 = Tp(l + AT — x4)). (5.2)

Polozime-li 7 = %, ziskdme tak nejjednodussi tvar rovnice (5.2). V nasem modelu to pro
A € (0,1) znamend, ze kapacita T < 0. To ale nevadi; model, ktery takto dostaneme

Tpy1 = Axn (1 — xp) (5.3)

popisuje i pro tyto hodnoty A € (0,1) stav odpovidajicim zptisobem. Potom lim,_,. x, =
0 a tedy populace vymird. Analyzu rovnice (5.3) jsme provedli v kapitole 3 v piikladé 3.
Pfipomenime, ze pro hodnoty A € [0,3] ma funkce f(z) = Az(l — z) vzdy asymptoticky
stabilni pevny bod a to pro A € [0,1] bod & = 0 a pro A € (1,3] bod § = %(: T).
Pfitom pro vyse uvedené hodnoty parametru A nema funkce f(z) = Az(1 — z) cykly vyssich
fadi. Takze podle naseho modelu pro A € [0, 3] je populace stabilni, tedy pocet jedinct se
v pribéhu ¢asu vzdy priblizuje k néjakému rovnovaznému stavu tj. k pevnému bodu funkce

f(z) = Az(1 — x).

Pro A > 3, jak uz bylo popsano v pfikladé 3, ma funkce f(x) = Az(1 — x) cykly vSech radu,
ale i v tomto pripadé muzeme popisovat dynamiku populace. Prikladem je populace hrabose
polniho, ktera se v nasich podminkach vyviji periodicky. Jestlize se populace pfemnozi, coz
nastava vzdy jednou za 3-4 roky, vznikaji mezi jednotlivymi koloniemi hrabosi boje o potravu,
ukryt a prostor. Tak jsou zvifata stale ve stresu a vysilené po vzajemném zapoleni a nedokazi
se branit chorobam. Proto dalsi zimu nardz vyhynou. Zahynuti uniknou jen ti jedinci, ktefi se
vystéhovali (z hlediska hrabost) na nepfihodnéd mista. Tito zachranéni jedinci se po populaéni
pohromé vrati zpét na opusténa pole a cely cyklus se opakuje.

Jesté poznamenejme, Ze v pribéhu tivah jsme se dostali model, ve kterém stav x znamena
relativni ¢etnost populace, protoze x vzdy patii do intervalu [0, 1]. A

Diskrétni epidemicky model

Pro odvozeni jednoduchého modelu sifeni epidemii prfedpokladejme, ze kazdy jedinec ma stejny
pocet kontaktd s ostatnimi jedinci v uréitém casovém obdobi. Kromeé toho predpokladejme,
ze populace je konstantni, tj. neméni se pocet zkoumanych jedincti. Obdobi, ve kterém je
nakazeny jedinec tak zvanym zdrojem ndkazy, je téz konstantni a je vztazeno na jednotku casu
(tyden, 10 dni a pod.). V pfipadé uzdraveni se jedinec stava odolnym viéi nemoci natrvalo
nebo po urcité obdobi. V nésledujicich prikladech se vénujme druhé moznosti.

Priklad 7. Celkovy pocet jedincti populace ozna¢me X a rozdélme na dvé skupiny: Necht
N (t) zna¢i pocet nakazenych jedinct v ¢ase t a V (t) pocet zdravych (vnimavych) jedinci, ktefi
mohou byt infikovani. Dale predpokladejme, Ze jestlize vybereme z celé populace libovolného
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zdravého a libovolného nemocného jedince, tak pravdépodobnost nakazeni zdravého jedince
od nemocného vztazeno na jednotku ¢asu je p a neni zavislad na konkrétnim vybéru jedinci.

Polozme ¢ =1 —p = 7. Protoze 0 < p < 1, musi byt i 0 < ¢ < 1, a proto je a néjaké
nezaporné cislo.

Pravdépodobnost P, Ze jisty vnimavy jedinec za ¢asovou jednotku, tj. v intervalu (¢,¢ + 1),
nebude infikovan, je zavisla na celkovém poctu infikovanych v Case t. Tedy ¢im je celkovy
pocet nakazenych vétsi, tim je pravdépodobnost P mensi. Jestlize N(t) = 1, pak P = g,
pokud N(t) = 2, potom P = ¢%. Obecné pak P = ¢V ®). Pravdépodobnost nakazy jednoho
zdravého jedince za Gasovou jednotku v ¢ase t je potom 1 — P = 1 — ¢N® a pravdépodobny
pocet nové infikovanych bude imérny celkovému poctu zdravych jedinci, tedy bude to ¢islo

V()1 —g") = V()1 —e M),
Vysetfeme, jak vypadaji hodnoty funkci N(t) a V(t) v éase ¢ + 1. Nejprve
N(t+1)=V(#)(1 —e N0, (5.4)

Predpoklddame totiz, ze ti jedinci, ktefi byli v ¢ase ¢t nemocni, budou v case t 4 1 zase zdravi.
Dale patrné pro kazdé t plati
V(t) =X — N(t). (5.5)

Nyni pro jednoduchost zménme dosud zavedené veli¢iny na bezrozmérné hodnoty. Oznacme

n(t) =57, ajg(t):V)(;), aX = a.

Dosazenim do (5.4) a (5.5) dostaneme

21 (t 4 1) = z9(t)(1 — e~ 21 D),
l‘g(t) =1- .’L’l(t).
Po vylouceni x9 z prvniho vztahu dostaneme
z1(t+1) = (1 —z1(t)(1 — e @)
tj.
Zn+1 = (1 — Z?’L)(l — eiazn), (56)

kde z, znaéi relativni pocet nemocnych v ¢ase n. Rovnice (5.6) je hledanym modelem. A

Pokusme se vznikly model analyzovat, tedy prezkoumat, zda vystihuje skutecnost a ma ty
vlastnosti, které ma mit. VétSinou tato analyza byva t€zsi, nez samotny navrh modelu. O vlast-
nostech epidemického modelu (5.6) mluvi nasledujici véta.

Véta 5.1. Necht f(x) = (1 —z)(1 — e ). Potom:
1. Pro vSechny hodnoty parametru a > 0 funkce f zobrazuje interval [0, 1] do [0, 1].

2. Jestlize 0 < a < 1, tak f md jeding pevny bod o = 0 a kaZdd posloupnost generovand
néjakym prokem xg € [0, 1] konverguje k «.
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3. Jestlize a > 1, tak f md dva pevné body, nestabilni bod o = 0 a asymptoticky stabilni
bod B € (0, %) a kazda posloupnost generovand néjakym xg € (0,1) konverguje k 3.

Dikaz. Je uveden v [7]. O

Pomoci této véty mitizeme interpretovat nas model. Jestlize a < 1, takIng = — ¢ > —%. Tedy
pokud bude koeficient ¢ v modelu (5.6) dost velky (to je kdyz pravdépodobnost nakazeni bude
dost mald), nemoc po ¢ase v celé populaci vymizi. Ale pokud g klesne pod jistou hranici, nemoc
nevymizi, ale procento infikovanych se po dostatecné dlouhém case stabilizuje na nenulové
hodnoté 1005%. Tato hodnota je stabilni. To znamena, ze kdyZz se procento infikovanych
disledkem néjakych velmi pfiznivych nebo nepfiznivych okolnosti zméni, po urcitém case se
opét vrati zpét.

Obrazek 5.1: Graf funkce f(z) = (1 — x)(1 — e~ %*) pro nékteré hodnoty parametru a
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