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Uvod

Pojistna = aktuarska matematika

Pojistny matematik = aktuar

NYT Best jobs (2015) ... 1. Actuary

Aktuarské organizace: SOA, AAE, éSpA

CSpA "uznava” studium na MFF UK, na PfF MU a na VSE

Aktudrské zkousky ... Core Syllabus AAE, www.actuary.eu



Historie pojistné matematiky u néas:
1900 Matyas Lerch (zakladatel UMS)
1990 Petr Mandl, obnoveni CSpA

2016 Solvency 2



v 7

Zivotni pojisténi ... deterministické metody, Life tables
NeZivotni pojisténi ... stochastické metody

Teorie rizika, teorie ruinovani, teorie kredibility, pricing (GLM,

decision trees, neural nets)

Hlavni cil : pfedpovidat pomoci pravdépodobnostniho modelu

budouci vydaje pojistovny.



Zéakladni néstroj - teorie pravdépodobnosti

Ptiklady nahodnych veli¢in v pojistné matematice

zda nastala pojistnd udélost z dané smlouvy (0 nebo 1)

¢as kdy nastala pojistna udalost

velikost ztraty z pojistné udalosti

celkovy polet pojistnych naroki z jedné smlouvy (portfolia)

— velikost pojistného pln&ni z jedné smlouvy (portfolia)



Musime tedy umét:

1. Modelovat celkovy pocet naroki

2. Modelovat velikost jednotlivych narokd

3. D4t to dohromady — Kolektivni teorie rizika
(4 zdvislost na &ase ... stochastické procesy)

Literatura: Klugman, Panjer, Willmot: Loss models ( KPW)
DP Mai Truongové (DMT)



Diskrétni rozdéleni

o diskrétni rozdéleni hraji v pojistné matematice dileZitou
roli p¥i modelovani poc¢tu pojistnych udélosti za stanovené
¢asové obdobi

e poclet Skod v praxi nenabyva zapornych hodnot, budeme

tedy uvazovat mnozinu Ny

Definice

Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Pak zobrazen{
N:Q — {ki, ko, ...}, kde {ki, ko, ...} je diskrétni
podmnoZina mnoZiny R, nazyvdme diskrétni nahodnou

veli¢inou.



V pripad& poctu skod je diskrétni mnozina Nj.
Definice

Necht N je diskrétni ndhodnd veli¢ina uddvajici potet $kod.
Pak funkci py(k) = P(N = k), k € Np, nazyvame
pravdépodobnostni funkci diskrétni ndhodné veli¢iny N.



Generujici funkce

UvaZujeme posloupnost realnych &isel
a={a,n=0,12 .}.

Takova posloupnost obsahuje velké mnoZstvi informace, kterou

miZeme vyhodn& “zakdédovat” do jediného objektu (funkce).

S nim budeme moci Iépe pracovat.

Ziskdme moZnost pouZit operace (nap¥. derivaci), které pro

posloupnosti nemaji smysl.



Generujici funkce posloupnosti a je funkce dand souétem

mocninné fady
[ee)
G,i(s) = Za,,s”
n=0
pro s € R, pro kterd ¥ada konverguje.

Posloupnost a dostaneme z generujici funkce G, zpét vztahem

Gi"(0)
n!

dn =

Y

kde G{”(0) je n-t derivace G, v bod& 0.



P¥iklad: Necht a={0,1,0, —1,0,1,0,...}. Pak
Go=s—5+s>—s"+ ...,

coz je geometricka ¥ada s prvnim &lenem s a s kvocientem

g = —s%. Tedy

pro | s |< 1 (obor konvergence).



Déle budeme definovat generujici funkci diskrétni ndhodné

veli¢iny.

Definice: Necht N je diskrétni ndhodnd veli¢ina s hodnotami
na mnoZin& Ny a necht py(k) je jeji pravdépodobnostni
funkce. Potom generujici funkce ndhodné veli¢iny N je

definovdna vztahem

Gu(s) =) _pn(k)-s* =E(s"), seR. (1)



Zakladni vlastnosti generujicich funkci:

— Existuje nezdporné &islo R (polomé&r konvergence) takové, Ze

G(s) konverguje pro | s |< R a diverguje pro | s |> R.

— G(s) mizZeme derivovat nebo integrovat &len po ¢lenu,

libovoln& mnohokrat, pro | s |[< R.

—Jednoznatnost: Je-li G,(s) = Gp(s) pro | s |< R, kde
0 < R <R, pak a, = b, pro viechna n.



Pt¥iklady generujicich funkci ndhodnych veli€in:

1. Konstantni ndhodna veli¢ina. P(N = k) = 1, kde
k € NU{0}. Mame

Gu(s) = 1s* = s*.
2. Bernoulliho ndhodnd veli¢ina. P(N =1) =p a
P(N =0)=1— p. Tedy

Gn(s) =ps' + (1 —p)s® =1— p+ps.



3. Geometrické rozd&leni. P(N = k) = p(1 — p)* pro k € Ny.
Polet nelspéchil pred prvnim Uspéchem

Dostaneme

Gu(s) = S pu(n)s” = S p(1 = p)'s” = S pl(L— p)sl" =

— p _ p
1—-(1—p)s 1—s+sp




Charakteristiky nahodnych veli¢in a generujici funkce

Z3akladni charakteristiky n.v., E(X) a Var(X), Ize snadno

spotitat pomoci Gx(s).

Véta: Necht X je ndhodnd velitina s generujici funkci Gx(s).
Pak plati:

E(X) = GL(1).
Obecné,
E(X(X —1)...(X —k+1)) = G¥(1)

(tzv. k-ty faktorialni moment).



Diikaz: Prvni tvrzeni je specidlni p¥ipad druhého. Mame

G (s) = s i — 1)..(i — k+ L)px (i) =

= E(s" " X(X —1)..(X — k +1)).

Pro s = 1 dostaneme
GY(1) = E(X(X —1)..(X — k +1)).
Pro rozptyl dostaneme specidlné vztah
Var(X) = E(X?) — E(X)? = E(X(X — 1) + X) — E(X)* =

= E(X(X — 1))+ E(X) = E(X)* = G¥(1) + Gx(1) ~ [Gx(1)]".



Soucty nahodnych velicin

Véta Nechf X a Y jsou nezdvislé ndhodné velitiny. Pak

Gx1v(s) = Gx(s)Gy(s).
Diikaz:
E(s*"Y) = E(s*s") = E(s*)E(s")

prvni rovnost plyne z vlastnosti exponencialy, druhd z

nezavislosti X a Y.



Obecné, pro soulet vice nezavislych nahodnych veliéin

dostaneme:

Je-li § = X; + X5 + ... + X, kde X; jsou nezavislé, pak z
predchozi véty plyne

Gs = Gx, Gx,...Gx,



Q>



Definice
Moment generujici funkce diskrétni nahodné veli¢iny N

je definovdna vztahem

Mn(t) = Zp,\,(k) cet* = E(e™), t>0.

Vyhoda: Ize pouZit i pro spojité ndhodné veli¢iny

Lemma
Pro kazdé m € N plati

E(N™) = M{™(0).

(2)



Typy diskrétnich rozdéleni

1. Poissonovo rozdéleni

popisuje vyskyt Fidkych jevii za uréitou jednotku &asu, napt.
pocet pojistnych ndrokii béhem jednoho pojistného obdobi
Definice

Diskrétni ndhodna veli¢ina N ma Poissonovo rozdéleni

s parametrem A\ > 0, piseme N ~ Po()\), jestlize je
pravdépodobnostni funkce tvaru

e A k=012 ...
k) = k1 [t et ) 4
pN( ) {0, jinak. ()



Generujici funkce:

Gn(s) = M=)

Stfedni hodnota a rozptyl:

E(N) =)
Var(N) = A
Véta
Necht Ny, N»., ..., N, jsou nezdvislé ndhodné velitiny z

Poissonova rozdéleni s parametry A1, \o, ..

s parametrem A = Ay + X + -+ - + A,

., An. Pak
N=N;+ Ny+---+ N, ma také Poissonovo rozdéleni



2. Geometrické rozdéleni

Definice

Diskrétni nahodna veli¢ina N se ¥idi geometrickym rozdé&lenim
s parametrem p € (0,1), zapisujeme N ~ Ge(p), jestlize Ize
jeji pravdépodobnostni funkci psat ve tvaru

p-(1—-p)k k=01,...,
k)= 8
pu(k) {O, jinak, ®)
resp. ve tvaru
B* —
pu(k) = { T <=L (9)
0, jinak

prop:ﬁ,tj.ﬁ:kTp>0.



Generujici funkce:

p 1
R N (S R B H e

Stfedni hodnota a rozptyl:

o

(10)

(11)

(12)



. Negativné binomické rozdéleni

— Pocet nelispéchli pfed m-tym tdspéchem.
— Zobecnéni geometrického rozdéleni.

Definice

Diskrétni nahodna veli¢ina N ma negativné binomické
rozdéleni s parametry m > 0 a p € (0,1), piseme

N ~ NeBi(m, p), je-li pravdépodobnostni funkce tvaru

k+m—1\ m k
p"(1—-p), k=0,1,...,
, jinak,

(13)



Generujici funkce:

1
(

=

- () - (76

Stfedni hodnota a rozptyl:




4. Alternativni a binomické rozdéleni

Definice

Diskrétni nahodna veli¢ina N ma alternativni rozdéleni
s parametrem p € (0,1), piseme N ~ Alt(p), je-li jeji
pravdépodobnostni funkce

P, k=1,
pu(k) =q1—-p, k=0, (18)
0, jinak.



Definice
Diskrétni nahodnd veli¢ina N se ¥idi binomickym rozdélenim
s parametry n € N a p € (0,1), zapisujeme N ~ Bi(n, p),

pokud je pravdépodobnostni funkce tvaru

Mp*(1—p)" %, k=0,1,....n,
(k) = {<k>p (=P (19)
0, jinak.

Generujici funkce:
Gu(s) = (1+p-(s—1)" (20)
Stfedni hodnota a rozptyl:

E(N) =np (21)
Var(N) = np- (1 - p) (22)



Modely poctu pojistnych udalosti

rozhodujeme-li se pfi modelovani poctu pojistnych uddlosti,
jaké pravdépodobnostni rozdéleni pouzit, pak je nam
napomocen vztah mezi &iselnymi charakteristikami nahodné

veli¢éiny N

e Poissonovo rozdéleni: E(N) = Var(N) ...equidispersion
o Negativn& binomické rozdéleni: E(N) < Var(N)
...overdispersion
e Binomické rozdéleni: E(N) > Var(N)
... underdispersion



T¥ida rozdéleni (a, b, 0)

Definice

Necht py(k) = P(N = k) je pravd&podobnostni funkce
diskrétni nahodné veli¢iny N. Rekneme, Ze je ¢lenem t¥idy
rozdéleni (a, b,0), jestlize existuji redlné konstanty a a b

takové, Ze plati

pn (k) b
_PME) a4 2 prok=1,2,3,... 23
e pravdépodobnost py(0) dopotitéme z > py(k) =1
k=0

e do tfidy obecnych rozdéleni (a, b,0) patfi pravé
Poissonovo rozdéleni, negativné binomické a binomické

rozdéleni
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