Trida rozdéleni (a, b, 0)

Definice

Necht pn(k) = P(N = k) je pravdépodobnostni funkce diskrétni
nahodné veliciny N. Rekneme, Ze je ¢lenem tiidy rozdéleni (a, b, 0),
jestlize existuji realné konstanty a a b takové, Ze plati

pn(k) b
PV 1P o k=123, 1
pn(k —1) kP M

e pravdépodobnost py(0) dopocitame z > py(k) =1
k=0



do tfidy rozdéleni (a, b, 0) patfi pravé Poissonovo rozdélenti,
negativné binomické a binomické rozdéleni

Pro Poissonovo rozdéleni je a=0a b= A.
Pro binomické je a = —ﬁ <0ab=(n+ 1)1%,3,

ProNeBijea=1—p>0ab=(m—-1)(1-p).



e pro konkrétni datovy soubor s velkym mnozstvim pozorovani
|ze urcit vhodny model pomoci formule (1)

e formuli pfepiseme do tvaru

pn(k)

P kb, k=1,2.3,... 2
pn(k —1) 2)

pn (k)
pn(k—1)
Nk a ng_1 hodnot ka k—1

e podil odhadneme na zakladé pozorovanych Eetnosti

k. (3)




Nk
Ng—1

e graf prochazejici body [k, k- } by mél priblizné vykazovat

linearni pribéh

e podle smérnice a dané pfimky zvolime vhodny model

nulova smérnice — Poissonovo rozdéleni
zaporna smérnice — binomické rozdéleni

kladna smérnice — negativné binomické rozdéleni



Ttida rozdéleni (a, b, 1)

e rozdéleni tfidy (a, b,0) Casto nepopisuji adekvatné data,
s nimiz se v praxi setkavame

Hlavni pFicina:
e rozdéleni tfidy (a, b, 0) nejsou s to vystihnout tvar dat
v jistych ¢astech rozdéleni, zejména hodnotu v nule.

e budeme se vénovat rozlozeni pravdépodobnosti v nule
(pravdépodobnost, ze nenastane zadna pojistna udalost
béhem stanoveného Easového obdobi) — napf. u pojisténi
odpovédnosti, majetku aj. je pravdépodobnost v nule nejvétsi

e Upravou pravdépodobnosti v nule Ize tfidu rozdéleni (a, b, 0)
rozsifit na tfidu (a, b, 1)



Definice

Necht pn(k) je pravdépodobnostni funkce diskrétni nahodné
veliciny N. Rekneme, Ze je Elenem tfidy rozdéleni (a, b, 1) za
predpokladu, ze existuji konstanty a, b € R takové, ze

pn (k) b
PV b2 o k=23, 4
pn(k —1) kP )

o
e > pn(k) miize nabyvat libovolnych hodnot na (0, 1), zbyvajici
k=1

pravdépodobnost je v k = 0, jelikoz py(0) + > pn(k) =1
k=1



U tridy (a, b, 1) rozlisujeme dvé podtfidy
pn(0) =0 ... rozdéleni useknuté v nule s pj (k)

pn(0) > 0 ... rozdéleni modifikované v nule s p/(k)



1. Rozdeleni modifikovana v nule

Ize na né pohlizet jako na smés rozdéleni tfidy (a, b, 0)
a degenerovaného rozdéleni se viemi pravdépodobnostmi
soustfedénymi v nule

e Gy(s) = i pn(k) - s¥ je generujici funkce rozdéleni t¥idy
(a o)y
Gl (s) = E pNM (k) - s* je generujici funkce pFislusného v nule
modlflkovaneho rozdéleni tfidy (a, b, 1)

e plati, ze pN (k) = c-pn(k) pro k =1,2,...;c € R a pM(0) je
libovolné zvolené z intervalu (0, 1). Musime vypocitat hodnotu
c.



potom ~
GN'(s) = PH(0) + ) PN (K) - s* =
k=1

o) +e el = O

= py (0) + ¢ - (Gn(s) — pn(0))

z platnosti G/'(1) = Gn(1) = 1 plyne 1 = p)/(0)+c- (1 -
pn(0))

_ 1-py(0)
odtud ¢ = Tll\\ll(o)
tudiz
1—pp(0
o) = 22D ) pok=12,...  (6)



e dostaneme generujici funkci modifikovaného rozdéleni
Gy (s) = PN (0) + ¢ - (Gn(s) — pn(0)) =
— P (0)

= pH(0) + T (Gule) — pu(0) =
CPHO) a0, 1O
=0 T T @) -

_pN(0) —1+1—pn(0) 1-—py(0)

G T (o) M) =
(1AM L 1-aHO)
_(11—M@J+1—m@ o)



2. Rozdéleni useknuta v nule

Ize chapat jako specialni typ v nule modifikovaného rozdéleni
s hodnotou p}/(0) = 0

e G, (s) je generujici funkce v nule useknutého rozdéleni
e potom z (6), (7) a py/(0) = 0 ziskame

_ pn(k) _
pﬁ(k)f#N(O) pro k=1,2,..., (8)
Gn(s) — pn(0)

G (5) = 1 — pn(0)

(9)



a) rozsirené useknuté negativné binomické (ETNB)
rozdéleni

mnozina moznych hodnot parametru m je rozsifena z m > 0
na m> —1, pricemz m # 0

Pravdépodobnostni funkce:

(k+':71)~(1—p)k

T w7 k:1,2,...; S 0,1,
pm:{ = pe(0.1) (19

0, jinak,
resp.
k

() 1o

1+8)"—1 I
;

k) =< _ (k+tm=1)-..(m+1)-m B \k _1-
Pulk) =4 = aen o (4E) - B=5R>0,

o

, jinak.

(11)



b) logaritmické rozdeleni

e je limitnim pfipadem ETNB rozdéleni pro m — 0
e neexistuje k nému odpovidajici rozdéleni ve tridé (a, b, 0)

Pravdépodobnostni funkce:

_A=p) 10 pe(0.1
pmk):{ o

0, jinak,

resp.

B k=12,...:8="2>0
P/-\I/—(k) — {k(l-}-ﬁ)k In(1+8)° ) ) &y 1/3 p 3 (13)
0, jinak.

Opét lze dokazat ze dalsi takova rozdéleni neexistuji.



Dalsi tridy Citacich rozdéleni vytvofime pomoci dvou operaci
— Skladani
— Miseni (smési)

K tomu budeme potfebovat nékteré nastroje z teorie
pravdépodobnosti.



Diskrétni ndhodné promenné

Necht X je diskrétni ndhodna proménna (nahodna velicina),
tedy funkce
X Q= {x,%,...} CR,

kde {x1, x2, ...} je diskrétni podmnozina R.

Pravdépodobnostni funkci nahodné veli¢iny X oznaéime jako



Definice 2.1. Distribu¢ni funkce nahodné veliciny X je
F(x) = P(X < x).

Pripomenme si jesté definici nezavislosti dvou jevi.

Definice 2.2. Jevy A, B C Q jsou nezavislé, jestlize

P(AN B)

PIA) = gy

tedy

P(AN B) = P(A)P(B).
Jinak receno nastal-li jev B, nezméni to pravdépodobnost jevu
A.



Definice 2.3. Diskrétni nahodné veliciny X a Y jsou
nezavislé, jestlize jevy {X = x} a {Y = y} jsou nezavislé pro
vsechna x a y.

Jinymi slovy, znalost hodnoty X nedava zadnou informaci o
hodnoté Y.



Zavislost a nezavislost ndahodnych velicin

Lemma 2.4. Necht X a Y jsou nezavislé nahodné veliciny.
Potom
E(XY) = E(X)E(Y).

Opak obecné neplati.

Definice 2.5. Rikame, Ze nahodné veliciny X a Y jsou
nekorelované, jestlize plati:

E(XY) = E(X)E(Y).



Veta 2.6. Necht' X a Y jsou nahodné veliciny. Pak

— Var(aX) = a®Var(X) pro a € R.

— Jsou-li X a Y nekorelované (specialné nezavislé) nahodné
veliciny, pak

Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y).

Definice 2.7. Kovariance nahodnych velicin X a Y je
definovana jako

cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))].



Korelacni koeficient X a Y je

cov(X,Y)
\/Var ) Var( )

p(X,Y) =

Plati:
p(X.Y) =0 E(XY) = E(X)E(Y) < cov(X,Y) =0

cov(X,Y)=E(XY)— E(X)E(Y).
Dale je
[p(X, Y)[ < 1.



Jak ovérit nezavislost dvou danych nahodnych velicin?

Definice k tomu vétsinou vhodna neni.

Definice 2.8. Necht X a Y jsou diskrétni nahodné veliciny
(na stejném pravdépodobnostnim prostoru). Sdruzena
distribuéni funkce X a Y je definovana vztahem

Fxy(x,y) =P(X <x A Y <y).



Definice 2.9. Sdruzena pravdépodobnostni funkce:
fx.y : R? — [0,1] je definovana vztahem

y(xy) =PX=xNY=y)

Analogicky se definuje sdruzena pravdépodobnostni funkce pro
vice nadhodnych veli¢in. Nasledujici lemma dava dobre
ovéritelné kriterium nezavislosti.

Lemma 2.10. Diskrétni ndhodné veliciny X a Y jsou
nezavislé pravé tehdy, kdyz

fx.v(x,y) = fx(x)fv(y)

pro vsechna x,y € R.



Ze znalosti sdruzené pravdépodobnostni funkce fx y miizeme
vypocitat marginalni pravdépodobnostni funkce fx a fy. Mame

fx(x) = P(X =x) = P(JUX =x}n{Y =y}))

y

= ZP(X =xANY=y)= ZfX,Y(XaY)'

y



Priklad 2.11. Necht X : Q — {1,2,3}a Y : Q — {—1,0,2}
jsou nahodné veliciny a sdruzena pravdépodobnostni funkce je
dana tabulkou:

| | y=-1]y=0]y=2]f]
X — I 3 Z [ &
- 18 18 18 18
fLoE ) % B
7 3 7 T 18
Y 18 18 18 18

Jsou X a 'Y nezavislé?



Zrejmé ne, v tom pripadé by radky tabulky musely byt
nasobkem jeden druhého.

Vypocteme kovarianci téchto dvou nadhodnych veli¢in. Mame
XY : Q- {-1,0,-2,-3,2,4,6}.

Dale

6 10 21 37 13
= Y

E(X) = 0. 2 31 _ 13
X =ttt V=1

1 .2 .2 3 3 29
E(XY)=-1—+2= -2 44> 16> ==
(XY) 8 ‘18 ‘18 ‘18 "8 1



Celkem tedy

29 481 522 — 481 41
X.Y) = E(XY)—E(X)E(Y) = =22 _ = 1"
cov(X,Y) (XY)—E(X)E(Y) 18 324 324 324




Podminena pravdepodobnost a podminené ocekavani
Pfipoménme definici podminéné pravdépodobnosti pro jevy,

P(AN B)

P(A| B) = =55

V modelech pojistné a finanéni matematiky je obvykle
pravdépodobnost podminéna informaci, kterou mame v danou
chvili. Formalné to zachycuje nasledujici definice.



Definice 2.12. Podminéna pravdépodobnostni funkce
nahodné veliciny Y za podminky X = x, kterou budeme
oznacovat fy|x(. | x), je definovana jako

frix(y [ x) = P(Y =y [ X = x),

pro kazdé x takové, ze P(X = x) > 0.



Z definice mame

P(Y=y A X =X) _ fx,v(x, y)
P(X = x) fx(x)

P(Y=y|X=x)=

tedy

frix(y | x) = —fx7g<(();’)y)7

coz je analogicky vztah jako plati pro podminéné
pravdépodobnosti jevii.



V predchozim prikladu mame pro x =1

132\ fy
frix(y | 1) ~ (aa;g) =5



Vime-li, ze X = x, pak Y ma novou pravdépodobnostni funkci
fvix(y | x) jakozto funkci y (x je pevné).

Ocekavani vici této funkci je podminéné ocekavani Y za
podminky X = x, které oznacime W(x) = E(Y | X = x).



Definice 2.13. Funkce (tj. nahodna velicina)
V(x)=E(Y | X =x)

se nazyva podminené ocekavani Y pti znalosti X.

V minulém prikladu je:

1 3 2 1

(1) = (-1)+ 20+ 22 =2,
—2 6 4
V@) =5 +5-5



Veéta 2.14. (O celkovém ocekavani). Pro podminéné
ocCekavani V(x) = E(Y | X = x) plati

E(W(x)) = E(Y),

tedy
E(Y)=E(E(Y|X)).



e Opravdu, stfedni hodnotu nahodné veli¢iny E(Y|X) lze
vypocitat

E[E(YIX)] = S E(YIX = x) - fx(x) =
= X;Zy- Frix(ylx) - Fe(x) =
- ZyyZ Frix(v1x) - fx(x) =
B iy-:w) — E(Y)

(14)
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