Spojité nahodné velic¢iny a podminéna hustota

» Necht X a Y jsou dveé spojité nahodné veliCiny se
sdruzenou hustotou fx y(x, y) a marginalnimi
hustotami fx(x) a fy(y).

> X a Y jsou nezavislé, pravé kdyz plati

fx.v(x,y) = fx(x)fy(y)

» Podminéna hustota pro X sdanym Y =y je

fX,Y(va)

fX\Y(X|y) = fY(_y)



» Pro nezavislé X, Y tedy plati

fx v (X]y) = fx(x).

» Tedy znalost hodnoty Y nedava zadnou informaci o X,
hustota X zUstava stejna.



» Sdruzenou hustotu je mozné vyjadfit jako soucin
podminéné a marginalni hustoty

fx,y(x,¥) = fxy(x|¥)fy(y).

» Marginalni hustotu ziskame integraci sdruzené hustoty

() = [ frixy)dy.
» Je mozné fx(x) vyjadrit jako

fie(x) = / v (X1y)fy () dy.



» Veli¢iny X a Y mohou byt zaménény

fxy(XIY)f () = fyix (Y [X)x (X)),

protoze obé strany rovnice jsou rovny sdruzené hustoté X
avy.

» Z této rovnice je mozné odvodit Bayesovu vétu pro spoijité
n.v.

fyix (y1Xx)fx (x)
fr(y) '

» Obvykle: x ... parametr, y ... data

fxiy(xly) =



Podminéna stfredni hodnota

» Uvazujme podminénou hustotu X za podminky Y =y,
tedy fxy(x|y)-

» Podminénou stredni hodnotu pak mizeme vyjadrit v
nasledujicim tvaru

E(X)Y = y) = [ xtiy(xly) ix, 1)
> jako v diskrétnim pfipadé, jen nahradime sumu integralem
» Rovnice (1) je funkci y.

» Podminénou stfedni hodnotu mizeme tedy chapat jako
nahodnou veli€inu, jako funkci Y.



Podminéna stfedni hodnota
» Pro stfedni hodnotu nahodné velic¢iny E(X|Y) plati
E[E(X]Y)] = E(X).
» Zakon celkového oCekavani dokazeme takto
EEXY] = [ BXIY =)y
= //Xfxw(xl}’) dxfy(y)dy
=[x [ vty dyax

= /xfx(x)dx
= E(X).

“Stejny” dikaz jako v diskrétnim pfipadé.



Podminéna stfredni hodnota

V rovnici E(X|Y = y) = [ xfx;y(x|y) dx je mozné nahradit X
libovolnou funkci A(X, Y)

E[A(X, V)Y =] = [ ey (xly) ax
E[h(X, Y)|Y] je nahodnou veli€inou, ktera je funkci Y. Plati pak

E{E[h(X, Y)|Y]}

/ E[A(X. Y)Y = ylfv(y) dy
- / / h(x. y) iy (xly) dxfy(y) dy
- / / h(x, y){fx v (X1Y) Fy ()] dx dy

= //hxyfxyxy)dxdy
= E[h(x,y)].



Podminény rozptyl

Plati dulezity vztah pro vypocet celkového rozptylu.

Zakon o celkovém rozptylu:

Var(X) = E[Var(X|Y)] + Var[E(X]|Y)]

— EVVE’s law.



Dukaz:

Vime ze
Var(X|Y) = E(X2|Y) — (E(X|Y))?
Tedy podle zakona o celkovém ocekavani mame
Var(X) = E(X?) — (E(X))? =
E{[E(X?|Y)]} — [E(E(X|Y)]?
—E(E(X|Y)?) + E(E(X|Y)?) =
E[ Var(X|Y)] + Var[E(X]Y)].

Tim je tvrzeni dokazéano.



Priklad

UvaZujme Zivotni pojisténi pro pfipad smrti uzaviené na 1 rok.
Pojistovna vyplati ¢astku b v pfipadé, Zze nastane pojistna
udalost (pojistény zemfe) a nevyplati nic, zistane-li pojistény
v daném roce nazivu. Pravdépodobnost pojistné udalosti je q.
UrCete pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci nahodného

pojistného naroku X a dale pak také E(X) a Var(X).



Indikator

Nahodnou veli¢inu X mizeme také zapsat ve tvaru
X = Ib, (4)

kde
» b je konstantni pojistna ¢astka vyplacena v pfipadé smrti,
» /je ndhodna veli¢ina nabyvajici hodnoty 1 v pfipadé, ze
dojde k pojistné udalosti a hodnoty 0 v pfipadé opacném.
Tedy plati

Pak



Indikator

» Nahodn4 velic¢ina / € {0, 1} se oznaCuje jako indikator,
nékdy také jako Bernoulliho nahodné veli¢ina nebo
binomicka nadhodna veli¢ina.

» [/ nabyva hodnoty 1 v pfipadé vyskytu pojistné udalosti a
hodnoty 0 v pfipadé, ze pojistna udalost nenastane.



Zobecnéni modelu

Model (4) muzeme rozsifit na

X = IB, (5)

kde
» X je nahodny Skodni narok za dané obdobi,

> B je celkova vySe naroku, ktery vznikl v daném obdobi,
» /je indikator.
Stéle budeme uvazovat



Zobecnéni modelu
Pak podle vzorce (2) mizeme psat

E(X) = E[E(X|/)]

a podle vzorce (3)

Var(X) = Var[E(X|/)] + E[ Var(X|/)].
OznaCme

p=E(B|ll=1) o2 = Var(B|l =1).
Pak plati

E(X|/=0)=0 a E(X|/=1)=E(B|I=1)=p.

Odtud dostavame E(X|/) jako funkci /, tedy

E(X|1) = pl.



Dostavame
E[E(X|)] = wE(]) = ug.
Odtud tedy

E(X) = nq.
Podobné muzeme psat pro rozptyl

Var[E(X|1)] = 2 Var(l) = 12q(1 — ).



Zobecnéni modelu

Protoze X =0 pro / = 0, tak
Var(X|/ = 0) = 0.
Pro / =1 mame X = B a tedy
Var(X|l = 1) = Var(B|l = 1) = ¢2.

Odtud pak dostavame

Var(X|l) = o2I.



Dale plati
E[ Var(X|1)] = 02 E(/) = 62q.

Tedy pokud dosadime do vzorce
Var(X) = Var[E(X|/)] + E[ Var(X|/)],

dostavame

Var(X) = 4?q(1 — q) + o%q.



Priklad:

Uvazujme rocni zivotni pojistku pro pfipad smrti.

Zemre-li pojistény v disledku Urazu, ma byt pozistalym
vyplaceno 50 000K¢.

Zemre-li pojistény z jiného divodu, bude pozlstalym vyplaceno
25 000KE.

Predpokladejme, Ze u pojisténého je pravdépodobnost tmrti v
dusledku urazu 0,0005 a pravdépodobnost umrti z jiné priCiny
je 0,002.

UrcGete
P(/=1), P(/=0), P(B=25000|/=1), P(B=250000|/=1).



Individualni model rizika

S ... nahodna velicina predstavujici uhrn skod za obdobi
pevné zvolené délky T

n ... poCet smluv v pojistném kmeni. Pak individualni model:

» pracuje s riziky prislusejicimi jednotlivym pojistnym
smlouvam v pojistném kmeni.

» zabyva se vlastnostmi individualnich skodnich naroku
Xi,i =1, ..., n pfipadajicich na jednotlivé pojistné smlouvy.

» uplatiiuje se v dulezité oblasti urCovani pojistného podle
individualniho $kodniho prubéhu.



Pro vysetieni Ghrnu

n

S=> X

i=1

predpokladame, ze ndhodné veli€iny X; jsou nezavislé.



» Kolektivni model rizika vychazi z predpokladu, ze
v dostate¢né homogennim pojistném kmeni Ize povazovat
vySe Skodnich naroku z jednotlivych pojistnych udalosti za
stejné rozdélené nahodné veliCiny.

» Uhrn 8kod je pak vyjadren souétem

kde nahodna veli¢ina N predstavuje pocet v§ech
pojistnych udalosti v uvazovaném obdobi a

X, i=1,2, ..,

je posloupnost Skodnich narokl bez ohledu na to, které
pojistné smlouveé prisluseji.



Budeme-li predpokladat ze X;,i = 1,2, ..., je posloupnost

> stejné rozdélenych

> avzajemneé nezavislych ndhodnych veliCin

» a ze nahodna veliCina N nezavisi na dané posloupnosti,
ma uhrn Skod S slozené rozdéleni.
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