Spojita nezaporna rozdéleni

— Pro modelovani velikosti jednotlivych pojistnych naroku

pouzivame vétSinou spojita rozdéleni.

— Normalni rozdéleni neni nezaporné, tedy se pro modelovani

nehodi

— Nékdy se ale pouziva pro aproximaci v centralni oblasti, t.].

okolo E(X), na zékladé centralni limitni véty

— Chvosty (konce) rozdéleni se ale musi modelovat zvlast'!



Exponencialni rozdéleni a jeho vlastnosti

Spojita nahodna veli¢ina ma exponencialni rozdéleni, jestlize

jeho hustota je dana vztahem
f(x) = xe ™ (1)

pro x > 0 a je rovha nule jinak.

Distribu¢ni funkce exponencialniho rozdéleni je tedy
Fix)=1—e 2)

pro x > 0, a rovna nule jinak.



Moment generujici funkce exponencialniho rozdéleni je dana

vztahem
tX > tx —AX A
E[e]:/ e*e Vdx= —- = —— (3)
0

kde 0 = % Momenty ndhodné veliCiny X mizeme ziskat

derivovanim moment generuijici funkce.

Tim dostaneme

angze (4)

Var[X] = ;2 = 2 (5)



Jednou z hlavnich vlastnosti exponencialniho rozdéleni je ze

nema pameét. Plati totiz

P{X >s+t|X >t} = P{X > s}. (6)

Je-li napfiklad X Zivotnost daného stroje, pak pravdépodobnost
Ze stroj bude fungovat alespon s + t hodin, za podminky ze jiz
funguije t hodin, je stejna jako pocateCni pravdépodobnost Ze
bude fungovat alespon s hodin. Stroj si “nepamatuje” svoji

minulost.

— Opacna situace: efekt opotfebeni nebo zahoreni.



Vlastnost absence paméti

Exponencialni rozdéleni je jediné rozdéleni které nema pamét.
Dokazeme to nasledovné. Necht

F=P{X>x} (7)
je funkce preziti. Pak z pfedchoziho vztahu plati

F(s+1t) = F(s)F(t) (8)



Jinak feceno, F splnuje funkcionalni rovnici
h(s+t) = h(s)h(t). 9)

Dokazeme ted Ze jedina zprava polospoijita feSeni této rovnice
maji tvar exponencialy.

Ze vztahu

mame



Opakovanim stejného argumentu dostaneme

n(Ty =l
Dale plati

1 11

h(1) = h(— +--+ —) = H().

Tedy

h(%) — h(1)%.
a tedy

h(x) = h(1)¥,

protoze h je pospoijita zprava.

(13)

(14)

(15)



Plati

h(1) = H(5) 2 0, (16)
a tedy
h(x) = e, (17)
kde A = —In h(1).
Musi tedy platit
F=¢V, (18)

protoze distribu¢ni funkce je zprava polospojita, coz je funkce

preziti exponencialniho rozdéleni.



Mira rizika
— V zivotnim pojiSténi se pouziva termin intenzita umrtnosti

Uvazujme spojitou nahodnou veli¢inu X a distribuéni funkci F a
hustotou f.
Definice: Funkce miry rizika je definovana jako

A(t) = ;((tt)) (19)

Predstavme si, Ze skoumame zivotnost néjakého stroje

(soucastky), a predpokladejme, Ze stroj jiz funguje t hodin.



Chceme spocitat pravdépodobnost, Ze nevydrzi dal§i Casovy

usek dt, tedy

P{X € (t, t+ dt)| X > t}, (20)
kde n.v. X modeluje Cas poruchy stroje. Mame

P(X € (t,t+dt)AX > 1)

P{X e (tt+d)X>t}= P(X > 1)

(21)




COZ je rovno
Xe(tt+d) f(t)at
P(X>1 — F(1

= \()dt. (23)

(22)

Tedy A(t) reprezentuje intenzitu pravdépodobnosti, ze t-lety

stroj pfestane fungovat v Case t.



Je-li rozdéleni exponencialni, pak z vlastnosti absence paméti
je podminéné rozdéleni stejné jako pocatecni, tedy A je
konstantni,

/\e—)\t

A =5 =X (24)

Tedy mira rizika pro exponencialni rozdéleni je konstantni.



Ukazeme jeste Ze mira rizika naopak jednoznacné urcuje
pravdépodobnostni rozdéleni. Opravdu, mame

A(t) = —aF) _ (25)

mFm:—/K@w+k (26)
0



tedy
E(t) = celo A()ds (27)

kde pro t = 0 dosteneme ¢ = 1. Celkem
F(t) = el A9 (28)

Odtud plyne ze exponencialni rozdéleni je jediné rozdéleni s

konstantni funkci rizika.



Zobecnéni

— Sc¢itanim IID nahodnych veli€in s exponencidlnim rozdélenim

dostaneme Gamma rozdéleni

Jsou-li Xj, ..., X, nezavislé a vSechny maji Exp(\). Pak jejich

soucet ma rozdéleni Gamma(n, \).

Hustota Gamma rozdéleni je

nAa—AX yN—
_ ANeMxn—t

") ="



kde I'(n) je Gamma funkce,

Pro celoCiselné hodnoty plati

r(ny=(n-1)!

(31)



Individualni model rizika
S ... ndhodna veli¢ina predstavujici uhrn skod za obdobi

pevné zvolené délky T

n ... pocet smluv v pojistném kmeni. Pak individualni model:

» pracuje s riziky prislusejicimi jednotlivym pojistnym
smlouvam v pojistném kmeni.

» zabyva se vlastnostmi individualnich skodnich narokt
Xi,i =1, ..., n pfipadajicich na jednotlivé pojistné smlouvy.

» uplatfuje se v dulezité oblasti ur¢ovani pojistného podle

individualniho Skodniho pribéhu.



Konvoluce

» Pomoci modelu pro individualni Skodni narok je mozné
také modelovat narok pojistovny S, ktery je mozné
chapat jako soucet naroku jednotlivych pojisténych

X, i=1,2,...n

n
S=> X
i=1

» Predpokladejme nezavislost jednotlivych narokd.

» Cilem bude urcit distribuCni funkci, pfipadné
pravdépodobnostni funkci ¢i hustotu celkového souhrnu

téchto pojistnych narokd.



UvaZujme nejprve soucet dvou nezavislych n.v.
S=X+Y.
Pak distribuc¢ni funkce veliiny S je
Fs(s) = P(S<s)=PX+Y<s).
Pro dvé nezavislé, nezaporné diskrétni nahodné veliCiny
muzeme psat distribuCni funkci

Fs(s) = D> P(X+Y<s[Y=y)P(Y=y)

y<s

= > PX<s—ylY=y)P(Y=y)

y<s

= Y Fx(s=y)py(y).

y<s



Pro pravdépodobnostni funkci pak plati

ps(s) = px(s—y)oy(y)-

y<s

Pro spojité nezaporné nahodné veiciny mizeme psat podobné
S
Fo(o) = [ PX<s-yIY =nivnay

-/ T Fe(s— y)iv(y)dy.

Hustota ma tvar

59) - [ (s — ) ()dy.



Uvazujeme-li nahodné veliCiny, které mohou nabyvat zapornych
hodnot, pak sumy a integraly v pfredchozich vzorcich budou

v rozmezi od —oo do oo.

Operaci vyjadfenou rovnicemi

Fs(s) = Y Fx(s—y)py(y)

y<s
Fe(s) = /Ost(s—y)fyw)dy

nazyvame konvoluce distribu¢nich funkci Fx a Fy a znaCime ji

FX * Fy.



Podobné pak pro hustoty nebo pravdépodobnostni funkce

muzeme konvoluci téchto funkci vyjadfit pomoci rovnic

(hes) = | (s — Y)y(y)dy

(ox *py)(s) = D_px(s—y)py ().

y<s



Zobecnéni
Budeme-li uvazovat soucet vice nez 2 nahodnych proménnych,
pak mlzeme proces konvoluce pouzit iterativne.
» Uvazujme ndhodnou veli¢inu S definovanou jako

S=Xi+Xo+ ...+ Xy,

» Oznadme F; distribuéni funkci X; a F() distribu¢ni funkci
Xi+Xo + ...+ Xy
» Pak distribu¢ni funkci S mizeme zapsat pomoci iterace
F@ = FosxF)=FxF
F® = FxF®

FN o = Fps FO=1)



Priklad

Uvazujme nezavislé diskrétni nahodné veliiny Xi, Xo a Xj.
Jejich rozdéleni je definovano nasledujici tabulkou

X | p1(x) | p2(X) | p3(x)
0 04 | 05 | 06
1] 03 | 02 0
2| 02 | 01 | 0.
3| 01 | 01 | 0.1
4 0.1 | 0.1
5 0.1

UrCete pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci veliciny

S=Xi+ X+ Xs.



Priklad

Uvazujme nezavislé spojité nahodné veliCiny Xi, X> a X3. Jejich
rozdéleni je definovano takto

filx) = e* x>0,
h(x) = 2e2¥ x>0,
f3(x) = 3¢ x>0.

UrCete pravdépodobnostni hustotu veliiny

S=Xi+ X+ Xs.



Momentova generujici funkce

» DalSi zpUsob, jak Ize ur€it rozdéleni souctu ndhodnych
veliCin, je zaloZen na vyuziti momentové generujici
(vytvorujici) funkce.

» Ta je definovana pomoci vzorce

> Je-li E(eX) koneéné pro kazdé t na otevieném intervalu
okolo poc¢atku, pak je veli¢ina X touto funkci jednoznacné

uréena.



Momentova vytvorujici funkce veliCiny S = X; + Xo + ... + Xj je

pak

Ms(t) = E(ets):E(et(X1+X2+-~~+Xn))

—_ E( CtX1 efXg . CtXn).
Jestlize jsou veli¢iny Xi, Xo, ..., X, nezavislé, pak
E(eePe. .. ) = E(eX)E(eP2). - B(™).

Tedy
Ms(t) = Mx, (£)Mx, (1) - - - Mx,(t).



Priklad

Predpokladejme nezavislé nahodné veliciny X;, Xo, X3's
exponencialnim rozloZzenim, jejichz hustoty jsou

filx) = e* x>0,
h(x) = 272X x>0,
fi(x) = 3¢ x>0.

Pomoci momentové vytvorujici funkce odvodte
pravdépodobnostni hustotu veli¢iny

S=Xi+ X5+ Xs.



