Smesi rozdeleni

Vedle skladani je dilezitou operaci s diskrétnimi rozdélenimi miseni
Konecné smesi
— Studovany jev = ve skute€nosti vice jevil

— kazdy z nich ma své rozdéleni

Nap¥: pojistny narok ze zdravotniho zubniho pojisténi mize byt
pravidelna kontrola, plomba, vytrzeni zubu. Kazda ma jiné

rozdéleni.



Definice: Nahodna velicina Y je n-bodova smés ndhodnych velicin
Xi,..., X, jestlize jeji distribuéni funkce je dana vztahem
Fy(y) = a1Fx,(y) + a2Fx,(v) 4 - + anFx,(v)

kdea;>0a3 7 a3 =1

aj ... pravdépodobnost, Ze Y je realizaci n.v. Xj.



— Stejny vztah plati pro hustotu nebo pravdépodobnostni funkci
— Obecnéji, pocet rozdéleni n maze byt také parametr.

— Smés miize popsat vlastnosti které jednoduché rozdéleni nema.

Napf. 2-bodova smés Gamma rozdéleni maze byt bimodalni



Smisena Poissonova rozdéleni

Priklad: Ridice |ze rozdélit na dobré a spatné. Kazda skupina ma
Poissonovo rozdéleni s parametry A\; < Az. Rozdéleni (smiSené
2-bodové) je pak

e"\l)\’f e_’\z)\é

PY=K=p—g +(1-p)—5

— TFi parametry, A1, A2, p odhadneme napf. metodou maximalni
vérohodnosti



Obecné smesi rozdéleni
Motivace
pojisteni automobild

e kazdy fidi¢ je v ném zafazen do jedné z tarifnich tfid za Gcelem
stanoveni vyse pojistného

e pri klasifikaci bere pojistitel v potaz tarifni proménné — vék,
zkuSenosti s Fizenim, historie nehodovosti atd.

e fidici v ramci jedné tarifni tfidy si nejsou Gplné stejni — odlisné
fidiéské schopnosti, rozdilné reakce na silnici apod.



— Kazdy fidi¢ ma své rozdéleni, popisujici jeho rizikovost ( typicky
Poissonovo).

e smési rozdéleni

(i) vyuzivame k modelovani heterogenity uvnitf jednotlivych
tarifnich trid

(i) jejich parametry miizeme chapat jako nahodné veliciny

e rozdéleni nahodnych parametrii nazyvame misicim rozdélenim



Zavedeni rizikového parametru ¢

e predpokladejme, ze Groven rizika kazdého klienta lze
charakterizovat nezapornym rizikovym parametrem 6

e zahrnuje v sobé skryté faktory jednotlivych pojisténcil, jez
pojistovna neni s to pozorovat, tj. je neznamy

e je realizaci (bud' diskrétni, nebo spojité) nahodné veliciny ©



e pro kazdou tarifni tfidu jsme schopni urcit pravdépodobnostni
funkci, resp. hustotu pravdépodobnosti mg(6) nahodné veliciny

©

e pravdépodobnost, ze Groven rizika ndhodné vybraného klienta
neprekroci hodnotu 8 udava distribuéni funkce
Fo(0) = P(© < #) nahodné veliciny ©

e parametrem 6 mize byt napf. stfedni hodnota Poissonova
rozdéleni.



Pravdépodobnostni a generujici funkce smési rozdéleni

e pravdépodobnost, ze nastane pravé k pojistnych udalosti
je vazeny primér pravdépodobnosti pro jednotlivé 6:

pulk) = [ puaKIO)IFa(8) = E(pui(K6)) =
=E(P(N = k|© =10))

(1)
® pro spojité ©:
pn(k) = [ puje(k|0) - me(0)d0

e pro diskrétni O:
pn(k) =2 prje(k]6)) - mo(6)
J



— pnjo(k|0), resp. pyje(k|0;) predstavuje podminénou
pravdépodobnostni funkci nadhodné veli¢éiny N za podminky © = 6,
resp. © = 6;



e Gp|o(s]0) znaci podminénou generujici funkci poctu udalosti,
je-li 0 rizikovy parametr
nepodminéna generujici funkce po¢tu udalosti je dana vztahem
Gu(s) = [ Gu(sl6)dFo(6). )
integrujeme pres obor hodnot 6 (obvykle od 0 do co pro

Po(6)).

® pro spojité O:
Gn(s) = [ Guje(s]f) - me(0)do

e pro diskrétni ©:
Gn(s) = 2 Gnje(sld)) - me(0))
J



e misici rozdéleni urcené distribucni funkci Fg(#) miize byt jak
diskrétniho, tak spojitého typu

(i) je-li diskrétniho typu (© je diskrétni ndhodna veli¢ina) —
diskrétni smés rozdéleni (specialné konecna)

(i) je-li spojitého typu (© je spojita ndhodna velic¢ina) —
spojita smés rozdéleni



Smesi Poissonovych rozdeleni

— jsou oblibenym nastrojem pro modelovani nehomogennich
portfolii

— Poissonovo rozdéleni samo o sobé 3patné fituje data pozorovana
na heterogennim pojistném kmeni

e uvazujme podminénou pravdépodobnostni funkci ndhodné
veli¢éiny N vzhledem k © = 6 v nasledujicim tvaru

k
pujo (ki) = - O

(pocet nehod daného klienta ma Po(\0))

e z (1) odvodime nepodminénou pravdépodobnostni funkci
smiseného Poissonova rozdéleni



Definice

Diskrétni nahodna veli¢ina N se fidi smisenym Poissonovym
rozdélenim s parametrem A > 0 a misici distribuci Fg(¢), znacime
N ~ MPo(\, Fo(6)), jestlize

k
pn (k) :/e_w~(/\f!)dF@(9), k=0,1,... (3)

e ) je intenzita nehodovosti, udava primérnou nehodovost
jisté tarifni skupiny
e 0 je rizikovy parametr konkrétniho klienta
6 > 1 ...3patny Fidi¢
0 =1 ...pramérny ridi¢
6 <1 ...dobry ridic



Generujici funkce:

Gn(s) = / A EDdFe(0) = / [N D] dFg(6) =

(4)
= E([]%) = Go(eM7Y) = Mo (A(s - 1))

Go(s) = E(s®) je generujici funkce misiciho rozdéleni

Mo (t) = E(e®) je moment generujici funkce misiciho rozdéleni



Stredni hodnota a rozptyl:

E(N) = Gi(1) = A-Mb(Ms—1)| =X Mb(0) = X-E(©) (5)

s=1

Var(N) = Gjy(1) + Gy(1) — (Gi(1))* =
= A2 Mg (A 5—1))‘ + G(1) — (G(1))* =
=% MZ(0) + E(N) — (E( )
= )2 E(©) + A -E(©) — A2- (E(©))* =
= \-E(0) + - [E(0%) - (E(©))"] =
=\ -E(©)+ \2-Var(©)



e parametr rizika vybirame tak, aby E(©) =1

e na rozdil od Poissonova rozdéleni s equidispersion ma smisené
Poissonovo rozdéleni overdispersion, tj. Var(N) > E(N)



Jak popsat smiSena Poissonova rozdéleni?

Definice

Necht X je ndhodna veli¢ina definovana na pravdépodobnostnim
prostoru (€2, A, P). Pak funkce ¢ : R — C dana vztahem

px(s) = E(e*X) = E(cos(sX) +i-sin(sX)), s € R,i=+~1, (7)
se nazyva charakteristicka funkce nahodné veliciny X.

e charakteristicka funkce existuje pro kazdé pravdépodobnostni
rozdéleni, zatimco moment generujici funkci nelze pro néktera
rozdéleni s tézkym chvostem ziskat



Lemma

Existuje-li generujici funkce diskrétni ndhodné veliciny N, pak plati
G(s) = en(—i-In(s)) a wn(s) = Gu(e™). (8)



Definice:
Rozdéleni nahodné veli¢iny X je nekonecné délitelné, jestlize pro

vsechny hodnoty n = 1,2, ... Ize jeho charakteristickou funkci

vx(s) zapsat )
px(s) = [en(s)]" (9)

kde ¢n(s) je charakteristicka funkce néjaké nahodné veliciny.

e normalni, Poissonovo, negativné binomické a gamma rozdéleni

jsou nekonecné délitelnymi rozdélenimi
e binomické rozdéleni neni nekonecné délitelné, jelikoz jeho nosi¢

(mnozina suppf = {x € R: f(x) # 0}) je konecny



Veta:

Necht G(s) je generujici funkce smiseného Poissonova rozdéleni

s nekonecné délitelnym misicim rozdelenim. Pak G(s) je téz
generujici funkci sloZeného Poissonova rozdéleni a Ize ji vyjadrit ve
tvaru G(s) = e’\(G*(S)_l), kde G*(s) je generujici funkce
sekundarniho rozdéleni. Pozadujeme-li, aby G*(0) = 0, potom
G*(s) je urcena jednoznacné.

e vybereme-li jakékoliv nekonecné délitelné misici rozdéleni, pak
|ze odpovidajici smisené Poissonovo rozdéleni zapsat jako
slozené Poissonovo rozdéleni

e Pak pro vypocet mizeme pouzit napf. Panjerovu rekurzi



Priklady smesi Poissonovych rozdeleni
a) Negativne binomické rozdéleni

e je smiSené Poissonovo rozdéleni s misicim gamma rozdélenim
e pravdépodobnostni funkce negativné binomického rozdéleni je

ve tvaru .
k+m-—1 1 m I}
(k) = - =),
pw (k) ( k )(HB) <1+5>
m>0,8>0k=0,1,...

e ukazeme, Ze je shodna s pravdépodobnostni funkci smiseného
Poissonova rozdéleni, kde misicim rozdélenim je gamma rozdé-
leni

pn(k) = E(pnjo(k]0)) = /000 pnje(k|0)dFe(0) =

[e'e) » ok
_ /O e 1dFo(0)



e mé&me © ~ Gam(a, 8) (kde a =n, 3 =1)
o gk g1 -e_%
_ o 0° 0T eE
pn(k) —/O e i) B a0
1 - —0-(1+3) gkta-1
iy, ¢ O e

subst.: 6 - <1+;> =zd0 = 1f_ﬁdz

_ 1 OC—z k+a—1 B k+a_
o | o (i) -

M(k+a) ( 8 )k+a_l'(k+a) 8"
KIF(a) - B> \1+ 8

() ()

e pro m = « se py(k) = pn(k)

KM(a) (L+ B (T+B8)



b) Dalsi smesi Poissonovych rozdeleni

Nazev smési rozdéleni Neymanovo rozdeleni typu A
Misici rozdéleni Poissonovo rozdéleni

Nazev smési rozdéleni Poisson-inverzni Gaussovo rozdeleni
Misici rozdéleni inverzni Gaussovo rozdéleni

S parametry p=L1Lv>0

Nazev smési rozdéleni Poisson-log-normalni rozdeleni
Misici rozdéleni log-normalni rozdéleni

s parametry W= —"72,02 >0

Tabulka: Priklady smési Poissonovych rozdéleni



e hustota inverzniho Gaussova rozdéleni s parametry 1 > 0
av>0:

s
fX(X) = 27x3 e 2t X > 0’ (10)
0, jinak.

e hustota log-normalniho rozdéleni s parametry 1 € R a 02 > 0:

_('n(X);u)z 0

. 20

fi(x) = § xovar ¢ P s (11)
0, jinak.
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