Bayesovska analyza
— ma v dnesni dobé 3iroké uplatnéni — |ékafska diagnostika,
kriminalistika, pojistnd matematika apod.

— vychazi z Bayesova vzorce

Definice

Necht (9, 4, P) je pravdépodobnostni prostor, B € A a P(B) > 0.

Potom ¢&islo
P(AIE) = g (1)

nazyvame podminénou pravdépodobnosti jevu A



Bayestiv vzorec pro nahodné jevy

— Gpravou ziskdme vztah pro vypocet pravdépodobnosti priiniku
nahodnych jevi Aa B

P(An B) = P(A|B) - P(B)

— pravdépodobnost priiniku nahodnych jevii A a B miizeme psat
také ve tvaru
P(ANn B) =P(BJA) - P(A) (2)

— dosazenim do vztahu pro podminénou pravdépodobnost
obdrzime Bayesiiv vzorec

P(BIA) - P(A)

PIAIB) = =55



— Zakon inverzni pravdépodobnosti (Bernoulli, Bayes, Laplace)

— Pfima pravdépodobnost: zndAme mechanismus, z kombinatoriky
vypocteme pravdépodobnosti vysledki

— Inverzni pravdépodobnost: vidime vysledky, chceme informaci o
mechanismu, ktery je generuje

— P(A) je apriorni pravdépodobnost jevu A

— P(B|A) je vérohodnost (likelihood)

— P(A|B) je aposteriorni pravdépodobnost jevu A, tedy “nova”

pravdépodobnost po pozorovani jevu B (nova informace).



Véta (Vzorec pro Gplnou pravdépodobnost)

Necht Q = |J A; je disjunktni rozklad, tj. {A;}?_; je posloupnost
i=1
po dvou neslucitelnych (disjunktnich) nahodnych jevii s P(A;) > 0

proi=1,2,...,n. Potom

P(B) =) _P(BIA)P(A). (4)
i=1



Véta (Bayestv vzorec - 2.verze)

n

Necht Q = |J A; je disjunktni rozklad s P(A;) > 0 pro
i=1

i=1,2,...,n, necht Be A aP(B)>0. Pak

P(B|A;j) - P(A))

;1 P(BJA;)P(A))

P(Aj|B) =

=12,...,n



Bayesiiv vzorec se pouziva v pripadg, kdy
e mame Gplny systém hypotéz A1, A, ..., A,, které se navzajem
vyluuji a vyCerpavaji vsechny moznosti; pfitom zname jejich
apriorni pravdépodobnosti P(A;)

e nastal jev B a zndme podminéné pravdépodobnosti P(B|A;)

e nas zajimaji nové aposteriorni pravdépodobnosti P(A;|B), jez
berou v Gvahu, Ze nastal jev B



Bayestiv vzorec pro nahodné veliciny

Podminéné rozdeéleni

e necht X a Y jsou spojité ndhodné veliciny definované
na pravdépodobnostnim prostoru (£2,.4, P) se sdruzenou
hustotou fx y(x,y) a marginalnimi hustotami fx(x), fy(y)

e podminéna hustota ndhodné velic¢iny X pfi daném Y =y je
vyjadrena ve tvaru

v (xly) = 2 ©)

e jsou-li X a Y nezavislé, pak plati
fx.v(x,y) = fx(x) - fy(y),

a podminéna hustota je shodna s marginalni hustotou



e ze vztahu (6) lze sdruzenou hustotu vyjadrit jako soucin
podminéné a marginalni hustoty

fx,v(x,¥) = fxy(xly) - fr(y), (7)

analogicky
fx,v(x,y) = fyix(y[x) - fx(x) (8)

e marginalni hustotu ndhodné veli¢iny X ziskame integrovanim
sdruzené hustoty pres vsechny mozné hodnoty y

&wra/&w&m, (9)

analogicky odvodime marginalni hustotu ndhodné velic¢iny Y

anj&wxmw (10)



e z(9) a (7) vidime, ze
fi(x) = / iy (x1y) - Fr (y), (1)

obdobné
W) = [ Frxrl) - i) de (12)

e vyuzijeme vztahi (6) a (8) k odvozeni Bayesova vzorce

gy (xly) = fY'X(yf'YX()y')fX(X) , (13)

ten mizeme takeé ziskat, polozime-li do rovnosti vyrazy na
pravé strané u obou rovnic (7) a (8). Typicky y jsou data a x
jsou parametry



Podminené ocekavani
e méjme podminénou hustotu ndhodné veli¢iny X za podminky,
zeY=y

fxiv (xly)
e potom miizeme podminéné ocekavani vyjadrfit ve tvaru
EX|Y =) = [ x- By (xly) dx (14)

— je funkci y

— lze ji chapat jako nahodnou veli€inu, nahradime-li y za Y
na pravé strané predchozi rovnice, E(X]Y) je tedy
nahodna veliGina, ktera je funkci Y



o stiedni hodnotu nahodné veliciny E(X|Y) Ize ziskat
E[E(X|Y)] = /E(XYzy)~fv(y) =
://x-fx|y(x|y)dX'fY()’):
=[x [ favldn) - For)ax =
_ /x- fe(x) dx = E(X)

(15)



e Pro celkovy rozptyl obdrzime

E[Var(X|Y)] + Var[E(X|Y)] = Var(X) (16)

e vyse odvozena formule fika, ze rozptyl nahodné veliiny X lze
vyjadrit jako soucet stfedni hodnoty podminéného rozptylu
a rozptylu podminéné stfedni hodnoty



Bayesovsky a frekventisticky pristup

Rozdily mezi bayesovskym a frekventistickym pristupem
1. pravdépodobnost

e FP — pravdépodobnost chapeme jako relativni ¢etnost
vyskytu udalosti v pripadé, kdy se s poctem opakovani
nahodného pokusu blizime k nekoneénu

e BP — pravdépodobnost méFi diavéryhodnost néjakého
tvrzeni, zalozeného na informacich, které v daném
okamziku mame

udalost miize byt nejista z dilvodu ndhodnosti nebo neznalosti

— FP esi pouze prvni pfipad nejistoty, zatimco bayesovsky
pfistup Fesi oba typy nejistot



2. parametr(-y)

e FP — s parametrem se pocita jako s neznamou, le¢
pevnou konstantou (odhad parametru provadime
momentovou metodou, metodou maximalni vérohodnosti)

e BP — k nezndmému parametru se pfistupuje jako
k ndhodné veli¢iné (diky uvedenému faktu |ze odhadnou
celé pravdépodobnostni rozdélent)

3. pouzivané funkce
e FP — parametry odhadujeme z vérohodnostni funkce
e BP — u bayesovskych metod navic pracujeme s apriorni

funkci, tim zahrneme vsechny dostupné relevantni
informace



Optimalni teorie kredibility

e byla poprvé zformulovana roku 1967 (Biihimann)

Rizikovy parametr

e pfi stanoveni vy3e pojistného u klienta se nejdfive vyhodnocuiji
ratingova kritéria, na jejichz zakladé je klient zafazen do jedné
z tarifnich tfid, podle niz pak pojistitel uréi sazbu

e kazda ratingova tfida je homogenni s ohledem na pouzita
kritéria, ve skute€nosti ale v kazdé z nich ziistava jista mira
heterogenity — existuje totiz moznost, ze se klient bude
odlisovat od toho, co ocekavame



e predpokladejme, ze Groven rizika kazdého klienta Ize
charakterizovat nezapornym rizikovym parametrem 6, resp. 6,
ktery se u jednotlivych klientd li5i — diky tomu mazeme klienty
odlisit vzhledem k jejich rizikovému profilu

e parametr 6 v sobé zahrnuje skryté rizikové faktory jednotlivych
pojisténcil, nelze jej vypozorovat, jeho pfesnou hodnotu tedy
nezname

e jelikoz 6 je riizna pro riizné klienty, jsme schopni v kazdé tarifni
tridé urcit pravdépodobnostni rozdéleni mg(6) udavajici
pravdépodobnost jednotlivych hodnot 6 uvnitf dané tfidy



e distribucni funkce Fg(6) = P(© < 6) nahodné velic¢iny ©
udava pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany pojistnik z dané
tarifni tfidy bude mit hodnotu rizikového parametru mensi
nebo rovnu 6

e zkusenost jednotlivych pojistniki je jistym zpiisobem ovlivnéna
hodnotou 6

e skody, resp. ztraty X vychazeji z podminéného rozdéleni
fx|e(x|¢) ndhodné veliciny X pfi daném 6



Bayesovska metodologie

e mé&jme pro konkrétniho klienta tato pozorovani X = x, kde
X = (X1, X2,...,X,) ax=(x1,x2,...,Xn)

e nasim cilem je stanovit takovou sazbu, abychom pokryli skody,
resp. ztraty v nadchazejicim obdobi X1

e predpokladejme, ze 6 je klientiiv rizikovy parametr, jehoz
hodnotu nezname a ze skody, resp. ztraty Xy, Xo, ..., Xy, Xot1
jsou pfi daném 6 nezavislé

e necht Xj, kde j =1,2,...,n,n+ 1, ma podminéné rozdéleni
;o (xj10)



e pro znamé ¢ bychom mohli pouzit fx . |e(xn+1/6) pro
predpovéd skod, resp. ztrat v nadchazejicim obdobi X1 1

e O bohuzel nezname, ale zname historii pojistnych naroki x,
vyuzijeme ji k uréeni prediktivniho rozdeéleni, coz je
podminéné rozdéleni X, 1 pfi daném X = x



e za predpokladu nezavislosti X; pfi daném © = ¢ obdrzime
sdruzené rozdeleni X a © v nasledujicim tvaru

fr.o(x.0) = fjo(x|0) - o () "E" [H fx,—|e(Xj|9)] mo(0)

. (17)

Jj=1

e marginalni rozdeleni X ziskame z predchoziho vztahu
marginalizaci — integrovanim pres vsechny mozné hodnoty
parametru 6

fx(X)_/fx,e(Xﬁ)dQ_/[H ij|e(Xj\9)] me(#)do (18)

Jj=1

e ma-li © diskrétni rozdéleni, nahradime ve (18) integral sumou



e analogicky odvodime sdruzené rozdéleni nahodného vektoru
(X1, X2, ..., Xn, Xnt1), znacime fx x,., (X, Xp+1) — na pravé
strané (18) zaménime v souinu nna n+1

e z predchozich vztahti dostaneme prediktivni rozdeleni

Hexon 06 Xn11) _

biraixbinsib) = fx (x)
1 n+1 (19)
" () / [Jl:[l ij|e(Xj|9)] e (0)do
e dale
o (0]x) = fxo(x,0) _ fxjo(x]0) - T (6) B
olx fx (x) fx (x) -

- fxtx) ' [H fx,-|e(><j|0)] mo(0)

Jj=1



e dosazenim (20) do vztahu (19) pro prediktivni rozdéleni mame

aixliniabe) = [ B0 (nal6) - Tox(6)d8 (21)
e 7o |x(0|x) — posterior, aposteriorni rozdeleni
fx|e(x|0) — vérohodnostni funkce
mo(0) — prior, apriorni rozdeleni

fx(x) — normalizacni faktor, evidence

e ve vztahu (20) se normalizacni faktor nékdy vynechava (napr.
pfi odhadu parametrti), jelikoz nezavisi na 6

Tox (0x) x fxje(x|0) - o (0) (22)
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