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PRIKLAD. Pro liché ¢fslo m > 1 naleznéte zbytek po déleni ¢fsla
2¢m)=1 ¢&islem m.

RESENI. Z Eulerovy véty plyne 290" =1 = 14m = 2r (mod m)

kde r = HT"‘ je prirozené cislo, 0 < r < m. Podle (3) plati 2¢0m)—1

r (mod m), a tedy hledany zbytek po délenf je r = 2.

~—

)

all

TVRzENI 3.1. Je-li p prvocislo, p = 3 (mod 4), pak pro libovolnd
celd ¢isla a,b z kongruence a* + b = 0 (mod p) plyne a = b = 0
(mod p).

DUKAzZ. Pfedpokladejme, 7Ze pro a,b € Z plati a®>+b? = 0 (mod p).
Jestlize p | a, plati a = 0 (mod p), proto b*> = 0 (mod p), tedy p | b?,
odkud vzhledem k tomu, Ze p je prvocislo, dostdvame p | b, a proto
a=b=0 (mod p), coz jsme chtéli dokazat.

Zbyva prosettit ptipad, kdy a neni délitelné prvocislem p. Odtud
dostdvdme, Ze p nedéli ani b (kdyby p | b, dostali bychom p | a?).

Vynésobime-li obé strany kongruence a* = —b* (mod p) ¢islem HP~3,
dostaneme podle Fermatovy véty
AP == —-1 (mod p).
Protoze p = 3 (mod 4), je p— 3 sudé ¢islo, a proto ’%3 € Np. Oznacme
c=ab"z.
Pak ¢ nenf délitelné p a plati ¢ = a**~3 = —1 (mod p). Umocnime-li

posledni kongruenci na 7’%1 € N, dostaneme
L= (-1)"T  (mod p).

Protoze p = 3 (mod 4), existuje celé ¢islo ¢ tak, ze p = 3+4t. Pak ovsem
=l = 1+ 2, coz je éislo liché a proto (—1)®~D/2 = —1. Podle Fer-
matovy véty naopak plati ! =1 (mod p), odkud 1 = —1 (mod p) a

p | 2, spor. O

S Eulerovou funkci a Eulerovou vétou tizce souvisi dulezity pojem
rad c¢isla modulo m — jde pritom pouze o jinak nazvany tad prvku
v grupé invertibilnich zbytkovych tiid modulo m:

DEFINICE. Nechf a € Z, m € N (a,m) = 1. Rddem ¢isla a modulo
m rozumime nejmensi prirozené cislo n splnujici

a®=1 (mod m).

PoOzZNAMKA. To, Ze je idd definovén, plyne z Eulerovy véty — pro
kazdé ¢islo nesoudélné s modulem je totiz jisté jeho fad nejvyse roven
w(m). Jak pozdéji uvidime, velmi dulezita jsou prave ta ¢isla, jejichz
fad je roven pravé o(m) — tato ¢isla nazyvame primitivnimi kofeny
modulo m a hraji dulezitou roli mj. pfi feSeni binomickych kongruenci
(viz . Tento pojem je pritom jen jinym nazvem pro generator grupy
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PRIKLAD. Pro libovolné m € N m4 ¢islo 1 modulo m #4d 1. Cislo
—1 mé rad
e 1 prom=1nebom =2
e 2prom > 2

PRIKLAD. Urcete 7ad éisla 2 modulo 7.

RESENT.
2'=2#1 (mod7)
22=4#1 (mod7)
22=8=1 (mod?7)
R4d ¢isla 2 modulo 7 je tedy roven 3. U

Uved'me nyni nékolik zdsadnich tvrzeni udavajicich vlastnosti faddu
¢isla modulo m:

LEMMA. Necht m € N, a,b € Z, (a,m) = (b,m) = 1. Jestlifze a = b
(mod m), pak obé ¢isla a,b maji stejny rdad modulo m.

DUKAZ. Umocnénim kongruence a = b (mod m) na n-tou dosta-
neme a” = b" (mod m), tedy a® =1 (mod m) <= 0" =1 (mod m).
O

LEMMA. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Je-li ¥dd ¢isla a modulo
m roven 1 - s, (kde r,s € N), pak 7dd éisla a” modulo m je roven s.

DUKAZ. Protoze zadné z ¢isel a,a?,a®, ..., a™ ! neni kongruentni
s 1 modulo m, nenf ani zadné z &isel a”, a®", a®, ..., a®~ V" kongruentni

s 1. Plati ale (a")®* =1 (mod m), proto je fad a” modulo m roven s. [

PozNAMKA. Opak obecné neplati — z toho, ze rdd ¢isla a” modulo
m je roven s jesté neplyne, ze fad ¢isla a modulo m je r - s.
Napt pro m = 13 mame:
a=3,a>=9 (mod 13), a®* =27 =1 (mod 13) = 3 m4 rad 3 mod 13.
b=—4,b*=16#%1 (mod 13), b®> = —64 = 1 (mod 13) = —4 m4 rad
3 mod 13.
Piitom (—4)* = 16 = 3 (mod 13) m4 stejny rad 3 jako ¢islo 3, ale ¢islo
—4 nema tad 2 - 3.

Presny popis zavislosti fadu na exponentu davaji nasledujici 2 véty:
VETA 18. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Oznacme r 7dd éisla a
modulo m. Pak pro libovolnd t,s € NU {0} plati

a"*=a® (modm) <= t=s (modr).
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DUKAZ. Bez tijmy na obecnosti lze piedpokladat, ze t > s. Vydélime-
li ¢islo t — s cislem r se zbytkem, dostaneme ¢t — s = ¢ - r + 2z, kde
q,2 €Ny, 0< z<r.
,<=“ Protoze t = s (mod r), mdme z = 0, a tedy a'* = a7 =
(a")? = 19 (mod m). Vyndsobenim obou stran kongruence ¢islem a*
dostaneme tvrzeni.
= Za" = a® (mod m) plyne a® - a?** = a* (mod m). Protoze je
a" =1 (mod m), je rovnéz a? % = a* (mod m). Celkem po vydéleni
obou stran kongruence ¢islem a® (které je nesoudélné s modulem),
dostdvame a* = 1 (mod m). Protoze z < r, plyne z definice fadu,
ze z=0,atedy r|t—s. O

Ziejmym dusledkem predchozi véty a Eulerovy véty je nasledujici
tvrzeni (jehoz druhd ¢ast je preformulovanim Lagrangeovy véty z Al-
gebry pro nasi situaci):

DUSLEDEK. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Oznacme r 7dd ¢isla
a modulo m.

(1) Pro libovolné n € NU {0} plati
a"=1 (modm) <= r|n.
(2) v | p(m)
DUKAZ.

(1) staci v predchozi vété volit t =n, s =r.
(2) ztejmé z (1) diky Eulerové vété volbou n = ¢(m).

Nésledujici véta je zobecnénim ptfedchoziho Lemmatu.
VETA 19. Necht m,n € N, a € Z, (a,m) = 1. Je-li 7dd éisla a
modulo m roven r € N, je rad c¢isla a™ modulo m roven ﬁ

DUKAZ. Protoze Ty = [7,n], coz je zfejmé ndsobek 7, mame

(@) =a" =1 (mod m)

(plyne z ptedchoziho Diusledku, nebot 7 | [r,n]). Na druhou stranu,
je-li k € N libovolné takové, ze (a")F = a"* =1 (mod m) dostavame
(r je tdd a), ze r | n - k a dale z Véty [5 plyne e G ] k a diky

(nr
dostdvdme \ k. Proto je o

nesoudelnosti cisel 7t a s

¢isla a™ modulo m.

Posledni z této fady tvrzeni dava do souvislosti rady dvou cisel a
rad jejich soucinu:

LEMMA. Necht m € N, a,b € Z, (a,m) = (b,m) = 1. Jestlize a je
radu r a b je 7ddu s modulo m, kde (r,s) = 1, pak ¢islo a - b je Tddu
r - s modulo m.
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DUKAZ. Oznaéme 6 idd éisla a - b. Pak (ab)® = 1 (mod m) a
umocnénim obou stran kongruence dostaneme a0 = 1 (mod m).
Protoze je r fadem é&isla a, je " = 1 (mod m), tj. b =1 (mod m), a
proto s | rd. Z nesoudélnosti r a s plyne s | §. Analogicky dostaneme
ir]|d,atedy (opét s vyuzitim nesoudélnosti r,s) r - s | §. Obracené

ziejmé plati (ab)™ =1 (mod m), proto ¢ | rs. Celkem tedy 6 = rs. [
4. Reseni kongruenci o jedné neznimé

DEFINICE. Necht m € N, f(z), g(z) € Z[z]. Zapis
f(z) =g(z) (mod m) (17)

nazyvame kongruenci o jedné nezndmé x a rozumime jim tkol nalézt
mnozZinu Tesent, tj. mnozinu vSech takovych ¢isel ¢ € Z, pro ktera

f(e) = g(c) (mod m).
Dvé kongruence o jedné neznamé nazveme ekvivalentni, maji-li stej-
nou mnozinu feseni.

Kongruence je ekvivalentni s kongruenci f(z) — g(z) =0 (mod m).
—_—

EZ[x]
VETA 20. Necht m € N, f(z) € Z[z]. Pro libovolnd a,b € Z plati
a=b (modm) = f(a)= f(b) (mod m).

DUKAZ. Necht je f(z) = 2" + cpy2™ ' + -+ + 1@ + ¢, kde
C0yC1y .-y Cn € Z. Protoze a = b (mod m), pro kazdé i = 1,2,...,n
plati podle Véty [13(2)

cia' = ¢;b' (mod m),

a tedy seCtenim téchto kongruenci pro ¢ = 1,2,...,n a kongruence
co = ¢p (mod m) dostaneme

Cn@" 10" drerateg = b ey 10" - debteg (mod m),
tj. f(a) = f(b) (mod m). O

DUSLEDEK. MnoZina feseni libovolné kongruence modulo m je sjed-
nocenim nékterych zbytkovych trid modulo m.

DEFINICE. Poctem reseni kongruence o jedné neznamé modulo m
rozumime pocet zbytkovych tfid modulo m obsahujicich feSeni této
kongruence.

PRIKLAD. (1) Kongruence 2z = 3 (mod 3) mé jedno feseni
(modulo 3).
(2) Kongruence 10x = 15 (mod 15) m4 pét feseni (modulo 15).
(3) Kongruence z piikladu (1) a (2) jsou ekvivalentni.



32
4.1. Linearni kongruence o jedné neznamé.
VETA 21. Necht m € N, a,b € Z. Oznacme d = (a,m). Pak kon-
gruence
ar =b (mod m)
(o jedné nezndmé x) md reseni pravé tehdy, kdyz d | b.

V pripadé, kdy d | b, md tato kongruence prdavé d reseni (modulo
m).

DUKAZ. DokéZeme nejprve, ze uvedend podminka je nutnd. Je-li
celé ¢islo ¢ Fesenim této kongruence, pak nutné m | a - ¢ — b. Pokud
pritom d = (a, m), pak protoze d | mid | a-c—bad | a-c—(a-c—b) =b.

Obracené dokazeme, ze pokud d | b, pak mé dand kongruence pravée
d teseni modulo m. Oznac¢me aq,b; € Zam; € Ntak, zea=d-a,b =
d-by am = d-m;. Resend kongruence je tedy ekvivalentni s kongruenct

a;-x=b; (mod my),
kde (a,m;) = 1. Tuto kongruenci muzeme vyndasobit ¢islem af(ml)fl
a diky Eulerové vété obdrzime

z=by ™ (mod my).

Tato kongruence m4 jediné teseni modulo my a tedy d = m/m; feSeni

modulo m. O

Nasledujici piiklad ukéze, ze postup uvedeny v dukazu véty obvykle
neni tim nejefektivnéjsim — s vyhodou lze pouzit jak Bezoutovu vétu,
tak ekvivalentni ipravy fesené kongruence.

PRIKLAD. Reste 392 = 41 (mod 47)

RESENI. (1) Nejprve vyuzijeme Eulerovu vétu.
Protoze (39,47) = 1, plati

39747 = 39% =1  (mod 47),
t].
39%.392 = 39% .41 (mod 47),
N—_——
3946=1

7 ¢ehoz uz dostavame
r=39%-41 (mod 47).

Uplné feSeni vyzaduje jesté vypocteni zbytku po déleni ¢isla

a zjisti vysledek x = 36 (mod 47)
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(2) Dalsi moznosti je vyuzit Bezoutovu vétu.
Euklidovym algoritmem pro vypocteni (39,47) dostavame

47=1-39+8
39=4-8+7
8§=1-7+1

7, cehoz zpétnym odvozenim dostavame
1=8-7=8-(39-4-8)=5-8—-39=
=5-(47-39)—39=5-47—6 - 39.
Uvéazime-li tuto rovnost modulo 47, dostaneme
1=-6-39 (mod47) /-41

41 =41-(-6)-39 (mod 47) / -41
—_——

r=41-(—6) (mod 47)
xr=-246 (mod 47)
x =36 (mod 47)

(3) Obvykle nejrychlejsim, ale nejhute algoritmizovatelnym zpusobem
feSeni je metoda takovych uprav kongruence, které zachovavaji
mnozinu feseni.

39z =41 (mod 47)
—8x = —6 (mod 47)
4r =3 (mod 47)

4xr = —44  (mod 47)
r=-—11 (mod 47)
r =36 (mod 47)

U

Pomoci véty o fesitelnosti linedrnich kongruenci lze dokazat mj.
vyznamnou Wilsonovu vétu udavajici nutnou (i postacujici) podminku
prvociselnosti. Takové podminky jsou velmi vyznamné ve vypocetni te-
orii ¢isel, kdy je treba efektivné poznat, je-li dané velké ¢islo prvocislem.
Bohuzel dosud neni znamo, jak rychle vypocitat modularni faktorial
velkého ¢isla, proto neni v praxi Wilsonova véta k tomuto tcelu pouzivana.

VETA 22 (Wilsonova). Prirozené c¢islo n > 1 je prvocislo, prdvé
kdyz

(n—1)!'=-1 (mod n) (18)

DUKAzZ. DokéZeme nejprve, Ze pro libovolné slozené éislo n > 4

plati n | (n — 1)1, tj. (n — 1)! = 0 (mod n). Necht 1 < d < n je

netrividlni délitel n. Je-li d # n/d, pak protoze 1 < d,n/d < n —1,
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jen =d-n/d| (n—1). Pokud d = n/d, tj. n = d?, pak protoze je
n>4 jeid>2an]|(d-2d) | (n—1).. Pro n =4 snadno dostavame
(4-—1)!'=2%# —1 (mod 4).

Necht je nyni p prvocislo. Cisla z mnoziny {2,3, ..., p—2} seskupime
do dvojic vzajemneé inverznich ¢isel modulo p, resp. dvojic ¢isel, jejichz
soucin dava zbytek 1 po déleni p. Pro dané ¢islo a z této mnoziny exis-
tuje podle predchozi véty jediné feseni kongruence a -z =1 (mod p).
Protoze a # 0,1,p — 1, je zlfejmé, ze rovnéz pro teseni ¢ této kongru-
ence plati ¢ # 0,1, —1 (mod p). Cislo a nemtize byt ve dvojici samo
se sebou; kdyby totiz a -a = 1 (mod p), pak nutné a = +1 (mod p).
Souéin vSech ¢isel uvedené mnoziny je tedy tvoren soucinem (p — 3)/2
dvojic (jejichz souéin je vzdy kongruentni s 1 modulo p). Proto je

(p—1N =192 (p—-1)=—-1 (mod p).
O
4.2. Soustavy linearnich kongruenci o jedné neznamé. Mame-
li soustavu linedarnich kongruenci o téze neznamé, muzeme podle Véty
rozhodnout o feSitelnosti kazdé z nich. V pripadé, kdy aspon jedna
z kongruenci nem4 reSeni, nema feseni ani celd soustava. Naopak, jestlize

kazd4d z kongruenci feseni ma, upravime ji do tvaru z = ¢; (mod m;).
Dostaneme tak soustavu kongruenci

r=c (mod my)
(19)
r=c¢p (mod my)
Zkoumejme nejprve pripad £ = 2, ktery — jak uvidime pozdéji — ma
stézejni vyznam pro feseni soustavy s k> 2.

VETA 23. Necht c1,cy jsou celd ¢isla, my, mo prirozend. Oznacme
d = (my, me). Soustava dvou kongruenci

r=c¢ (mod my)

(20)

r=cy (mod my)

v pripadé ¢y # co (mod d) nemd reseni. Jestlize naopak ¢c; = co (mod d),
pak existuje celé cislo ¢ tak, Ze x € 7 spliuje soustavu (@, prave kdyz
vyhovuje kongruenci

r=c (mod [my,ms)).

DUKAZ. M4-li soustava néjaké feseni x € Z, plati nutné z = ¢
(mod d), z = ¢y (mod d), a tedy i ¢; = ¢o (mod d). Odtud plyne, ze
v piipadé ¢; # ¢o (mod d) soustava nemuze mit feseni.

Predpokladejme déle ¢; = ¢y (mod d). Prvni kongruenci soustavy
(20) vyhovuji vSechna celd ¢isla x tvaru x = ¢; + tmy, kde t € Z je



