1/ Poissonitv proces

Budeme se zabyvat matematickym modelem &asového sledu Castic kosmic-
kého zafeni, jejichz energie dosahuje vySe potfebné k vyvolani impulsu v Gei-
gerové-Miillerové &ita&i (obr. 1). Zajiméa nas vstupni proud. Proud, ktery &ita¢
skutecng registruje, je ovlivnén mrtvymi dobami po registraci impulsti. Omezujeme
s€ na Casove Useky, béhem nich se intenzita zaFeni neméni.

_’[ jA E zesilovad
I i

i%, RJ; Obr. 1

Utinime o proudu &astic tyto piedpoklady:

1. Polty ¢&astic na vstupu do &itade v disjunktnich &asovych intervalech
Jjsou vzajemné nezavislé nahodné veli€iny.

2. Cas potitame od nuly. Pro libovolné ¢t > 0 je pravdépodobnost prichodu
Castic v Casovém intervalu (¢, + h] rovna gh + o(h), h - 0+. Jinak feceno, tato
pravdépodobnost je az na nekoneéng malé veli€iny vy§§iho fadu Umérna délce
intervalu. ¢ je kladna konstanta charakterizujici intenzitu zafeni.

3. Pro t 2 0 je pravdépodobnost vyskytu dvou nebo vice &astic v &asovém
intervalu (¢, t + h] veli¢ina fadu o(h), h — 0+. Tento predpoklad vylu€uje sougasny
prichod nékolika &astic.

Oznaéme N, celkovy podet &astic na vstupu do Casu ¢, tj. Gastic prislych
béhem Casového intervalu [0,¢]. N = {N.,t 2 0} je ndhodny proces (nihodna
funkce). Nasim cilem je zjistit, jaké vlastnosti procesu N z predpokladd 1-3
vyplyvaji.

Nejprve vypoéteme pravdépodobnosti

pt) =P(N,=k), k=0,1,...




Pro p,(t) mame

polt + h) = P(N, = 0)P(N,,, — N, = 0) = Po(t) (1 — gh + o(h)).
Odkud
3 d
lim h™Y(po(t + h) — py(t) = Ipo(t) = —qp,(t). (1)
h—0+
Déle prok = 1,2, ...
k k-2
plt + h) = Z P(N,=j)P(N,,, — N, =k —j) = Z pi(t) o(h) +
j=0 j=0

+ D 1(D) (gh + o(h)) + p () (1 — gh + o(h)).
Odtud '

SPO=p0a-p0e k=12 @

Protoze je P(N, = 0) = 1, mame pro odvozenou soustavu diferencialnich rovnic
pocatecni podminku

Po(0) =1, p,(0) = p,(0) = ... = 0.

Resenim prvé rovnice plyne py(t) = exp { —gt}. Dale Gpravou

d
o €)= qp (), k=12,..,

coz dava
t t i
et'p,(1) = (‘;d) ;
Celkem
k
pult) = (‘i—t')e""‘, k=015 2551

Dospéli jsme k Poissonovu rozlozeni. Proces, ktery jsme charakterizovali pred-
poklady 1—3, se nazyva Poissoniiv.
Pro rozlozeni poctu &astic na intervalu (t,, t,] mame stejny vysledek

ik 4 k
P(IVI2 - Nt; = k) = Pk(tz - [1) = (q(tzk“‘[l))e_ﬂu‘h)’ = 0, l,
Jejich ocekavany pocet je

E(N,, = N,) =Y kp(t, — t,) = q(t, — i)
k=0

Poissonlv proces s konstantni intenzitou q lze proto také definovat jako proces
s nezdvislymi pFiristky, jehoZ pririistek na intervalu délky s > 0 ma Poissonovo
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rozlozeni se stiedni hodnotou gs. Nezavislost prirastkd je pfedpoklad 1, pro
disjunktni intervaly (t,, t,], (3, 4], (ts, tg), ... jsou N, — N, ,N,, =N, ,N, =N, ...
vzajemné nezavislé nahodné veliCiny.

Stanovime rozlozeni dob mezi pFichody Castic. Budiz 7, okamzZik prvého
prichodu,

= inf{t: N, > 0}.

Mame

P, =t)=P(N,>0=1—pt)=1—-¢e"7.
7, ma exponencialni rozlozeni se stfedni hodnotou 1/q. t, budizZ doba mezi prvym
a druhym pfichodem,

7, = inf {t: N, — N,, > O}
Ur¢ime sdruzené rozloZeni (t,, 7,),
Plzy = t;7, <5), 50,5 >0,
Pro n celé kladné, spliujici tn~! < s, rozdélme interval [0, t] na n stejnych dilk

délky h. Mame podle obrazku 2

kZIP(N(k—l)h =0)P(Niy — Ng—1yp = DP(Ng—1ypss = Ny > 0) =

SPr =1, 59) SZ Ng—1p =0 PNy — Nje—gyp = 1)

P(Niyss — Ny > 0) + P( kh N(k—l)h > 1))

E . kh, : ] |kh:s
0 (k-1h t k1hs Obr. 2
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Pz, £1,7, 55 =(1 — e Bfle—e™ %)




Vidime, ze 7,,7, jsou vzajemné nezavislé nahodné veli¢iny s exponencialnim
rozlozenim o stiedni hodnoté 1/g. Stejnym postupem bychom tuto vlastnost roz-
Sifili na doby mezi dal§imi pfichody t,, 7, ... .

Realizaci nahodné veli€iny je &islo. Realizaci nahodného procesu je funkce —
trajektorie. Trajektorie procesu N je znazornéna obrazkem 3. Z predchozich tvah
vyplyva dalsi charakterizace Poissonova procesu s intenzitou g. Je to nahodny
proces, jehoZ (zprava spojita) trajektorie je po ¢astech konstantni s jednotkovymi
skoky v bodech nespojitosti. Délky intervalt mezi body nespojitosti jsou vzajemné
nezavislé nahodné veli¢iny s exponencialnim rozloZenim o stiedni hodnoté 1/q.
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Realizaci Poissonova procesu lze také popsat pomoci posloupnosti bodi
na Casové ose ¢,,0,,.... V nafem modelu jsou to okamziky pfichodu castic.
Hovofime o bodovém procesu X = {a,, n = 1, 2, ...}, zatimco N je jemu pfislusny
nacitaci proces

2t § zna¢i indikdtor nahodného jevu ve svorkach, rovny 1, kdyz jev nastal,
a rovny 0 v opaném pfipadé.
Mame vztah

P(N, < k) = P(g, > 1), k=1,2,... (3)
o, je souCtem k nezavislych veli¢in o hustoté gexp[—gx}. Hustota rozlozeni

veli¢iny g, f,(x), proto spliiuje

Jilx) = Laem ERL 00dy, -k =23, .
0

Odkud
xk—l i
S =d e k=12
(3) pak znamena
k-1 k-1 j o k-1
= ﬂ T e k__X —gx
D % il Y 2

v

- Rovnost se také snadno oveéii integraci per partes.
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Povsimnéme si vlastnosti exponencialniho rozlozeni, ktera je podstatna zde
i v markovskych modelech, o nichz bude pojednano dale. Pfedstavme si, Ze nyni
je Gas t a Ze zname predchozi pribéh procesu N (obr. 4). Zajima nas rozlozeni
doby &ekani na dalsi gastici, T = 6, , — 1. Mame

Pe>x)=Plo,., -0, >x+5|0, —0,>95)=
=g W+ e~8 = o7,
S T
0 S, sk t &k,,1 Obr. 4

V libovolném asovém okamziku r ma doba ekani na prvni nasledujici pfichod
rovnéZz exponencialni rozlozeni se stfedni hodnotou 1/q. Zvolime-li t za novy
pocatek pozorovani, je nasledujici realizace procesu N opét Poissonovym procesem
s intenzitou ¢, nezavislym na prabéhu N v intervalu [0, t]. Totéz plati, kdyz za
pocatek zvolime okamzik k-tého pfichodu g,.

V tabulce 1 je uvedena ukazka jedné fady pozorovani z Lomnického $titu.
Rada obsahuje 544 dob mezi pfichody &astic. Pfevracena hodnota praméru téchto
dob je odhadem intenzity g = 0,135. Teoretické &etnosti jsou proto pocitany pro
distribugni funkci 1 — exp { —0,135x}.

Tabulka 1
Interval. Cetnosti Interval, Cetnosti Interval, Cetnosti
min pozorované teoretické min. pozorované teoretick¢ min. pozorované teoreticke
-15 %4 100 7,5-85 18 25 14,5155 11 10
525 64 56 8595 14 2 15,5-17,5 17 16
5 57 49 9,5-10,5 21 19 17,5-19,5 9 12
= (o 43 10,5-11,5 13 17 19,5-21,5 10 9
5 42 37 11,5-12,5 13 14 21,5235 . 8 7
34 33 12,5-13,5 15 13 235255 5 5
28 29 13,5-145 13 11 25,5~ 19 17

K Poissonovu procesu s proménnou intenzitou dospivame zménou pred-
pokladu 2 takto:

2. Pro t 20 je pravdépodobnost pfichodu astic v Casovém intervalu
(1.1 + h] rovna g(t) h + o(h), h - 0+. g(1) budiZ po gastech spojita funkce.
Méjme 0 < 5 < t. OznaCme

pls, ) =P(N,— N,=k), k=01,...,
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