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Necht K/F je algebraické, normdlni a separabilni rozsiieni. I kdyz K/F
je nekoneéné rozsiteni, mame jako u kone¢nych rozsireni grupu Aut(K/F) a
muzeme se ptat, jestli jeji vSechny podgrupy odpovidaji jednoznacné vsem
mezitélesum (tedy télesum M spliujicim F° C M C K). Néasledujici priklad
ukazuje, ze obecné ne.

Piiklad 1. Necht F = Q, za téleso K zvolme kompozitum vsech kva-
dratickych rozsifeni télesa raciondlnich ¢isel, tj. K = Q(va;a € Q) =
Q(vV=1,v2,v/3,V/5,V7,4/11,...). Pak Aut(K/Q) = Aut(K). Libovolny
o € Aut(K/Q) je uréen svymi obrazy na v/—1 a /p pro vSechna prvocisla
p, piitom o(v/—1) = £v/~1 a o(y/p) = £4/p pro kazdé prvocislo p. Je tedy
0? = idg. Proto je Aut(K) komutativni 2-elementarni grupa, tedy vekto-
rovy prostor nad télesem Fy 0 dvou prvcich. Evidentné je Aut(K') nekonec¢na
grupa (z Kummerovy teorie plyne, ze jsou-li py,...,p, ruzna prvocisla, pak
[Q(\/P1s - --54/Pn) : Q] =27), je to tedy nekonecné rozmérny vektorovy pro-
stor. Pak mnozina v8ech nenulovych linedrnich zobrazeni Aut(K) — Fy je
nespocetné (zvolime-li libovolné bazi, pak nenulova linedrni zobrazeni jed-
nozna¢né odpovidaji neprazdnym podmnozinam béze, protoze téleso skaldru
mé dva prvky). Tato linedrni zobrazeni jednoznacéné odpovidaji podgrupdm
grupy Aut(K) indexu 2 (kazdé odpovidd svému jadru). Proto je téchto pod-
grup vice nez kvadratickych rozsiteni Q, kterych je jen spocetné mnoho
(kazdé kvadratické rozsiteni Q je Galoisovo, tedy cyklické, a protoze 1 € Q,
je tvaru Q(y/a) pro néjaké a € Q). Ackoli kazdému takovému kvadratickému
rozsiteni Q odpovidé jednozna¢éné urcend podgrupa grupy Aut(K) indexu
2 a ruznym rozsitenim odpovidaji ruzné podgrupy, naopak to neplati. Jen
spocetné mnoha témto podgrupam odpovida rozsiteni, kdezto pro nespocetné
mnoho podgrup odpovidajici rozsiteni neexistuje. Cilem néasledujiciho textu
je vysvétlit proc¢; a také ukazat, ¢im se podgrupy odpovidajici rozsitenim
odlisuji od téch ostatnich.

Poznamka 2. Pripomenme, ze topologicky prostor je libovolnd mnozina
spolu s topologii na ni. Topologie na mnoziné X je libovolny systém pod-
mnozin mnoziny X, kterym se iikd oteviené (v této topologii), splnujici:
prazdna mnozina i celda mnozina X jsou oteviené, prunik libovolnych dvou
otevienych mnozin je oteviend mnozina a sjednoceni libovolného systému
otevienych mnozin je oteviend mnozina.



Nejvétsi topologii na mnoziné X je tzv. diskrétni topologie, v niz je kazda
podmnozina mnoziny X oteviena. Naopak nejmensi topologii na mnoziné X
je tzv. indiskrétni topologie, v niz jsou oteviené pouze prazdna mnozina a
mnozina X.

Topologii na mnoziné X lze zadat pomoci néjaké jeji baze (resp. subbéaze)
otevienych mnozin, coz je libovolny systém otevienych mnozin takovy, ze
otevienymi mnozinami v X jsou pravé sjednoceni libovolné mnoha mnozin
z baze (resp. mnozin, které jsou pruniky koneéné mnoha mnozin ze subbéaze).
Ze znalosti béaze (resp. subbéze) snadno urcime celou topologii: pro libovolnou
subbézi tvori systém vsech pruniku koneéné mnoha mnozin ze subbaze bazi;
celou topologii pak dostaneme jako systém vsech sjednoceni mnozin baze.

Dalsi moznosti, jak zadat topologii na mnoziné X, je popsat pro kazdy
bod x € X bézi (resp. subbézi) otevienych okoli bodu z, coz je libovolny
systém otevienych mnozin obsahujicich bod x takovych, ze kazda oteviena
mnozina obsahujici bod x nutné obsahuje i nékterou mnozinu z baze otevie-
nych okoli bodu x (resp. prunik nékterych koneéné mnoha mnozin z subbaze
otevienych okoli bodu x). Mdme-li pro kazdy bod danu bézi (resp. subbazi)
otevienych okoli tohoto bodu, jejich sjednocenim dostaneme bazi (resp. sub-
bézi) otevienych mnozin.

Topologicky prostor X se nazyva Hausdorffuv (neboli Ty), jestlize pro
kazdé z,y € X, x # y, existuji disjunktni oteviené mnoziny A, B C X tak,
zex € Ay €B.

Z libovolného metrického prostoru (X, p) ziskdme Hausdorffuv topolo-
gicky prostor na X tak, ze za bazi otevienych okoli libovolného bodu z € X
zvolime systém otevienych kouli se stfedem v bodé = s poloméry libovolné
se blizicimi nule, napitklad {y € X; p(z,y) < =}, n € N,

Mnozina A C X se nazyva uzaviena (v této topologii), pravé kdyz je jeji
doplnék X — A oteviend mnozina.

Mnozina A C X se nazyva kompaktni (v této topologii), prave kdyz z li-
bovolného jejiho otevieného pokryti (tedy z libovolného systému otevienych
mnozin, jejichz sjednoceni je A podmnozinou) lze vybrat kone¢né podpo-
kryti. Topologicky prostor X se nazyva kompaktni, je-li celd& mnozina X
kompaktni.

Zobrazeni X — Y mezi topologickymi prostory se nazyva spojité, jestlize
pro kazdou otevienou mnozinu A C Y je mnozina f _1(A) C X otevrena.

Zobrazeni X — Y mezi topologickymi prostory se nazyva homeomorfis-
mus (nékdy téz izomorfismus topologickych prostoru), jestlize je f bijektivni
a obé zobrazeni f i f~! jsou spojité.



Je-li X topologicky prostor a Y C X jeho libovolnd podmnozina, muzeme
na Y definovat topologii tak, ze otevienymi mnozinami v topologii na Y jsou
pravé pruniky mnoziny Y postupné se vSemi otevienymi mnozinami na X.
Tomuto topologickému prostoru Y se fika podprostor topologického prostoru
X. (Jednd se tedy o nejmensi topologii na Y, v niz je zobrazeni inkluze
Y — X spojité.)

Jsou-li Xj, i € I, topologické prostory, na soucinu mnozin X = [[..; X;
definujeme topologii takto: je to nejmensi topologie, v niz jsou vsechny pro-
jekce m; + X — X; spojité. Tomuto topologickému prostoru X pak tikame
soucin topologickych prostoru X;, ¢ € I. (Znamena to, ze subbazi otevienych
mnozin v X je systém mnozin m; *(A), kde i € I a A C X; je oteviend
mnozina v topologii prostoru Xj;.)

Plati Tichonovova véta: Souc¢inem libovolného systému kompaktnich to-
pologickych prostoru je kompaktni topologicky prostor.

Podmnozina topologického prostoru se nazyva obojetna, pravé kdyz je
soucasné oteviend i uzaviena. Topologicky prostor se nazyva souvisly, jestlize
jeho jediné obojetné mnoziny jsou prazdna mnozina a cely prostor. Podmno-
zina Y topologického prostoru X se nazyva souvisld, jestlize tvoii v topologii
podprostoru (zminované vyse) souvisly topologicky prostor. Jinymi slovy:
podmnozina Y topologického prostoru X neni souvisld, pravé kdyz existuji
oteviené mnoziny A, B topologického prostoru X takové, ze ANY a BNY
jsou neprazdné disjunktni mnoziny, jejichz sjednocenim je Y.

Topologicky prostor se nazyva totalné nesouvisly (anglicky totally discon-
nected), jestlize nemé zéadnou alespon dvouprvkovou souvislou podmnozinu.

Topologické prostory, pro jejichz kazdé dva ruzné body existuje obojetna
mnozina, kterd obsahuje pravé jeden z nich, se nazyvaji totalné separo-
vané (anglicky totally separated). Kazdy takovy prostor je totdlné nesouvisly
(opa¢na implikace vsak neplati).

Definice 3. Necht (G, ) je grupa takov4, Ze jeji nosna mnozina je souc¢asné
topologicky prostor. Pak i sou¢in G x G je topologicky prostor (s topologii
soucinu). Jestlize obé zobrazeni G — G, x — 271, a GxG — G, (x,y) — z-y,
jsou spojita, fikame, ze G je topologicka grupa.

Piiklad 4. e Libovolna grupa spolu s diskrétni nebo indiskrétni topo-
logii je topologicka grupa.

e Grupy (R,+) a (R*,:) vzhledem k obvyklé topologii dané metrikou
absolutni hodnoty jsou topologické.



e Pro libovolné n € N je (R",+) spolu s topologii danou euklidovskou
metrikou také topologicka grupa.

e Grupa (Fs,+) spolu s topologii, v niz jsou oteviené pravé mnoziny
[y, {[0]2}, 0, neni topologickd, protoze zobrazeni + : Fy x Fy — Fy neni
spojité (promyslete si, které podmnoziny jsou v topologickém prostoru
Fy x Fy oteviené).

Poznamka 5. Necht (G,-) je topologickd grupa. Zobrazeni G x G — G,
(x,y) — x -y, je spojité, a tedy pro kazdé g € G je posunuti p,;: G x G — G,
pe(x) = g - x, spojité. Ptitom jde o bijekci, jejiz inverzi je p,-1. Je tedy py
homeomorfismus. Proto 1ze topologii topologické grupy zadat néjakou béazi
(resp. subbdzi) otevienych okoli neutralniho prvku 1 € G.

Tvrzeni 6. Je-li [ mnoZina a pro kazZdé i € I je ddna topologickd grupa G;,
pak soucin grup [],c; Gi spolu s topologii soucinu tvori topologickou grupu.
Definice 7. Relace < na mnoziné [/ se nazyva predusporddani, jestlize je
reflexivni a tranzitivni. Rekneme, ze (I, <) je usmérnénd mnozina, jestlize
=< je preduspotradani, v némz ma kazda konec¢na podmnozina horni zavoru,
jinymi slovy pro kazdé ¢, 7 € I existuje k € I tak, ze i <k, j < k.
Definice 8. Necht (I, <) je usmérnénd mnozina takova, ze pro kazdé i € I je
dana mnozina G; a pro kazdd 7,5 € I, =< j, je ddno zobrazeni ¢;; : G; — G,
pricemz plati

o Vic: Yii = idGia

o Vi,jk€l: i X)Xk = ¢ij0pjr = PiL-

Pak G, i € I, nazveme projektivnim (nebo téz inverznim) systémem mnozin.
Jeho projektivni (nebo téz inverzni) limitou rozumime

’ 1:{ Vel i< ) :}
lim G = | x € EG’ Vij el iXj = oi(x(s) = x(0)
Pro kazdé j € I pak dostavame projekci 7;: lim G; — G (staci zzit projekce
<—
ze soucinu). Tyto projekce ziejmé pro kazdé i,j € I, i < j, tvori komutativni

diagram
lim G;
pa—

Gj Pij G’
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Je-li navic kazdé G; grupa (resp. okruh, resp. topologicky prostor, resp. topo-
logicka grupa) a je-li kazdé ¢;; homomorfismus grup (resp. homomorfismus
okruh, resp. spojité zobrazeni, resp. spojity homomorfismus grup), hovoiime
o projektivnim (nebo téz inverznim) systému grup (resp. okruhu, resp. topo-
logickych prostoru, resp. topologickych grup).

Projektivni limita spolu s projekcemi mé nésledujici univerzalni vliastnost,
kterd ji jednoznacné urcuje az na izomorfismus:

Tvrzeni 9. Necht G;, i € I, je projektivni systém mnoZin a necht je ddna
mnozina H a pro kazdé i € I zobrazeni v;: H — G; takové, Ze pro kazdé
1,7 € 1,1 =27, komutuje diagram

H

N
Gi

Pij

G

Pak existuje jediné zobrazeni y: H — lim G; tak, Ze pro kazdé j € I komutuje
H

N A

G

diagram

H

—

Tvrzeni 10. Je-li G;, i € I, projektivni systém grup (resp. okruhi), pak je
lim G; podgrupou (resp. podokruhem) soucinu [[,.; Gi.
H

Priklad 11. e Necht p je prvocislo. Ziejmé (N, <) je usmérnénd mno-
zina. Pro kazdé 7,7 € N takové, ze ¢ < 7, mame jediny homomor-
fismus okruhu ¢;;: Z/p'Z — Z/p'Z (plati ¢;j([al,i) = [a], pro kazdé
a € Z). Tyto homomorfismy tvoii projektivni systém okruhu (to plyne
okamzité uz z toho, ze to jsou jediné homomorfismy mezi uvedenymi
okruhy). Jako inverzni limitu dostavame okruh Z, = li;n Z.|p' 7, ktery

se nazyva okruh celych p-adickych ¢isel.

o Ziejmeé (N,|) je usmérnénd mnozina. Pro kazdé m,n € N takové, ze
m | n, mdme jediny homomorfismus okruhu ¢,,,:Z/nZ — Z/mZ
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(plati pun(lal,) = [a]m pro kazdé a € Z). Tim opét dostavame pro-
jektivni systém okruhu, jehoz inverzni limitou je okruh Z = lim Z/mZ.
(—
Je mozné ukazat, ze Z = Hp Zy,, kde p probihd vsechna prvocisla a Z,
je vysSe zminény okruh celych p-adickych cisel.
Véta 12. Necht Gy, i € I, je projektivni systém Hausdorffovijch topologickijch
prostoru. Pak projektivni limita lim G; je uzaviend podmnoZina topologického
—

prostoru [[,.; G

Diikaz. Ukézeme, Ze doplnék [],., G

X € [Lic; Gi, x € lim G;. Pak existuji z,j € 1,1 =7, tak, ze g;; (X(j)) # x(7).
H

Protoze G; je Hausdorffuv, existuji disjunktni oteviené mnoziny U, V C G,

tak, ze x(1) € U, ¢;;(x(j)) € V. Oznac¢me pro k € I

— lim G; je oteviend mnozina. Necht
pr

U pro k =1,
T, = go;jl(V) pro k = j,
Gk jinak.

Pak [],.; Tk je oteviend mnozina v [],.; Gy, kterd je disjunktni s lim G; a
<—

obsahuje .

Definice 13. Prokonecnou grupou mame na mysli topologickou grupu, ktera

je izomorfni (tj. existuje mezi nimi izomorfismus grup, ktery je soucasné i
homeomorfismem) s projektivni limitou koneénych grup s diskrétni topologii.

Poznamka 14. Abychom lépe porozumeéli topologii prokonecné grupy, popis-
me né&jakou bézi otevienych okoli neutralniho prvku. Necht G;, i € I, je pro-
jektivni systém konecénych diskrétnich grup. Pak projektivni limita lim G; ma
<—
nejmensi topologii takovou, ze vsechny projekce 7;: lim G; — G jsou spojité.
H

Proto mnoziny m; '({1}), j € I, tvoi{ subbézi otevienych okoli neutrdlntho
prvku. Protoze (I, =) je usmérnénd, pro libovolnou konectnou podmnozinu
{i1,...,in} C I existuje j € I tak, ze i3 = j, ..., i, = j. Protoze ¢, ; jsou
homomorfismy, je ¢;, (1) =1, a tedy

({1 < ﬂ i, ({1}).

Proto mnoziny 7rj_1({1}), j € I, tvori dokonce bézi otevienych okoli neutrdl-
niho prvku.



Véta 15. KazZda prokonecnd grupa je kompaktni.

Dikaz. Kazdy konecny topologicky prostor je kompaktni. Z Tichonovovy
véty je soucin kompaktnich prostoriu kompaktni. Podle véty 12 je prokoneéna
grupa uzavienou podmnozinou v kompaktnim prostoru, a tedy kompaktni.

Lemma 16. Necht G je topologickd grupa, H oteviend podgrupa grupy G.
Pak H je uzaviend (a tedy obojetnd) mnoZina.

Dikaz. Pro libovolné g € G je leva tiida g- H obrazem podgrupy H v posu-
nuti p,. Proto je kazda leva tfida oteviena. Protoze levé tiidy tvoii rozklad
na G a jednou z nich je podgrupa H, je H doplnkem sjednoceni ostatnich
levych tiid. Toto sjednoceni otevienych mnozin je oteviend mnozina, tedy H
je uzavrena.

Veéta 17. KazZda prokonecnd grupa je totdlné nesouvisld.

Diikaz. Necht tedy G;, i € I, je projektivni systém koneénych diskrétnich
grup, G = l(iin G, jeho projektivni limita. Vzhledem k tomu, ze posunuti
je homeomorfismus, sta¢i ukazat, ze pro libovolné g € G, g # 1, existuje
obojetna mnozina obsahujici 1 a neobsahujici g. Protoze g # 1, existuje j € [
tak, ze m;(g) # 1. Pak W;l({1}> je oteviena podgrupa grupy G neobsahujici
g. Staci uzit lemma 16.

Pro zajimavost uved me nésledujici topologickou charakterizaci prokoneé-
nych grup.

Veéta 18. Topologickd grupa je prokonecnd, prdve kdyz je kompaktni a totdlneé
nesouvisld.

Dikaz. V piipadé zdjmu lze Sestistrankovy dukaz nalézt v [1], str. 25-31.

Poznamka 19. Necht K/F je algebraické, normélni a separabilni rozsifeni.
Ozna¢me £ mnozinu vech mezitéles L (tj. L je téleso splnujici F* C L C K)
takovych, ze L/F' je kone¢né a normalni. Ziejmé je pro kazdé L € L také L/F
separabilni, a tedy Galoisovo, a mame koneénou Galoisovu grupu Gal(L/F).
Navic je (£,C) usmérnénd mnozina, nebot pro Li, Ly € L je také jejich
kompozitum LiLs € L. Jsou-li Ly, Ly € L, L1 C Loy, pak restrikce

resr,/r, - Gal(Ly/F') — Gal(L/F)
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je homomorfismus grup. Grupy Gal(L/F) jsou konecné, jestlize je vezmeme
s diskrétni topologii, dostavame jako inverzni limitu tohoto projektivniho
systému topologickych grup prokonecnou grupu lim Gal(L/F), pticemz L
H
v limité probihd usmérnénou mnozinu L.
Ozna¢me G = Aut(K/F). Pak pro kazdé L € £ méame restrikci

resg/r: G — Gal(L/F),

ktera je homomorfismem grup. Pro kazdé Ly, L, € £, Ly C Lo, mame komu-

tativni diagram
G
resy le

TSIy Ly

Stejné jako v tvrzeni 9 tim dostdvdme zobrazeni p: G — lim Gal(L/F), ve
H

kterém se o € G zobrazi na prvek, v jehoz L-té komponenté je resg, (o).

Ztejmé je p homomorfismus grup. Predpokladejme, ze existuje o € ker p,
o # idg. Pak existuje a € K tak, ze o(«) # «. Ptitom toto « je algebraické
nad F (vzdyt K/F je algebraické) a jeho minimalni polynom f nad F' nem4
nasobné koreny (vzdyt K/F je separabilni) a vSechny kofeny f lez{ v K
(vzdyt K/F je normélni). Proto rozkladové téleso L polynomu f nad F
spliuje L C K, a tedy L € L. Protoze o € kerp, plati resg,(0) = idg.
Navic a € L, a tedy

a # o(a) = (resg)(0))(a) =idr(a) = «,
spor. Je tedy p injektivni.
Ukazme, ze je p také surjektivni. Zvolme x € lim Gal(L/F) libovolné,
H
ale pevné. Konstruujme o: K — K takto: uz vime, ze pro libovolné o € K
existuje L € L tak, ze o € L; polozme o(a) = (x(L))(a). Tato definice je

korektni, nebot jsou-li Ly, Ly € £ takové, 7e o € L, a o € Lo, pak také jejich
kompozitum LiLs € L a z x € lim Gal(L/F') plyne
(—

T€SL, Ly /Ly X(L1L2) = X(Ll)
T€SL,1y/Lsy X(L1L2) = X(L2)

a tedy (x(L1))(a) = (x(L1L2))(a) = (x(L2))(a). Je tedy o definovano ko-
rektné. Snadno se ukdze, ze je o automorfismus: pro libovolné o, 5 € K

I
Y
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existuje L € L, o, 8 € L, a x(L) je automorfismus télesa L. Tedy o je homo-
morfismus okruhu. Ziejmé o(«) = « pro kazdé a € F. Protoze K je téleso,
je o injektivni. A protoze libovolné a € K je kofenem svého minimalniho
polynomu f nad F' a ¢ permutuje koteny polynomu f, je o surjektivni. Tedy
o € (. Dokazali jsme, ze

p:G — lim Gal(L/F)

je izomorfismus grup. Protoze grupa vpravo je prokonecnd, 1ze izomorfismem
p prenést topologii prokonecné grupy na G. Tato topologie na G = Aut(K/F)
se nazyva Krullova.

7 poznamky 14 dostavame popis baze otevienych okoli neutralniho prvku
idx grupy G. Pro kazdé L € L je mp0p =resg, a plati (mp0p) " ({id,}) =
Aut(K/L). Proto Aut(K/L), L € L, tvoii bazi otevienych okoli neutralntho
prvku idg grupy G.

Lemma 20. Pro kazdé L € L plati, Ze vesy,: G — Gal(L/F) je surjektivni.

Diukaz. Necht o0 € Gal(L/F) je libovolné. Oznatme M mnozinu vsech
usporadanych dvojic (M, 1), kde téleso M splituje L C M C K a pro auto-
morfismus 7: M — M plati resyr(7) = 0. Ziejmé (L,0) € M, a tedy M je
neprazdnéa. Na M zavedeme usporaddni < takto: (M, 1) < (Ms, 72), prave
kdyz My C M; a resy,/n, (72) = 71. Ziejmé libovolnd linearné uspordadand
podmnozina M ma v M horni zavoru. Podle Zornova lemmatu existuje ma-
ximalni prvek (My, 79) mnoziny M. Predpokladejme na okamzik, ze existuje
a € K, a ¢ My. Oznatme f minimdlni polynom prvku a nad F, necht R
je rozkladové téleso polynomu f nad My. Automorfismus 79 nechava koe-
ficienty polynomu f na misté. Z véty o jednoznacnosti rozkladovych téles
vime, ze existuje automorfismus 7 télesa R, jehoz restrikci na M, je 7. Pak
(R, ) > (Mo, 1), spor. Je tedy My = K.

Daisledek 21. Pro libovolné o € K plati: o € F, prave kdyz pro kazdé T € G
je T(a) = a.

Dikaz. Jeden smér plyne ihned z definice GG. Naopak, predpokladejme, ze
a € K, a ¢ F. Pak existuje L € L tak, ze a € L. Protoze a ¢ F, existuje
o € Gal(L/F) tak, ze o(«) # «. Predchozi lemma zarucuje, ze o je restrikci
vhodného 7 € G.



Lemma 22. Necht M je libovolné mezitéleso rozsireni K/F, tj. pro téleso
M plati F C M C K. Pak Aut(K/M) je normdlni podgrupa grupy G, prdvé
kdyz pro kazdé T € G plati Aut(K/M) = Aut(K/7(M)). Tato podminka je
splnéna, je-li M/F normdlni rozsirent.

Dikaz. Zvolme 7 € G libovolné, ale pevné. Podle definice je Aut(K/M)
mnozina vsech prvku o € G, které splnuji o(a) = « pro kazdé o € M, coz je
ekvivalentni s tim, ze (7 o 0 o 771)(3) = B8 pro kazdé 8 € 7(M), tedy s tim,
ze Tooor ' € Aut(K/7(M)). Je tedy Aut(K /M) normalni podgrupa grupy
G, prave kdyz pro kazdé 7 € G plati Aut(K/M) = Aut(K/7(M)).

Je-li M/F normélni rozsiteni, pak M s kazdym prvkem « € M obsahuje
vSechny kofeny minimalntho polynomu f prvku « nad F, tedy pro kazdé
T € G plati 7(M) C M a také 7=Y(M) C M, tj. M C 7(M), dohromady
T(M) =M.

Dusledek 23. Pro kazdé L € L plati, Ze Aut(K/L) je normdlni podgrupa
grupy G.

Dikaz. 7 definice L/F' je Galoisovo, a tedy normalni.

Véta 24. Uzavrené podgrupy grupy G v Krullové topologii jsou prdve pruniky
(libovolngch systémai) oteviengch podgrup. Presnéji: je-li H uzaviend pod-
grupa grupy G, pak plati

H= () HoAut(K/L).

Lel

Dikaz. Podle lemma 16 je kazda oteviena podgrupa také uzaviend. Ziejmé
prunik libovolného systému uzavienych podgrup je uzaviena podgrupa.
Pro libovolnou podgrupu H grupy G je podle dusledku 23 mnozina

HoAuw(K/L)={roo; € H, o € Aut(K/L)} = | J 70 Aut(K/L)

TeEH

podgrupou grupy G a také sjednocenim otevienych mnozin, tedy otevienou
podgrupou grupy G. Staci tedy ukazat, ze je-li H uzaviend, plati rovnost
uvedena ve znéni véty. Jedna inkluze je zfejmd, predpoklddejme, ze druhd
inkluze neplati, tj. existuje € (., H o Aut(K/L), x ¢ H. Protoze H
je uzaviend, je G — H oteviend. Bazi otevienych okoli bodu z je systém
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roAut(K/L), L € L. Existuje tedy Ly € L tak, ze z o Aut(K/Ly) C G—H.
Protoze x € (. H o Aut(K/L), plati také x € H o Aut(K/Lg), odkud

roAut(K/Lg) € (HoAut(K/Ly))/ Aut(K/Ly) = {ho Aut(K/Ly); h € H}.
Existuje tedy hg € H tak, ze

x o Aut(K/Lg) = ho o Aut(K/Ly),
tedy hg € x o Aut(K/Ly) C G — H, spor.

Nyni uz mtuzeme formulovat zobecnéni zékladni véty Galoisovy teorie na
nekonecna algebraicka, normalni a separabilni rozsiteni.

Véta 25. Necht K/F je algebraické, normdlni a separabilni rozsirend, ne-
cht G = Aut(K/F) je topologickd grupa s Krullovou topologii. Oznaéme M
mnozinu viech mezitéles rozsireni K/F (tj. téles M, pro ktera F C M C K)
a H mnozinu vsech uzavieniych podgrup grupy G. Pak zobrazeni
aM—=H, «aM)=Au(K/M) pro kazdé M € M,
p:H—-M, [(H)={reK; VoeH:o(x)=ux} pro kaZdou H € H,
tvori dvojici navzdjem inverznich bijekct, pricemz
a(M,)
B(Hy)

Navic pro kazdé M € M plati

a(M,) pro kazda My, My € M, My C M,

2
D B(Hs) pro kazdé Hy,Hy € H, Hy C Hs.

M/F je normdini rozsiteni <= (M)
M/F je konecné rozsiteni <= «a(M) je oteviend podgrupa grupy G,
— |G/a(M)| =M : F],

(
M/F je nekonecéné rozsireni —> |G/a(M)] = oo

je normdlni podgrupa grupy G,

M/F je konecné rozsirent

Dikaz. Ziejmé pro libovolnou H € H je {x € K; Yo € H: o(x) =z} € M,
je tedy [ dobre definovano.

Abychom ukézali, ze je dobte definovano i «, pro libovolnou M € M
ukazme, ze Aut(K/M) je uzaviend podgrupa grupy G. Ziejmé jde o pod-
grupu, zbyva ukazat, ze je uzaviend. Zvolme libovolné o € G, 0 ¢ Aut(K/M).
Pak existuje z € M takové, ze o(x) # x. Pro toto x existuje L € L tak, ze
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x € L. Pro kazdé 7 € Aut(K/L) plati (g o 7)(z) = o(7(x)) = o(x) # =,
a tedy o o Aut(K/L) je oteviend mnozina obsahujici o, ktera je disjunktni
s Aut(K/M). Proto je G — Aut(K /M) oteviend mnozina.

Ihned z definic je jasné, ze zobrazeni « i § obraceji inkluze.

Necht M € M je libovolné. Dusledek 21 pro rozsiteni K /M tvrdi, ze libo-
volné z € K spliuje z € M, prave kdyz o(z) = z pro kazdé o € Aut(K/M),
tj. prave kdyz z € f(a(M)). Je proto S o o = id .

Ukazme, ze také oo o f = idy. Z definic je vidét, ze pro libovolnou H € ‘H
plati H C o(B(H)). Podle véty 24 plati

H=()HoAut(K/L),
Lel

a tedy

B(H) = 5(ﬂ HoAut(K/L)) > | B(H o Aut(K/L)),

LeL LeL
odkud
a(B(H)) C a(U B(H o Aut(K/L))) C () a(B(H o Aut(K/L)))).
LeL LeL

Jestlize ukdzeme, ze a(B(H o Aut(K/L)))) = H o Aut(K /L), prinik vpravo
bude roven H a rovnost (a0 §)(H) = H bude dokdzana. Z definic plyne, ze
plati H o Aut(K/L) C a(B(H o Aut(K/L)))). Zvolme libovolné, ale pevné
o€ a(B(HoAut(K/L)))). Pak o € Aut(K/B(HoAut(K/L))), jinymi slovy:
o € G je takové, ze pro kazdé z € K plati, ze

(1) Vr € Ho Aut(K/L): 7(2) = z = o(z) =z

Potfebujeme ukazat, ze 0 € H o Aut(K/L).

Udélejme to sporem, predpoklddejme naopak, ze o ¢ H o Aut(K/L). Re-
strikce resgr, : G — Gal(L/F') je homomorfismus, ktery ma jadro Aut(//L).
Kdyby resg/r(0) € resg/r(H), existovalo by A € H tak, Ze resg,;(\) =
resg/r(0), tedy At oo € Aut(K/L), odkud ¢ € H o Aut(K/L). Proto
resi/(0) ¢ resg/p(H). Ovéem L/F je konetné Galoisovo rozsifeni, pfi-
cemz resg/r(0) € Gal(L/F) je automorfismus, ktery nepatii do podgrupy
resg,(H) Galoisovy grupy Gal(L/F). Z hlavni véty Galoisovy teorie (pro
konecna Galoisova rozsiteni) plyne, ze v télese, které odpovidd podgrupé
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resg/(H), existuje prvek z takovy, Ze (resg/r(0))(2) # 2, tedy o(2) # 2.
Pro libovolné 7 € H o Aut(K/L) je resg (1) € resg/(H), tedy 7(2) =
(resg/r(7))(2) = 2. Toto z tedy nespliuje implikaci (1), spor.

Dokazali jsme, ze v a 3 jsou navzdjem inverzni bijekce.

Necht M € M je libovolné. Jestlize M/F je normdlni rozsifeni, podle
lemma 22 je a( M) normdlni podgrupa grupy G. Jestlize M/F neni normdlni,
existuje z € M, jehoz minimalni polynom f nad F' mé koten y ¢ M. Existuje
L € L tak, ze z € L, a tedy i y € L. Vime, ze existuje o € Gal(L/F) tak,
ze 0(z) = y. Podle lemma 20 existuje 7 € G tak, ze resg/.(7) = 0. Pro
toto 7 plati 7(z) = y, a tedy 7(M) # M. Protoze « je bijekce, plyne odtud,
ze Awt(K/1(M)) = a(r(M)) # a(M) = Aut(K/M). To podle lemma 22
znamend, ze «(M) neni normdlni podgrupa grupy G.

Je-li M € M takové, ze M/F je koneéné rozsiteni, pak existuje L € L
tak, ze M C L (za L muzeme vzit Galoisuv uzaver M/F v K). Vime, ze
Aut(K/L) je oteviend podgrupa grupy G (viz zavér poznamky 19). Protoze
Aut(K/L) C Aut(K/M), je podgrupa

a(M) = Aut(K/M)= | ] ooAut(K/L)
o€Aut(K/M)

sjednoceni otevienych mnozin, a tedy oteviend mnozina. Podle lemma 20 je
resg/r surjektivni. Protoze ker(resk,) = Aut(K/L), existuje izomorfismus
grup : G/ Aut(K/L) — Gal(L/F) tak, ze komutuje diagram

G
resk/r, .
Gal(L/F) <G/ Aut(K/L)

kde 7, je projekce na faktorgrupu. Protoze Aut(K /M) je podgrupou grupy
G, méme rozklad G/ Aut(K/M) na levé tiidy rozkladu (vzhledem k tomu,
ze nepredpokladame, ze je M/F normadlni rozsiteni, nemusi byt podgrupa
Aut(K /M) grupy G normalni, a proto nelze hovotit o faktorgrupé, ale pouze
o rozkladu). Sestrojime zobrazeni

o: G/ Aut(K/L) — G/ Aut(K/M)

predpisem (v o Aut(K/L)) = v o Aut(K/M) pro libovolné v € G. Tato
definice je korektni, nebot Aut(K/L) C Aut(K/M): jestlize totiz pro néjaké
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7,0 € G plati vy o Aut(K/L) = § o Aut(K/L), pak §t o~y € Aut(K/L) C
Aut(K/M), a tedy v o Aut(K/M) = § o Aut(K/M). Ziejmé je ¢ surjek-
tivni. Protoze v je bijekce, je také ¢ o 9p~! surjektivni zobrazeni; pfitom mé4
nésledujici predpis: pro dané o € Gal(L/F') zvolime libovolné v € G takové,
ze 0 =resg(7), pak (o) (o) =y o Aut(K/M).

G

L

Gal(L/F) <2 G/ Aut(K /L) —2= G/ Aut(K/M)

Zvolme libovolné o,7 € Gal(L/F) a najdéme k nim vhodnd ~,6 € G tak,
aby o = resg/r(v), T = resk/r(9). Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

o (po)(o) = (pod™)(7),
vo Aut(K/M) =6 o Aut(K /M),

vy lod e Aut(K/M),

VzeM: (v 1od)(z)=
)

Vze M: v(z)=46d(z),

VzeM: o(z)=r1(z),
e VzeM: (t7'o0)(2) =
o 7 loo e Gal(L/M),
e goGal(L/M)=r1oGal(L/M).
Uzijeme-li predchozi implikaci zdola nahoru, dostaneme, ze predpis
oo Gal(L/M) — (potyp ') (o)  pro libovolné o € Gal(L/F)

korektné definuje zobrazeni Gal(L/F)/Gal(L/M) — G/ Aut(K/M). Tyto
implikace shora dolt dévaji, ze je to injektivni zobrazeni. A konecné ze
surjektivity ¢ o v~ dostaneme, Ze je to také surjektivni zobrazeni. Proto
plati | Gal(L/F)/ Gal(L/M)| = |G/ Aut(K/M)|, a tedy |G/ Aut(K/M)| =
[M : F).
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Je-li naopak M € M takové, ze M/ F je nekoneéné rozsiteni, pro libovolné
n € N existuje N € M tak, ze N C M a N/F je kone¢né rozsiteni stupné
[N : F] > n. Pak Aut(K/M) C Aut(K/N), a tedy

G/ Awt(K/M)| > |G/ Aut(K/N)| = [N : F] > n.

M4 tedy podgrupa a(M) = Aut(K/M) v grupé G nekonecny index.

Necht nakonec je M € M takové, ze a(M) je oteviend podgrupa grupy G.
Rozklad G/a(M) je pak oteviené pokryti kompaktni mnoziny G disjunktnimi
mnozinami. Proto existuje jeho konecné podpokryti. Ovsem vynechanim li-
bovolné z téchto mnozin uz nedostaneme pokryti. Rozklad G/a(M) tedy mé
jen kone¢né mnoho tiid rozkladu, a proto a(M) ma koneény index v G. Podle
vyse dokézaného je rozsiteni M /F konecné.

Piiklad 26. Necht p je prvoéislo. Ozna¢me

K = U Q(Cp")a
n=1

kde (yn = cos Z—Z{ + 7sin ;27_2 je primitivni p"-t4 odmocnina z jedné. Ziejmé je

K/Q algebraické, normdln{ a separabilni rozsifeni. Necht G' = Aut(K/Q) je
topologicka grupa s Krullovou topologii. Pro kazdé n € N plati

Gal(Q(Gr)/Q) = (Z/p"Z),

pricemz tiidé [a],» odpovidd automorfismus télesa Q((yn) uréeny podminkou
G = Cn- Proto je G topologickd grupa izomorfni (algebraicky a soucasné
topologicky) s projektivni limitou grup (Z/p"Z)* vuéi homomorfismium ur-
¢enym takto: pro kazdé i,j € N, i < j je p;;: (Z/P'Z)* — (Z/p'Z)* (plati
@i;i([al) = [a], pro kazdé a € Z), tedy G = {iEl(Z/p”Z)X. Snadno je videét,
ze tento projektivni systém grup dostdvame z prvniho z piikladu 11 nahra-
zenim okruht jejich grupami jednotek, odkud dostavame, ze tato projektivni
limita je grupou jednotek okruhu celych p-adickych cisel G = Z;.

Piiklad 27. Necht p je liché prvocislo. Protoze pro kazdé n € N je grupa
(Z)p"Z)* cyklickd faddu (p—1)p"~!, ma jedinou podgrupu iddu p—1 a vznikl4
faktorgrupa je cyklickd fddu p"~!. Proto m4 téleso Q((n) jediné podtéleso
stupné p"~!, které oznacime B,,_;. Je tedy B,_1/Q cyklické rozsifen{ stupné
p"~ L. Plati

Q=BycBiCcByC...
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Oznacme K = |J,_, B,. Pak K/Q je algebraické, normdlni a separabilni
rozsiteni. Pritom restrikce dava pro libovolné 7,57 € N, i < j surjektivni
homomorfismus grup

Gal(B;/Q) — Gal(B;/Q).

Protoze Gal(B;/Q) = Z/p"Z, porovnanim s prvnim z piikladu 11, v némz
okruhy nahradime jejich aditivnimi grupami, dostdvame, ze plati (algebraicky
a soucasné topologicky)

AU(K/Q) = (Z,,+).

Poznamka 28. Algebraické, normalni a separabilni rozsifeni K/F takové,
ze Aut(K/F) = (Z,,+), se nazyva Z,-rozsiteni. V piipade, kdy K C C a
F je konecné rozsiteni Q, jsou tato Z,-rozsifeni studovana v tzv. Iwasawovée
teorii.

Piiklad 29. Necht p je prvocislo. Pro libovolné n € N mame koneéné téleso
F,» o p" prvcich, pficemz tato télesa jsou volena tak, ze pro kazdd m,n € N
takovd, ze m | n, plati Fym C Fyn. Vime, ze Galoisova grupa Gal(F,./F,) je
cyklicka, generovana Frobeniovym automorfismem x — x?, tedy

Gal(F,» /F,) = Z/nZ.

Porovnanim s druhym z prikladu 11, v némz okruhy nahradime jejich adi-

tivnimi grupami, dostavame, ze pro téleso E =, 2, Fpn, coz je algebraicky

uzaver telesa ), plati (algebraicky a soucasné topologicky)

Aut(F,/F,) = (Z,+).
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