Diskrétni deterministické modely — cvi¢né pisemky

Pisemka obsahuje tii tllohy, dvé na explicitni feseni diferenc¢nich rovnic, jednu na kva-
litativni analyzu feseni autonomni rovnice nebo systému.

Explicitni feseni rovnic:
e Linearni rovnice homogenni i nehomogenni.
e Linearni rovnice vyssiho fadu s konstantnimi koeficienty,

— nehomogenni rovnice se specialni pravou stranou,

— nehomogenni rovnice fesené uzitim variace konstant nebo Duhamelova principu.
e Systémy linearnich rovnic s konstantni matici homogenni a nehomogenni.
e Rovnice transformovatelné na rovnice linearni:
— Riccatiho rovnice,
— rovnice homogenni.
Kvalitativni analyza autonomnich rovnic:

e hledéni stacionarnich feseni skalarni rovnice (prvniho nebo druhého fadu) nebo dvoj-
rozmérného systému,

e vySetfovani stability stacionarnich feseni,
e hledéani cykli skalarni rovnice a vySetfovani jejich stability,

e urceni typu bifurkace stacionarniho bodu autonomni rovnice s parametrem.



1. Najdéte obecné feseni rovnice

2x(t) + 4

r(t+1) = -1

2. Najdéte obecné feSeni systému rovnic

w(t +1)=—x(t) + y(t)
y(t+1)= 2y(t) +t.

3. Uvazujte autonomni rovnici druhého rfadu

£t +1) = ra(t) (1 - ”3(%1)) ;

parametry r a K jsou kladné. Najdéte vSechny jeji rovnovazné body a vySettete jejich
stabilitu.
Uvedenou rovnici interpretujte.

ReSeni:

1. Riccatiho rovnice
4(1 4+ mo)(—3)t —(4- x0)2t 2(4 — xo) . 3(1 + zo)

M ) T 02 T d a1 o) (3 1tmot (4x0) ()

2. z(t) =2'A+ (-1)'B— 3t — 1,

y(t)=3-2'A—t -1,
podrobnéji:
(1) = 5(3z0 = yo + 5to — 3) (=1)"7" + 5 (yo + to + 1)27 % — 5t — 4,

= (yo+to+1)270 —t—1

r—1

3. Rovnovazné body jsou zj =0a z5 = K

e 0 <r < 1= zj je stabilni, 23 je nestabilni

e 1 <r < 2= z7 je nestabilni, z5 je stabilni

e 2 < r = x] oba rovnovazné body jsou nestabilni
Rovnice mize modelovat vyvoj velikosti populace, u niz vnitrodruhova konkurence piisobi
se zpozdénim jedné generace. Parametr r je vnitini koeficient ristu (maximalni mozny

prirtstek velikosti populace, rustovy koeficient populace bez vnitrodruhové konkurence,
bioticky potencidl modelované populace), parametr K vyjadiuje kapacitu (izivnost) pro-

. . . 1
stiedi; ta zavisi na rastovém koeficientu a je <1 — — )-nésobkem parametru K.
r



1. Najdéte feseni pocatecni ulohy
ot + 12— 2+ )zt + Da(t) + 2tx(t)> =0, z(1)=1.
2. Najdéte obecné feSeni rovnice

2(t+2) — x(t) = 2 sin (gt) .

3. Uvazujte autonomni systém

H(t+1) = rH(t)exp ( — aP(t)),
P(t+1) = cH(t)[1—exp(—aP(t))];

parametry 7, a a ¢ jsou kladné. Najdéte rovnovazny bod systému s obéma soutadni-
cemi kladnymi a vySetiete jeho stabilitu.

Reseni:
1. Homogenni rovnice, dvé feseni: xq(t) = 2871, @o(t) = (¢t — 1)!
2. z(t) = A+ (—1)'B + 5=2'(8 — 5¢t) sin (3¢)

3. e 1 < 1 rovnovazny bod uvnitf prvniho kvadrantu neexistuje

1 rl |
e r > 1 rovnovazny bod <— ! nr7 ﬂ) je nestabilni
acr—1 a




1. Najdéte obecné feseni rovnice

1 —x(t)
2a(t) (1 — z(t)) + (1 — z(t))
2. Najdéte Teseni pocatecni ulohy pro diferen¢ni rovnici druhého fadu

A’z +2Ax =t, 2(0)=0, (1) =—

x(t+1) =

(1)

1
1

3. Najdéte hodnoty parametru pu, pii kterych dochazi k bifurkaci stacionarnich bodt
diferenc¢ni rovnice

a(t+1) =2x(t)(p — x(t) + p
a urcete typy bifurkace.
Reseni:
C
1+Ct

1. Riccatiho rovnice, z(t) =
2. x(t) =1 (? - 2t)

3. Oznaceni: f(z,pn) =2zx(u —x) + p.
of _ 0*f L Pf _ _ 9 _
8_55(:6"“) =2p — 4z, @(ﬂf,ﬂ) =—4, @(%M) =0, a—(ﬂf,ﬂ) =2z +1, m(iﬂaﬂ) = 2.

Stacionarni body z] = u, x5 = _%. y
Jejich stabilita:
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aiafx (x,p) =2%#0 = transkritickd (to je uz vidét z obrazku)
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