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SYMBOLIKA

Pouzivané symboly

mN |

N=1{0,1,2,...}
y/
R

R* =R U {—o00,00}

C
O(a)

sgn o

f:A— B
Dom f
Im f

/1 = F(b) = f(a)

konec dikazu, konec prikladu

mnozina pfirozenych ¢isel
mnozina celych ¢isel
mnozina redlnych cisel
rozsifend mnozina redlnych cisel
mnozina komplexnich ¢isel

okoli o € R*,
O(a) =
znaménko rea

sgn o =

(h’ OO)’

(—OO,h),
Iného cisla «
1, a >0,
0, a=0
L—l, a <0

o = 00,
a € R,
a = —o0; pritom h,e € R, € >0

zobrazeni mnoziny A do mnoziny B

defini¢ni obor zobrazeni (funkce) f

obor hodnot zobrazeni (funkce) f

rozdil funkénich hodnot funkce f

zuzeni zobrazeni f na mnozinu A

jadro morfismu (linedrniho zobrazeni) f,
ker f = {z € Dom f : f(x) =0}

identické zobrazeni (identita) na mnoziné A,
(Vx € A)ida(x) =z

obycejna derivace funkce f podle jeji proménné,
druhé az j-ta derivace

norma vektoru x ekvivalentni s normou euklidovskou

determinant matice A

n
stopa matice A = (a;); 1, tTTA = - as;.

i=1
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Kapitola 1

Prolog

Nejprve se pokusime sestavit jednoduch matematicky model néjakého procesu, tj. déje, ktery
se odehrava v pribéhu ¢asu. O modelovaném procesu budeme predpokladat, Ze ho lze kvanti-
fikovat, Ze jeho stav v konkrétnim case lze vyjadrit ¢islem. Pritom si budeme predstavovat, Ze
tento proces pozorujeme nebo popisujeme v oddélenych casovych okamzicich. Béh c¢asu si tedy
budeme predstavovat jako diskrétni, jako plynouci v néjakych krocich nebo taktech, jejichz
trvani budeme povazovat za jednotkové. Tato predstava rovnomeérné diskrétné plynouciho
¢asu bude v celém textu podstatna.

Konkrétné ptjde o model ristu néjaké populace, jeji ,stav® bude vyjadren jako jeji veli-
kost.

Zakladnim objektem vystupujicim v modelu bude posloupnost. Pravé ¢leny posloupnosti
budou vyjadfovat stav procesu v jednotlivych okamzicich. U posloupnosti si budeme vSimat
jeji monotonnosti, ohranicenosti, existence nebo neexistence limity, pripadné jiné charakteris-
tiky chovani posloupnosti. To ukazuje, ze je uzitecné pripomenout nékteré zakladni poznatky
o posloupnostech, pripadné je uvést v novych souvislostech. Zejména si ukdzeme, Ze pro po-
sloupnosti mtuzeme vytvorit kalkulus, ktery je analogii diferencialniho a integralniho poctu
pro funkce.

Jednoduchy model rastu populace

Predstavme si populaci slozenou z néjakych organismii; mohou to byt obratlovci, rostliny,
mikrobi — na zvolené tirovni abstrakce na jejich povaze nezalezi. VSechny jedince budeme
povazovat za stejné, jeden od druhého se nijak nelisi, v prtibéhu svého zivota se nijak ne-
méni. Do na$i iivahy zahrneme jediné dva déje — vznik a zanik jedinct tvoricich populaci;
jedinci vznikaji (rodi se, lihnou, kli¢i, puéi, ...) a zanikaji (umiraji, hynou, déli se, ...).
Jako jedinou kvantitativni charakteristiku populace budeme uvazovat jeji velikost; ta mize
byt vyjadiena pocétem jedinci, populac¢ni hustotou, celkovou biomasou a podobné. Déle si
budeme piedstavovat, ze velikost populace zjistujeme v pravidelnych ¢asovych intervalech,
jinak Feceno, ze mame néjakou ,prirozenou® jednotku Casu, takze mizeme Casové okamziky
ocCislovat pfirozenymi ¢isly 0,1,2,.... Je celkem jasné, ze

(velikost populace v ¢ase t + 1) = (velikost populace v ¢ase t) +
+ (mnozstvi jedincti vzniklych v éasovém intervalu od ¢ do ¢ + 1) —
— (mnozstvi jedinci uhynulych v ¢asovém intervalu od ¢ do ¢ + 1).

7Z tohoto pojmového modelu vytvorime model matematicky tak, ze zavedeme veli¢inu x zavislou
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na case, tedy x = x(t), kterou budeme interpretovat jako (pozorovanou) velikost populace

v ¢asovém okamziku ¢. Dale oznac¢ime B(t) mnozstvi jedincti vzniklych v ¢asovém intervalu

od t do t 4+ 1 a D(t) mnozstvi jedincii uhynulych v tomto obdobi. Symboly jsou voleny tak,

7e x oznacuje veli¢inu, kterou chceme znat, B je zkratkou slova ,birth“ a D slova ,death“.
Uvedené slovné vyjadfené rovnici nyni muzeme dat tvar

z(t+1) = x(t) + B(t) — D(t). (1.1)

Abychom z této rovnice mohli spocitat velikost populace v jednotlivych ¢asovych okamzicich,
potiebujeme jesté specifikovat veli¢iny B(t) a D(t). Vzhledem k pfedpokladu, ze vSichni je-
dinci jsou stejni, muzeme ocekavat, ze kazdy z nich ,vyprodukuje* béhem c¢asového intervalu
jednotkové délky urcité stejné mnozstvi zivych potomku; oznacme toto mnozstvi b. Alterna-
tivné bychom mohli fici, ze b je stfedni hodnota poc¢tu potomk jedince za jednotkovy casovy
interval. Hodnota b tedy nemusi byt celé ¢islo. Celkové mnozstvi jedinct vzniklych v ¢asovém
intervalu od ¢ do t + 1 tedy bude

B(t) = bx(t). (1.2)

7 téhoz predpokladu také mizeme odvodit, ze kazdy jedinec mé v libovolném intervalu jed-
notkové délky stejnou pravdépodobnost, Ze uhyne; ozna¢me tuto pravdépodobnost d. Klasicky
spocitame pravdépodobnost, ze jedinec béhem jednotkového intervalu uhyne jako podil mnoz-
stvi uhynulych jedincti a mnozstvi vSech jedinct, tj. d = D(t)/z(t), neboli

D(t) = dx(t). (1.3)

Pii odvozeni vztahu (1.2) jsme vSak uvazovali, jako by se neménilo mnozstvi jedincti, kteti
zili v ¢asovém okamziku t a ,,produkovali“ potomky v pribéhu intervalu do okamziku ¢ + 1.
Mlcky jsme tak prijali dalsi zjednodusujici pfedpoklad: k rozeni dochazi , kratce po zacatku“
uvazovaného casového intervalu, k thyntim az po dokonceni procesu reprodukce. Moznost,
ze néjaky jedinec vznikne i zanikne v témze jednotkovém casovém intervalu, nema na vztahy
(1.2), (1.3) vliv. Takovi jedinci by totiz nemohli byt zahrnuti mezi Zivé potomky, kterych je
b, a tim padem by v odvozenych rovnostech viibec nefigurovali.

Vyjadieni (1.2) a (1.3) dosadime do rovnice (1.1). Dostaneme

x(t+1) =x(t) + bx(t) — dx(t),
nebo po trividlni apravé
z(t+1)=(14b—d)x(t). (1.4)

Parametr b v této rovnici nazyvame porodnost (birth rate); tento parametr je kladny, nebot
v nevyhynulé populaci musi novi jedinci vznikat. Parametr d nazyvame dmrtnost (death rate);
ponévadz vyjadiuje pravdépodobnost, nabyva hodnot mezi 0 a 1 — Gmrti je mozné, ale neni
nutné. Tedy

b>0, 0<d<l. (1.5)

Oznacime-li
r=1+b-d, (1.6)

mizeme rovnici (1.4) zapsat v krat$im tvaru

x(t+1) = ra(t); (1.7)



parametr r nazveme koeficient ristu (rustovy koeficient, growth rate). Vyjadfuje relativni
prirtstek populace za jednotku ¢asu. Podle podminek (1.5) plati

r > 0. (1.8)

Rovnost (1.7) mizeme chépat jako rekurentni formuli pro geometrickou posloupnost

{z(0),2(1),2(3),... }

s kvocientem r, dobfe zndmou ze stfedni skoly. Pokud tedy na pocatku, tj. v ¢ase t = 0, je
velikost populace rovna

2(0) = &o, (1.9)

kde & je néjaké kladné ¢islo, pak velikost populace v libovolném ¢asovém okamziku ¢ je rovna
z(t) = &r' (1.10)

Dostévame tak prvni zavér: velikost populace roste jako geometricka posloupnost (,,populace
roste geometrickou fadou®). Tento zévér — ovSem odpozorovany na rustu obyvatelstva seve-
roamerickych osad, nikoliv odvozeny uvedenym postupem — zpopularizoval Thomas Malthus
ve svém slavném Pojednéni o principech populace z roku 1798. Proto rovnici (1.7) s pocatecni
podminkou (1.9) budeme nazyvat malthusovsky model ristu populace.

Zavér bychom ale méli formulovat opatrnéji: pokud se populace vyviji podle modelu (av
18. stoleti byval matematicky model povazovan za vyjadieni pfirodniho zdkona) daného rov-
nosti (1.7) a na po¢atku ma velikost rovnu &, pak jeji velikost v ¢asovém okamziku ¢ je dana
vyrazem na pravé strané rovnosti (1.10). Je-li pfitom r > 1, tj. porodnost je vétsi nez Gmrt-
nost, pak velikost populace roste nade vsechny meze, tlg& x(t) = oo; je-li r < 1, tj. tmrtnost

je vétsi nez porodnost, pak populace vymira, tlirn z(t) = 0. Pokud by r = 1, tj. porodnost
— 00

by se vyrovnala s timrtnosti, velikost populace by se neménila, x(t) = & v kazdém ¢asovém
okamziku ¢.

Geometricky rust populace skute¢né muze byt pozorovan v pripadech, kdy populace je
mala a prostredi, ve kterém se vyviji, je prakticky neomezené; jako napt v dobé pocatecniho
osidleni Ameriky imigranty z Evropy a zapadni Afriky, nebo rust kolonie bakterii na zivném
substratu. Malthusovsky model (1.7) tedy za jistych podminek popisuje rtst realné populace.
Ovsem zadna populace nemuze riust nade vsechny meze, prinejmensim proto, ze povrch Zemé
je konecny.

Nyni jsme tedy v situaci, Ze pro popis rustu (nebo presnéji pro popis vyvoje velikosti) po-
pulace mame matematicky model (1.4), ktery adekvatné popisuje skutec¢nost za jistych, dosti
omezujicich predpokladi. Chtéli bychom vsak mit model, ktery zachovava ,,dobré vlastnosti“
modelu (1.4), tj. spravné popisuje jednak vymirani populace, v niz a imrtnost vétsi nez po-
rodnost, a také pocatecni faze rustu malé Zivotaschopné populace, ale nema jeho ,vlastnost
Spatnou”, tj. nepredpovidéa nerealisticky neomezeny rist.

V omezeném prostiedi velka populace spotiebovava velké mnozstvi omezenych zdroji, na
jedince pripadne jejich mensi podil a proto se mu nebude dostévat energie k reprodukci. Je-li
tedy v prostfedi s omezenymi zdroji velkd populace, je jeji porodnost (pocet potomki na
jedince) mensi, nez by byla v pfipadé, ze by populace byla mala.
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Velké populace znecistuje prostiedi produkty svého metabolismu; zddny organismus ale
nemuze zit v prostiedi tvoreném odpady jeho ¢innosti nebo zivota. Je-li tedy populace v ome-
zeném prostiedi velka, na jedince pfipadne vétsi mnozstvi produkovanych odpadnich latek,
které byvaji toxické a proto se tmrtnost v populaci zvétsi.

Témito tvahami mtzeme dojit k zavéru, ze u velké populace je mala porodnost nebo velka
umrtnost. Tyto jevy se vzajemné zesiluji podle (1.6), rist populace ptusobi pokles riistového
koeficientu. Pfi ,vylepSovani* modelu (1.4) tedy konstantni koeficient ristu r nahradime
néjakym vyrazem zavislym na velikosti populace, néjakou funkci proménné z. Model ristu
populace tedy muze mit obecny tvar

z(t+1) = g(z(t))z(t). (1.11)

Pritom funkce g je definovana pro nezaporné hodnoty argumentu x a je klesajici. Chceme, aby
model (1.7) byl specidlnim pfipadem modelu (1.11) pro ,malé“ velikosti populace. Pfesnéji
tento pozadavek vyjadiime ve tvaru

g(0) =r>1. (1.12)

V tomto piipadé se r nazyva vnitini koeficient ristu (intrinsic growth rate). Vyjadiuje ma-
ximalni mozny relativni prirtustek velikosti populace za jednotku casu, tj. takovy prirtustek,
ktery by populace méla v prostfedi s neomezenymi zdroji.

Existujici populace ziji v dynamické rovnovaze se svym prostiedim, jejich velikost se dlou-
hodobé neméni, piestoze jedinci se rodi a umiraji. Toto pozorovani vede k predpokladu, ze
pro kazdou populaci existuje néjaka ,rovnovazna velikost“. Pokud by populace byla vétsi,
spotfebovavala by vice zdroju nebo produkovala vice odpadu a jeji rustovy koeficient by byl
mensi nez 1. Naopak, kdyby populace byla mensi nez ,rovnovazna“, méla by nadbytek zdroji
na jedince a ,prebytecna® energie by se mohla vyuzit pro reprodukci. Rustovy koeficient ta-
kové populace by byl vétsi nez 1. Tyto uvahy nyni vyjadiime tak, ze pro klesajici funkci g
existuje konstanta K takova, ze g(K) = 1,

(3K > 0) g(K) = 1. (1.13)

Hodnota K vyjadiuje kapacitu (iZivnost) prostredi.

Funkce g vystupujici v modelu (1.11) je tedy klesajici a splituje podminky (1.12), (1.13).
Tuto funkci potiebujeme déle néjak specifikovat.

Nejjednodussi volbou je linearni funkce,

r—1

g(l’) =T = Txa

tato funkce je na obr. 1.1 zndzornéna modrou piimkou. Model (1.11) tedy ziska tvar

2t +1) = 2(t) <r - 1:c(t)> . (1.14)

Tato rovnice se nazyva logistickd. Jako model riistu populace ji patrné poprvé pouzil John
Maynard Smith ve slavné knize Mathematical Ideas in Biology!.

Rovnici (1.14) 1ze opét chapat jako rekurentni formuli pro néjakou posloupnost. Pro obecny
¢len takové posloupnosti vsak neznédme vzorecek. Aspon ale mizeme vypocitat prvnich nékolik

!Cambridge Univ. Press, 1968



Obrazek 1.1: Ruzné moznosti volby funkce g na pravé strané obecného modelu (1.11) ristu
populace v prostfedi s omezenymi zdroji.

¢lenu této posloupnosti pro rizné hodnoty parametri. Tyto simulace provedeme pro hodnoty
K =1axz(0) =& = 0,01; to lze interpretovat jako rtist populace v neobsazeném prostiedi,
do néhoz invadovalo nékolik jedincti, rovnovéznou velikost populace pritom povazujeme za
jednotkovou. Nékolik vysledki téchto simulaci je na obr. 1.2.

Vidime, Ze pro malé hodnoty koeficientu r, presnéji pro r < 2, populace roste. Pro malé
hodnoty ¢, rist pfipomind geometrickou posloupnost, poté se stane skoro linearnim (pfi-
pominé aritmetickou posloupnost s kladnou diferenci), pak se zpomali az dosdhne hodnoty
kapacity prostfedi a rtist ustane. Jinak feceno, posloupnost zadané rekurentné rovnosti (1.14)
je rostouci omezenou posloupnosti, pro niz plati

tli>I?O z(t) = K. (1.15)

Pokud je hodnota ristového koeficientu r vétsi, presnéji pokud je 2 < r < 3, posloupnost
prekroc¢i hodnotu kapacity prostiedi, ale s tlumenymi oscilacemi se na této hodnoté postupné
ustéli. Stale tedy plati (1.15), ale posloupnost jiz neni monotonni.

Pri jesté vétsi hodnoté r se hodnoty posloupnosti neustali na kapacité prostiedi, ale kolisaji
kolem ni. Pro mensi r pravidelné, pro velka r jiz z obrazku zadnou pravidelnost vypozorovat
nemiizeme.

Z téchto pozorovani mtzeme uzaviit, ze model (1.14) muze popisovat jak populaci, jejiz
velikost je v dynamické rovnovaze se svym prostfedim (takové jsou napi. populace velkych
savcl, nazyvame je K-stratégové — ustali se na hodnoté K), tak populaci, jejiz velikost kolisa
(to je typické napt. pro drobné hlodavce, nazyvame je r-stratégové — maji velkou hodnotu
r). Jeden model popisuje rizné ekologické jevy. To je jeho velkd prednost a proto je model
(1.14) dobrym adeptem na ,objeveny pfirodni zakon“.

Velkd nevyhoda modelu (1.14) vSak spoéiva v tom, Ze pro velkou poc¢ateéni hodnotu &
jsou jeji dalsi hodnoty zdporné, konkrétné pro &y > Kr/(r — 1) je (1) < 0. Realna populace
nemiize mit zdpornou velikost. Pfitom velkd pocateéni hodnota mutize vyjadfovat napt. to, ze
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1.5

—— r=150 —— r=295 -+ r=3883 —— r=4.00

1.0

0.5

0.0

Obrézek 1.2: Reseni logistické rovnice z(t + 1) = z(t)(r — (r — 1)z(t)) s pocateéni hodnotou
x(0) = 0,01 pro nékolik hodnot parametru r. Pro » = 1,5 je feSenim rostouci posloupnost
s limitou 1 (rovnovazna velikost populace), pro r = 2,95 feSeni konverguje k hodnoté 1
s tlumenymi oscilacemi, pro r = 3,83 FeSeni pro dostatecné velké hodnoty ¢asu ¢ (zhruba
od t = 15) skoro pravidelné osciluje kolem hodnoty 1 s periodou 3, pro r = 4 nelze zaddnou
pravidelnost feSeni vysledovat.

—— r=150 —— r=250 -+ r=350 —— r=4.00

1.0

0.6
|

x(t)

0.4

0.2

0.0
|

0 5 10 15 20 25 30

r
1+ (r—1)x(t)
hodnotou z(0) = 0,01 pro nékolik hodnot parametru r. Ve vSech pfipadech je Fesenim rostouci
posloupnost s limitou 1 (tj. hodnotou rovnovazné velikosti populace).

Obrazek 1.3: Reseni Bevertonovy-Holtovy rovnice x(t + 1) = x(t) s pocatecni



se v duisledku néjaké ekologické disturbance skokem zmensila Gzivnost prostiedi. Model (1.14)
tedy neni dostatecné obecny.

Naznac¢eny problém modelu (1.14) spo¢iva v tom, ze funkéni hodnoty funkce g jsou pro
velké hodnoty argumentu zaporné. Potfebujeme tedy klesajici funkci, kterda ma vlastnosti
(1.12), (1.13) a navic je pro vSechny hodnoty argumentu kladna. Takovou funkci muze byt
funkce lomena,

rK

T) = "7+
9(x) K+ (r—1az’
ktera je na obr. 1.1 znazornéna zelenou kiivkou. Pfislusny model ma tvar

rK
K+ (r—1)z(t)

z(t+1) = z(t) (1.16)

Tento model zavedli Raymond Beverton a Sidney Holt?, nezévisle na nich a jinym zptisobem
ho odvodila Evelyn Pielou?. Casto bjva nazyvan Bevertonova-Holtova logistickd rovnice nebo
logisticka rovnice Pielou.

Opét muzeme vypocitat nékolik prvnich ¢lent posloupnosti pro kapacitu prostiedi K = 1,
s pocatecni hodnotou zg = & a s riznymi hodnotami koeficientu r, viz obr. 1.3. V tomto
pripadé vidime, Ze vyslednad posloupnost vzdycky roste a dosdhne kapacity prostredi, tedy
pro libovolnou hodnotu r plati vztah (1.15). Model (1.16) je tedy vhodny pouze pro popis
populace K-stratégu.

Cenou za odstranéni nedostatku v modelu (1.14) jeho nahrazenim modelem (1.16) je ztrata
universality. Oba modely (1.14) i (1.16) maji néjaké ,dobré vlastnosti“, ale také ,nedostatky*.
Zkusime v modelu (1.11) pouzit funkci g, ktera je ,néco mezi“ funkei linedrni a lomenou.

Elementérni klesajici kladna funkce, kterd mé vlastnosti (1.12) a (1.13) a jejiz hodnoty
jsou mezi hodnotami funkce linearni a lomené, je funkce exponencialni

g(x) = ple/ K — Ii/g: exp [(1 — %) lnr] ,

viz na obr. 1.1 ¢ervenou kiivku mezi modrou piimkou a zelenou ktivkou. Prislusny model je
tvaru
x(t)

2(t+1) = z(t) exp [(1 - 7) lnr] (1.17)

a zavedl ho William Ricker?. Byv4 nazyvan Rickerova (logistickd) rovnice. Vypocitame-li
z ného nékolik prvnich ¢lent posloupnosti pro kapacitu K = 1 a s poc¢ateéni hodnotou x(0) =
& = 0,01 pro nékolik hodnot rustového koeficientu r, vidime na obr. 1.4, Ze model (1.17) je
universalni jako model (1.14) a nema jeho vadu.

Jesté si mizeme povsimnout skutecnosti, ze malthusovsky model (1.7) je meznim pfipadem
vSech logistickych modeli (1.14), (1.16) a (1.17) také pro K — oo. Malthusovsky model proto
lze povazovat za popis riistu populace v prostfedi s neomezenymi zdroji, tj. s nekonec¢nou
uzivnosti.

2R. J. H. Beverton and S. J. Holt, On the dynamic of exploited fish populations. Fisheries Investigations
Series 2(19). Ministry of Agriculture, Fisheries, and Food, London, UK, 1957

3E. C. Pielou, Mathematical Ecology. Wiley Interscience, 1977

W. E. Ricker, Stock and recruitment. J.Fish.Res. Board Can., 11:559-623, 1954
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Obrazek 1.4: ReSeni Rickerovy rovnice z(t + 1) = z(t)r'=*() s poéatecni hodnotou x(0) =
0,01 pro nékolik hodnot parametru r. Pro r = 2,5 je feSenim rostouci posloupnost s limitou
1 (rovnovazna velikost populace), pro » = 5 FeSeni konverguje k hodnoté 1 s tlumenymi
oscilacemi, pro r = 10 FeSeni pro dostatecné velky ¢as ¢ (zhruba od ¢ = 10) pravidelné kolem
hodnoty 1 kolisa, pro r» = 20 jiz zadnou pravidelnost v chovani feseni nelze vypozorovat.

1.1 Posloupnosti

1.1.1 Zakladni definice a vlastnosti

Intervalem celych ¢isel rozumime libovolnou z mnozin
p.dNZ={p,p+1p+2,....q},

(—OO,Q]HZ:{,C]—2,(]—1,C]}, [p,oo)ﬂZz{p,p—}—l,p—{—Z}, Za

prvni z nich je omezeny shora i zdola, struéné omezeny, ostatni jsou neomezenée, druhy interval
je omezeny shora, tfeti je omezeny zdola.
Necht I C Z je interval celych ¢isel. Klademe

1 jinak.

)

" {I \ max I, je-li I omezeny shora,

Definice 1. Necht I C Z je interval celych éisel. Redlnd posloupnost (v $irsim smyslu) je
zobrazeni a intervalu I do mnoziny redlnych cisel R, a : I — R.

Piivlastek ,redlnad“ budeme vétsinou vynechavat. Hodnotu posloupnosti a(t) budeme na-
zyvat clen posloupnosti nebo podrobnéji t-ty c¢len posloupnosti. Hodnotu nezavisle proménné
t budeme nékdy nazyvat index posloupnosti. Pokud je interval I omezeny zdola a ty) = min I,
fekneme, ze tg je pocdtecni index posloupnosti.

Mnozinu posloupnosti definovanych na intervalu I C 7Z oznacime symbolem P; nebo
stru¢néji P, pokud nehrozi nedorozuméni nebo nezalezi na definiénim oboru.
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Posloupnost a definovanou na intervalu I mizeme také zapisovat pomoci jejich ¢lent jako
{a}ip,  T=IpdNZ,
{a®}Zy,  IT=Ip,o0)NZ,
{a}e o) T=[-00,0)NZ,
{a®)}2 o =172,
nebo stru¢né {a(t)}, pokud defini¢ni obor neni podstatny.

Tvrzeni 1. Bud I C 7 interval. Mnozina posloupnosti P; je vektorovym prostorem nad
polem realnych ¢isel R. S¢itani posloupnosti je definovano vztahem

(a+b)(t) =a(t) + b(t) pro vSechny posloupnosti a,b € Pr a kazdé t € I,
nulovym prvkem je posloupnost o € P takové, ze Imo = {0}, tj.
o(t) =0 pro vSechna t € I,
nasobeni skalarem je definovano vztahem
(ava)(t) = aa(t) pro vSechny posloupnosti a € Pr a vSechna ¢isla a € R.

Véta 1. Necht I C Z je interval obsahujici alespori n proki a ai,as, ... ,a, jsou posloupnosti
z prostoru Pr. Oznacéme

ai(t) as(t) . an(t)
C(t) = C(t;a1,az,...,a,) = al(t:’_ 1) az(t:‘*‘ 1) an(t:+ 1)
a(t+n—1) ax(t+n—-1) ... ap(t+n-1)

Pokud ezistuje t € I takovy index, Ze C(t) # 0, pak jsou posloupnosti ay,as,. .., a, line-
arné nezdvisle.
Jsou-li posloupnosti ay,as, . .., ay linedrné zavislé, pak C(t) = 0 pro vSechny indexyt € Z,.
Drikaz: Necht pro konstanty aq, s, ..., a, plati
aial + agag + -+ apay =0

a necht t € Z, je takovy index, ze C(t) # 0. Z ptredchozi rovnosti nyni plyne

aqaq (t) + agas(t) + -+ apan(t) =0
arar(t+1) 4+ agag(t+1) + -+ + apap(t+1) =0

arai(t+n—1)+agas(t+n—1)+ -+ +anap(t+n—1) =0.
To je homogenni soustava n linearnich rovnic pro n nezndmych o, as,...a, a C(t) je jeji
determinant. Odtud plyne, Ze tato soustava ma jen trivialni feSeni, tj.

ol =09 =---=aqa, =0.

To ovSsem znamena, ze posloupnosti ai,as,...,a, jsou linedrné nezavislé a prvni tvrzeni je
dokazano.
Druhé tvrzeni je bezprostiednim dtsledkem prvniho. O
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Pozndamka 1. Determinant C(t;ay,ag, ..., a,) zavedeny v pfedchozi vété se nazyva Casoratidn
posloupnosti ai,as,...,a, v indexu t. Tvrzeni 1 lze tedy preformulovat: Jsou-li posloupnosti
ai,as,...,a, € Prlinedrné zavislé, pak jejich Casoratian je nulovy v kazdém indexu, v némz
je definovan.

Definice 2. Posloupnost a € P; se nazyva

rostouci, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ € I* plati nerovnost a(t) < a(t + 1), tj.
(VteI)a(t) <a(t+1);

ryze rostouct, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ € I* plati nerovnost a(t) < a(t + 1),
tj. (Vt € I)a(t) < a(t+1);

klesajici, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ € I plati nerovnost a(t) > a(t + 1), tj.
(Vt e I)a(t) > a(t + 1);

ryze klesajict, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ € I* plati nerovnost a(t) > a(t + 1),
tj. (Vt € I)a(t) > a(t + 1);

monotonni, pokud je rostouci nebo klesajici;
ryze monotonnt, pokud je ryze rostouci nebo ryze klesajici;

staciondrni, pokud je soucasné rostouci a klesajici.

Terminologickd pozndmka. Uvedend jména monotonnich posloupnosti jsou méné obvykla — posloupnost
splnujici podminku
(th S Zto)(vtz S Zto) t1 <ty = a(tl) < a(tg)

je Castéji nazyvana ,neklesajici“ a posloupnost spliujici podminku
(th S Zto)(vtz S Zto) t1 <ty = a(tl) < a(tg)

,rostouci, podobné pro posloupnosti klesajici. V této tradi¢néjsi terminologii vSak posloupnost, ktera
neni ,klesajici“ jesté nemusi byt ,neklesajici* (napf. posloupnost dand rovnosti a(t) = sint).

V terminologii zavedené v Definici 4 je ryze rostouci posloupnost také posloupnosti rostouci; pojem
oznacujici zvlastni pripad néjakého obecnéjsiho pojmu se od tohoto obecnéjsiho pojmu lisi privliastkem
(v pojeti aristotelské logiky nebo biologické klasifikace 1ze slovo ,rostouci“ povazovat za rodové jméno,

slovo ,ryze“ za druhové jméno).®

Poznamka 2. 7 tranzitivity relaci <, <, >, > plyne, Ze posloupnost a € Py je

rostouci pravé tehdy, kdyz (Vt1,t2 € I)t1 <t2 = a(t1) < a(ta);
— ryze rostouci pravé tehdy, kdyz (Vt1,te € I)t1 < te = a(t1) < a(t2);
— klesajici pravé tehdy, kdyz (Vt1,te € I)t1 <to = a(t1) > a(t2);

— ryze klesajici pravé tehdy, kdyz (Vii,te € I)t1 < to = a(ty) > a(ta).

® Analogické terminologie byla navrzena v knize L. KOSMAK. Zdklady matematickej analyzy. Bratislava-
Praha, Alfa-SNTL, 1984, str. 16. Misto slova ,ryze“ je tam pouzivano slovo ,ostro“. V anglicky psané literature
se nékdy mluvi o strictly increasing a increasing, pripadné strictly decreasing a decreasing, sequences.
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Poznamka 3. Obor hodnot stacionarni posloupnosti je jednoprvkovy, tj. existuje a € R takové,
ze Ima = {a} a (Vt € Doma) a(t) = a.

Je-li a € P stacionarni posloupnost a Ima = {a}, budeme psit a = «. S pouzitim této
symboliky miuiZeme nulovou posloupnost zapsat jako o = 0.

Pozndamka 4. VSechny pojmy zavedené v Definici 2 lze relativizovat na néjaky podinterval
nezavisle proménné. Napf. posloupnost a € P; se nazyva klesajici na intervalu [n,m] C I,
jestlize pro kazdy index posloupnosti ¢ takovy, ze {t,t + 1} C [n,m] NI plati a(t) > a(t + 1),
tj.

(Vt € [n,m]"){t,t + 1} C [n,m]NDoma = a(t) < a(t+1).

Definice 3. Bud a € P; a t € I*. Rekneme, Ze index t je

uzel posloupnosti a, pokud a(t) = 0 nebo a(t)a(t + 1) < 0;

argument lokdlniho mazima, pokud a(t) > a(t+1) at—1¢€ Doma = a(t) > a(t — 1);
argument lokdlniho minima, pokud a(t) < a(t+1)at—1€ Doma = a(t) < a(t — 1);
argument ostrého lokdlntho mazima, pokud a(t) > a(t+1) at—1 € Doma = a(t) > a(t—1);
argument ostrého lokdlntho minima, pokud a(t) < a(t+1) at—1 € Doma = a(t) < a(t—1);
argument lokdlniho extrému, pokud je argumentem lokalniho maxima nebo minima;

argument ostrého lokdlniho extrému, pokud je argumentem ostrého lokalniho maxima nebo
minima.

Je-li t argumentem lokalniho extrému, fekneme Ze hodnota a(t) je lokalnim extrémem posloup-
nosti a. Analogickou terminologii pouzivame pro ostré lokalni extrémy, maxima a minima.

Definice 4. Posloupnost a € Py se nazyva

ohranicend zdola, pokud existuje néjaka hranice h € R takova, ze zadny ¢len posloupnosti a
neni mensi nez tato hranice, tj. (3h € R)(Vt € Doma) a(t) > h;

ohranicend shora, pokud existuje néjaka hranice h € R takova, ze zadny ¢len posloupnosti a
neni vétsi nez tato hranice, tj. (3h € R)(Vt € Doma) a(t) < h;

ohranicend, pokud je ohrani¢end zdola i shora, tj. (3h € R)(Vt € Doma) |a(t)| < h.

Pozndmka 5. Je-li interval I ohranifeny. I = [p,q] N 7Z, pak je kazda posloupnost z mnoZiny
‘Pr ohranicena. Takova posloupnost totiz obsahuje jen koneény pocet ¢lent, proto existuje
maximum a minimum této posloupnosti a

min{a(t)}_, < a(t) < max{a(t)}/_,.

Pojem ohranic¢enosti posloupnosti ma ,rozumny“ smysl jen pro posloupnosti definované na
neomezenych intervalech.
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1.1.2 Limita a hromadny bod posloupnosti

A7 do Poznamky 6 bude I C Z interval, ktery neni omezeny shora a mnozinu P; budeme
stru¢né oznacovat P.

Definice 5. Limita posloupnosti lim je zobrazeni z mnoziny posloupnosti P do rozsitené
mnoziny realnych ¢isel R* = R U {—o00,00}. Obraz posloupnosti a pfi zobrazeni lim znac¢ime
tlim a(t). Rekneme, Ze limita posloupnosti a je rovna hodnoté a € R*, pokud ke kazdému
—00

okoli « existuje takovy index posloupnosti 7, ze vSechny ¢leny posloupnosti a s indexy velikosti
alespon 7 jsou v tomto okoli, tj.

lima = lim a(t) = « pokud (VO())(3r € Z)(Vt € I)t > 7 = a(t) € O(w).

t—o00

Limita se nazyva vlastni, pokud a € R, tj.

lima = lim a(t) = « € R pokud (Ve > 0)(37 € Z)(Vt € Doma)t > 7 = |a(t) — o] < &.

t—o00

Limita se nazyva nevlastni, pokud « € {—00, 00}, tj.

lima = lim a(t) = co pokud (Vh € R)(37 € Z)(Vt € Doma)t > 7 = a(t) > h,

t—o00

lima = lim a(t) = —oo pokud (Vh € R)(37 € Z)(Vt € Doma)t > 7 = a(t) < h.

t—00
Posloupnost a € P se nazyva konvergentni, pokud existuje a € R, o = tlim a(t). Posloupnost
— 00
a € P se nazyva divergentni, pokud lim a(t) = oo nebo lim a(t) = —oo.
t—00 t—o00

Terminologickd pozndmka. Nevlastni limita posloupnosti obvykle v ucebnich textech o posloupnostech
nebyva povazovana za limitu; ,nevlastni limita neni limita, stejné jako nevlastni matka neni matka“.
Tato konvence umoziuje ispornéjsi formulaci nékterych tvrzeni. Vadou na kréase tradi¢néjsi termino-
logie je skutecnost, ze pokud se napise tl;rgo a(t) =« a tl;rgo a(t) = oo, tak stejné symboly na levych

stranach téchto rovnosti oznacuji ,, podstatné rizné“ objekty.
Véta 2. Monotonni posloupnost ma limitu. Podrobnéji:
e je-li a rostouci neohranicend posloupnost, pak tlim a(t) = oo;
— 00
e je-li rostouct posloupnost a ohranicend shora, pak tlim a(t) =sup{a(t) : t € Doma};
—00
o je-li klesajici posloupnost a ohranicend zdola, pak tlim a(t) =inf{a(t) : t € Doma};
—00
e je-li a klesajici neohranicend posloupnost, pak tlim a(t) = —oo.
—00
Drikaz: Nechf posloupnost a je rostouci a neohrani¢end. Bud i € R libovolné. Ponévadz je
posloupnost a neohranicend, existuje 7 € Dom a takovy index, ze a(7) > h+1 > h. Ponévadz
je posloupnost a rostouci, pro kazdé t > 7 je a(t) > a(r) > h, tj. tlim a(t) = oo a prvni
— 00
tvrzeni je dokazano.

Necht posloupnost a je rostouci a ohrani¢ena shora. Ponévadz je ohranicend shora, existuje
a =sup{a(t) : t € Doma}. Pro kazdy index ¢t € Doma je a(t) < «, tj. a(t)—a < 0. Bude > 0
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libovolné. Z vlastnosti suprema plyne, Ze existuje index 7 € Dom a takovy, ze a(7) > a — ¢,
tj. a(1) + & > a. Ponévadz je posloupnost a rostouci, pro kazdy index ¢ > 7 plati a(t) > a(7).
Celkem dostavame

0<a(t)—a(r) <alt)— (a—e)=c+ (alt) —a) <e
a druhé tvrzeni je dokazano.
Platnost tretiho a ¢tvrtého tvrzeni ukazeme analogicky. O

Dusledek: Necht k € Py je ryze rostouci posloupnost takova, ze Im k C Z. Pak tlg& k(t) = oc.
Diikaz: Ponévadz k je ryze rostouci a k(t) € Z pro kazdé t € N, je
k(t+1) > k(t)+1 prokazdét e N.
Necht h € R je libovolné ¢islo. K nému existuje ¢t € N, ze t > h — k(0). Pro tento index t plati
k(t)>k(t—1)+1>k(t—2)+2>--->k(0)+t> k() + h—k(0) = h.

To znamena, ze posloupnost k£ neni ohrani¢end shora a dokazované tvrzeni plyne z Véty 2.0J

Tvrzeni 2. Ozna¢me P°® mnozinu konvergentnich posloupnosti z vektorového prostoru P, tj.

Pr=laeP: (GacRa=Jma®)}.

— 00

Pak P je vektorovy podprostor prostoru P a zobrazeni lim : P* — R je linearni.

Dikaz: lim(aa + 0b) = tlim (cva + Bb)(t) = atli>m a(t) + ﬁtllm b(t) = alima + Slimb € R
— 00 o o
U

Definice 6. Necht a € P je libovolna posloupnost a k € Py je ryze rostouci posloupnost
celych ¢isel takova, ze Imk C Doma, tj. k(0) > 7 = inf{a(t)}. Pak slozené zobrazeni a o k se
nazyva posloupnost vybrand z posloupnosti a.

Vzhledem k dusledku Véty 2 je slozené zobrazeni a o k z piedchozi definice skutecné
posloupnost, -ty ¢len vybrané posloupnosti je a(k:(t)).

Tvrzeni 3. Necht a € P je konvergentni nebo divergentni posloupnost. Pak o € R* je jeji
limitou, tj. lima = lim a(s) = «, pravé tehdy, kdyz « je limitou kazdé posloupnosti vybrané
S§—00

z posloupnosti a;

lima = lim a(s) =a <
S§—00

<(Vk € P) Imk C Doma, lim k(t) = co = lima ok = lim a(k(t)) = a) .
t—o00 t—00

Dikaz: ,=“: Bud O(«) libovolné okoli limity v a a o k libovolna posloupnost vybrané z po-

sloupnosti a. K okoli O(«) existuje s; € Z takové, Ze pro vSechna s € Doma, s > s1 je

a(s) € O(a). Mnozina {t € N : k(t) > s1} je podmnozinou dobfe uspofadané mnoziny pfiro-

zenych ¢isel, a tato mnozina je neprazdné, nebot tlg& k(t) = oo. Existuje tedy

t1 =min{t € N: k(t) > s1}.
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Pro libovolné ¢ > t1 je k(t) > k(t1) > s1, a tedy
aok(t) =a(k(t)) € O(a).

»,<=“: Necht sg € Dom a. Definujme k € Py vztahem k(t) = so+t. Pak aok je posloupnost
vybrand z posloupnosti a. Je tedy
lim a(s) = lim a(sg +t) = lim a(k(?)) = o

$—00 t—o00 t—o00

O

Definice 7. Rekneme, ze o € R* je hromadny bod posloupnosti a, pokud ke kazdému okoli
a a kazdému celému ¢islu 7 existuje takovy index ¢ posloupnosti a, ktery neni mensi nez 7 a
¢len a(t) posloupnosti lezi v tomto okoli, tj.

a € R* je hromadny bod posloupnosti a pokud
(VO(a)) (V7 € Z) (3t € Doma) t > 7,a(t) € O(a).

Tvrzeni 4. Hodnota a € R* je hromadnym bodem posloupnosti a préavé tehdy, kdyz existuje
posloupnost a o k vybrana z posloupnosti a takova, ze lima o k = «, tj. tlim a(k(t)) = a.
—00

Diikaz: ,=“: Necht o € R* je hromadnym bodem posloupnosti a. Zkonstruujeme ryze rostouci
posloupnost k& € Py takovou, ze Doma C Z a lima o k = «.

Bud O(«) libovolné okoli bodu « a s9 € Dom a libovolny prvek.

Polozime k(0) = so. K s¢ existuje s; € Doma, Ze s1 > sp a a(s1) € O(a).

Polozime k(1) = s1. K 57 existuje s € Doma, Ze s > s1+ 1 a a(s2) € O(a).

Polozime k(2) = s atd.

Vysledkem této induktivni konstrukee je ryze rostouci posloupnost k € Py; pritom k(t) = s¢
a sy € O(a) pro kazdy index ¢ > 0 a tedy a o k(t) = a(sy) € O(«). Pro vSechny indexy ¢t > 0
je aok(t) € O(w), coz znamena, ze lima o k = a.

»<“: Necht existuje vybrana posloupnost a o k takova, ze limaok = a € R*. Necht O(«)
je libovolné okoli v a 7 € Z je libovolné ¢islo. Podle Definice 5 existuje ¢islo 71 € Z takové, ze
pro kazdé t > 71 je ao k(t) € O(a). Vezmeme t; € Dom k takové, ze t; > 71, k(t1) € Doma
a k(t1) > 7; takové ¢islo 1 existuje, nebot posloupnost k je rostouci a lim k& = oo. Polozime
s1 = k(t1). Pak s1 > 7 a a(s1) = a(k(t1)) = aok(t;) € O(a), tedy o je hromadnym bodem
posloupnosti a. O

Tvrzeni 5. Necht existuje limita posloupnosti a. Pak lim a je hromadnym bodem posloup-
nosti a.

Diikaz plyne bezprostfedné z Tvrzeni 3 a 4, nebot posloupnost lze povaZzovat za vybranou ze
sebe; vybirajici posloupnost k € Py je definovana vztahem k(t) = t. O
Priklady. Uvazujme posloupnosti z mnoziny Py.

a) a(t) = (—%)t, obr. 1.5 a).
Jediny hromadny bod je 0.

b) b(t) = (1), obr. 1.5 b).
Hromadné body jsou 1 a —1.
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Obrazek 1.5: Piiklady posloupnosti s rtiznymi mnozinami hromadnych bodi.

t 1+3
eft) = (1) + (-3)" = ()2
c= {2,—%, %,—%—?, %,—%, . }, obr. 1.5 ¢). Hromadné body jsou 1 a —1.

Definujme posloupnost m € Py predpisem m(t) = [1 (/T+ 8t —1)], kde [z] oznacuje
celou ¢ast z redlného cisla x.
Polozme d(t) =t — % (m(t) + 1)m(t).
d=1{0,0,1,0,1,2,0,1,2,3,0,1,2,3,4,0,1,2,3,4,5,0,1,... }, obr. 1.5 d).
Kazdé prirozené cislo se v této posloupnosti vyskytuje nekoneéné mnohokrat, je tedy
jejim hromadnym bodem. Vybrana posloupnost

{0,1,2,3,4,... } = {a(0),a(2),a(5),a(9),a(14),... ,a(3t(t + 3)),... }

diverguje do oo, je tedy také oo hromadnym bodem posloupnosti d.

Uvazujme posloupnosti m a d zavedené v predchozim piikladu a polozme

1, t =0,
e(t) =
(t) ot
—=, t>1,
m(t)
G(t) = {1,051’05 %,150’%5%51’05 i’%’%’150’%5%’%,%,150,'“ }7 obr. 1.5 e)‘

Kazdé raciondlni ¢islo z intervalu [0, 1] se mezi ¢leny této posloupnosti vyskytuje neko-
neéné mnohokrat. V kazdém okoli libovolného realného ¢isla z intervalu [0, 1] existuje
néjaké raciondlni éislo ¢ € [0, 1]. To znamena, ze kazdé realné ¢islo z intervalu [0, 1] je
hromadnym bodem posloupnosti ¢, mnozina vSech hromadnych bodd vyplni kompaktni
interval [0, 1].

Pfiklady ukazuji, Ze posloupnost mtze mit jeden hromadny bod (a), koneéné mnoho hro-
madnych bodt (b, ¢), spocetné (d) nebo nespoéetné (e) mnoho hromadnych bod; hromadny
body mohou byt koneéné (a, b, ¢, e) nebo nekone¢né (d); koneény hromadny bod mize byt

¢lenem posloupnosti (b, d, e) ale nemusi (a, c, e).
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Tvrzeni 6. Mnozina hromadnych bodu libovolné posloupnosti a € P mé nejmensi a nejvétsi
prvek v mnoziné R*.

Diikaz: V. NOVAK. Diferencidlni pocet v R. Brno, MU, 1997. Véta 5.7., str. 131. ]

Definice 8. Nejmensi hromadny bod posloupnosti a € P se nazyva limes inferior a oznacuje

litm inf a(t); nejvétsi hromadny bod posloupnosti a € P se nazyva limes superior a oznacuje
— 00

lim sup a(t).

t—o00

7 definice bezprostiredné plyne

liminf a(t) < limsup a(t).
t—o0 t—o00

Posloupnost a € P je ohranicena zdola pravé tehdy, kdyz

—oo < liminf a(t);
t—»00

je ohranicend shora pravé tehdy, kdyz

limsup a(t) < oo;

t—00

je konvergentni praveé tehdy kdyz

—o0 < liminf a(t) = limsup a(t) < oo;
t—o0 t—o0

nemd (vlastni ani nevlastni) limitu pravé tehdy, kdyz

liminf a(t) < limsup a(t).

t—00 t—ro0

Pozndmka 6. Limity a hromadné body byly zavedeny pro posloupnosti definované na inter-
valu, ktery neni omezeny shora. Popisuji ,,chovani posloupnosti pro indexy v okoli nekone¢na“.

Pro posloupnosti definované na intervalu, ktery neni omezeny zdola, lze zavést analogické
pojmy, popisujici ,,chovani posloupnosti pro indexy v okoli minus nekone¢na“. Limity a hro-
madné body ,,v nekone¢nu* muzeme nazyvat w-limity a w-hromadné body, limity a hromadné
body ,,v minus nekonec¢nu® pak nazveme a-limity a a-hromadné body.

Zavedeme a-limity a a-hromadné body ponékud presnéji. Bud a posloupnost, jejiz de-
finiéni obor neni omezeny zdola. Definujme posloupnost k& € Py tak, ze k(0) € Doma a
k(i) = k(0) —i proi =1,2,.... Limitu v okoli minus nekoneéna definujeme pfedpisem

li = 1l = li .
im a(t) t_)lr_nooa(t) nl_)ﬂ;Oa(k(n))
Podobné
liminf a(t) = liminf a(k li t) =1 k .
iminfa(t) = liminfa(k(n)),  lmsupa(t) = limsupa(k(n))
Hromadné body v okoli minus nekone¢na posloupnosti a, které miizeme nazyvat a-hromadné
body posloupnosti a, definujeme jako hromadné body ,slozené“ posloupnosti a o k € Py, tj.

{a(k(m)} 2y
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1.1.3 Soucty a soucdiny ¢lent posloupnosti

Definice 9. Necht I C 7 je interval celych éisel, n,m € I takova ¢isla, ze pron > m — 1
platin+1 €l am—1 € I. Soucet ¢lent posloupnosti a € Pr od m do n definujeme vztahem

n a(m)+a(m+1)+---+a(n), n>m,
Za(t): 0, n=m—1,
t=m —(a(n+1)+an+2)+-+alm—1)), n<m-—1

Soucin clentd posloupnosti a € Pr od m do n definujeme pro n > m — 1 vztahem

- _Ja(m)a(m+1)---a(n), n=>m,
[IEGE {1

i , n=m—1;

pokud n <m+1aa(t)#0prot e [n+1,m—1NZ, klademe

. 1
Ha(t): a(n+1)a(n+2)---alm—1)

t=m

Tvrzeni 7. Necht a € P. Pak plati

n—1 m—1 l n n
at)==> alt), Y alt)+ Y alt)=)_alt),
t=m t=n t=m t=Il+1 t=m
n iz;na(n o t)’ nzm, n—1 ¢ n—1
alt) =9, Y a(m) =) (n—ta(t)
t=m _Z a(m o t), n S m — 17 t=m 1T=m t=m

pro vsechna m,n, [ takova, Ze uvedené soucty jsou definovany.
Pokud navic a(t) # 0 pro ¢t € Dom a, pak

n—1 m—1 -1 [ n n
Ha<t>=<Ha<t>> Lo T o) = [T ato

t=m t=n t=m t=Il+1 t=m
n—m
n tl:IO a(n - t)’ nzm, n—1 t n—1
[[a) = . IT II e = I a)™
t=m H a(m _ t), n S m — 1, t=m T7=m t=m
t=m—n

pro vSechna m,n, [ takova, ze uvedené souciny jsou definovany.

Diikaz: Necht m < n. Pak také m — 1 <n — 1 a tedy

m—1 n—1
a(t) = —(a(m) + a(m + 1) + - +a(n —1)) = = > a(t),

coz je ekvivalentni s prvni rovnosti. Jeji platnost budeme v dalsich ¢astech dikazu vyuzivat.
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Platnost druhé rovnosti ovéfime pro m < n. Je-li m <1 < n, pak

l n n
Z a(t)+ Z a(t) = (a(m)+a(m—+1)+---+a(l))+ (a(l+1)+a(l+2)+- - -+a(n)) = a(t);
t=m t=1+1 t=m

je-lim <n =1, pak i a(t) + i a(t) = i a(t) 4+ 0;

t=m t=1+1 t=m
l n l l n
jelim <n <l pak > a(t)+ > a(t)= a(t)y— > a(t)= > a(t);
t=m t=l+1 t=m t=n+1 t=m
l n m—1 n n n
jelil+1=m<n,pak > a(t)+ > a(t)= > alt)+ > at)=0+ > a(t)= > a(t);
t=m t=l+1 t=m t=m t=m t=m
l n m—1 n n
jelil+1<m<n,pak > a(t)+ > alt)=— > a(t)+ > a(t)= > a(t).
t=m =141 =141 =141 t=m

V pripadech m > n a m = n ukazeme platnost druhé rovnosti analogicky.
Pri ovérovani treti rovnosti rozlisime ¢tyri pripady:

je—lianpaktEn: a(t) =a(m) +a(m+1)+---+a(n—1)+a(n) =

=a(n—0)+an—1)+---+a(n—(n—m)) = g:() a(n —t);
je-lin =m —1 pak ::zla(t) :0:t§1a(n—t);
m—2 m—1

je-li n = m — 2 pak _z alt)y=— > a(t):—a(m—l):—ia(m—t):ia(m—t);

n m—1 m—n—2
je-lin <m—2pak > a(t)=— alt)y=— >, am—-1—-1t)=
t=m t=n+1 t=0

m—1 t m—1
pron =m plati > ( > a(7’)> =0= Y (m—t)a(t);

indukéni krok vpred®: tim éma(ﬂ - sza(f) + :z; T:im a(7) =
- tf;na(t) + jz;(n ~Ba(t) = aln) + :Z;i(n ~t 4 1)a(t) =
= (n+1—n)a(n) + :L_i;(n +1 - ta(t) = tiﬂ(" L1 t)a(t);
indukéni krok ,vzad®: jgi Tim a(r) = EL Tfm a(7) + j:ij Tim a(7) =
— :z; (n— t)a(t) t";_l 1 Ttma )= :zy;i (n— t)a(t) - T"z; a(r) =
=S - t—Da) = 5 (-t - Da(t).

Rovnosti pro soucin ovéfime stejné. O
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1.2 Operatory na prostoru posloupnosti

1.2.1 Operator posunu

Definice 10. Necht I C Z je interval celych ¢isel. Operdtor posunu (shift operator) -7 : Py —
Pr~ pritadi posloupnosti a posloupnost a” definovanou vztahem

a’(t) = a(t+1).

Véta 3. Operdtor posunu -° je linedrni zobrazeni prostoru Pr na prostor Pr~. Pokud interval
I obsahuje nejmensi prvek, pak toto zobrazeni meni proste.

Drikaz: Necht a,b € Py jsou libovolné posloupnosti, o € R libovolné ¢islo. Pak
(a+8)7(t) = (a+ )t +1) = a(t + 1) + bt + 1) = a® () + b°(t) = (a” +7) (1),

(a)? (t) = (a)(t + 1) = aa(t + 1) = aa’(t) = (aa?) ()

a zobrazeni -? je proto linearni.
Necht nyni b € Py« je libovolna posloupnost. Pokud interval I neobsahuje nejmensi prvek
(tj. inf I = —00), polozime
alt)=0b(t—-1), tel,

pokud interval I obsahuje nejmensi prvek p € Z (tj. p = min I), polozime

b(t — 1), t
oy = PNt g
0, t=p,

pak a’(t) = a(t+1) =b(t+1—1) = b(t), tedy a” = b a zobrazeni -? je surjektivni.
V pripadé p = min I mtizeme také polozit

bt —1), ¢
an:{( hoterop
1, t=p,

Pak a # a a a” = b = a7, takze zobrazeni -7 neni injektivni (prosté). O

1.2.2 Diference

Definice 11. Necht I C Z je interval celych &isel. Operdtor (pruni) diference (vpred) ((first
forward) difference opemtor) A : P; — Py prifadi posloupnosti a posloupnost Aa definova-
nou vztahem

Aa(t) = a(t +1) —a(t).

7 definice operatoru diference a posunu plyne, Ze
Aa=a’ —a, a’ = a+ Aa, (1.18)

nebo strucénéji a presnéji A = -7 —idp,,., -7 = A +idp,,.
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Poznamka 7. Operatory posunu a diference komutuji na prostoru posloupnosti, tj. pro kazdou

posloupnost a € Pr plati
(Aa)? = A(a%).

Pro libovolny index ¢ € (I*)" totiz plati
(Aa)?(t) = (Aa)(t+1)=a(t+2)—a(t+1)=a(t+1) —a’(t) = A (a?) (1).

Véta 4. Operdtor diference A je linedrni zobrazeni prostoru Pr na prostor Pr= a jeho jddrem
je mnozina posloupnosti staciondarnich na intervalu I7.

Dikaz: Ukdzeme platnost tvrzeni o jadru. Ostatni tvrzeni plynou z Véty 3.
Pro posloupnost a € Pr plati a € ker A pravé tehdy kdyz pro kazdy index t € I" je
a(t +1) —a(t) =0, coz je ekvivalentni s rovnosti a(t + 1) = a(t). O

Vétu 4 lze preformulovat: Pro libovolné posloupnosti a, b se stejnym definiénim oborem a
pro kazdé realné ¢islo o plati

A(aa) = ala, A(a+b) = Aa+ Ab, (1.19)

Aa = o pravé tehdy, kdyz posloupnost a je stacionérni.
Z rovnosti (1.19) bezprostfedné plyne

A(a —b) = Aa — Ab.
Mame tedy formule pro diferenci souctu a rozdilu posloupnosti.

Véta 5 (Diference souéinu a podilu posloupnosti). Bud I interval celyjch cisel a a,b € Pry.
Pak platt

b bO' o
Aab = bAa + a”Ab = ¥ Aa + aAb — +2 Aa+? 2“ Ab. (1.20)
Pokud b(t) # 0 pro kazdy index t € Dom b, pak plati
1 Ab
A-=—— 1.21
b bbo’ ( )
ob—ab”  bAa—alb b7Aa—a’A “VAa — (a + a%)A
Ag:ab ab” bAa—alAb b Aa—a b:(b—l—b)a (a+a)b. (122)
b bbe bb bbe 20b°

Dikaz: Prvni rovnost v (1.20) plyne z vypocétu

(Aab)(t) = a(t + 1)b(t + 1) — a(t)b(t) =
=a(t+1)b(t + 1) —a(t + 1)b(t) + a(t + 1)b(t) — a(t)b(t) =
=a(t+1)(b(t +1) = b(t)) + b(t)(alt + 1) —a(?)),

druhé z vypoctu

(Aab)(t) = alt + 1)b(t + 1) — a(t)b(t) =
—a(t+ Dbt + 1) — a(O)b(t + 1) + a(t)b(t + 1) — a(t)b(t)
t

= (a(t+1) —a(t))b(t+1) + a(t)(b(t + 1) — b(t))
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a treti je dtsledkem prvnich dvou.
Necht vSechny c¢leny posloupnosti b jsou nenulové. Pak

a a(t+1) a(t) a(t+1)b(t) —a(t)b(t+1)
(a3) @ = bt+1)  b(t) bt + 1)b(2) !

coz je prvni rovnost (1.22). Z ni plyne rovnost (1.21); z té a z rovnosti (1.20) plynou zbyvajici
rovnosti (1.22). O

Pozndmka 8. Pro zjednoduseni zapisu muzeme zavést (nestandardni) operdtor primérovani
HPre — Pre vztahem

a*(t) =5 (a+a” )():%(a(t)+a(t+1)).

DN~

Pri tomto oznaceni muzeme zapsat formule pro diferenci sou¢inu a rozdilu posloupnosti ve
tvaru

_ wL o a (Aa) b* — a* (AD)
Aab = (Aa) b 4 a* (AD), Ab r .

1.2.3 Sumace

Nejprve ukézeme jednu souvislost mezi diferenci posloupnosti a soucty jejich élent. Bud a € Py
libovolna posloupnost, ty € I libovolny index. Pro kazdé ¢ € I polozime

t—1
s(t) =) ali). (1.23)
1=to
t t—1
Pak podle Tvrzeni 7 plati As(t) = > a(i) — > a(i) = a(t), struéné
i=to i=to
t—1
A a(i) = a(t), (1.24)
to

coz znamena, ze posloupnost a je obrazem posloupnosti s pii zobrazeni A, diference souc¢tu
je puvodni posloupnost.

Diference, jakozto linearni zobrazeni mnoziny posloupnosti, neni prosté. Neexistuje tedy
k nému zobrazeni inverzni. Ale podle pfedchozi poznamky lze k libovolné posloupnosti a najit
posloupnost, jejiz diference je rovna posloupnosti a. Kazdou takova posloupnost lze povazovat
za vzor posloupnosti pfi zobrazeni pomoci operatoru diference. Nasledujici definice tedy ma
smysl.

Definice 12. Necht I je libovolny interval celych ¢isel. Antidiference posloupnosti a je libo-
volné posloupnost A € Py, kde J je takovy interval celych ¢isel, ze J* C I a plati

pro vSechny indexy t € 1.
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Jsou-li A a A dvé antidiference posloupnosti a, pak pro kazdy index ¢ plati
0=AA(t) — AA(t) = A(A — A)(t),

coz znamena, ze diference rozdilu dvou antidiferenci jedné posloupnosti je prvkem jadra dife-
rence (chapané jako linedrni zobrazeni). Podle Véty 4 to znamend, ze dvé antidiference jedné
posloupnosti se lisi o konstantu. Jinak fec¢eno, pfi¢tenim konstanty (konstantni posloupnosti)
k antidiferenci posloupnosti a dostaneme antidiferenci posloupnosti a.

Jedna antidiference posloupnosti a je ddana souc¢tem (1.23). Préavé vyraz na pravé strané
rovnosti (1.23) budeme povazovat za reprezentanta antidiferenci.

Predchozi Gvahu lze provést ponékud ,,matematictéji“: Budte I a J intervaly celych &isel takovych,
ze J® C I. Na mnoziné posloupnosti P; definujme relaci =a vztahem

a=pb & (JceR)(Vt € Dalt) — b(t) =

Snadno ovérime, ze tato relace je ekvivalence.

Nyni definujeme antidiferenci jako zobrazeni ¥ : P; — P /=, takové, ze pro kazdou posloupnost
a € Py a pro libovolnou posloupnost A € Ya plati AA = a. Antidiference ¥ je bijekci mnoziny
posloupnosti P; na faktorovou mnozinu Py/=,.

Abychom odstranili jistou neurcitost v definici antiderivace, zavedeme jesté jiny pojem.

Definice 13. Bud I interval celych &isel. Operdtor sumace od ty je zobrazeni ¥, : Pr — Pr,
které priradi posloupnosti a € Pr posloupnost ¥;,a definovanou vztahem

t—1

Srea(t) =Y ali).

i=tg

Véta 6. Necht I je interval celyjch cisel, tg € I. Operdtor sumace od ty je linedrni prosté
zobrazeni mnozZiny P; do mnoziny Py, které neni surjektivni.

Drikaz: Budte a,b € P; libovolné posloupnosti a a, 8 € R libovolna ¢isla. Pak

t—1
Zio(aa + Bb)() = D (aa(i) + b(i) —aZ +ﬁ§jb = aSga(t) + B4,b(t)

pro libovolny index ¢ € Dom a. To znamena, Ze zobrazeni ¥, je linedrni.

Pfipustme, Ze zobrazeni ¥, neni prosté, tj. existuji rizné posloupnosti a,b € Pr takové,
ze Yy,a(t) = 3;,b(t) pro vSechna t € I. Ponévadz a # b, existuje index t; € Doma = Dom b
takovy, ze a(t1) # b(t1). To znamena, ze

t1 t1 t1—1

0=Spa(ts +1) = Dbty +1) = Y a(i) = > _b(i) = Y ali) + a(tr) Zb ) —b(ty) =

i=tg i=to i=to i=tg

== Ztoa(tl) + a(tl) - Ztob(tl) - b(tl) == a(tl) - b(tl) 75 0,

COZ je Spor.
to—1
Pro libovolnou posloupnost a € Py plati 4 a(to) = > a(i) = 0, takze posloupnost b € Py
i=tg
takova, ze b(tg) # 0 neni obrazem zadné posloupnosti a € Py pii zobrazeni ¥, . O
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Bud I interval celych ¢isel a tg, ¢ € I libovolné indexy. Pak plati

t—1 t—1 t i—1
S Aai) =Y (ali+1) —a(i) = Y a(i) =Y a(i) = a(t) — alto),
i=to i=to i=to+1 i=to

strucneé

t—1
> Aa(i) = alt) — alto), (1.25)

i=to

Rovnosti (1.24) a (1.25) muzeme bezprostfedné pfepsat na tvar

A¥ya(t) = al(t), Y Aa(t) = [a]io (1.26)

Abychom jesté zestruénili zapis, zavedeme operétor |, : Pr — P predpisem

alty (t) = a(t) — a(to)-

Operator |4, lze interpretovat jako odecéteni tp-tého ¢lenu posloupnosti. Pokud posloupnost
a € Pr je takova, ze a(ty) # 0, pak

a]to (to) = a(to) - a(to) =0 7é a(t()) = idpl a(t()),
coz znamena, ze idp, # |¢,. Porovnanim rovnosti (1.24) a (1.25) nyni vidime, ze
AEtO = id'pI 75 |t0 = ZtOA-

To zejména znamenad, ze operatory diference a sumace nejsou vzajemné inversni na mnoziné

Pr.

Operéatory posunu a sumace od ty na prostoru posloupnosti obecné nekomutuji, tj. existuje
posloupnost a € P takova, ze

(Eto a)a 7é Eto a’

Jedna se napi. o geometrickou posloupnost a(t) = k' s kvocientem x # 1; pro ni totiz plati

Kt 1— g1 Kk — K
(31a)? Zli—li , (X1a9) Zm K2 - :Kl—/i'

K

Operatory ¥, a
Dom a totiz plati

v8ak komutuji na podprostoru {a € P: a(ty) = 0}. Pro kazdy index t €

(S40)7 (1) = nalt +1) = 3 ao),

1=t
t—1 t—1 t
Sia’(t) =Y a%(i)=> a(i+1)= Y  a(i).
i=tg i=to i=to+1

Tvrzeni o linearité operatoru sumace lze preformulovat: Pro libovolné posloupnosti a, b se
stejnym defini¢nim oborem a pro kazdé realné ¢islo « plati

Yoa = aXya, S (a+b) =Xa+ 2.
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7 téchto rovnosti bezprostfedné plyne
Zto (CL — b) = Ztoa — Ztob-

Méame tedy formule pro sumaci souctu a rozdilu posloupnosti. Jisté vyjadfeni sumace souéinu
posloupnosti vyjadiuje nasledujici véta.

Véta 7 (Sumace ,per partes“). Bud 7 € ZU{—0}, a,b € P; atg € Doma. Pak plati

EtoaAb = ab\to — EtObJAa, (127)
ZtoaoAb = ab|t0 - EtObAa. (128)
Diikaz: Podle (1.25) plati
t—1
S Aab)(i) = a(t)b(t) — alto)b(to)
i=to

a podle druhé z rovnosti (1.20) a Véty 6 plati

t—1 t—1 t—1 t—1
Z A(ab)(i) = Z (b(i + 1)Aa(i) + a(i)Ab(3)) = Z b(i + 1)Aa(i) + Z a(i) Ab(3).

Odtud jiz plyne rovnost (1.27). Rovnost (1.28) odvodime analogicky s vyuzitim prvni z rov-
nosti (1.20). O

1.2.4 Diference a posun vyssiho radu

Operéatory -7, A a 3, jakozto zobrazeni z mnoziny P do sebe mtizeme skladat. Slozeny
operator A2 = A o A, tj. operétor, ktery posloupnosti a pfifadi posloupnost definovanou
vztahem

A%a(t) = A(Aa(t)) = Aa(t +1) — Aa(t) = (a(t +2) —a(t + 1)) — (a(t +1) —a(t)) =
=a(t+2)—2a(t+ 1)+ a(t)

nazyvame druhd diference (vpied). Obecné pro n € Z, n > 1 klademe A" = Ao A""! a
tento operator nazyvame n-td diference (vpied). Pro n = 0 miizeme psat Ala(t) = a(t), tj.
A% = idp.

Slozeny operator . prifadi posloupnosti a posloupnost definovanou vztahem
a” (t) = a(t 4 2). Obecné pron € Z, n > 1 klademe -°" = 20 7" tedy a”" (t) = a(t +n),
aa® (t)=a(t+0)=a(t), tj. - =idp.

Tvrzeni 8. Bud a € P libovolné posloupnost, n € N. Pak

Ala(t) = f:(_w‘ (7;) alt+n—1i) = f:(—w‘ (7;) a" (),

=0 i=0

a”" (t) = a(t +n) = En: (7;) Ala(t).

=0
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Diikaz: Uplnou induke.

Ala(t) =Aa(t)=a(t+1) —a(t) = (_1)0 (1)

N
e
—~
~
+
—_
|
o
~—
+
T
[y
~—
—
7N
—_
N—
e
—~
~
+
—_
|
—_
~

Indukéni krok pro prvni formuli:

Indukéni krok pro druhou formuli:

a(t+n):Aa(t+n—1)+a(t+n—1):AjZ:é(n;l) N‘a(t)+nzl<";1> Ala(t) =

1=0

n—1 B A nly ;
:A;< . 1> A’a(t)+izl< . 1>Aa(t)—|—a(t) -
_ A’S <n - 1> Ala() +:§ (7;;) AT a(t) + a(t) =

=0

=A <A"1a(t) +:LZ: <<n ; 1) + <:‘;11>> N@(t)) +af(t) =

n—2 n - n—1 n A
= A"a(t) + 2 <2 N 1> AT a(t) 4 a(t) = Ama(t) + Z <z> A'a(t) + a(t).
. - O

Poznamka 9. Tvrzeni Véty 8 miizeme zapsat v operatorovém tvaru

A" = (7 —idp)" = f:(—ui <:‘> ST = (At idp)” = f: <:‘> AL

=0 1=0
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Pozndmka 10. Ponévadz slozeni linedrnich zobrazeni davéa linedrni zobrazeni, je n-ta diference
linedrni zobrazeni mnoziny posloupnosti P; do mnoziny posloupnosti P...(rx)x)s...= libovolny
interval celych cisel, ktery je alesponn n + 1-prvkovy.

1.3 Diferenc¢ni a sumacni pocet

Nasledujici tii véty plynou prfimo z Definic 2, 3 a 11.

Véta 8. Necht a € P je posloupnost a necht celd ¢isla m, n spliuji podminky m € Dom a,
n > m. Pak plati

e a je rostouci na intervalu [m,n| pravé tehdy, kdyz pro kazdy index t € [m,n) plati
nerovnost Aa(t) > 0, tj.
(Vt)t € [m,n) = Aa(t) > 0;

e a je ryze rostouct na intervalu [m,n] pravé tehdy, kdyz

(Vt)t € [m,n) = Aa(t) > 0;

e a je klesajici na intervalu [m.n] prdavé tehdy, kdyz

(Vt)t € [m,n) = Aa(t) <0

e a je ryze klesajici na intervalu [m,n] pravé tehdy, kdyz

(Vt)t € [m,n) = Aa(t) <0

e a je monotonni na intervalu [m,n| pravé tehdy, kdyz posloupnost Aa na intervalu [m,n)
nemeént znameénko, tj.

V)t € [m,n —1) = Aa(t)Aa(t+1) > 0;

e a je ryze monotonni na intervalu [m,n| pravé tehdy, kdyz mezi indexy t € [m,n) neni
uzel posloupnosti Aa, tj.

(Vt)t € [m,n —1) = Aa(t)Aa(t+1) > 0.

Véta 9. Necht a € P je posloupnost a t € Doma. Pak plati

e | je argumentem ostrého lokalniho mazima pravé tehdy, kdyz Aa(t) < 0 a pokud t neni
pocédtecni index, pak Aa(t —1) > 0, tj.

Aa(t) <0 A (t—1€Doma = Aa(t—1)>0).
e t je argumentem lokalniho maxima prdvé tehdy, kdyzZ

Aa(t) <0 A (t—1€Doma = Aa(t—1)>0).
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e t je argumentem ostrého lokdlniho minima prave tehdy, kdyz

Aa(t)>0 A (t—1€Doma = Aa(t—1) <0).

e t je argumentem lokdlntho minima prdvé tehdy, kdyzZ

Aa(t)>0 A (t—1€Doma = Aa(t—1) <0).

Véta 10. Necht a € P je posloupnost, index t € Doma neni pocatecni a t — 1 je uzlem
posloupnosti Aa. Pak index t je argumentem lokdlniho extrému. V pripadé A2a(t —1) < 0
se jednd se o mazximum, v pripadé A%a(t — 1) > 0 se jednd se o minimum. Pokud je pFitom
Aa(t — 1) # 0, pak je tento extrém ostriy.

Véta 11 (Rolleova). Necht a € P je posloupnost a t1,ta € Doma jsou takové indexy, Ze
t1 <ty aa(ty) = a(ty). Pak existuje index s € [t1,ty — 1|, ktery je uzlem posloupnosti Aa.

Dikaz: Kdyby zadny index z intervalu [t1, t3 — 1] nebyl uzlem, posloupnost a by podle Véty 8
byla ryze monotonni na intervalu [¢1,ts + 1] a proto by nemohlo platit a(t1) = a(ta). O

Véta 12 (Lagrangeova o stfedni hodnoté). Necht a € P je posloupnost a t1,ts € Doma jsou
takové indexy, Ze t1 < to — 1. Pak existuje index s € [t1 + 1,to — 1] takovy, Ze plati aspon
jedna z dvojic nerovnosti
to) —alt
Aa(s) < w < Aa(s—1), Aa(s—1) <
2 — U

Dikaz: Polozme

a(ty) — a(ty)
ﬁ < Aaf(s).

b(t) = a(t) — %

Pak b(t1) = a(t1), b(t2) = a(tz) — (a(tz) — a(t1)) = a(t1), coz znamena. Ze posloupnost b
spliiuje predpoklady Rolleovy véty. Existuje tedy ¢ € [t1,t2 — 1] takovy index, ze Ab(c) = 0
nebo Ab(c)Ab(c+ 1) < 0. Polozme s = ¢+ 1. Pak je s € [t; + 1,¢; — 1] a plati

Ab(s —1) =0 mnebo Ab(s—1)Ab(s) <0.

(t —t1).

Dale podle Véty 4 je
ta) —alt
Ab(t) = Aa(r) — 422 = 2(0)
ty — 1
pro kazdy index ¢ € Dom a, takze

Aa(s —1) — Ab(s — 1) = w = Aa(s) — Ab(s).

Pokud Ab(s — 1) = 0, pak

_a(tz) —a(h) a(tz) —a(t1)

Aa(s —1) = —*———= < Aa(s) nebo Aa(s) < = Aa(s —1).
to — 11 to — 11
Pokud Ab(s — 1)Ab(s) < 0, pak v pfipadé Ab(s — 1) > 0, Ab(s) < 0 je
ta) —a(t
Aa(s) < alte) = a(ty) < Aa(s —1),
to — 11
a v pripadé Ab(s — 1) < 0, Ab(s) > 0 je
ta) —al(t
Aa(s —1) < alt) = alty) < Aa(s). 0

to —t1
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Véta 13 (de 'Hopitalovo pravidlo, Stolzova-Cesarova véta). Budte a,b € P posloupnosti a
necht je posloupnost b od jistého indexu Tyze monotonnt, tj.

(37 € Domb)(Vt € Domb) t > 17 = sgn Ab(t) = sgn Ab(1) # 0.

a
lim b(t)| = oo a existuje limita lim —, pak existuje také limita lim — a plati

t—o00 Ab b

tim 20 _ iy 200 (1.29)

00 b(E) oo Ab(E)

Jestlize

Jestlize lim a(t) =0 = tlim b(t) pak plati
—00

— 00

Aa(t) (t) a(t) . Aa(t)
hrgg)lf Ab(1) < lim %golf b = lftgilolp o) = hfﬁiilolp Ab(l)’ (1.30)

Zejména pokud existuje limita lim
(1.29).

a . . P . a . .
Ay pak existuje také limita lim — a opét plati rovnost

A b

Diikaz: Necht pro uréitost Ab(t) < 0 prot¢ > 7. V pifipadé ryze rostouci posloupnosti b bychom
postupovali analogicky.

Necht ‘tlim b(t)‘ = 00. Ponévadz posloupnost b je klesajici, musi byt lim b(t) = —oo podle
—00

t—o00
Véty 2 a tedy od jistého indexu g jsou vSechny ¢leny posloupnosti b zdporné

b(t) < 0 pro kazdy index t > p.

Aa(t
®) = ¢ € R. Pak pro libovolné £ > 0 existuje index o takovy, ze
t—oo Ab(t)
cBad) o
€ Ab(D) c+e

pro vSechny indexy ¢ > 0. Pro t > max{o, 7} tedy plati
(c —e)Ab(t) > Aa(t) > (c+e)Ab(t).

Vezmeme libovolné indexy t; > max{r, o, o}, to > t; a seéteme predchozi rovnosti od ¢; do
to — 1. Podle (1.25) dostaneme

(c— ) (b(t2) — b(t1)) > alte) —alty) > (c+¢)(b(tz) — b(t1)).

Tyto nerovnosti upravime na tvar

i)\ alt)  alts) b))\ a(ty)
(=2 (1 - b<t;>> + b < b <O ( - W) * bia)

Limitnim pfechodem ts — 0o nyni dostaneme nerovnosti

t t
c—5<11tn_1>£f b((t; liﬁgp% <c+e.
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Ponévadz kladné ¢islo € bylo libovolné, plati

a(t) .. a(t)

¢ < liminf —= <limsup —= < ¢,
=R b)) S el bty

a(t)

coz znamena, ze ve vSech nerovnostech nastane rovnost a tedy lim —= = c.
t—o0 b(t)
. Aa(t) : . L .
Pokud lim = —o00, pak pro libovolné h € R existuje index o takovy, ze
t—o0 Ab(t)
Aa(t
alt) _,
AD(t)

pro vsechny indexy t > o. Nyni muzeme zopakovat predchozi iivahy s tim, ze budeme pouzivat
pouze ,pravou Cast“ nerovnosti, v nichz misto ¢ + ¢ budeme psat h. Dostaneme

a(t) a(t) h,

liminf —= <limsup —= <

PR <SP =
a(t)

coz vzhledem k tomu, ze ¢islo A bylo libovolné, znamena, ze lim —= = —o0
t—o0 b(t)
. Aa(t)
Polud lim Ab(t)
Necht nyni lim a(t) =0 = lim b(¢). Ponévadz pro t > 7 plati Ab(t) < 0, podle Véty 8 je
t—o0 t—o0

= 00, provedeme diikaz analogicky.

posloupnost b na intervalu |1, 00) klesajici a ponévadz tlim b(t) = 0, plati b(t) > 0 pro kazdy
—00

index t > 7.

Aa(t
Prostfedni nerovnost v (1.30) je trividlni. Pokud lim inf alt) = —00, je trivialni i prvni
t—o0 Ab(t)
nerovnost. Necht tedy
Aa(t)
lim inf =ceR,
e Ab(t) ©
tj. existuje index o takovy, ze pro libovolné kladné ¢islo € a pro vSechny indexy ¢ > o plati
Aa(t)
>c—E€.
Ab(t) —

Pro vSechny indexy t > max{r, o} tedy mame nerovnost
Aa(t) < (c—e)Ab(t).

Necht t1, to jsou libovolné indexy takové, Ze to > t; > max{r,0}. Seftenim predchozich
nerovnosti od ¢; do ty dostaneme podle (1.25) nerovnost

a(ts) —a(t1) < (c—e)(b(t2) — b(t1))
ze které limitnim pfechodem to — oo plyne
a(ty) > (¢ —e)b(ty).

Ponévadz index t; > max{7, o} byl libovolny, pro kazdy index index ¢ > max{r, o} plati
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a(t
COZ znamena, ze litm inf % > ¢ + €. Ponévadz kladné ¢islo € bylo libovolné, plati prvni
—00

nerovnost v (1.30).
Posledni nerovnost v (1.30) dokdZeme analogicky. O

Pozndamka 11. Piedpoklad o ryzi monotonnosti posloupnosti b je podstatny. Uvazujme na-
priklad posloupnosti a, b definované na N vztahy

2t2, t sudé,
2t, t liché.

at)=t, b(t)=(1+(-D")*+ (1-(-1)")t= {
Pak je tlir&b(t) =00, Aa(t)=(t+1)—t=1a

Ab(t) = (1+ (D" ¢+ 12+ (1 - (=D ) ¢+ 1) - 1+ (-1 * - (1 - (-1 t=
=2((-1)"* +t+1),

takze Aa(t) )
a
li = i =0
5 Ab(t) 1o 2((—1)H 2 4+ 1)
avsak L
a(t) 1 _ 3 t sudé,
b(t) (A4 (=1))t+1-(=1)" | L ¢liche,
COZ znamena, ze
. .ea(t) . a(t)
1 f—==0<=-=1 —
e ) VS TPy

a limita podilu posloupnosti a, b neexistuje.
Pro pripad limity typu 8 uvazujme posloupnosti a, b definované na {1,2,3,---} vztahy

1 (=1)°
)y == b(t) =
a(t) o (t) ;
Pak 1 1 t—(t+1) 1
. _|_ —_
Aa(t) = — -~ = =
a(t) t+1 ¢t t{t+1)  tt+1)
1 1 t+(t+1) 2t +1
Ab(t) = (1)1 —— — (—1)t= =~y T ) gy
() = (D)™ g = (D' = (VT = ()
. 1 . (=Dt . Aa(t) . (-DF
tli)rgoa(t)—tliglo;—o, tliglob(t)_tlggo t =0 tliglo Ab(t)_tlggo%"’_l_

a
avSak limita podilu posloupnosti a, b neexistuje, nebot % = (-1).
Véta 14 (o stfedni hodnoté sumaéniho poctu). Budte a,b posloupnosti a necht existuji celd
¢isla m,n takova, Ze m < n, m € Doma N Domb a pro kazdy index t € [m,n| je b(t) > 0.
Pak ke kazdé dvojici indexi to,t1 € [m,n| existuje ¢islo ¢ takové, Ze

minf{a(t): m<t<n}<c<max{a(t): m<t<n} a Y a(@)b(i)=c) b).

i=to 1=to
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Dikaz: Ozna¢me oo = min{a(t) : m <t <n}, A=max{a(t): m <t <n}.

Je-li t1 > tg, pak
t1 t1 t1

a) b)) < a(i)bi) < A b(i),
i=to i=to i=to
je-li t1 <tg— 1, pak
t1 to—1 to—1 to—1 t1
a) b)) =—a > b)) =— Y a(@bi)=-A > b)) =AY bli),
i=to i=t1+1 i=t1+1 i=t1+1 i=to
je-li t1 =ty — 1, pak
t1 t1
0="> a()b@) =Y bli).
i=tg 1=to
t1 t1
Odtud plyne, Ze v kazdém pfipadé, kdy > b(i) = 0, je také >~ a(i)b(i) = 0 a za éislo ¢ lze
i=tg i=tg
vzit libovolné éislo z intervalu [, AJ.
t1
Je-li Y a(i)b(i) # 0, pak v pripadé t; > g je
i=to
tl . tl . . tl .
a Y b S a@b@) A bi)
o= 1=t1g S i=tg S 1=to — A,
t1 ] t1 ] t1 )
> b() > b(j) > b(j)
J=to J=to j=to
a v pripadé t; < tg— 1 je také
t1 ) t1 ) to—1 ] to—1 ] ] t1 ) )
ad b)) a3 b@)a 3 b)) >0 a(ib(i) 32 a(i)b(i)
o i=to o i=to i=t1+1 i=t1+1 _ i=to
o = = < = < A.
t1 ) t1 ) to—1 ) - to—1 ) t1 ) -
200 X)X b() > b(j) > b(4)
J=to J=to Jj=t1+1 Jj=t1+1 J=to
Staci tedy polozit
t1
i=tg .
C=——— . :Za(z) TR
>ob(g) = 3 b()) -

Jj=to Jj=to

1.3.1 Prehled vzorcu pro diferenci a sumaci

Tvrzeni Vét 4, 6, 5, 7 a relace (1.24), (1.25) muzeme shrnout:
e Aa=0 & (FyeRa=y
o Ala+b)=Aa+ Ab
o Aaa) = ala
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o A(ab) = bAa+ a”Ab=b"Aa+ alAb

1 Ab
As =22
* YT T
a bAa — aAb
AL _0Ra—and
* 2% bbo

o ¥ (a+b)="2a+ b

o ¥y (a) = aXya

o AYya=a

o X Aa=aly

o X, alAb = ably, — X,b"Aa, Ya° Ab= ably, — X¢,bAa

Uvedené vzorce plati pro posloupnosti a,b € P se stejnym defini¢nim oborem, jejich index
to € Doma = Domb a ¢islo o € R.

1.3.2 Diference a sumy nékterych posloupnosti

1. Geometricka posloupnost a(t) = k'

klo (ﬂt*to — 1)

Akl = (k — DKl Tkt = p— pro k # 1;

zejména A2l =2t 32t =2t — 1.

Diikaz: Axt = k1 — Kkt = k! (k — 1), o

Ykt = ﬁﬁ)to(m — 1)kt = /{i Y, Akt = — 1I€t|t0 = I{K__Klo O

2. Aritmetickd posloupnost a(t) = t:
At =1, Syt =3(t—1+1to)(t—to);
zejména N1t =1+2+3+ -+ (t — 1) = 3t(t - 1).
Dikaz: At = (t+1)—t =
Déle plati A (3t(t — 1)) = 3((t + 1)t — t(t — 1)) = ¢, takze podle (1.25) plati
St = S A (At —1)) =2t(t —1) = Ltoto— 1) =5 (2 -t —t3 +to) =
= 3 ((t=to)(t +10) = (t —t0)) = 5(t —to)(t + 1o —1). O
3. Aritmetické posloupnost k-tého stupné a(t) = t*, k € N:
k A
AtF =Y <k> th=1,
i=1 \!
k-1

1 k i
St = ] [tk(t —1) —t5(to —1) = X (l n 1) Stot* }

i=1
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zejména pro ty = 1 je ¥1tF = L th(t—1) — Sk Stk
k+ 1 2 it 1
Diikaz:
(K (K
k_ k_ 4k _ k—i _ 4k _ 4k k—i _ 4k
AtF = (t+1)F —¢ Zg<z>t t t+§;<¢>t t*.
1= 1=

V nasledujicim vypoctu vyuzijeme sumaci ,,per partes“, jiz odvozenou formuli pro di-
ferenci aritmetické posloupnosti k-tého stupné a rovnost (1.25).

S th = By thAL = tF L), — By (t + 1) ALF =
k+1 k+1 k k
=t gt = By tAR - B A =

k
k .
i=1

k
k i

i=1

k
=1t — 1) —tg(to — 1) — Kyt — ) <k> Sy, T =

i

i=2
k—1 L
_ gk 4k o o k k—1
= th(t —1) — th(tg — 1) — kXt Z; (H 1) Syt
1=
z této rovnosti jiz plyne druha dokazovana formule. O

Tento vysledek mtzeme diky linearité diference a sumace preformulovat: Je-1i ¢len po-
sloupnosti déan polynomem k-tého stupné v indexu posloupnosti (tj. v proménné t), pak
jeho diference je dana polynomem stupné k — 1 a jeho sumace polynomem stupné k + 1.

4. Faktoridlova posloupnost je definovana pro libovolné celé ¢islo r a nezaporny index ¢
vztahem

timto vyjadfenim je motivovan nézev posloupnosti.

Pro diferenci a sumaci faktoridlové posloupnosti plati:

") (r1) t(r+1) tér+1)
At =1t ) Etozr+1—r+1,pokudr7é—1.
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Diikaz:
t+1 t
AL = (14 1)) — 40 = ( [1 ) ) ( 1 ) )
i=t—r+2 i=t—r+1
t t
:(t+1—(t—r+1))< 11 z'>:r T i|=rt"".
i=t—r+2 i=t—(r—1)+1
(r 1 (r r r—+1
Etol( ) — DI <T’—|——1Al( +1)> — HLl (t( +1) _ t(() )) 0
5. Goniometrické posloupnosti cos(at + (), sin(at + f):
Acos(at + ) = —2sin %a sin (at + B+ %a) ,
Yy, cos(at + ) = 2si111 %a [sin (at + 8 — %a) — sin (ato + B — %a)] ,

pokud « # 2k7, k € Z.

Asin(at + ) = 2sin %a cos (at +8+ %a) ,

L T [cos (at+ﬁ— %oz) — cos (at0+ﬁ— %a)} ,

Y sin(at + 5) = “ el
2

pokud « # 2km, k € Z.

Dikaz: Plati

Aellet+8) — ei(a(t+1)+6) _ eilat+B) _ qi(at+B) (eia _ 1) _
— ilat+p) giza <ei%a _ efij%a) — ellat+B) gigags oo 1o = %isin %aei(at+ﬁ+§a) _
= 2isin %a(icos (at + 8+ %a) — sin (at + B+ %a) )
Formule pro diferenci posloupnosti cos(at + () je redlné ¢ast této rovnosti, formule pro

diferenci posloupnosti sin(at + 3) je jeji imaginarni ¢ést.
Formule pro sumaci posloupnosti cos(at + ) nyni plyne z rovnosti (1.25) a vztahu

1
—— Asin (ot + 8 — 1a),
QSin%a ( F=3 )

cos(at + ) =

ktery plati pro libovolné «, které neni celym nasobkem 27. Formuli pro sumaci posloup-
nosti sin(at + ) odvodime analogicky. O

Priklady.
t2

1. Vypocitame sumu 21?.
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Hledanou sumu upravime na tvar ¥t (%)2 a oznacime a(t) = t? a Ab(t) = (%)t Pak

(3 -

Aa(t)=2t+1, b=

[N

Sumace ,per partes* tedy dava

B () =2 (1-()7)], - = (1-@)) e =

t2

=g =T (142 - () () =
:t2—2f—21—(t—1)—t(t—1)+21 D+ (D)=
:1—;—:+2 (D) 2=t ()"
Posledni sumu opét upravime ,per partes®:
me () = (1-@)7)], -2 (1-(3)) =
=t—t()T DD () =1 ()T m()"

Dosazenim do predchozi rovnosti dostaneme vysledek

th_ tz Z 1\¢ 2 2 lt—l 22 1t_
1 =log v 0iG) +2-2(3) +2n(y) =
t(t +2) -1 tHt+2)+3
=3 -~ +3<1—(%) >=6—T-
t—1 k

2. Vypocitame soucet Z Dk +2)(k+3)

Pii vypoctu vyuzijeme rozklad na parcidlni zlomky a vzorce pro sumaci faktoridlové
posloupnosti.

t—1 t—1 1 3
k+D)k+2)(k+3) > <(/<:+ Dk+2) (k+ 1)(/<;+2)(/<;+3)> B

™

k=1
t—1 t—1
— (k+ 2). (k + 3) —
TSR (e =2 1(=2) ! 1 3 ! 1!
—1 —1 —2 -2 t+1) "2 2\ (t+2)! 3!
1 1 3 1 31 t(t —1)

T irl 2T 26 At+eD(i+2)

0
3. Vypocitame soucet Y (—1)%]“(]“_1) pron € N.
k=—n
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Nejprve si pov§imneme, Ze (—1)%]“(]“_1) = /2sin (%Zl)” = V2sin (& + I). Pak s vyu-
zitim vzorce pro sumaci goniometrickych funkci dostaneme

0 1 lk;(k;—l) - \/5 T T T —nm T T o nm
> =t s (g g g) mes (gt )| ey

k=—n

1.4 Cvideni

1. Rozhodnéte, zda je ohrani¢end posloupnost, jejiz obecny ¢len a(t) je tvaru

T\ tt ‘1
1- < —> , — c —.
a) cos ~ b) T ) Z; "
2. Rozhodnéte, zda je na mnoziné Z; monotonni posloupnost, jejiz obecny ¢len a(t) je
tvaru
t2+1 2!
S, 4 b ) c)t— 10 t.
) )% ) £~ log
3. Dokazte, ze nasledujici posloupnosti jsou konvergentni:
(t)? too1 t1
b ) C -.
2) (2t)! )Z;t—kz )Eoz!
4. Vypocitejte limity posloupnosti
202 —t+3 th+t—1 2 —2t+3
a) oo, b) s ) a0
32 +t—5 B+t—1 3 —4t+5
ko
> bt
d) S, em #0# b, ) V3L, DVIFT = Vi,
Z Citi
i=0
72 wy Lo (1)t 0 3"+ (-2)f
g) PR ; ) 31 4 (=2t
t' t Oét
. e ' -
.]) tt’ k) t ) l) t' bl
1 2 3 (—1)t1¢ 1 1 1 1
m) gty Tt ) Wistegtyat TR
1 3 5 2t —1 1 1 1 1
—+ -+ = —+ + +ot+—=,
dgtitgtot NN = S Va2t
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th)?2
tqt, |q| < 1, (— s) —= > P, peN,
q) tq', |q| r) ol ) ; p
14 t 10 11 12 t+9
t) — S i — —— peN, u)_._._...L‘
= p+1’ 1 3 5 2t —1
5. Najdéte vsechny hromadné body posloupnosti
3 1 tm
a) (1) (24 =), b) 1 cos —, ¢) L ((a+0)+ a—>b
) (1 (245 )14 cos” ) 3 ((a+0) + (1)@ ~b)),
omt\ " 1\* t 1d
d — ), —1—- in —, -
)(cos 3) e)( t> +sm4 )tz;( 1)
6. Najdéte extrémni hodnotu posloupnosti na intervalu [1, co)
12 9 ti+9
_ L b) a(t) = t2 — 9t — 10, t) = -
) alt) = 57, ) a(t) o alt) = 1575
n n n n
7. Na zékladé vysledki 1.3.2(2. a 3.) odvodte vzorce pro >4, > i2, > 43, Y it
i=1 =1 =1 i=1
Vysledky:
1. a) ano, 0 < a(t) < 2, b) ne, a(2t) > 2¢, ¢) ne, a(2") > 1+ 1.
2. a) ryze rostouci, b) klesajici, c¢) ryze rostouci,
3. klesajici, zdola ohrani¢ena nulou, b) klesajici, zdola ohrani¢ena nulou, c¢) rostouci, shora ohra-
nicend napt. 1 + %.
0, k<m
4 a) 2,b) 00, ¢) 0.d) { OR/Om F=m e)9,£)0,g)0,h) 1,i) L,7)0,k) oo, 1) 0
. 3 0, ) ) ) ) 2 ) ) )
3 0, k> m, cpbr >0, & 27
—00, k> m, cmbk <0,
m) %7 n) 17 O) 37 p) 0, CI) 07 I‘) 0 S) p+17 t) %7 u) 0.
5.a) —2,2,b)0,1,2,¢) a,b,d) 0,1, e) —e — 2/2, —e+ L/2,e — 1,e,e+1,f) -1, 1.
6. a) dmax = a(3) = 2, b) amin = a(4) = a(5) = —30, ¢) amax = a(0) = a(10) = 512.
7.3 i=3n(n+1), Y i =tn(n+1)2n+1), Z n?(n+ 1),
=1 i=1 i=1
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Kapitola 2

Diferenc¢ni rovnice

V tvodu predchozi kapitoly jsme modelovali rtist populace v omezeném prostiedi. Dospéli
jsme ke tfem rtznym modelim (1.14), (1.16) a (1.17). Hodnoty z(t) vyjadfuji velikost po-
pulace v ¢ase t. VSechny ti rovnice (1.14), (1.16), (1.17) modeluji, adekvatné do jisté miry,
stejny proces. Ovsem jejich tvar je na prvni pohled dosti odlisny. Pokusime se tuto ,,vadu na
krase“ odstranit.

Pravou stranu rovnice (1.14) pfepiSeme ve tvaru

ra(t) — TI_(lx(t)z — (= Dat) <1 - %) +a(t)

a Clen z(t) pfevedeme na levou stranu. Dostaneme

x(t+1)—x(t) = (r — 1)x(t) < - %) .

Na levé strané je diference posloupnosti x, rovnici proto mizeme prepsat ve tvaru

Az(t) = (r—1)z(t) <1 - %) ,
nebo strucné
= (r—1) <1—%>. (2.1)
Rovnici (1.16) postupné upravime.
Kx(t—l—l)—i—(r—l)()( 1) =
)

Kzx(t + 1) Kz(t) =rKz(t) — Kz(t ) (r—1zt)z(t+1),
K(z(t+1 )) =(r—-1)Kx(t)—(r— 1)x(t):6(t +1),
(r = 1Da(

ot) (1- 1>>.

S pomoci operatoru posunu mizeme tuto rovnici zapsat ve stru¢néjsim tvaru

AT (1-%). (2.2)

x

39
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Rovnice (2.1) a (2.2) jsou ,téméF stejné“, lisi se pouze posunem posloupnosti na pravé
strané; na levé strané maji relativni zménu velikosti populace.

Rovnici (1.17) také upravime:
WZEED () s0Y,
x(t) K

x(t
Inz(t+1) —Inz(t) = <1 — ﬁ) Inr,
K
takZe pomoci operatoru diference dostaneme rovnici ve stru¢ném tvaru

Alnz = (Inr) <1 - %) . (2.3)

Vyrazy na pravych stranach rovnic (2.1) a (2.3) se lisi pouze ve faktorech r —1 a Inr. OvSem
pro ,neprili§ velka* r je podle Taylorovy véty

Inr = i(—l)"“—(r _nl)n =r—14 i(—l)"*lL _nl)n,

takze hodnota r—1 je prvni aproximaci hodnoty In r. Pravé strany rovnic (2.1) a (2.3) jsou opét
,témeér stejné“. Na levé strané rovnice (2.3) je absolutni zména velikosti populace vyjadiena
na logaritmické stupnici.

Levou stranu rovnice (2.3) také aproximujeme Taylorovym polynomem prvniho stupné.
Dostaneme

z(t+1) - z(t+1) 1 x(t+1) —x(t) _ Ax(t)
a(t) a(t) a(t) x(t)

Vidime, ze také levou stranu rovnice (2.1) lze povazovat za prvni aproximaci levé strany
rovnice (2.3).

Poznamenejme jesté, ze dvojice rovnic (1.14) a (2.1), (1.16) a (2.2), (1.17) a (2.3) nejsou
ekvivalentni. Ty ptuvodni (1.14), (1.16) a (1.17) pfipoustéji jako své Feseni nulovou posloup-
nost, tvar upravenych rovnic (2.1), (2.2) a (2.3) nulové feseni nepfipousti.

Provedené manipulace s rovnicemi (1.14), (1.16) a (1.17) ukazuji hlubsi souvislost téchto
rovnic — modelt ristu populace s vnitrodruhovou konkurenci. Rovnice (1.14) je meznim piipa-
dem rovnice (1.17), rovnice (1.16) ve tvaru (2.2) je drobnou modifikaci rovnice (1.14) zapsané
ve tvaru (2.1).

Parametr K interpretujeme jako tzivnost prostfedi, tj. jako velikost populace, ktera je se
svym zivotnim prostfedim v dynamické rovnovaze. Pomér x /K lze chépat jako miru poruseni
této rovnovazné velikosti, rozdil 1 — /K jako vzdalenost od rovnovahy. VSechny ti rovnice
(2.1), (2.2) a (2.3) lze nyni pfecist jednotnym zptsobem: Zména velikosti populace je tmérna
jeji vzdalenosti od rovnovazného stavu.

Jesté si vSimnéme jedné zajimavosti. Model (2.2), ktery mé na pravé strané posunutou
hledanou posloupnost, lze interpretovat tak, ze soucasnd zmeéna stavu je zpusobena stavem
budoucim, tj. Ze populace anticipuje budoucnost. Ovsem ekvivalence rovnic (2.2) a (1.16)
ukazuje, Ze ani prijeti rovnice (2.2) za spravny model riustu populace nas jesté nenuti opustit
Laplacetiv determinismus.

Inz(t+1) —lnz(t) =In

Ukazali jsme, ze jeden model néjakého procesu lze zapisovat riznymi zpisoby. Tyto roz-
manité moznosti zapisu jednoho modelu mohou nabizet jeho riizné intepretace. Vhodny zapis
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riznych modeld mtize naopak ukazat néjakou obecnou nebo spoleénou vlastnost modelované
reality.

Jedna spolecné vlastnost t¥i uvedenych modelt riistu populace byla vsak vidét jiz z jejich
vyjadfeni (1.14), (1.16) a (1.17) — na pravé strané téchto rekurentnich formuli se ¢as ¢ vy-
skytuje pouze jako index hledané posloupnosti z. To znamené, ze model rtistu populace je v
kazdém casovém okamziku stejny. Tuto skutecnost lze interpretovat tak, ze zmény okolniho
svéta nemaji zadny vliv na modelovany rust populace v omezeném prostiredi; jinak Feceno,
populaci s jejim prostiedim si predstavujeme jako izolovanou od okolniho svéta. Populaci a jeji
prostiedi povazujeme za uzavieny systém, ktery se vyviji podle svych vlastnich (AYTOY)
zékoni (NOMOI). Proto rovnice (1.14), (1.16), (1.17) a také (2.1), (2.2), (2.3) nazyvame
autonomni.

Obsahem této kapitoly budou nejprve rtizné zpusoby zapisu rovnic, v nichz vystupuje ne-
zndmé posloupnost, jeji diference a/nebo posun. Tato diference nebo posun nemusi byt nutné
prvniho radu, jako v dosud uvedenych prikladech. To umozni, mimo jiné, zformulovat alter-
nativni model ristu populace, v némz je specifikovan charakter vnitrodruhové konkurence.

Ve druhé sekci se nejprve podivame na model ristu populace z jiného hlediska. Nebudeme
se na populaci a jeji prostiedi divat jako na jeden uzavieny systém, ale populaci budeme chapat
jako otevieny systém, na ktery ptisobi okolni prostiedi. Pokud i prostfedi budeme povazovat
za systém, dojdeme k soustavé dvou rovnic. Dojdeme tak k soustavam (systémtm') vice
rovnic a ukazeme, ze takové systémy muzeme chapat jako rovnice pro posloupnosti, jejiz ¢leny
jsou tvoreny vice slozkami, tj. jejichz ¢leny nejsou ¢isla ale vektory. Dalsim vysledkem bude
skute¢nost, Ze rovnice s diferencemi a/nebo posuny vyssiho fadu lze zapsat jako vektorové
rovnice prvniho fadu. To umozni celou teorii budovat jako teorii (vektorovych) rovnic prvniho
radu.

V posledni sekci této kapitoly uvedeme mozné zobecnéni zavadénych rovnic a budeme ho
ilustrovat na dalsi moznosti, jak modelovat riist populace s vnitrodruhovou konkurenci.

2.1 Diferenc¢ni rovnice a pocatec¢ni ulohy

Definice 14. Necht ® je funkce 2k+2 proménnych, kterd je nekonstantni v k+2-hé proménné
nebo ve druhé a v 2k + 2-hé proménné?. Diferencni rovnice k-tého fddu je rovnice tvaru

O (t,z(t), Ax(t), Ax(t), ... AR, x(t+1),2(t+2),. ..t + k)) = 0.

Pokud je funkce ® konstantni v prvni proménné, nazyva se rovnice autonomni.

Speciélni pripady diferen¢nich rovnic:

Diferencni rovnice k-tého tadu prvniho typu nerozresend vzhledem k nejvyssi diferenci
(implicitni diferencni rovnice k-tého Tddu) je rovnice tvaru

F (t, z, Az, A%z, . .. ,AkCE) =0, (2.4)

!Slovo ,,systém* obecné oznaluje néjaky vysek reality, ktery je tvoren néjakymi prvky, mezi kterymi existuji
néjaké vazby. Proto mizeme i nékolik provazanych rovnic nazyvat stejnym slovem. Nebo jinak: slovo ,,soustava“
je ekvivalentem feckého X TXTHMA.

2Pokud je funkce ® = &(t,z, Az, A’z,... Arz, x",x"Q, ey x"k) diferencovatelné, mtzeme predpoklad
o nezavislosti na prislusnych proménnych zapsat ve tvaru

o oe 09
m 75 0 nebo % . 8x‘7k

£0.



42 KAPITOLA 2. DIFERENCNI ROVNICE

kde F' je realna funkce k 4+ 2 proménnych, ktera neni konstantni v posledni proménné.
Diferencni rovnice k-tého tadu prvniho typu roziesend vzhledem k mejuyssi diferenci (ex-
plicitni diferenéni rovnice k-tého fddu) je rovnice tvaru

Akx - f (t; 1"; AJ’" AQ'I’ R ’Ak_lx) ’ (25)

kde f je realna funkce k + 1 proménnych.
Diferencni rovnice k-tého rddu druhého typu je rovnice tvaru

G(t,z(t),z(t+1),...,z(t + k) =0, (2.6)
kde G je realna funkce k + 2 proménnych, kterd neni konstantni ve druhé a v posledni pro-
ménné.

Rekurentni formule k-tého 7ddu je rovnice tvaru

z(t+k)=g(t,z@t),z(t+1),...,z(t+k—1)), (2.7)
kde g je realna funkce k + 1 proménnych, ktera neni konstantni ve druhé proménné.

Pozndmka 12. S pomoci operatoru posunu muzeme diferenc¢ni rovnici k-tého fadu, resp, di-
ferenc¢ni rovnici k-tého radu druhého typu ekvivalentné zapsat ve tvaru

P <t,x,Ax,A2x,...,Akx,mg,...,x"k> =0, resp. G (t,x,x",...,x”k> =0.

Kazdou diferenc¢ni rovnici lze prevést na diferencni rovnici prvniho nebo druhého typu.

Kazdou implicitni diferen¢ni rovnici prvniho typu lze prevést na diferencéni rovnici druhého
typu stejného fadu a naopak.

Kazdou explicitni diferen¢ni rovnici prvniho typu lze prevést na rekurentni formuli stej-
ného radu a naopak.

Vzhledem k Tvrzeni 8 v Kapitole 1 totiz mtizeme polozit

F(tx(t), Az(t), ..., AFa(t)) =

G(t,z(t),z(t +1),...,2(t+ k) =

: k
=3 (t,x(t),x(t +1)— m(t),...,Z(—l)i <2> x(t+k—i),z(t+1),....2(+ k)) )

i=0
G(t,z(t),z(t +1),...,2(t+ k) =

: k
=F <t,x(t),x(t +1) —z(t), z(t + 2) — 2z2(t + 1) + x(¢), .. ., Z(—l)i <2> x(t+k — z)) ,

1=0

F <t, z, Az, A%z, ... ,Akx) =G <t, x(t), Ax(t) + x(t),..., i <I;> A’fc(t)) .
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g(t,x(t),x(t+1),...,x(t+ k1)) =

:f(a() z(t+1) ,kl ( ) @+k—z+)>

f (t,x,Aw,A%,...,Ak*lx) -

k—1
=g <t’x(t),Ax(7f) +x(t), ... ’Z (k ; 1>

5 (1)) -3 () ao

Definice 15. Necht ¢y € Z a &y, &1,...,&k_1 € R jsou takova éisla, ze

(to,&0,&1,---,8k—1) € Dom g.

Rovnosti

.%'(to) = &, .%'(to + 1) =&, .%'(to + 2) =&, .., x(to + k- 1) =& 1 (2.8)

nazveme pocatecni podminky pro rekurentni formuli (2.7).
Pokud ekvivalentné predpokladame, ze

(k-1
<f0,€0,€1 — &0y (1) < ; >§k—1> € Dom f,

=0

nazyvame rovnosti (2.8) pocdtecni podminky pro diferencéni rovnici (2.5). Rovnici (2.5) s po-
¢ateénimi podminkami (2.8) nazyvame poddatecéni dloha (problém) pro diferenéni rovnici (2.5).

Definice 16. Libovolna posloupnost x € P takova, ze pro kazdy index ¢ € Dom x splnuje
nékterou z rovnosti (2.4), (2.5), (2.6), (2.7) se nazyva partikuldrni feseni prislusné diferencni
rovnice.
Mnozina v8ech posloupnosti, které jsou partikularnim feSenim nékteré diferencni rovnice
(2.4), (2.5), (2.6) nebo (2.7), se nazyva obecné Tesent prislusné diferencéni rovnice.
Partikularni feSeni, které spliiuje poc¢ateéni podminku (2.8) se nazyva reseni pocdtecni
ulohy.

Pokud lze obecné feseni zapsat ve tvaru {z(t) = u(t,c) : ¢ € A CR™}, budeme také o po-
sloupnosti u(-,c) zavislé na (vektorovém) parametru ¢ (na m-tici konstant) mluvit jako
0 obecném TeSeni prislusné rovnice.

Priklad. Uvazujme rekurentni formuli pro geometrickou posloupnost s kvocientem 2, tj.
x(t+ 1) = 2x(t)

s poc¢ateéni podminkou x(ty) = &. Tuto formuli mizeme ekvivalentné zapsat jako explicitni
nebo implicitni diferen¢ni rovnici prvniho typu

Az =z, nebo x — Az =0,



44 KAPITOLA 2. DIFERENCNI ROVNICE

nebo jako diferencni rovnici druhého typu
x(t+ 1) — 2x(t) = 0.

Libovolné posloupnost definovana vztahem z(t) = a2!, kde a je n&jaké redlné ¢islo, je
partikuldrnim fesenim rovnice.

Mnozina {:U eP:x(t)=a2la € R} je obecnym resenim rovnice. Obecné feSeni lze také
zapsat struéné (a méné presné) jako x(t) = a2t.

Posloupnost definovana vztahem z(t) = £,2'% je feSenim pocatecni tlohy. |

Priklad. Logistickd rovnice se zpozdénim. Logistickou rovnici (1.14) vyvoje velikosti populace
jsme odvodili z predpokladu, ze populace svou velikosti, tj. silou vnitrodruhové konkurence,
bezprostiredné zmensuje sviij rustovy koeficient, zmensuje porodnost nebo zvétsuje tmrtnost.
Vliv velikosti populace na jeji rist vSak nemusi byt bezprostiedni, miize k nému dochézet s
jistym zpozdénim.

Uvazujme napt. populaci, v niz v jednom obdobi dospéli jedinci produkuji néjaka nedo-
spéla stadia (napf. plazi kladou vejce) a spotifebovavaji zdroje prostiedi. Uzivnost prostiedi
nemd na nedospélé jedince (nakladend vejce) zadny vliv. Teprve az nedospélci dospéji (z va-
jec se vylihnou novi jedinci), zavisi jejich pfezivani a/nebo plodnost na mnozstvi potravy,
které jejich prostredi poskytuje. Zdroje prostiedi vsak byly vyuzivany dospélci z predchozi
generace. To znamena, ze rustovy koeficient zavisi na velikosti populace v predchozi generaci.
Tyto avahy vedou k tomu, Ze vyraz

r—1
e x(t)

r—

r—1

z rovnice (1.14) nahradime vyrazem r — z(t — 1) a dostaneme rovnici

2t +1) = 2(t) <r— TI_{lx(t—l)> .

Budeme-li misto indexu t psat t + 1, dostaneme diferencni rovnici druhého Fadu ve tvaru

2(t+2) = 2t + 1) (r - T}‘(%(t)) . (2.9)

Abychom mohli z této rekurentni formule poé¢itat hodnoty posloupnosti z (velikost populace
v jednotlivych ¢asovych okamzicich), musime znét jeji hodnoty ve dvou po sobé nasledujicich
indexech. Potiebujeme tedy pocatecni podminky

z(0) = &o, (1) = &1 (2.10)

7 pocatecnich podminek mutzeme vypocitat hodnoty velikosti populace v libovolném case
t > 0. Takové simulace muzeme udélat pro rizné hodnoty parametri r a K. Pak uvidime,
ze pro malou hodnotu r se velikost populace ustali na hodnoté kapacity prostiedi. Pozdéji
budeme umét ukazat, ze posloupnost x konverguje k hodnoté K monotonné pro 1 < r < %,
s tlumenymi oscilacemi pro % <r< % Pro vétsi hodnoty ristového koeficientu budou hodnoty
x(t) kolisat kolem hodnoty K. Rovnice (2.9) tedy podobné jako rovnice (1.14) mtuze modelovat
rist populace K-stratégii i r-stratégi.
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Obréazek 2.1: Reseni logistické rovnice se zpozdénim z(t + 2) = z(t + 1)(r — (r — 1)z(t))
s pocateénimi podminkami x(0) = 0, (1) = 0,01 pro pro nékolik hodnot parametru r. Pro
r = 1,2 je feSenim rostouci posloupnost s limitou 1 (rovnovéazné velikost populace), pror = 1,7
FeSeni konverguje k hodnoté 1 s tlumenymi oscilacemi, pro r = 2,1 feSeni kolem hodnoty 1
kolisa, pro r = 2,3 feseni klesne do zdpornych hodnot, tj. feSeni rovnice neni realistickym
popisem modelovaného procesu.

Pokud by vsak pocatecni hodnoty &y a &; byly takové, ze
K

& Kr

51 r—1
pak by z(2) < 0; model (2.9) ristu populace ma stejny nedostatek, jako logistickd rovnice
(1.14). V piipadé rovnice se zpozdénim je situace jesté horsi — v disledku kolisani velikosti
pro velké hodnoty rustového koeficientu r mtze dojit k tomu, Ze

xz(t—1) Kr
x(t) r—1

a simulovand velikost populace klesne do zapornych hodnot.
Na obr. 2.1 jsou zobrazeny vysledky simulaci pro poc¢ate¢ni hodnoty x(0) = 0, z(1) = 0,01,
hodnotu parametru K = 1 a ¢tyfi ruzné hodnoty parametru r. |

2.2 Systémy diferenc¢nich rovnic

Definice 17. Necht f1, fo,..., ft a g1,92,..., g jsou funkce k + 1 proménnych se stejnym
definiénim oborem. Systém k explicitnich diferencnich rovnic pruniho Tddu je systém rovnic
tvaru

A(L‘l Zfl(t,(L'l,(L'Q, ce ,.%'k),

A,IQ:fQ(t,QTl,QTQ,--.,IEk), (2 11)

A(L'kak(t,(L'l,xQ,. .o ,.%'k),
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systém k rekurentnich formuli pruntho Tddu je systém rovnic tvaru

xl(t + 1) =0 (tyxl(t)’x (t)? s ’xk(t))’

a(t+1) =92 (£, 21(2), z2(t) (2.12)

okt + 1) = g (t,21(8),22(0), .. 2 (8)).

Pozndamka 13. Systém explicitnich diferen¢nich rovnic prvniho fadu lze pfevést na systém
rekurentnich formuli prvniho fddu a naopak. Stac¢i totiz poloZit

gi(t,1(t), 22(t), ..., i (t)) = fit, w1 (t), w2(t), ..., 2x(t)) + ai(t), i=1,2,... k.

Zapis systému (2.11) a (2.12) je ponékud komplikovany. Abychom ho zjednodusili, zave-
deme pojem vektorové posloupnosti, vektorové funkce a operatort na prostoru vektorovych
posloupnosti.

Vektorovou posloupnost x a jeji hodnotu v indexu t definujeme vztahy

T 561(75)
xr = 2 , x(t) = m:(t)
Tk w(t)

jako vektor (k-tici) posloupnosti. Zavedeme déale vektorové funkce proménnych ¢t a x

fi(t,z(t), a2(t), ..., xp(t)) fi(t,(t))

2 )
F(t(t) = F(tar(t), 2a(t), ... ax(t)) = f2(t’$1(t)’x2:(t)""’x"“(t)) - f2(t’:w(t))

fe(t,z1(t), x?(t), L p(t)) fr (t,'a:(t))

a podobné
9 Et’ $(t)g
92(t, CC(t)
g(t,z(t)) = :
9k (t7 .’B(t))
Diferenci a posun vektorové posloupnosti v indexu t definujeme vztahy
Axy(t) x(t)

Ax(t) = z(t + 1) — z(t) = A‘T?(t) 3 (1)

Ay (1) 211

Pri tomto oznaceni muzeme systém explicitnich diferen¢nich rovnic zapsat jako rovnici
vektorovou

Ax(t) = f(t,x(t)) nebo struéngji Az = f(t,z),

a systém rekurentnich formuli jako formuli vektorovou

z(t+1) =g(t,z(t)) nebo x7(t) = g(t, =(t)).
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Tato vektorova diferenc¢ni rovnice a rekurentni formule ,vypadaji skoro stejné“, jako explicitni
diferenc¢ni rovnice prvniho fadu a rekurentni formule prvniho fadu, jediny rozdil je v tom, Ze
,hekterd pismenka jsou tuénd“, tj. nékteré symboly oznacuji vektorové proménné.

Pocéte¢ni podminky pro systém (2.11) nebo (2.12) jsou tvaru

z1(to) = &1, xa(to) =&, -.., wk(to) =& nebo zapsany vektorové x(tp) =€. (2.13)

Rovnice (2.11), resp. (2.12) s pocateéni podminkou (2.13) se nazyva pocdatecni uloha pro
systém (2.11), resp. (2.12).

Podivejme se jesté na souvislost explicitnich diferen¢nich rovnic a rekurentnich formuli
vyssiho fadu a systémi rovnic a rekurentnich formuli (tj. vektorovych rovnic a vektorovych
rekurentnich formuli) prvniho fadu.

Necht posloupnost x je FeSenim poéateéni tulohy (2.7), (2.8). Polozme

r(t)=z(t+i-1), i=12,... k.
Pak z;(t+1)=a(t+1+i—1)==x(t+1i), proi =1,2,...,k, tedy

xi(t+1)=$i+1(t), 1=1,2,...,k—1,

vpt+1) =zt +k)=g(t,zt),zt+1),...,x(t+k—1)) = g(t,1(t), z2(t), ..., zx(t)).

Déle
xi(to) :Cﬂ(t0+’i—1) =&, 1=1,2,...,k. (214)

Posloupnost = je tedy prvni slozkou feSeni systému

xl(t + 1) :Cﬂg(t)
.%'Q(t + 1)

xg(t)
: (2.15)
rp-1(t+1) i (t)

et +1)= g(t,z1(t), z2(t),. .., zk(t))

s pocatecni podminkou (2.14). Naopak, je-li posloupnost z; prvni slozkou feSeni pocateéni
ulohy (2.15), (2.14), pak je také fesenim tulohy (2.7), (2.8), nebot

z1(t + 1) = x2(1),
xl(t + 2) :mg(t + 1) = 1‘3(15),
xl(t + 3) 2562(75 + 2) = Cﬂg(t + 1) = $4(t),

R —
i(t+k)=zp(t + 1) = g(t, x1(2), 22(t), ..., 2p-1(t)) =
=g(t,z1(t), 21 (t +1),... 21 (t +k —1)).
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Systém rekurentnich formuli (2.15) mtzeme piepsat ve tvaru ekvivalentniho systému expli-
citnich diferenc¢nich rovnic prvniho radu

Ary = —w1+12

Axy = —X9o +I3

Ay = —Tp_1+Tg
Az, = g(t,z1,22,...,2) —T)

Odvodili jsme tak

Tvrzeni 9. Rekurentni formule, resp. explicitni diferen¢éni rovnice, k-tého fadu je ekvivalentni
s néjakym systémem k rekurentnich formuli, resp. k explicitnich rovnic, prvniho fadu.

Priklad. Logistickou rovnici se zpozdénim (2.9) pfevedeme na systém dvou rovnic prvniho
fadu a na rovnici vektorovou.

Necht posloupnost z je fesenim rekurentni formule (2.9). Polozime 1 (t) = z(t) a z2(t) =
z(t+1). Pak je z1(t + 1) = x2(t) a

r—1 r—1
rot+ 1) =z(t+2)=z(t+1)|r— x(t) ) = xa(t) | r— x1(t) ).
K K
Dostavame tak systém rekurentnich formuli prvniho fadu

z1(t +1) = xo(t) ] = o
1 Endii 1
2ot +1) = 2(t) <7" B V“K ml(t)> 7 nebo stru¢néji 25 = 7 (7“ B TK x1> .

které mizeme zapsat jako formuli vektorovou

o 1
<x1> — 2 .
9 o r—
r K X

Muzeme ji jesté prepsat do tvaru vektorové explicitni diferen¢ni rovnice prvniho radu

2(2) - <7«_1j;_(?_ )

Provedené ivahy mtzeme shrnout tak, ze zakladni objekt, kterym se budeme zabyvat, je
vektorova rekurentni formule nebo diferen¢ni rovnice prvniho fadu

x’ =g(t,z), nebo Az = f(t,x) s pocatetni podminkou x(ty) = €. (2.16)

Jesté je potfebné specifikovat defini¢ni obory a obory hodnot vektorovych funkci g a f.
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Véta 15 (O existenci a jednoznac¢nosti Feseni tlohy (2.16)). Necht k > 0,k € N, I je interval
celijch ¢isel a G C R*. Necht ddle g : I x G — G je vektorovd funkce a vektorovd funkce f
je na mnoziné I € G definovdna rovnosti f(t,x) = g(t,x) —x. Je-litg € I a & € G, pak md
uloha (2.16) jediné teSeni x = x(t), které je definovdno pro kazdét € I, t > ty.

Diikaz je ziejmy. Reseni tlohy konstruujeme indukci

z(to) =&,
z(to +1) = g(to, z(to)) = g(to, £),
x(to+2) = g(to + 1, x(to + 1)) = g(to + 1,g(t0,£)), e

dokud nevycerpame vSechny hodnoty ¢t € I, t > 1. O

Pozndmka 14. Predpoklad, Ze funkce g zobrazuje mnozinu I X G do mnoziny G je podstatny.

Napr. funkce g dana predpisem
1
ta)=1- -
g(t, ) -
je definovana na mnoziné Z x (0,00), ale pro libovolné t € Z a = = 1 je g(t,x) = 0 & (0,1).
Uloha

x(t+1):1—$, 2(0) = 1

nema feseni, které by bylo definované pro t > 1.

Poznamka 15. Véta mluvi o feseni ,napravo od“ pocatecéniho indexu #g, tj. pro ¢as od ,,pii-
tomnosti“ tg do ,budoucnosti“ ¢ > ty. Obecné vSak nelze tlohu (2.16) Fesit pro t < to.

Napf. pro funkci g danou pfedpisem g(t,z) = 4z(1 — ) (funkci konstantni v prvni pro-
meénné) plati g : Z x [0,1] — [0,1], takze aloha

z(t+1) =4z(t)(1—=z(t)), =(0)=£&€(0,1)

maé jediné Teseni pro t > 0. AvSak hodnota feseni v indexu t = —1 je feSenim kvadratické
rovnice

¢ =2(0) = 4z(-1)(1 — 2(-1)), tj. 4o(-1)* —4a(-1)+£=0
a proto neni jasné, zda x(—1) = % (1 + \/ﬁ) nebo z(—1) = % (1 - M)

Deterministické modely (tj. poznéni zakonitosti vyvoje) umoziuji predpovidat budouc-
nost, ale — ponékud paradoxné — nemusi byt schopny z pfitomnosti zrekonstruovat minulost®.

Dusledek 1 (Spojitd zavislost na pocateéni podmince). Necht jsou splnény predpoklady
Véty 15 a navic je funkce g spojitd. Necht T > to, T € I a J C I je interval celych ¢i-
sel takovy, Ze minJ = ty, max J = T. Bud x feseni ulohy (2.16). Polozme

P(t,€,T) = z(t).
Pak funkce (-, -, T):J x G — G je spojita. Tj.
(vt € J)(Ve > 0)(30 > 0)(Vn € G) In—§&| <0 = llet,nT) - ¢t T)| <e,
kde || -|| oznacuje libovolnou normu na R* ekvivalentni s euklidovskou.

Drikaz plyne ze skutecnosti, ze slozeni kone¢ného poctu spojitych zobrazeni je spojitym
zobrazenim; pii konstrukei (¢, &,T') skladame nejvyse (T' — to)-kréat zobrazeni g. O

3Tato skutecnost muze doplnit bonmot, pfipisovany Nielsi Bohrovi: ,délat predpovédi je t&7ké, zvlaste
pokud se tykaji budoucnosti.“ Délat predpovédi tykajici se minulosti muze byt nemozné.
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2.3 Operatorové- a funkcionalné-diferencni rovnice

Povsimnéme si jesté jednou explicitni diferen¢ni rovnice prvniho fadu, resp. rekurentni formule
prvniho tadu, ve tvaru
Az = f(t,z), resp. z7 = g(t,z). (2.17)

V obou pripadech je na pravé strané realna funkce dvou redlnych proménnych. Dalekosahlé
zobecnéni téchto rovnic mizeme ziskat pouhou zménou interpretace téchto pravych stran.
Symbol f, resp. g, nebudeme chapat jako funkci, tj. zobrazeni Z x R — R, ale jako operator,
tj. zobrazeni Z x P — P, které celému ¢islu ¢ a posloupnosti = prifadi posloupnost. V tomto
ptipadé chdpeme objekty na levé strané rovnic (2.17) jako posloupnosti.

Jind moznost je interpretovat symboly f a g jako funkcionaly, tj. zobrazeni Z x P — R,
celému ¢islu a posloupnosti prirazuje redlné cislo. V takovém pripadé objekty na levé strané
rovnic interpretujeme jako hodnoty posloupnosti v indexu t.

Zakladni rozdil operatorové-diferenc¢nich rovnic oproti diferenénim rovnicim (2.17) je ten,
ze pro vypocet hodnoty z(t+ 1) nesta¢i znat jen ,bezprostfedné predchézejici hodnotu x(t),
ale je nutné ,néjak znat celou posloupnost® .

Priklad. Rust populace produkujici toxické odpady
Vyraz
r—1
K
vyskytujici se na pravé strané rovnice (1.14), kterd modeluje vyvoj populace, interpretujeme
jako rustovy koeficient, ktery je zmensSovan pusobenim populace o velikosti z. Budeme mo-
delovat jednu z moznosti, jak k tomuto zmensovani dochézi.

Predpokladejme, Ze zvétseni imrtnosti, a tedy zmenseni rustového koeficientu, je zpiso-
beno tim, ze populace produkuje néjaké skodlivé odpady. Tyto odpady zamoiuji prostiedi,
ale postupné se v ném rozklddaji. Oznacme b mnozstvi odpadi, které vyprodukuje jedi-
nec (nebo presnéji populace jednotkové velikosti) za ¢asovou jednotku. V ¢asovém intervalu
[t,t+1), stru¢né Fekneme v Case t, se tedy do prostiedi dostanou odpady v mnozstvi bz(t). Déle
oznacme symbolem p podil odpadu, ktery se rozlozi za jednotku casu; parametr p samoziejmé
spliiuje nerovnosti

r— x

0<p<l

7 odpadu vyprodukovaného v ¢ase t tedy v prostredi zustane v ¢ase t + 1 mnozstvi

(1= p)bx(t)

odpadu. Nebo jinak, v ¢ase t bude v prostfedi ztistdvat mnozstvi

(1 - plbar(t — 1)

z odpadu vyprodukovaného v ¢ase ¢t — 1. Populace kontaminovala prostiedi po celou dobu své
existence, proto celkové mnozstvi B(t) odpadu v ¢ase ¢ je rovno

B(t) =ba(t) + (1 —p)bx(t — 1) + (1 = p)((1 = p)ba(t — 2)) +--- =b> (1 —p)a(t - j).
J=0

Je pfirozené predpokladat, Ze s rostoucim mnozstvim odpadu v prostfedi se zmensuje
rustovy koeficient populace; ¢im vice je prostiedi kontaminovano, tim vétsi je tmrtnost. Pro
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prvni model tohoto typu zvolime nejjednodussi moznost — linedrni zavislost. Rustovy koefi-
cient populace zavisly na celkovém mnozstvi B toxického odpadu vyjadiime jako

r—ab,

kde « je vhodna kladné konstanta; « vyjadiuje citlivost populace na znecisténi.
Provedenymi tivahami jsme dospéli k modelu vyvoje populace ve tvaru

2(t+1) =at) [ r—ab) (1—p)at—j) (2.18)
j=0

Abychom podle tohoto modelu vypocitali velikost populace v nésledujicim ¢asovém okamziku
t+1, potfebujeme znat velikost populace ve vSech pfedchozich ¢asech ¢, t—1,¢t—2,.... Mnozina
pocatecnich podminek

2(0) = &, a(—1) = €1, 2(~2) = £, ... (2.19)

pro operéatorové-diferen¢ni rovnici (2.18) je tedy nekoneéna.

Mizeme se ptat, zda i populace, jejiz velikost se vyviji podle modelu (2.18) mtize byt
v dynamické rovnovaze se svym prostredim. Ptame se tedy, zda existuje velikost populace,
kterou ozna¢ime z* tak, aby z(t) = z* pro kazdou hodnotu ¢, tj. zda existuje kladné FeSeni
algebraické rovnice

o
zr=a" | r— abZ(l —p)Yz*
=0

Ponévadz |p| < 1, mizeme geometrickou fadu na pravé strané této rovnice secist. Po snadné
upravé dostaneme

¥ = p(?" — 1) )
ab
Toto dislo je kladné, pokud r > 1. Jiz vime, Ze populace s ristovym koeficientem r > 1,
jejiz rust by nebyl omezovan znecistovanym prostiedim, roste nade vSechny meze. Produkce
odpadu tedy muze stabilizovat velikost populace.

Opét miizeme rovnovaznou velikost z* oznacit symbolem K. Pak bude

r—1
ap = - )
a rovnici (2.18) muzeme pfepsat ve tvaru
z(t+1)=x(t) | r— pr—1) i(l —pYa(t—j)|. (2.20)
K =
Rist populace je nyni charakterizovan tfemi parametry — vnitinim koeficientem rtstu r,

kapacitou prostfedi K a rychlosti rozkladu odpadnich produktd p. PovS§imnéme si, ze v li-
mitnim pripadé p — 1, tj. v pripadé, ze vSechny odpadni produkty se rozlozi hned béhem
jednotkového ¢asu, rovnice (2.20) prejde v rovnici (1.14).

Reseni tlohy (2.20), (2.19) nemtizeme bezprostiedné simulovat na poéitaci, nezname a ne-
miizeme zadat nekone¢nou mnozinu pocatec¢nich hodnot. Budeme proto uvazovat jednodussi
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ulohu. Predstavme si, ze v ¢ase t = 0 do neobsazeného prostfedi pronikla populace o velikosti
&o. Pak se pocateéni podminky (2.19) redukuji na

xz(0) =&, z(t)=0prot<D0.
V tomto pripadé je také
t

D (U =pYat—j) =Y (1—pya(t—j) =

Jj=0 j=0
=z(t)+ (1 -pzt—-1)+1—-p -2+ + 1 —p) 'z(1) + (1 - p)x(0) =

Rovnici (2.20) proto mtizeme pfepsat ve tvaru

z(t+1)=z@) | r— 1% > =p) ) | (2.21)
j=0

Jesté poznamenejme, Ze operatorové-diferenéni rovnice tohoto tvaru se nazyva diferencni
rovnice s distribuovanym zpozdénim nebo diferencni rovnice konvolucniho typu. |

2.4 Cviceni

V tlohéch 1-5 prevedte obecnou diferen¢ni rovnici na explicitni rovnici prvniho typu a na
rekurentni formuli.

L 3(x(t+1) —2z(t) + z(t)z(t+1) =0
2. z(t+ Da(t) +z(t + 1) — 22(t) = 2
3. Az(t) = (2—2(t)z(t+1)

= (1—2xz(t))z(t +1)
5. A%(t) —3Az(t) =

6. Rekurentni formuli (2.9) pfepiste ve tvaru explicitni diferenéni rovnice druhého radu.

7. Odvodte model vyvoje velikosti populace za nasledujicich piedpokladii: Casova jed-
notka je zvolena tak, ze v laboratornich podminkach (v naprosto ¢istém prostiedi) se
velikost populace za tuto jednotku zdvojnasobi. V pfirozeném a omezeném prostiedi
tato populace vytvari néjaké produkty svého metabolismu. Tyto latky jsou tak toxické,
Ze v prostiedi jimi nasyceném je populace za ¢asovou jednotku zdecimovana (jeji veli-
kost se zmensi na desetinu ptivodni). Odpadni produkty metabolismu se vSak rozkladaji
tak rychle, ze za zvolenou ¢asovou jednotku z nich zbyde polovina.

Urcete kapacitu prosttedi (velikost populace, ktera je s prostfedim v dynamické rovno-
vaze).
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Vysledky:
1. Ax(t) = g%gz(t), 2t 1) = 3657%)
3. Aw:_xw—;’x(t+l):1_ler(t)
4 Ar=1-mz at+1)=1

A%z(t) = 3Ax(t) + t, z(t +2) = bx(t + 1) — dw(t) +t

9 B 7r—1 - 77“—1
Az(r 2 K:E)Aer(T 1 K:E)x

x(t+1) =2x(t)f (Z (%)] x(t j)), kde f je libovolna klesajici funkce takova, ze f(0) = 1,
§=0

lim f(B) = &

B—oco 20°
Se svym prostredim je v dynamické rovnovaze populace, jejiz velikost je * = %y, kde y je jediné
kladné feSeni rovnice yf(y) =1

19

Konkrétni moznd volba: f(y) = 20 + 1051 20

; pak

1 380
x(t+1)=—z@)| 1+ ) " = 2,046

10 20+19 > (2) x(t - j)
Ji=o
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Kapitola 3

Linearni rovnice

V tvodu ke kapitole 1 jsme odvodili nejjednodussi mozny model vyvoje populace ve tvaru re-
kurentni formule prvniho fadu (1.7). Je-li ristovy koeficient r > 1, pak jejim feSenim je ryze
rostouci neohranicend geometrickd posloupnost, coz nemé rozumnou ekologickou interpra-
taci v delsim ¢asovém obdobi. Abychom tento nedostatek odstranili, zahrnuli jsme do ivahy
skutec¢nost, ze populace se vyviji v néjakém omezeném prostiedi, které svym pisobenim na
velkou populaci zmensuje jeji rastovy koeficient. Timto zptsobem jsme ziskali nékolik variant
logistické rovnice (1.14), (1.16), (1.17), nebo po tpravach v jednotnéjsich tvarech (2.1), (2.2),
(2.3). Rust populace byl regulovan omezenou uzivnosti prostfedi, kterou jsme v uvedenych
ptipadech povazovali za konstantni, v ¢ase se neménici charakteristiku.

Nerealisticky neomezeny rist populace pfedpovidany modelem (1.7) v8ak muze byt redu-
kovan i jinym zptsobem. Nemusi jit o samoregulaci populace, ale o cilené zasahy do jejiho
rustu. Predstavme si napriklad hospodaisky les, ve kterém majitel chce mit srnce. Nemuze
jich tam ale mit zdaleka tolik, kolik by odpovidalo uzivnosti lesa; takova populace by les
nic¢ila. Proto pfi ,, pfemnozeni“ srncu provadi jejich odsttel. ,Menezment odstielu” mutze mit
nepieberné mnozstvi podob. Ukdzeme dvé moznosti, které pracovné nazveme prvniho a dru-
hého radu; tato terminologie odrazi fakt, ze prvni moznost povede k popisu regulovaného
rustu populace diferen¢ni rovnici prvniho radu, druhé k rovnici druhého radu.

Model prvniho fadu

Uvazme nejprve moznost, ze majitel planuje odstfel srncii na kazdou sezénu jinak; miize se
rozhodovat podle pocétu lovuchtivych pratel, podle aktualni ceny srn¢itho masa a podobné.
Tuto skute¢nost mizeme vyjadrit tak, ze imrtnost populace d mize byt v kazdé sezéné jina,
jeji hodnota zavisi na ¢ase, d = d(t). Rustovy koeficient » = 1 + b — d (kde b oznacuje
porodnost) tedy také zavisi na case, r = r(t). Touto uvahou dostavdme modifikaci modelu
(1.7) ristu populace ve tvaru

z(t+1) =r(t)z(t). (3.1)

Opét se jedna o rekurentni formuli prvniho fadu. Zname-li ristovy koeficient r v kazdém case
t =0,1,2,... a pocateéni velikost populace z(0) = &, mizeme postupné vypocitat velikost

95
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populace z(t) v libovolném nésledujicim ¢asovém okamziku:

7(0)&o,
(Dz(1) = r(1)r(0)&,
r(2)r(1)r(0)&o,

atd. Obecné dostaneme velikost populace v ¢ase t vyjadfenu vztahem
t—1
ty=&[[r0)
5=0

O vlastnostech posloupnosti dané timto obecnym pfedpisem vsak nemtizeme bezprostredné
mnoho Fici.

Regulaci populace (stfileni srnct) si mizeme predstavit i jinak. Majitel lesa ma né&jakou
kyzenou velikost populace 7 a ,pFespocetné” srnce vystfili, tj. v ¢ase t (v t-té sezéné) zlikvi-
duje populaci o velikosti z(t) — n. Pokud odstfel provadi na zavér sezény a pocet ulovenych
zvirat stanovi na zédkladé velikosti populace zjisténé na zacatku sezény, bude velikost populace
v néasledujici sezéné dana rovnosti

x(t+1)=rx(t) — (:U(t) - 77),
nebo po snadné tpravé
z(t+1)=(r—1)x(t) +n. (3.2)

Znovu se jedna o rekurentni formuli prvniho fadu. Ze znalosti pocatecéni velikosti populace
x(0) = & muZeme nyni postupné vypocitat

2(1) = (r = 1)z(0
():( = Dz(1) +n=(r=1((r = Dz(0) +n) +n=(r—1)*& + ((r = 1) + 1),
-1 )

)
M )
Ve 4=t = D(0 =120+ ((r= 1)+ 1)n) + 1 =
— 1%+ (P =12+ (= 1) + o,

+n,

/\

atd. Obecné dostaneme o
w(t) = (r=1)'&+nYy_ (r—1)
5=0
Na pravé strané této rovnosti se objevuje soucet prvnich ¢ ¢leni geometrické posloupnosti
s prvnim ¢lenem 1 a kvocientem r — 1. Pokud tedy r # 2, plati

i(r—l)jzl_(r_l)t: (r—1)f—1

J=0

a FeSeni diferen¢ni rovnice (3.2) s pocate¢ni podminkou z(0) = &y je rovno

o) = (=10 + 2 = -1t (804 5 ) -



o7

pokud r = 2, plati

t—1 A t—1
dr—1y =) 1=t
=0 =0

a FeSeni diferen¢ni rovnice (3.2) s pocate¢ni podminkou z(0) = &y je rovno
z(t) = (r = 1)"6 +nt = o + 11t

Vidime tedy, ze v pripadé r > 2 je posloupnost x ryze rostouci a neohranic¢end, v pfipadé
1 < r < 2 je posloupnost x monotonni a plati

. n
tliglox(t) 27
Metoda ,odstrelu prespocetnych srnct“ tedy nevede k Zadoucimu cili; bud neni schopna
populaci zregulovat (pfi velkém ristovém koeficientu) nebo ji zreguluje na hodnotu vétsi, nez
byla hodnota stanovena. Ovsem v pfipadé rustového koeficientu r € (1,2) lze metodu snadno
modifikovat; za velikost ,,populace k odstfelu“ v ¢-té sezéné lze stanovit hodnotu z(t)—(2—r)n
a celkova velikost populace se pfi této volbé bude vyvijet k potfebné hodnoté n; vyvoj velikosti
populace je popsan rovnici

x(t+1)=(r—1Dax(t)+ (2—r)n.

Majitel lesa (honitby) muze stanovit presny pocet ulovenych srnci. Ve skutecnosti se ne
kazdy stielec vzdycky trefi nebo naopak v lovecké euforii posttili srnci vice, nez mél pridéleno.
V kazdé sezéné tedy bude odstielen jiny pocet srncii. Clen (2 — 7)1 na pravé strané predchozi
rovnice tedy nahradime néjakym vyrazem zavislym na cCase, feknéme b(¢). Navic v kazdé
sezoné jinak prsi a sviti slunce, takze je jiné mnozstvi potravy pro srnce, v riznych sezénach
maji srnci riznou kondici. To znamena, Ze i rustovy koeficient je v kazdé sezéné jiny, zavisi
na ¢ase, r = r(t). Tato ivaha vede k tomu, ze pfedchozi rovnici nahradime ponékud obecnéjsi
rovnici

z(t+1) = (r(t) — 1)x(t) + b(t). (3.3)

Predchozi modely (3.1) a (3.2) lze povazovat za specialni pfipady modelu (3.3). Rekurentni
formuli (3.3) 1ze prepsat jako diferen¢ni rovnici

Az = (r(t) — 2))z + b(t). (3.4)

V diferenéni rovnici (3.4) i rekurentni formuli (3.3) je podstatné, Ze na jejich pravych stranach
jsou hodnoty hledané posloupnosti v prvni mocniné, tj. funkce na pravé strané rovnic (3.3)
a (3.4) je linearni funkci proménné z(t). Z tohoto duvodu se diferen¢ni rovnice tvari (3.3),
(3.4) nebo tvart s nimi ekvivalentnich nazyvaji linearni.

Model druhého radu

Vratme se k predstavé majitele lesa, ktery reguluje velikost populace srnct jejich odstfelem.
Predstavme si, ze kvétu ulovenych zvirat v jedné sezéné stanovi podle prirtstku populace
od sezény predchozi, konkrétné jako piimo tmeérnou tomuto prirtistku. V ¢-té sezoné se tedy
lovem zlikviduje populace srncii o velikosti

a(w(t) —z(t — 1)),
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kde a je néjaké kladné ¢islo. V nésledujici, tj. ¢ + 1-ni sezéné bude mit populace velikost
z(t+1) =rz(t) — a(z(t) — z(t — 1));

parametr r stale oznacuje pfirozeny rustovy koeficient populace. Uvedend rovnost méa platit
pro libovolnou hodnotu ¢, miizeme v ni tedy psat ¢ + 1 misto ¢. Po snadné tpravé dostaneme

z(t+2)—(r—a)zt+1) —ax(t) =0. (3.5)
To je diferen¢ni rovnice druhého typu, kterou muzeme prepsat ve tvaru rovnice prvniho typu
A%z +(2—7r+a)Az— (r— 1)z =0. (3.6)

Hodnoty posloupnosti = jsou v rovnici (3.5) v prvni mocniné, diference této posloupnosti
v rovnici (3.6) jsou také v prvni mocniné. Nebo jinak feceno, na levé strané rovnice (3.5) je
linedrni kombinace t¥i po sobé jdoucich ¢leni posloupnosti x, na levé strané rovnice (3.6) je
linearni kombinace hodnoty posloupnosti x a jeji prvni a druhé diference. Toto pozorovani
nas opraviiuje k tomu, abychom diferen¢ni rovnice (3.5) a (3.6) opét nazvali linedrni.

V ¢asti 2.2 jsme ukazali souvislost rovnic vyssiho fadu a systému rovnic, konkrétné ekviva-
lenci rovnice (2.7) a systému (2.15). Odvozené rovnice (3.5), resp. (3.6), muzeme také piepsat
ve tvaru soustavy rovnic

z1(t+1)= xa(t), (3.7)
xo(t+ 1) =axi(t)+(r — a)xa(t),
resp.
22 z (r—1ai+(r—a-— 2)2’ (3.8)
Zavedeme-li oznaceni
=(t) = <2§2>’ R= <2¢ TE(X)’ A= (rgl r—;—2>’
muzeme soustavu (3.7) pfepsat ve vektorovém tvaru
x(t+ 1) = Rx(t),
tedy ve tvaru formalné shodném s (3.1), a soustavu (3.8) ve tvaru
Az = Ax.
3.1 Linearni rovnice prvniho radu
Linedrni diferencni rovnice je rovnice tvaru
Az = a(t)x + b(t). (3.9)

Tato rovnice se nazyva homogenni, pokud b = 0, a nehomogenni v opacném pripadé. Linearni
homogenni rovnice

Az = a(t)x (3.10)
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se nazyva pridruZend homogenni rovnice k linedrni rovnici (3.9).
Rovnici prvniho typu (3.9) miZeme pfepsat jako rekurentni formuli ve tvaru

z(t+1) = (1+a(t))z(t) + b(t). (3.11)

Zavedeme-li posloupnost g vztahem ¢(¢) = 1+ a(t), dostaneme rekurentni formuli v nepatrné
kratsim tvaru

2(t+1) = q(t)a(t) + b(t). (3.12)

3.1.1 Princip superpozice

Nulové posloupnost z = 0 je evidentné FeSenim rovnice (3.10). Pokud jsou posloupnosti z1, x2
feSenim rovnice (3.10) a 71, 2 jsou libovolné konstanty, pak linedrni kombinace posloupnosti
Y121 + Y22 je také feSenim homogenni rovnice, nebot

Ay +72a2) (t) = AT () + 72A72(t) = y1a(t)z1(t) + 2a(t)z2(t) =
= a(t) (na1(t) + yawa(t)).

Jinak feceno, mnozina feseni linedrni homogenni rovnice tvoii vektorovy prostor.
Jsou-li posloupnosti 1, 2 feSenim nehomogenni rovnice (3.9), pak jejich rozdil je fesenim
pfridruzené homogenni rovnice (3.10), nebot

Az — @) (t) = Azy(t) — Awa(t) = a(t)zi(t) +b(t) — (a(t)z2(t) + b(t)) =
= a(t) (21(t) — 22(t)) = a(t) (v1 — z2) (1)

Jinak fefeno, mnozina FeSeni nehomogenni rovnice (3.9) tvoii afinni prostor, jehoZ zamé-
Fenim je prostor feseni pridruzené homogenni rovnice. To také znamenad, Ze obecné FeSeni
nehomogenni rovnice (3.9) je sou¢tem obecného feseni pridruzené homogenni rovnice (3.10)
a néjakého partikuldrniho feseni nehomogenni rovnice (3.9).

Jsou-li by, by posloupnosti se stejnym definiénim oborem jako posloupnost a, v1, 72 jsou
konstanty a 1, resp. xs, je FeSenim rovnice

Az =a(t)x + bi(t), resp. Az =a(t)x + ba(t),
pak posloupnost x = y1x1 + Y222 je feSenim rovnice
Az = a(t)x + y1b1(t) + v2ba(t),

nebot

Ay 4+ 72m2) (t) = 1Az (1) + Ayera(t) =
= yi(a(t)z1(t) + b1 (1)) + 2 (a(t)z2(t) + ba(t)) =
= a(t) (nx1(t) + yawa(t) + b1 (t) + y2ba(t).
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3.1.2 Homogenni rovnice a exponencialni posloupnost

Zname-li hodnotu FeSeni rovnice (3.9) v indexu ¢, tj. hodnotu z(t), mizeme z rekurentni
formule (3.11) vzdy vypocitat hodnotu nasledujiciho ¢lenu feseni z(¢ 4+ 1). Naopak, zndme-li
z(t + 1) a pfitom je a(t) + 1 # 0, mizeme z (3.11) vypocitat hodnotu predchoziho ¢lenu
x(t). Vidime, Ze hodnoty feseni rovnice (3.11), a ekvivalentné rovnice (3.9), mizeme pocitat
,dozadu“ pouze tehdy, pokud a(t) # —1. Toto pozorovéani inspiruje zavedeni néasledujiciho
pojmu.

Definice 18. Rekneme, Ze posloupnost p € P je regresivni, pokud p(t) # —1 pro vsechny
indexy t € Dom p. Mnozinu regresivnich posloupnosti oznac¢ime R,

R ={peP: (Vt € Domp) 1+ p(t) #0}.

Podobné jako v pripadé obecnych posloupnosti muzeme zduraznit defini¢ni obor posloupnosti,
tj. interval celych ¢isel I, dolnim indexem:

Rr=R;NPr, pro interval I C Z.

Na mnoziné regresivnich posloupnosti definujeme binarni operaci @ a unarni operaci © vztahy

p@qt) =pt)+qt)+pt)gt),  opt) = %}%_

Snadno ovéfime, Ze mnozina regresivnich posloupnosti s operaci @ tvori komutativni
grupu, nulova posloupnost o = 0 je neutralnim prvkem této grupy a ©p je opaénym prv-
kem k prvku p.

Tvrzeni 10. Necht p € R je regresivni posloupnost. Pak pro kazdou hodnotu 2y € R existuje
jedind posloupnost x € P takova, ze Dom x = Dom p, z(ty) = zo a Ax(t) = p(t)x(t).

Diikaz: Ponévadz x(t+1) = (1+p(t))z(t), je posloupnost = definovéna pro kazdé ¢ > to. Dale
pro kazdy index ¢ takovy, ze t — 1 € Domp plati (t) = (1 + p(t — 1))z(t — 1) a tedy

x(t)

R TS

coz znamena, ze posloupnost x je definovana také pro t < ty takové, ze t € Dom p. O

Definice 19. Necht p € R je regresivni posloupnost. Ezponencialni posloupnost prislusnou
k posloupnosti p s pocdtkem tg € Dom p definujeme jako jediné feSeni diferenc¢ni rovnice

Az = p(t)x (3.13)
s pocatecni podminkou z(tg) = 1. Jeji t-ty ¢len znacime e, (¢, o).

Véta 16 (Vlastnosti exponencidlni posloupnosti). Necht p,q € R takové, Ze Domp = Dom g,
to,t,s € Domp. Pak plati
t—1

1. ep(t,to) = T[] (1+p(@)) #0,

i=to
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2. et to) =1, e1(t, tg) =271,
3. ep(t,to)eq(t,to) = epaq(t,to),
4. (ep(t,t0) ™ = ecplt, to),

5. ep(t,s) = eqp(s,t),

6. ep(t,s)ep(s,to) = ep(t,to),

7. Je-li p(t) > —1 pro vSechny indexy t € Domp, pak e,(-,to) = e2oto MIHP) 5

to—1

Dikaz: Podle Tvrzeni 7 plati H (1+p(i)=1a
AT (14 p) = I (1+96)) — [T (142@) = (1 +00) 1) T[ (1 +00) =
=p(t) 1:[ (1+p(3)).

Z jednoznacnosti Feseni rovnice (3.13) nyni plyne platnost rovnosti v prvni ¢asti véty, nerov-
nost plyne z vyjadieni exponencialni posloupnosti pomoci souc¢inu a z regresivnosti posloup-
nosti p. Z dokadzaného prvniho tvrzeni véty nyni plyne

t—1 t—1
eot,to) = [T1+0) =1, et to) = [ (1+1) = 207Dt =it
i=tg i=to

coz je druhé tvrzeni véty. Tteti tvrzeni plyne z nasledujiciho vypoctu

ep(t,to)eq(t, to) = ]:[ (1+p(3)) 1:[ (144q(1) = 1:[ (1+p(@) + q(i) + p(i)q(i)) =

= eprqipqg(t, o) = epaq(t, to)-

Diky jiz dokazané platnosti tfetiho a druhého tvrzeni muzeme psat

ep(t7t0)69p(t7t0) - ep+9p(t7t0) = eo(t,to) =1,

coz je ¢tvrté tvrzeni dokazované véty. Z ného s vyuzitim Tvrzeni 7 dale plyne

t—1 s—1 -1
ep(t’ 5) = H (1 +p(i)) = <H (1 +P(l))> = e@p(s,t),

1=s8 i=t
coz je paté tvrzeni.

Podle Tvrzeni 7 déle plati

t—1 s—1 t—1

ep(t, s)ep(s,to) = [ [ (1+p(@) [ (1 +p() = [T (1 +p())

i=s i=to 1=t
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a to je Sesté tvrzeni dokazované véty. Rovnost v poslednim tvrzeni je ekvivalentni s rovnostmi

t—1
Iney(t,to) lnH ):Zln(l—{—p(i)). 0

i=to i=tg

Necht p € R je regresivni posloupnost. Reseni po¢ateéni tlohy pro homogenni linearni
rovnici
Az =p(t)r,  alto) = 70
je dano rovnosti
t—1
2(t) = moep(t,t0) = zo [ [ (1 +p(i)), (3.14)
i=to
nebot
z(to) = woep(to, to) = zol = zo

a podle Vét 4 a 16 plati
Axz(t) = zoAep(t, to) = zop(t)ep(t, to) = p(t) (zoep(t, to))-

3.1.3 Nehomogenni rovnice a Duhameliv princip

Necht p € R je regresivni posloupnost a b € P posloupnost se stejnym definiénim oborem.
Uvazujme pocatecni tlohu pro linedrni nehomogenni rovnici ve tvaru

Az = p(t)x + b(t), z(to) = xo. (3.15)
Nejprve se zamétfime na ponékud jednodussi ilohu
Az = p(t)x + b(t), z(tp) =0 (3.16)

s nulovou pocatecni podminkou. MiZzeme si predstavit, ze tato iloha modeluje néjaky proces,
jehoz chovani ,samo o sobé“, bez ,vnéjsich vlivi“, je popsano homogenni rovnici pridruze-
nou k rovnici v tloze (3.16). Nehomogenita b pak predstavuje néjaké ,Fizeni“ bebo ,zasahy
zvnéjsku®. Systém pritom byl na pocatku v klidu, v nulovém stavu, a vnéjsi vlivy prichazejici
v prubéhu ¢asu ho z tohoto stavu vychyluji. Stav systému v Case t > ¢y je tedy vysledkem
— souctem — vlivi v pfedchozich ¢asovych okamzicich. Trochu piesnéji feceno: feseni tulohy

(3.16) budeme hledat ve tvaru
t—1

2(t) =Y w(t,i), (3.17)
i=to
kde w je néjaka, zatim neznamaé, funkce dvou celociselnych proménnych. Tato myslenka je
znama jako Duhameluv princip; lze ji aplikovat i v mnoha jinych situacich pii feseni ¢asové
zavislych nehomogennich (tj. afinnich) systéma.
Diference hledané posloupnosti z je pfi volbé (3.17) rovna

t t—1

Az(t) =D w(t+1,i) = > w(ti) = t+1t+z (t+1,1) — w(t,i)).

i=tlg i=to i=to
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Po dosazeni posledniho vyrazu za levou stranu stranu rovnice v tloze (3.16), dosazeni (3.17)
do jeji pravé strany a po jednoduché tipravé dostaneme

t—1

D (w(t+1,0) —w(t,i) — p(w(t,i)) = b(t) — w(t + 1,1).

i=tg

Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, kdyz obé jeji strany budou nulové. A to, specielné,
nastane tehdy, kdyz vsechny sc¢itance v sumé na levé strané budou nulové. Tedy kdyz

w(t+1,4) —w(t,i) = p)w(t,i), w(i+1,i) =b(), =t to+1,...,t—1,t.
Tyto rovnosti niizeme chapat jako systém t—tg+1 pocatecnich tiloh pro neznamé posloupnosti
w(-,1) s parametrem 14, tj za tlohy

Aw(-,t) =p)w(-,i), w(i+1,1)=0b().
To je ovsem pocatecni tlloha pro linearni homogenni rovnici s regresivnim koeficientem p. Jeji
feseni je podle vysledki oddilu 3.1.2 dano vyrazem
w(t, i) = b(i)ey(t, i+ 1).

Dosazenim tohoto vyjadfeni do rovnosti (3.17) dostaneme feSeni tlohy (3.16) ve tvaru

t—1
2(t) =) b(i)ep(t,i+1).

i=to

7 predchoziho oddilu 3.1.1 jiz vime, Ze obecné feseni nehomogenni rovnice je souctem
obecného feseni pridruzené homogenni rovnice a néjakého partikularniho reseni rovnice ne-
homogenni. Pouzijeme feseni nalezené pomoci Duhamelova principu a obecné feseni rovnice
z ulohy (3.15) vyjadiime formuli

t—1
x(t) = Cep(t’ tO) + Z b(i)ep(tai + 1)
i=tg
se zatim neurcenou konstantou c. Po dosazeni poc¢ateéni podminky z tlohy (3.15) dostaneme
rovnost xg = cep(to, to) = ¢, takze FeSeni pocatecni ulohy (3.15) je
t—1
w(t) = woep(t,to) + Y b(i)ey(t,i +1).
i=to

S vyuzitim formuli z Véty 16 tento vysledek jesté upravime:

t—1 -1
o(t) = <x0 + > b(i)esy(i + 1,t)69p(t,t0)> ep(t,to) = <x0 + > b(i)esy(i + 1,t0)> ep(t,to).

i=to i=to

Exponencialni posloupnost pfepiseme jako soucin podle Véty 16.1. Reseni poc¢ateéni tilohy
pro nehomogenni linearni rovnici s regresivni posloupnosti v linearnim ¢lenu, tj. feseni ulohy
(3.15), tedy dostavame ve tvaru

t—1 t—1 t—1 t—1 7 t—1
w(t) =z [ +p(@)+> b6 [ (1+pG)) = {20+ > b6) [] %p(j) 1T (@+p(i)).
i=tg i=to j=i+1 i=tg j=to i=to
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Piimym vypoctem se presvédcime, Ze FeSeni pocatecni tlohy pro obecnou linearni dife-
ren¢ni rovnici (3.9) s pocateéni podminkou z(ty) = x¢ je stejného tvaru. Jediny rozdil je
v tom, Ze defini¢ni obor feSeni miize byt mensi nez defini¢ni obor posloupnosti a.

Véta 17. Necht Doma = Domb, tg € Doma a xg € R. Polozme
7 =sup{t € Doma: t <tgp,a(t)=—-1}, I=][r,00)NDoma.
Resend pocdtecni tilohy pro linedrni diferencni rovnici,
Ax = a(t)z + b(t), x(to) = zo, (3.18)

je posloupnost x € Pr definovand vztahem

t—1
—on 1+a( +Zb H (1+a())) =
i=to i=tg Jj=i+1
t—1
- x0+2b H1+1a() H(1+a(i)).

Jesté explicitné vypiSeme tvar FeSeni linedrni rovnice (3.9) v nékterych specidlnich piipa-
dech.

Dusledek 2. Reseni rovnice (3.9) v pripadech, kdy nékterd z posloupnosti a, b je staciondrni:
o Ax = ax+b(t), z(ty) = 0.
Reseni: x(t) = zo(1 + o)t + Z (14 a)==1b(4).

e Az =qa(t)z+ f, :Ut(_t?) = 1.
Reseni: x(t) = zo [] (1+a())+ﬂz H (1+a(y).

i=to i=tg j=i+1
e Az =ax+ 5, z(ty) = zo.

Resend: z(t) = zo(1 + )t + ﬁw — (330 + é) (1+a)t—to — é
a a a

3.1.4 Kbvalitativni vlastnosti feSeni linearni rovnice ve zvlastnich pripadech
Rovnice s konstantnimi koeficienty

Uvazujme pocatecni tlohu
Azr =az+ 3, z(0)=x (3.19)

s parametrem « € R. ReSeni uvazujeme v prostoru posloupnosti Py.
Je-li —1 # «a # 0, pak ma tato tloha feSeni tvaru

z(t) = <360 + g) (1+a) - g

které je definovano pro kazdé t € Z. Jedna se tedy o geometrickou posloupnost s kvocientem
1+ a, od niz je odeétena konstanta (/a.



x(t)

0

x(t)

3.1. LINEARNI ROVNICE PRVNIHO RADU 65
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Obréazek 3.1: ReSeni poc¢ateéni tilohy pro linearni rovnici (3.19) s po¢ate¢ni hodnotou zg = 0,
parametrem = 1 a parametrem « z mnoziny {2,, —2, —1,5, —0,5, 0, 0,5}. Teckovanou
pfimkou je znézornéna hodnota —f3/a.

Je-li @ = 0, pak mé tloha (3.19) FeSeni tvaru
z(t) = xo + Bt

jedna se tedy o aritmetickou posloupnost s diferenci (.
Pocatecni tloha (3.19) s dosud neuvazovanym parametrem o = —1 se redukuje na tvar

z(t+1)=p8, x(0)==xg,

takze x(t) = 8 pro kazdé t > 0, feSeni je od t = 1 konstantni.

Pokud poéate¢ni hodnota xg vyhovuje relaci axg # — 3, pak je feseni tlohy (3.19) nekon-
stantni, v opa¢ném pripadé je feseni konstantni.

7 uvedenych vyjadreni reseni je vidét, ze monotonnost, ohranic¢enost a konvergence po-
sloupnosti & zavisi na hodnoté parametru «. Tyto vlastnosti jsou shrnuty v tabulce 3.1. Na
obrazku 3.1 jsou zobrazeny grafy feSeni tlohy (3.19) pro hodnoty § = 1, 29 = 0 a rizné
hodnoty parametru «.

Rovnice s periodickymi koeficienty

Reseni linedrni homogenni rovnice s konstantnim koeficientem
Azxr = ax

je geometricka posloupnost s kvocientem 1+ a, tj. z(t) = ¢(1+ «)'. Pokud koeficient rovnice
neni konstantni, ale néjak pravidelné kolisa kolem néjaké pevné hodnoty, lze ocekévat, ze
FeSeni bude pravidelné kolisat kolem néjaké geometrické posloupnosti. Tuto myslenku nyni
vyjadiime presnéji.
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0<a ryze monotonni, neohranicend | lim |z(t)| = oo
t—00
-1<a<0 ryze monotonni, konvergentni
o= —1 | monotonni, konvergentni lim z(t) = —
t—r00 (0}

—2 <a< —1 | konvergentni

2p
2k+1) = —xg — —
a= —2 | ohranifend #(2k+1) Ty
x(2k) =x9, k€L
a < —2 | neohrani¢end liminf z(t) = —o0, limsupz(t) = oo

t—oo t—00

Tabulka 3.1: Vlastnosti feSeni = pocatecni tlohy (3.19) pro linearni rovnici s konstantnimi
koeficienty v zavislosti na hodnotach parametru «; pro pocateéni hodnotu plati axg # —f.

Necht w je kladné celé ¢islo a a € Rz je w-periodické regresivni posloupnost, tj. pro kazdé
t € Z plati a(t + w) = a(t) # —1. Uvazujme homogenni rovnici (3.10) a oznac¢me

w—1 1w
= (H (1+ a(i))) -1, (3.20)
1=0

tzn. Ze ¢islo 1+a je geometrickym prumérem hodnot posloupnosti 14 a na intervalu délky pe-
riody. Podle vysledki uvedenych v 3.1.2 miZeme feSeni rovnice (3.10) s poc¢ateéni podminkou
x(0) = xo psat ve tvaru

x(t) = moeq(t,0) = zoez(t,0)esa(t, 0)eq(t,0) = zpez(t,0)eqna(t, 0).

Oznacme nyni

t—1 .
_ _ N _a _aa(@)) _
o(t) = cacalt,0) = ]‘% (1 al) - = M) _
1 +a+ali) + aali) — a— aa(d) 1 e ,
:H a = ; 7tH(1+a(z)).
i=0 (1+a) iz
Posloupnost ¢ je jednozna¢nym fesenim pocatecni tlohy
Ap=(aca)p, ¢0)=1,
neboli
a(t) —a
ap(t) = W00y, o) =1. (3.21)
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Ponévadz posloupnost a je w-periodicka, plati

1 t+w—1 '
¢@+wyzaiagzll(1+am::
= . | te-l .
= (m g (1+ a(z))) (m g (1+ a(z))) =
1 w—1 .
= @(f)m il_g (1+a(i)) = o(t),

takze posloupnost ¢ je také w-periodickd. Mizeme ji tedy také vyjadiit jako w-periodickou
posloupnost, pro jejiz pocatecni hodnoty plati

|
—

e() =] @ +a@@), j=01,...,w-1

i

I
=)

7 provedenych vypoctu plyne vysledek:

Véta 18. Necht a je regresivni w-periodickd posloupnost. Pak veseni linedrni homogenni
rovnice (3.10) je tvaru

z(t) = 2o (L +a) (1),
kde xo = x(0), hodnota @ je ddana vyrazem (3.20) a ¢ je w-periodickd posloupnost, kterd je
resenim pocdtecni ulohy (3.21).
Reseni homogenni linedrni rovnice s periodickym koeficientem je tedy soucinem geomet-
rické posloupnosti a w-periodické posloupnosti. Toto vyjadreni lze povazovat za rozklad reSeni

na trend a sezénni slozku v multiplikativnim tvaru.
Ponévadz w-periodicka posloupnost je ohrani¢end, dostavame

Dusledek 3. Reseni x homogenni linedrni rovnice (3.10) s periodickym koeficientem a je

ohranicend prdvé tehdy, kdyz —2 < a < 0; tlim x(t) = 0 prdvé tehdy, kdyz —2 < a < 0.
— 00

Rovnici (3.20) mtzeme piepsat do tvaru rekurentni formule (3.11). P#i oznaceni ¢ = 1+a
miizeme pro tuto rekurentni formuli napsat poc¢atecni tlohu

z(t+1) =q(t)z(t), z(0)= xo. (3.22)
Pfepsanim véty 18 a jejiho prvniho dusledku dostaneme

Dusledek 4. Necht q je w-periodickd posloupnost takovd, Ze q(t) # 0 pro véechna t € Z. Pak
resent ulohy (3.22) je tvaru

. T—1
z(t) = z0(q)" % = z0(q)" " [ a(4),
i=0 =0
kde
q(7), T:t—w{i},

tj. q je geometricky prumeér hodnot posloupnosti q na intervalu délky periody a T je zbytek po
délent cisla t cislem w.
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Dusledek 5. Posloupnost © dand rekurentni formuli v dloze (3.22) s periodickou posloupnosti
q je ohranicend pravé tehdy, kdyz —1 < g < 1; tlim x(t) = 0 prdvé tehdy, kdyz —1 < g < 1.
— 00

3.2 Systémy linearnich rovnic prvniho rfadu

Necht vSechny posloupnosti a;j, b;, i,j = 1,2,...,k maji stejny defini¢ni obor. System k
linedrnich diferencénich rovnic (k-rozmérny linedrni systém) pruniho fddu je soustava rovnic
tvaru
Az =ay1(t)z1 + ar(t)ze + - - + a1 (t)xg + b1 (),
Azg=ag (t)z1 + aga(t)za + - - - + ag,(t)xy + ba(t),
) (3.23)
Az = akl(t)xl + akg(t)xg + -+ akk(t)xk + bk(t)
Pokud jsou vSechny posloupnosti b;, ¢« = 1,2,... k nulové, systém se nazyva homogenn,
v opacném pripadé nehomogenni.
Zavedeme vektorové posloupnosti @, b a maticovou posloupnost A,

xl(t) b1 (t) au(t) a2 (t) N alk(t)
ro(t bo(t ao1(t) aoga(t) ... agr(t
T e I e BT T
wk(t) bk(t) akl(t) akQ(t) N akk(t)
Systém rovnice (3.23) mtizeme nyni struéné zapsat jako jednu vektorovou rovnici ve tvaru
Az = A(t)x + b(t). (3.24)

Tuto explicitni diferenéni rovnici (systém explicitnich diferenénich rovnic) prvniho typu mi-
zeme zapsat ve tvaru vektorové rekurentni formule (systému rekurentnich formuli)

z(t+1) = (1+A(t))z(t) + b(t). (3.25)

Oznac¢ime-li Q(¢) = | + A(t), muzeme systém rekurentnich formuli (3.25) pfepsat v kratsim
tvaru

x(t+1) = Qt)x(t) + b(t). (3.26)

Vektorova rovnice (3.24) je k-rozmérnou analogii linearni diferenéni rovnice prvniho fadu
(3.9), vektorova rekurentni formule (3.25), resp. (3.26), je k-rozmérnou analogii rekurentni
formule (3.11), resp. (3.12). Toto pozorovani ukazuje, Ze teorie systému linearnich diferen¢nich
rovnic je zobecnénim teorie linedrnich diferen¢nich rovnic; nebo naopak, teorie linearnich
rovnic je specialnim pfripadem teorie linearnich systému pro k£ = 1.

Teorii linedrnich systémii (vektorové rovnice) lze dokonce povazovat za svym zpisobem
jednodussi, nez je teorie (skalarni) rovnice. Nehomogenni linearni vektorovou rovnici (3.24)
totiz muzeme prepsat do (blokového) tvaru

Odtud je vidét, ze feSeni nehomogenni k-rozmérné rovnice (3.23) muzeme prevadét na FeSeni
homogenni (k + 1)-rozmérné rovnice

Aww:<§?lfvyw. 327
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Presnéji: je-li vektorova posloupnost @ fesenim nehomogenni k-rozmérné rovnice (3.23), pak

(0

feSenim rovnice (3.27); je-li vektorovd posloupnost y FeSenim homogenni (k + 1)-rozmérné
rovnice (3.27) a mé posledni slozku identicky rovnu 1, pak je jejich k prvnich slozek fesenim
nehomogenni rovnice (3.24). Analogicky nahlédneme, Ze feSeni k-rozmérné nehomogenni li-
nearni rekurentni formule (3.26) lze prevadét na feseni (k + 1)-rozmérné homogenni linearni

rekurentni formule
Q(t) b(t
y(t+1) = < (T) (1)> y(t)

o

je posloupnost

(3.28)

Teoreticky tedy neni nutné se zabyvat rovnicemi nehomogennimi. Ovsem nékdy je jednodussi
vysSetfovat rovnici nehomogenni nez rovnici homogenni vyssiho radu.
Stejné jako v jednorozmérném piipadé, rovnice

Az = A(t)x (3.29)

se nazyva pridruZend homogenni rovnice k rovnici (3.24).

3.2.1 Princip superpozice a fundamentalni matice

Formalné stejné jako v oddilu 3.1.1 ukazeme, ze vektorova posloupnost, jejiz vSechny slozky
jsou nulové je fesenim homogenni rovnice (3.29) a Ze linearni kombinace feSeni této rovnice
je jejim feSenim. Tedy Ze mnozina feSeni rovnice (3.29) tvofi vektorovy prostor. Uréime jeho
dimenzi.

Necht ¢y je libovolny index z defini¢niho oboru maticové posloupnosti A. Rovnice (3.29)
s pocatecni podminkou

2(to) = & (3.30)

mé pro kazdy vektor & € R¥ feSeni definované pro t € {tg,tg + 1,t9 + 2,...} N DomA
(pfinejmensim) a toto feSeni je jednoznaéné dano soucinem

z(t) = (1+ At —1) (1 +AE—2)) - (1 +Alto))€ = <H (1+ A(z‘))) ¢

to nahlédneme stejnym vypocétem jako v tivodu této kapitoly na str. 56.
Vektorovy prostor RF mé bézi tvofenou linearné nezavislymi vektory ey, ea, ..., e. Necht
kazda z posloupnosti z;, i = 1,2,..., k, je FeSenim rovnice (3.29) s poc¢ate¢ni podminkou

x(to) = e;. (3.31)

Kdyby vektorové posloupnosti z1, zs, ..., 2k byly linearné zavislé, existovaly by konstanty
Qay, @2, ..., ar, ne vsechny rovny 0, takové, ze

a1z1 +ezo + -+ apzp = 0.
Pak by zejména platilo

o= alzl(to) + OégZz(t()) + -+ Oékzk(t()) = 1€y + ages + - - + e,
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coz by byl spor s linearni nezavislosti vektort ey, eq, ..., ex. Existuje tedy alespon k linedrné
nezavislych feseni rovnice (3.29) a dimenze prostoru jejich feSeni je alespon k.

Necht nyni « je libovolné feseni rovnice (3.29). Ponévadz vektory e, ez, ..., e tvoii bazi
prostoru R¥, existuji konstanty ci,ca, ..., c; takové, ze

x(tg) = cre1 + caez + -+ + cpeg.

Linearni kombinace feSeni 121 4+ caz2 + - - - + ¢, 2k je podle principu superpozice také resenim
rovnice (3.29). Toto FeSeni spliiuje poc¢ateéni podminku

(6121 + cozg + -0 + Ckzk)(to) = x(lo).

Reseni poéateéni tlohy pro rovnici (3.29) je vSak jednoznatné déno pocéateéni podminkou
i—1

x(to) a soucinem matic [] (14 A(¢)). To ovSem znamend, Ze Feseni x je linearni kombinaci
i=tg
feSeni z1, 22, ..., 2k. Dimenze prostoru feSeni rovnice (3.29) nemuze byt vétsi nez k.

Dostavame tak zaveér:

Véta 19. Mnozina vsech feseni linedrniho homogenniho k-rozmérného systému (3.29) tvori
vektorovy prostor dimenze k.

Skute¢nost, Ze prostor feseni rovnice (3.29) je konecnédimenziondlni, umoziiuje zavést
nasledujici pojem.

Definice 20. Béaze prostoru feseni linedrniho homogenniho systému (3.29) se nazyva funda-
mentdlni systém resent.

Jiz jsme ukazali, ze vektorové posloupnosti z;, i = 1,2,... k, které jsou feSenim rovnice
(3.29) s pocatecni podminkou (3.31) jsou linedrné nezavislé. Tvoii tedy fundamentalni sys-
tém Feseni rovnice (3.29). Vektorové posloupnosti 21, za, . .., 2§ tvorici fundamentalni systém

FeSeni muZeme usporadat do maticové posloupnosti definované vztahem

Z(t) = (z1(t), z2(t), ..., z(t));

sloupce matice Z(t) jsou vektory z1(t),z2(t),..., zk(t). Ponévadz kazdé z vektorovych po-
sloupnosti z;, 1 = 1,2, ..., k, spliuje pocatecni ulohu

Az; = A(t)zi, Zi(to) = e;,

splniuje maticova posloupnost Z maticovou diferen¢ni rovnici

AZ =A(t)Z. (3.32)
Ponévadz navic po¢ateéni hodnota Z(ty) spliiuje rovnost Z(tg) = (61,62, . ,ek) a bazové
vektory eq, es, ..., eg jsou linearné nezavislé, plati

det Z(to) # 0, (3.33)

tj. pocateéni matice Z(ty) je regularni. Zejména byva vyhodné volit pocateéni hodnotu jako
jednotkovou matici, Z(to) = I.
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Definice 21. Reseni Z pocatecni tlohy (3.32), (3.33) se nazyva fundamentdlni matice systému
(3.29).

Opét snadno nahlédneme (odvodime netplnou indukei a dokdzeme tplnou indukci), zZe
fundamentalni matice systému je dana rovnosti

Z(t) = (1:[ (I +A(i))> Z(tg). (3.34)

Priklad. Najdeme fundamentalni matici systému

V tomto pripadé je

(). mo-(3 1)

Maticova posloupnost A je definovana pro ¢ > 1. Fundamentalni matici systému budeme proto
hledat jako feseni pocatecni tlohy pro maticovou diferenéni rovnici

AX =A(®)X, X(1)=1.

Oznacme
0 1
J=1+A(1)= (_1 0>.
Pak | + A(t) = 1J a fundamentalni matice daného systému je
t—1
1 1
zit)=1]-1= Jt
O =113 ="
Ponévadz
J2_01 0 1y_ (-1 0\ _
- \-1 0/\-1 0 0 -1 ’
muzeme dale pocitat
B=J-)==), =)=, P=0=1J, I5=11=—1, JT=J(-1) = —Jatd.
7 tohoto vypoctu uhodneme, Ze
1./
‘ . 1 . 1 ‘ —1)zi—=1) .
Ji = (—1)2iD (5(1 + (1)) + 5(1 - (—1)Z)J> = % (I+J+(=1)(1-1J))

(3.35)

a tento vysledek ovérime tplnou indukci. Indukéni krok je

JF = g = (FD;J (I+J+ (-1 - J))) =
O g coy—an) = S G e -

1
2
2
(_1)%i(i+1)

= (I+J+ (=11 —)).
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Matice J? je tedy skute¢né dana vyrazem (3.35) a fundamentalni matice daného systému je

(_1)%(t—1)(t—2)

2 = 2(t — 1)!

(I+J—=(-1)"(1=-1)).
u

Kazdé feseni rovnice (3.29) je linedrni kombinaci posloupnosti tvoficich fundamentalni
systém Teseni této rovnice, tj. sloupct fundamentalni matice Z. Jinak feceno, obecné feseni
rovnice (3.29) je tvaru

x(t) =Z(t)c. (3.36)

kde ¢ je konstantni vektor.

Nakonec jesté najdeme partikularni feseni této rovnice, které splnuje pocatecni podminku
(3.30). Z regularity matice Z(tg) plyne existence inversni matice Z(tg)~!. Proto mé (algeb-
raickd) rovnice

E = $(7f0) = Z(to)c
pro nezndmy vektor ¢ jednoznaéné urcené feseni ¢ = Z(to) '&. Dostéavame tak vysledek:
Resen{ pocatecni tlohy (3.29), (3.30) je dano rovnosti

(t) = Z(t)Z(to) '€, (3.37)
kde Z je fundamentalni matice systému (3.29). Toto feSeni je definovano (pfinejmensim) pro
t e {to,to —|—1,...}ﬂDomA.

Diferené¢ni rovnici (3.32) lze pfepsat jako rekurentni formuli
Z(t+1) = (1+A(t))Z(¢). (3.38)

Pokud je matice |4+A(t) v kazdém indexu ¢ € Dom A invertibilni, 1ze z po¢ateéni hodnoty Z(to)
jednoznaé¢né vypocitat hodnotu Z(t) feseni rovnice (3.38) pro libovolnou hodnotu ¢t € Dom A.
Tato skutecnost motivuje zavedeni nasledujicich pojmii.

Definice 22. Rekneme, Ze maticova posloupnost P je regresivni, pokud det (I + P(t)) #£ 0
pro vsechny indexy t € Dom P.

Podobné jako v 3.1.2 zavedeme na mnoziné regresivnich maticovych posloupnosti operace
¢ a © vztahy

-1

P®Q(t) =P(t) + Qt) + P()Q(t), ©P(t) = —P(t)(1+ P(t))

Mnozina regresivnich posloupnosti s témito operacemi opét tvofi grupu, ktera vsak jiz neni
komutativni.

Definice 23. Necht maticova posloupnost P je regresivni. Maticovou exponencidlni posloup-
nost prislusnou k posloupnosti P s pocdatkem ty € Dom P definujeme jako jediné reSeni poca-
te¢ni tlohy pro maticovou linearni rovnici (systém)

AX =P(H)X, X(to) =I. (3.39)

Jeji t-ty ¢len oznacime ep(t, o).
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Pro maticovou exponencidlni posloupnost plati:

Véta 20 (Vlastnosti maticové exponencialni posloupnosti). Necht maticové posloupnosti P, Q
jsou takové, Ze Dom P = Dom Q, tg,t,s € DomP. Pak plati:

1. ep(t,itg) = (I1+P(t—1))(14+P(t—2) - (I+P(to)) = tlzf (1+P(i)) je reguldrni,
i=to
2. eo(t,to) =1, ep(t,t) =1, et tg) = 21 70l,
3. ep(t,to)eq(t,to) = epaq(t,to),
4. (ep(t.t0)) ™" = ecp(t.to),
5. ep(t,s) = ecp(s,t),
6. ep(t,s)ep(s,to) = ep(t,to).
Diikaz je formélné stejny jako dikaz Véty 16. Pii vypoctech je potfebné davat pozor na

potradi nasobeni matic. O

3.2.2 Nehomogenni rovnice a metoda variace konstant

Uvazujme nyni nehomogenni vektorovou rovnici (systém) (3.24). Nehomogenitu b mtzeme
interpretovat jako jakési ,poruseni“ (perturbaci) homogenni rovnice (3.29). ReSeni nehomo-
genni rovnice by tedy mohlo byt néjak ,,podobné“ feseni pridruzené homogenni rovnice, tedy
tvaru podobnému vyjadieni (3.36). Tuto ,,podobnost“ budeme chéapat tak, Ze perturbace se
projevuje jako neustala ,deformace® vektoru c. Trochu presnéji, vektor ¢ nebude konstantni,
ale bude zaviset na indexu ¢. Tato myslenka se nazyvéa (Eulerova-Lagrangeova) metoda variace
konstant.
Reseni rovnice (3.24) tedy hledejme ve tvaru

z(t) = Z(t)e(t), (3.40)

kde Z je fundamentalni matice systému (3.29), tj. feSeni poc¢atecni ulohy (3.32), (3.33). Pak
plati

Ax(t) = (AZ(t))e(t) + Z(t + 1) (Ac(t)) = (A)Z(t))e(t) + Z(t + 1) (Ac(t)).
Soucasné, aby posloupnost & byla feSenim rovnice (3.24), musi platit
Ax(t) = A(t)Z(t)c(t) + b(t).
Porovnanim téchto vyjadreni vidime, Ze
Z(t+ 1)Ac(t) = b(t).
Za predpokladu, ze matice Z(t + 1) je regularni, z posledni rovnosti vyjadiime

Ac(t) = Z(t+1)"b(t)
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a sumaci obou stran této rovnosti v mezich od ty do t — 1 dostaneme

c(to) +ZZJ+ ~1b(j).

Jj=to

Konstantni vektor ¢(tp) pro struénost ozna¢ime n a vypocitanou posloupnost ¢ dosadime do
predpokladaného tvaru (3.40)feSeni rovnice (3.24):

t—1
(1) =2(t) (n+ > Z(G+ 1)) t)n + Z Z(HZ(j + 1) "b(j).

Prvni séitanec posledniho vyrazu je vlastné obecnym resenim pridruzené homogenni rovnice
(3.29). Soucasné vidime, ze x(tg) = Z(to)n, tj. n = Z(to) ‘x(to). Fundamentalni matici Z
vyjadiime pomoci sou¢inu (3.34) a feSeni rovnice (3.24) zapiSeme ve tvaru

t—1 -1
z(t) = ] (1+A@)=(to) + Z II (1+A®) | b0). (3.41)
i=tg Jj=to \1=j+1

Posledni vyraz je jiz definovan pro kazdy index t > tg ze spole¢ného defini¢niho oboru maticové
posloupnosti A a vektorové posloupnosti b; pracovni predpoklad o regularité matice Z tedy
nebyl podstatny. Pfimym dosazenim se nyni lze presvédcit, ze se skuteéné jednad o FeSeni
rovnice (3.24).

Odvodili jsme:

Véta 21. Obecné tesent rovnice (3.24) je souctem obecného Teseni pridruiené homogenni
rovnice (3.29) a partikuldrniho tesend rovnice (3.24). Toto TeSend lze vyjadiit ve tvaru

a:(t):ﬁ(|+A z(to) +Z ]:[ (I+A(@) | (),
i=to J=to \i=j+1

kde ty je néjaky index ze spolecného definicniho oboru maticové posloupnosti A a vektorové
posloupnosti b.

Pokud pro kazdy indext € Dom ANDomb, t < to je det (I+A(t)) # 0, je fesent definovdno
na celém Dom A N Dom b; v opacném pripadé je definovdno na mnoziné {r,7+1,...}, kde

T:to—min{iEN: det(|+A 0—@)—0}

Pokud je maticovéa posloupnost A regresivni, 1ze rovnost (3.41), tj. vyjadieni feseni rovnice
3.24), prepsat pomoci maticové exponencialni funkce
, PTep b p )

t—1
x(t) = eal(t,to)x(to) + Z ea(t,j +1)b(j) =
h —1
=ea(t,to) | @(to) + > _ ealto,j + 1)b(j) | =
Jj=to

t—1
=ea(t,to) | z(to) + Y _ ecali + 1,t0)b(j)

Jj=to
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3.2.3 Kvalitativni vlastnosti feSeni systému s konstantni matici
Necht A je ¢tvercova matice fadu k. Uvazujme linedrni homogenni systém (vektorovou rovnici)
Az = Ax. (3.42)
Muzeme ho také prepsat jako systém rekurentnich formuli
x(t+1) = Qz(t), (3.43)

kde Q = I4+A. Tato rovnice mé pro libovolnou poc¢ateéni hodnotu x(ty) jediné feseni definované
na intervalu [tg,00) N Z. Pokud je matice Q reguldrni, pak ma tato poc¢ateéni tloha jediné
feSeni definované na celé mnoziné Z. (Toto tvrzeni je zfejmé; je to vsak také specidlni pfipad
Véty 21.) Toto feSeni je tvaru

z(t) = (1+A) 0z (ty) = Q" ™x(ty). (3.44)

Poznamenejme, %e v ptipadé t < ty oznacuje symbol Q'~% matici (Q_l)to_t. Fundamentalni

matice systému (3.42) a ekvivalentniho systému (3.43), kterd spliiuje poc¢atecni podminku
Z(ty) =1, je déno formuli
Z(t) = (I + At = Qo

Abychom ziskali néjaky pouzitelnéjsi tvar FeSeni systému (3.42), potiebujeme vyjadrit
mocniny matice | + A = Q. Z linearni algebry vime, Ze tuto matici muZzeme zapsat ve tvaru

Q=PJP 1,

kde P je regularni ¢tvercova matice dimenze k a J je Jordantv kanonicky tvar matice. Pro
t >ty tedy plati
Q" =pJPtPJP ... PJPL = pJitlopTl,
(t—to)-krét

Dostavame tak zavér: ReSeni ekvivalentnich systémt (3.42) a (3.43) s matici Q = | + A, ktera
mé Jordantiv kanonicky tvar PJP~!, je tvaru

x(t) = PJIOPg(tp). (3.45)

Priklad. Uvazujme systém rovnic (vektorovou rovnici)

2 1 1 3 1 1
Az=|-1 -1 0 |z, tji. xz(t+1)=[-1 0 0]=x(t)
-2 -1 -1 -2 -1 0

s pocateénim indexem ty = 0. V tomto pfipadé je

3 1 1 110
Q=(-1 0o o], J=(o 1 1), P=(1 o0 1
—2 -1 0 00 1

Postupné vypocitame mocniny matice J
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1 10 1 3 3 1 4 6 1 1 0 1 4 6 1 5 10
=101 1)l013|=(014|,P=|011](0o14|=f01 5]/,
0 01 0 01 0 0 1 0 01 0 01 00 1
atd. Z tohoto vypoc¢tu uhodneme, ze
1t t(t—1)
J=10 1 t
00
a tento vysledek ovérime indukci.
Dostavame tak reseni daného systému
-1 -1 -1\ /1 t 3t(t—1) 1 1 1
)= 1 0 1][0 1 t —1 -1 0 |=(0)=
1 1 0 0 0 1 -1 0 -1
3 1,2 1 1,2
1+ 34362 ¢ t+ 1t
1 1 1 1
—st—3t2 1—t t—3t* |z(0)=
3 1,2 1 1,2
—pt =gttt l—gt—gt
T1+ 2 (3610 + 26 + &)t + 3 (6 + &)1
=| 22— 5(&+26 - &)t —3(&+ &) |
x3 — 3 (361 + 26 + &)t — 3 (& + &) 12
pritom &1, & a &3 oznacuji soufadnice poc¢atecéniho vektoru x(0) = &. |

Podivejme se, jaké zavéry plynou z feseni(3.45) systémi (3.42) a (3.43). Jordaniv kano-
nicky tvar J je blokové diagonalni matice

Jy O ... O

O J ... O
J= . . . . ;

O O ... Jn

blok J; je ¢tvercova matice dimenze k;; pritom ki + ko + - - - + ky, = k. Jednotlivé bloky jsou
tvaru

A0 0 ... 0 A1 0 0

0O AXx0 ... 0 O x 1 ... 0
=100 X ... 0 nebo Ji= [0 0 A ... Of,

0 0 0 A 00 0 ... A

kde A je vlastni ¢islo matice Q. Je-li blok J; diagondlni, tj. je prvniho z uvedenych tvari,
fekneme, ze vlastni ¢islo A je jednoduchého typu.
Pro libovolné prirozené cislo n plati

JW* o0 ... O
o J" ... O
e :

O O ... Ju"
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Je-li blok J; diagonalni, pak

X000 0

0 A 0 0
Jr= |0 0 A\ 0.

0 0 0 A"

n n—1 1 n—2 n(k,—l) n—k;+1

A" nA sn(n —1)A = 1)!)\ i

0 A7 n)\nfl n(ki_z) )\nfki+2
(ki —2)!

no__ ki—
S A O ks |

(ki = 3)!

0 0 0 e AT

piitom n™), v =k; —1,k; —2,...,1 oznacuje faktoridlovou posloupnost, viz 1.3.2.4. Platnost

téchto formuli lze ovérit uplnou indukci.

Slozky vektoru feSeni jsou linearni kombinace vlastnich ¢isel matice Q v nejvyse (t —tg)-té
mocniné, pfipadné vynasobend néjakym polynomem v proménné ¢. Odtud mizeme (mimo
jiné) odvodit zaveér:

Tvrzeni 11. Maji-li vSechna vlastni ¢isla regularni matice Q modul (absolutni hodnotu)
mensi nez 1, pak pro kazdé feseni @ systému (3.43) plati

tlgélo x(t) = o.

Nehomogenni linearni systém s konstantni matici A
Az = Ax + b(t) (3.46)

mé podle Véty 21 jediné feSeni dané formuli

x(t) = (I1+ A x(ty) + i (I4+ A ().

i=to
Zejména, pokud je nehomogenita b konstantni a matice A je regularni, pak systém

Az =Ax+b (3.47)

ma FeSeni tvaru
t—1—tgo

z(t) = (1+A) " x(to) + ( >0+ A)i> b=(I+A) "z +A™" [(I FA)T - '} b.

1=0
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Pokud vsechna vlastni ¢isla matice | + A maji modul mensi nez 1, pak tlim (I + A)t =0, coz
— 00

znamena, ze pro feseni systému (3.47) v takovém piipadé plati

. “1q.

tlggo x(t) = —A"b; (3.48)
chovani feseni systému (3.47) pro t — oo (po uplynuti dlouhého ¢asu) nezavisi na pocatec¢nich
podminkéch, vliv poc¢atecniho stavu postupné vymizi, systém ,zapomene* sviij vychozi stav.
Systém s touto vlastnosti se nazyva ergodicky.

Pokud je matice A regularni, pak linedrni systém (3.47) s konstantni nehomogenitou b
ma jediné konstantni feseni = x™. Toto Teseni je soucasné resenim soustavy algebraickych
rovnic o = Ax* + b, tedy

xz* = —A"'b.

Porovnanim s rovnosti (3.48) vidime, Ze feSeni ergodického systému (3.47) s regularni matici
A konverguji pro t — oo k jedinému konstantnimu feseni tohoto systému.

Oznac¢me vlastni ¢isla Ay, Ao, ..., A\, matice Q tak, aby platilo
A1l > Ao > > M.

Vlastni ¢isla \;, pro ktera plati |\;| = |Ai| nazveme dominantni. Pokud |Ai| > |A2] a A je
jednoduchého typu (je jednoduchym kofenem charakteristické rovnice), pak A\; nazveme ryze
dominantny.

Uvazujme nyni specialni matici Q takovou, Ze mé ryze dominantni vlastni ¢islo A;. Oznac-
me w1 vlastni vektor ptislusny k A\;. Pak Jordantv kanonicky tvar matice Q je

J = <)\1 OT> ,
o K
kde o je (k — 1)-rozmérny nulovy vektor, K je blokové diagonalni ¢tvercova matice fadu k — 1
takova, ze

1
lim —K"=0.
t—o0 )\i
Matice podobnosti je tvaru P = (w1, R), kde R je néjaka matice matice typu (k, k —1). Matici

P! zapiseme ve tvaru
-
p-1— (YU
=g )

kde v1 je k-rozmérny vektor a S je matice typu (k — 1,k). ReSeni systému (3.43) je podle
rovnosti (3.45) rovno

o

t—to T T
z(t) = (w1 R) (Al K?t0> <v51> z(to) = <’w1)\§_t0’01 + RKH&OS) x(to) =
= v] x(to)\. 0w, + RKI0Sx(ty).

to

Oznaéime ¢ = v] z(t))\] " a Feseni vyjadiime ve tvaru

x(t) = cAlw; + RKIT0Sz(tg).
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Nyni plati
1 1

lim —z(t) = cwy + R ( lim — K" | S = cw;.

t—o0 )\1 t—o0 )\1
To, zhruba Feceno, znamend, ze po dostateéné dlouhém case se FeSeni systému (3.43) chova
jako néjaky nasobek vektorové posloupnosti i w; — kazd4 slozka feseni je geometrickou po-
sloupnosti s kvocientem A1, slozky feSeni jsou imeérné slozkam vlastniho vektoru w; prislus-
ného k ryze dominantnimu vlastnimu ¢islu A;. V tomto smyslu jsou systémy s matici majici
ryze dominantni vlastni ¢islo ergodické.

Dokézali jsme:

Tvrzeni 12. Necht matice Q mé ryze dominantni vlastni ¢islo A\; a pfislusny vlastni vektor
w1 . Pak FeSeni systému (3.43) je asymptoticky ekvivalentni s konstantnim nésobkem vektorové
posloupnosti A\ wy.
Dvojrozmérny systém
Uvazujme homogenni systém linearnich rekurentnich formuli
z\’ _ (T @12 [z . z(t + 1) =quz(t) + q2y(t), (3.49)
Yy @1 q2) \y)’ y(t + 1) = guz(t) + q22y(t).

Vlastni ¢isla matice Q jsou FeSenim charakteristické rovnice det(Q — Al) = 0, podrobnéji

qgui—A Q2
g21 g2 — A

' =2 — (q11 + g22)\ + 11922 — @21g12 = A* — tr QX + det Q = 0.

Pro zjednoduseni zapisu oznacme
p=1trQ, ¢=detQ. (3.50)
Charakteristicka rovnice pii tomto oznaceni je
M —pA+qg=0 (3.51)

a jeji koreny jsou
A= 3 (Pi Vp? —4Q> .

Oznaceni budeme volit tak, aby |A1| > |A2|. Pii hledani podminek pro to, zda obé vlastni
¢isla maji modul mensi nez 1, staci vysettit A\;. V pripadé redlnych vlastnich ¢isel budeme
diskutovat i jejich znaménka. Rozlisime nékolik pripadu:

(i) ¢ =0:V tomto pfipadé

NI D=

A2 = %(Pi Ip|) = {

a hledana podminka je —1 < p < 1.

(ii) ¢ # 0 : V tomto pFipadé je potfebné rozlisit mozna znaménka diskriminantu kvadratické
rovnice (3.51).
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1. p? < 4q : Tato moznost miiZe nastat pouze tehdy, kdyz ¢ < 0. Kvadraticka rovnice
ma komplexné sdruzené koreny

2

I R

27 iq

A172:%<piim):¢a( >=\/§(cowiisintp)7

4
kde ¢ = arctg 4/ —(21 — 1. Je tedy |A1] = [A2| = /g a podminka je
p

q <1
2. p?> = 4q : Kvadratickd rovnice ma realny dvojnasobny kofen A\ = Ay = %p a
podminka je
—2<p<?2

3. p? > 4q : V tomto pi¥ipadé musi byt p # 0. Kvadratickd rovnice mé dva reané
ruzné kotreny, jejich moduly zavisi na znaménkach hodnot p a q.

3.1. ¢ >0, p>0: Za téchto podminek je
=3 (p+ \/p2—4q) >0, A=3 (p—\/p2—4q> >0
a podminka je (p +/p? - 4q) < 1, po tpravé

p < min{q + 1,2}.

3.2. ¢ >0, p<0:Nynije
/\1=%(p—\/z92—4q) <0, /\2=%(p+\/z92—4q> <0
a podminka je % (p —\/p? — 4q) < 1, po upraveé

—p < min{q + 1, 2}.

3.3. ¢ <0, p>0:YV tomto ptipadé je
N=3(p+ VP —1a) >0, x=}(p- Vi —4q) <0
a podminka je % (p +Vp? - 4q) < 1, stejné jako v pripadé 3.1. je

p < min{q + 1, 2}.

3.4. ¢ <0, p<0:V tomto ptipadé je
A %(p—\/pz—4q)<0, /\z=%<p+\/p2—4q>>0

a podminka je stejna jako v ptipadé 3.2.

—p < min{q + 1, 2}.
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q
)\1<0,)\2<0

1 — )\1<0,)\2>0

e

R > ~—p
N /i\:i:::\\\i::::\\\\ Gt
\J o NN \\\\\\\\\\\\ CNNANNANAN NN
7\\\\\\\\\:\\\\\\\\:\\\ NN NN
NN NN Sy A >0, A <0
AR RN AR RN N NANANNNANNANY
NN NN NN NN
R NN AN
/\\\\\\\\\\\\\\:\\\\\\\\:\\\
R R O N N R NN
R R NN
S R R NN ,
Ty 12 komplexni
N R R NN )
I N N N N N N NN SNNNNN
IR N N NN e T SN
R N N AR Y
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
R NN )\ < 1
N NN 1
NN NN

Obrézek 3.2: Zavislost vlastnich éisel matice Q pfislusné k systému (3.49) na hodnotéch
p = trQ a ¢ = detQ. Parabola mé rovnici ¢ = in, vlastni Cisla jsou oznacena tak, Ze
(A1l = |zl

Vysledky diskuse jsou v grafické podobé shrnuty v obrazku 3.2. Z diskuse vlastnosti feseni
rovnice (3.51), jejiz koeficienty jsou dany vztahy (3.50) lze ucinit zavér:
Véta 22. Je-li [trQ| — 1 < det Q < 1, pak pro kazdé reseni systému(3.49) plati

lim z(t) = lim y(t) = 0.

t—o00 t—o00

Pokud |tr Q| > det Q + 1 nebo det Q > 1, pak existuje Teseni systému(3.49) takové, Ze

tliglo |z(t)| = 0o nebo tliglo‘y(t)‘ = 00.

3.2.4 Linearni rovnice vyssiho radu
Rovnice s konstantnimi koeficienty

Linedrni homogenni diferenc¢ni rovnice k-tého fadu druhého typu je rovnice tvaru
z(t+k)+axt+k—1)+ax(t+k—2)+ - +ar_12(t+ 1)+ arx(t) = 0; (3.52)

pritom predpokladame, ze a, # 0. Tato rovnice je ekvivalentni se systémem

xl(t + 1) = .’Eg(t)

ralt +1) = vs(1)

.%‘3(t + 1) = .’E4‘(t) (3.53)
Tp-1(t+1) = i, (t)

.’Ek(t + 1) = —akxl(t) — ak,1$2(t) —ak,2x3(t) — e = a2$k,1(t) —alwk(t).
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To je systém (3.43) s matici

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
Q - . . . . . .
0 0 0 e 0 1
—Q —Qkg—1 —0Aak—92 ... —a2 —ai

Vlastni ¢isla této matice jsou FeSeni charakteristické rovnice det(Q — Al) = 0. Determinant na
levé strané této rovnice oznac¢ime Dj a vyjadiime ho pomoci rozvoje podle prvniho sloupce.
Dostaneme

—-A 1 0 0 0
0 —-A 1 0 0
0 0 -2 ... 0 0 ol
Dk = . . . . . . = _)\Dkfl — (—1) + ag,
0 0 0 el —=A 1
—ar —Qp—1 —Qkg—9 ... —ay —ai — A
coz je linearni rekurentni relace prvniho fadu pro determinant Dj. P¥itom Dy = —(a; + ).

Podle Dusledku 2 Vétyl7 tedy je

1=2 1=2

Dp=—A+a) (=M1 + f:(—A)k—i(—niai = (—1)¥ <>\k +a N 4 f: )\k_laZ) -
= (—l)k ()\k +a N N g N+ ak> .
Dostali jsme tak charakteristickou rovnici
Mo g N a2 g A+ a, =0 (3.54)
Ze zakladni véty algebry a z diskuse FeSeni systému (3.43) nyni plyne:

Tvrzeni 13. Nechf )\, je r-nasobny realny kofen charakteristické rovnice (3.54). Pak kazda
z posloupnosti definovanych vztahem

a(t) =1\, ¢=0,1,2,...,r—1

je fesenim linedrni homogenni diferen¢ni rovnice (3.52).

Necht A\;, = a(cosp +isiny) a A\., = a(cosp — isinp) je dvojice komplexné sdruzenych
r-nasobnych komplexnich kofent charakteristické rovnice (3.54). Pak kazda z posloupnosti
definovanych nékterym ze vztahu

x(t) = tla' costy, x(t) = tla’sinty, ¢q=0,1,2,...,r—1

je feSenim linearni homogenni diferen¢ni rovnice (3.52).
Uvedenad Teseni jsou linedrné nezavisla.
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7 Tvrzeni 11 a 12 pfimo plynou vysledky o kvalitativnich vlastnostech feSeni rovnice
(3.52):

Tvrzeni 14. Maji-li vSechny kofeny charakteristické rovnice (3.54) modul mensi nez 1, pak
pro kazdé feseni z = x(t) rovnice (3.52) plati

lim z(t) = 0.

t—o00

Nechf charakteristickd rovnice (3.54) méa jednoduchy redlny kofen A\ takovy, ze pro kazdy
jiny kofen \; této rovnice plati [A;| > |A;|. Pak ke kazdému feSeni z = z(t) rovnice (3.52)
existuje konstanta c takova, ze
_x(t)
lim

1
t—y00 c)\tl ’

tj. kazdé feseni rovnice (3.52) je asymptoticky ekvivalentni s geometrickou poslouposti s kvo-
cientem Aq.
Rovnice druhého radu

Obecné vysledky o rovnici (3.52) mtizeme specifikovat pro linedrni homogenni diferenéni rov-
nici druhého typu a druhého fadu rovnici druhého rfadu

z(t+2)+ax(t+1)+bx(t) =0, (3.55)
kde b # 0. Podobné jako pfi diskusi rovnice (3.51) mizeme odvodit vysledky:

1. Je-li a® > 4b, pak fundamentalni systém Feseni rovnice (3.55) je

Zl(t):<%a<1—|— 1—2—2)), @(t)z(%a(l— 1-2—2)).

Kazdé FeSeni rovnice (3.55) je asymptoticky ekvivalentni s geometrickou posloupnosti

/ 4b
s kvocientem %a (1 +4/1— —)
a

2. Je-li a® = 4b, pak fundamentalni systém feseni rovnice (3.55) je
t t
21(t) = (%a) . z(t) =t (%a) .

3. Je-li a® < 4b, pak fundamentalni systém feseni rovnice (3.55) je

z1(t) = Vb cos to, 29(t) = Vb sin to,

/4b
kde ¢ = arctgy/ — — 1.
a

Také mtzeme zformulovat dusledek Véty 22:

Dausledek 6. Je-li |a| — 1 < b < 1, pak pro kaZdé teseni x = x(t) rovnice (3.52) plati
li = 0.
Az, w1 =0

Pokud |a| > b+ 1 nebo b > 1, pak existuje Teseni v = x(t) rovnice (3.52) takové, Ze

Jim [a(1)] = oo.
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Kapitola 4

Autonomni rovnice

Jedna spoleéné vlastnost ti1 modelid ristu populace sestavenych v Kapitole 1 je bezprostiedné
vidét z tvart rovnic (1.14), (1.16) a (1.17) — na pravé strané téchto rekurentnich formuli se
cas t vyskytuje pouze jako index hledané posloupnosti z. To znamend, Ze ,,ptrirodni zakon“
urcujici rist populace je v kazdém casovém okamziku stejny. Tuto skutecnost lze interpreto-
vat tak, ze zmény okolniho svéta nemaji zadny vliv na rist populace. Jinak feceno, populaci
(charakterizovanou vnitfnim koeficientem ristu 7) s jejim prostiedim (charakterizovanou ka-
pacitou K) si pfedstavujeme jako izolovanou od ,zbytku“ svéta. Populaci a jeji prostfedi tak
chapeme jako uzavieny systém a tento systém se vyviji podle svych vlastnich (avTos) zédkoni
(vopor). Proto rovnice (1.14), (1.16), (1.17) a obecné diferenéni rovnice nebo jejich soustavy,
v jejichz zapisu se ¢as t objevuje jen jako index hledanych posloupnosti, nazyvame autonomni.

Néjaky systém (slovo ,systém“ nyni chdpeme jako ,néjak vymezena ¢ast reality, nikoliv
ve smyslu ,,systém rovnic*), na ktery nepiisobi vnéjsi vlivy, se nemusi nijak chovat; jeho zména
nebo vyvoj mohou byt vyvolavany teprve zasahy z jeho okoli. O takovém systému fekneme,
ze je v dynamické rovnovaze. Pokud je v takovém pripadé stav systému popisovan néjakou
Casové zavislou veli¢inou (tj. posloupnosti) z = x(t), posloupnost z je v takovém pfipadé
konstantni a dynamickou rovnovahu piedstavuje néjakd hodnota x*, pro niz plati x = x*. Je-
li navic systém modelovan autonomni diferen¢ni rovnici z(t + 1) = f (:U(t)), pak musi platit
x* = f(2*); dynamicky rovnovazny stav z* je dan feSenim této (algebraické) rovnice.

Dynamicka rovnovaha samoziejmé neznamend, ze ,,se nic nedéje”. Povazujeme-li za systém
napiiklad populaci, kterou charakterizujeme jeji velikosti x, mize byt tato velikost konstantni
a pritom miize dochéazet k thynu a rozeni jedinci, pocet uhynulych vSak musi byt stejny jako
pocet nové narozenych.

Z hlediska modelované reality byva zajimavou (nebo dokonce dileZitou) otazkou, jak se
systém chova, pokud v dynamické rovnovaze neni. Nebo z jiného hlediska: co se stane, kdyz
systém z rovnovahy vychylime? Budeme to nyni opét ilustrovat na prikladu populace. Za
adekvatni model vyvoje jeji velikosti budeme povazovat logistickou rovnici (1.14).

Rovnovazny stav velikosti populace je dan fesenim kvadratické rovnice

* * r—1 *
xr = r — X .
K

Jednim kofenem této rovnice je z* = 0; to je nezajimavy trividlni pfipad — Zadné populace
neni a proto se nijak nevyviji. Zajimavejsi je druhy kofen z* = K, tedy situace, kdy velikost
populace je ustalena piesné na hodnoté izivnosti prostiedi.

85
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7 pocitacovych simulaci, predstavenych v Kapitole 1 na obr. 1.2, jiz vime, ze modelovana
velikost populace se nemusi ustalit na hodnoté kapacity prostfedi. Chovani feseni rovnice
(1.14), a tedy chovani modelované populace, podstatné zavisi na parametru r, na velikosti
vnitiniho koeficientu rastu populace. UkdZzeme si mozné chovani feseni rovnice (1.14) p#i dvou,
svym zpusobem extrémnich, hodnotach koeficientu r, konkrétné pro r = 2 a pro r = 4.

Pro r = 2 méame rovnici

2(t+1) = 2(t) <2 - %x(t))

a snadno se pfimym vypoctem presvédcime, ze feSeni této rovnice je tvaru

wo=x(i-(1-£)7),

kde ¢ je né&jaké redlné ¢islo; £ vyjadiuje poc¢atecni hodnotu z(0). Pokud plati 0 < £ < 2K,

pak
é— 2
<(1-= 1
0_( K) <

a proto tlim z(t) = K, tj. velikost populace se ustali na hodnoté kapacity prostfedi, pokud
— 00
jejl pocatecni velikost je nenulovd a mensi nez dvojnasobek kapacity prostiedi.
V pfipadé r = 4 je situace naprosto jind. Rovnice (1.14) nyni je

2t +1) = (t) <4 - %x(t)) . (4.1)

Opét se pfimym vypooctem muzeme piesvédcit, ze posloupnosti dané formulemi

AK (2 \? AK [ 27tip\? AK [ 2tr\?
xl(t):T sing—= ) xg(t):T sing—— ) xg(t):T sin —

jsou fesenimi této rovnice pro libovolné prirozené ¢islo n. Pritom plati
x3(t) >0 prot <mn, z3(t)=0prot>n,

0<xzi(t) < Kprot<n, xz(t)=K prot>n,

4K 22n+t 2 4K 22n+t 2
zo(t +n) = 3 (Sin ﬂ-) = — <Sin <2n+t7r — 7T>> =

2m 41 3 2" +1

Vidime tedy, Ze rovnice (4.1) mé jednak FeSeni, které v koneéném Case vymizi, dale FeSeni,
které se v konec¢ném case ustali na hodnoté kapacity prostredi, a také reseni periodické. Pritom
plati

)2 < x2(0) = K <si 2'm >2 < x3(0) = % (sin 1>2

4K /.
0<x1(0):—<sm 3 D o

m
3 3-2n
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x(t)

—_

Obréazek 4.1: Reseni logistické rovnice (1.14) s
se tfemi riznymi poc¢ateénimi hodnotami: z(0)

péti krocich nabude hodnoty 2K = 1), z(0) = % (sm gg )2 = 0,01205 (Cervena — FeSeni ma
periodu 5), z(0) = % (sin 3%%) = 0,01281 (modra — feSeni po péti krocich skon¢i na hodnoté
0). Poc¢ateéni hodnoty jsou prakticky nerozlisitelné, lisi se od sebe o méné nez 1,2% z hodnoty

K, ptitom priibéhy feseni jsou kvalitativné odlisné.

rametry r =4, K = 1, tj. rovnice (4.1),
2 (sm ) = 0,00143 (zelend — feseni po

a limita vyrazu na pravé strané pro n — oo je rovna 0. To znamenad, ze pti dostatecné velkém
n jsou pocatecni hodnoty jednotlivych uvedenych feseni ,velice blizko nula“ a proto jsou
,prakticky nerozlisitelné®. Jinak feceno, pti malé pocatecni velikosti populace nelze predikovat
vyvoj jeji velikosti. Situace pro n = 5 je znazornéna na obrazku 4.1.

7 tohoto ptikladu vidime, Ze chovani systému muze skutecné byt charakterizovano rov-
novahou — stav systému se ustéli v tomto dynamicky rovnovazném stavu. Ale nemusi tomu
tak byt, i systém popsany témér stejnou rovnici, tj. lisici se jen v hodnoté jednoho parame-
tru, se muze chovat aplné jinak, jeho chovani nelze jednoduse charakterizovat rovnovahou,
jeho chovani mutze byt velice komplikované. Jesté zavaznéjsi je zjisténi, ze dokonce ani ade-
kvatni matematicky model nemusi byt pouzitelny k predikci vyvoje autonomné se chovajiciho
systému.

Také je dobré si uvédomit, Zze autonomnost revnice nebo soustavy rovnic vyjadruji jen jisty
thel pohledu na modelovanou realitu, nikoliv realitu samu. Tato vlastnost je totiz vymezena
pouze tvarem zapisu. Ilustrujme si tuto skutecnost opét na modelu ristu populace.

To, ze chapeme populaci spolu s jejim prostiedim jako jeden izolovany systém, neni vy-
nuceno né&jakymi objektivnimi zédkonitostmi. Jedna se jen o jednu z moznosti popisu, o jeden
mozny thel pohledu. Stejné dobie bychom si mohli predstavovat, ze samotna populace pred-
stavuje systém, na ktery ptisobi jeho okoli. Nebo zZe populace a jeji prostiedi jsou dva systémy,
které se vzajemné ovlivnuji. Tyto moznosti ukdzeme na prikladu Bevertonovy-Holtovy rovnice

(1.16).
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Resen{ rovnice (1.16) s poc¢ateéni podminkou (1.9) je ddno formuli

K&
x(t) = , 4.2
Q o+ (K —&o)rt (4.2)
jak se muzeme presvédcit primym vypocem. Odtud plyne, ze
o(t+1) o+ (K — Eo)rt - r
x(t) So+ (K —&)r—t-1 1+ (r—1)%
o+ (K —&o)rt
Oznacime-li tedy
§o 1
y( ) - —t = ) (43)
- K
o+ (K —&o)r 14 (_ B 1) ot
€o
miizeme psat
e(t+1) = —————a(t). (4.4)

14 (r—Dy(t)

Vyvoj velikosti populace je tedy také zapsan linearni homogenni rovnici. Tato rovnice neni
autonomni, proménné ¢ se neobjevuje jen jako index hledané posloupnosti z, ale také ve
vyrazu y(t); pfitom posloupnost y povazujeme za zndmou. Vyraz

1+ (r—1y(t)

lze interpretovat jako rustovy koeficient populace, ktery se v ¢ase méni; je-li (r—1)y(¢) > 0, je
tento ristovy koeficient mensi nez vnitini koeficient rtistu populace, je-li (r —1)y(t) < 0, pak
je vétsi. Veli¢inu y(t) mizeme tedy interpretovat jako vliv prostiedi na rist populace v ¢ase
t, jako jakousi charakteristiku proménlivého prostfedi. Z rovnosti (4.2) a (4.3) vidime, ze

Bezrozmérna veli¢ina y tedy vyjadiuje pomér velikosti populace k tizivnosti prostiedi, coz
lze také chapat jako relativni (vy)cerpani zdroji prostfedi, nebo z jiného pohledu jako jejich
vzéacnost.

Z rovnosti (4.3) plyne

a tedy
1 1 ry(t)
K 1 1 —Dy(t
1+ (— - 1) r—t=1 14 <— — 1) r—1 +r )y(t)

€o y(t)

Posloupnost y je tedy fesenim nelinearni diferenc¢ni rovnice
ry(t
yt+1) = — 40 (45)

1+ (r—1)y(t)
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Model ristu populace mame nyni vyjadfeny dvéma autonomnimi rovnicemi (4.4) a (4.5).
Rovnice pro posloupnost y (charakterizujici prostiedi) nezavisi na posloupnosti x, proto ne-
mluvime o systému ale o dvojici rovnic. Tuto dvojici mizeme interpretovat jako model auto-
nomné se vyvijejictho prostiedi, které ovliviiuje velikost populace. V rovnicich (4.4), (4.5) se
nevyskytuje parametr K; Gzivnost prostfedi by se objevila jako pocateéni podminka

y(0) = 5_}2

Z relaci (4.4) a (1.16) mtzeme také odvodit

L4 (r— Dyt = - x(t) _ K+ (r— 1)x(t),

(t+1) K
takze .
-1y = T2,
Dosadime-li tento vyraz do (4.5), dostaneme
rkK

V)= - e

(4.6)
Nyni nebudeme posloupnost y povazovat za zndmou. Systém rovnic (4.4), (4.6) je autonomni,
proménna ¢ se na pravych stranach objevuje pouze jako index hledanych posloupnosti. Systém
(4.4), (4.6) mtzeme tedy chapat jako model vyvoje populace (charakterizované jeji velikosti
x) a a jejiho zivotniho prostfedi (charakterizované relativni vzacnosti zdroji y); pfitom se
populace a prostfedi vzajemné ovliviiuji, ale nejsou ovliviiovany nicim jinym.

Oznadime-li
T rK

e YT rreone

mizeme systém rovnic (4.4), (4.6) zapsat v ,symetrickém* tvaru

e(n)

(t+1) = @(y@t)=(t),
y(t+1) = p(z(t))y(t).

Tvar rovnic naznacuje, zZe veli¢inu p(y) miZzeme interpretovat jako ristovy koeficient populace
o velikosti x, a analogicky, veli¢inu () muzeme interpretovat jako rustovy koeficient néjaké
populace o velikosti y.

Trividlni Gprava modelu riistu populace v omezeném prostiedi ukézala, ze populaci a jeji
prostiedi muZzeme chapat dynamicky jako vztah dvou vyvijejicich se populaci; pfitom rastovy
koeficient jedné z nich zavisi na té druhé.

Pokud je populace zivotaschopna, tj. jeji vnitini koeficient rastu r je vétsi nez 1, pak

r(r—1)
(1+(r—1)p)°

Zvétseni ,,populace y* zmensuje rychlost riistu ,,populace x* a zvétseni ,,populace x“ zmensuje
rychlost ristu ,,populace y“. To v ekologické terminologii znamena, %e uvazované interagujici
populace jsou ve vztahu konkurence (kompetice).

rK(r—1)

S <0.
(K + (r— 1))

HORS <0, W©O=-
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V této kapitole se budeme zabjvat autonomnimi rovnicemi a jejich systémy. Nejprve
ukdzeme jednoduché vlastnosti autonomnich rovnic prvniho fadu. Z nich nejdilezitéjsi je
yinvariance v case“, ktera, zhruba feceno, ukazuje, ze nezalezi na tom, kdy se systém popsany
autonomni rovnici zacal vyvijet, ale na tom, z jaké hodnoty tento vyvoj zacinal. Pak se budeme
vénovat rovnovaznym staviim a zejména jejich stabilité, tj. schopnosti systému se po (malém)
vychyleni z rovnovahy do rovnovazného stavu vratit. V ptipadé autonomnich rovnic k tomuto
zkoumani mame efektivni vypocetni i grafické metody.

Vysledky ziskané pro autonomni rovnice prvniho fadu pak zobecnime na systémy rovnic
a rovnice vyssich fadi; pro né vsak jiz grafické metody nejsou k dispozici.

4.1 Autonomni rovnice prvniho radu

Autonomni diferencni rovnice pruvntho 7adu je takova rovnice, v niz se index posloupnosti ¢
nevyskytuje explicitné. Ve tvaru rekurentni formule ji muzeme zapsat jako

z(t+1) = f(z(t)), (4.7)

kde f: Q — Q, Q C R. Pomoci operatoru posunu ¢ miizeme rovnici (4.7) zapsat jesté struénéji
ve tvaru

Autonomni rovnice tedy mohou modelovat proces, ktery se odehrava v podminkach neméni-
cich se v prubéhu casu. To lze interpretovat i tak, Ze systém je izolovany, neptisobi na ného
zédné vnéjsi vlivy. Posloupnost = vyjadiuje néjak kvantifikovany stav tohoto procesu. Funkce
f popisuje, jak se stav v prubéhu ¢asového kroku zac¢inajiciho v okamziku ¢ zméni z hodnoty
x(t) na hodnotu z(t+1). Mnozina € je mnozinou hodnot, kterych miize stav procesu nabyvat,
proto ji nazyvame stavovy prostor.

U procest probihajicich v ¢asové neproménnych podminkich nezalezi na tom jaky cas
zvolime za pocatek, podrobnéji:

Tvrzeni 15. Je-li posloupnost Z FeSenim rovnice (4.7) s po¢ateéni podminkou Z(tg) = &p,
pak posloupnost z definovana vztahem z(t) = Z(t + o) je feSenim rovnice (4.7) s pocateéni
podminkou z(0) = &.

Dikaz: Posloupnost z je feSenim rovnice (4.7), nebot

c(t+1) =zt +1+1t) =2((t+to) +1) = f(Z(t+to) = f(2(t)),

a spliiuje pocateéni podminku x(0) = Z(0 + tg) = Z(to) = &o. O

Bez jmy na obecnosti tedy mizeme rovnici (4.7) uvazovat s poc¢ateéni podminkou

z(0) = o3 (4.8)

pritom musi byt £y € Dom f.
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Ulohu (4.7), (4.8) miiZzeme Fesit tak, Ze postupné pocitame jednotlivé &leny posloupnosti
feSeni, tj.

£(t) = (%),

Posloupnost = je tedy feSenim tlohy (4.7), (4.8) pravé tehdy, kdyz x(t) = f!(&) pro kazdy
index ¢t € N (symbol f! oznacuje t-krat sloZzenou funkci f, nikoliv t-tou mocninu funkéni
hodnoty). Z tohoto vyjadieni je vidét, ze z ohranic¢enosti funkce f plyne ohrani¢enost Feseni
rovnice (4.7). Podrobnéji:

Tvrzeni 16. Pokud existuje konstanta h € R, resp. H € R, takové, ze h < f(x), resp.
f(x) < H, pro vSechna x € Q, pak pro kazdé feSeni x rovnice (4.7) a pro vSechny indexy ¢ > 0
plati h < z(t), resp. z(t) < H.

O odhadu feseni tulohy (4.7), (4.8) z jiného pohledu vypovida nasledujici

Tvrzeni 17. Necht existuje ¢islo g takové, Ze pro vSechna £ € A C Q plati

[F ()] < ql€], resp. [f(E)] = qlg].

Necht & € A, x je feSeni tlohy (4.7), (4.8). Pak pro kazdy index ¢ € Ny FeSeni z spliiuje
nerovnost
|2(t)| < [€olq", resp. x(t) > [€old",

nebo existuje t; < ¢ takové, ze x(t1) ¢ A. Pokud f(A) C A, nemtize druhd moznost nastat.

z(0)| = €| = |€0|q°. Indukéni krok

Dikaz: Tvrzeni dokdzeme tplnou indukei. Pro ¢t = 0 plati
v prvnim pripadé je

jo(t + 1) = [f(z(®)] < ql2(t)] < qléold" = |&olg",

ve druhém ma obracené nerovnosti. O

4.1.1 Grafické feSeni

Uvazujme nelinearni diferenéni rovnici (rekurentni formuli) prvniho fadu (4.7) s pocatecéni
podminkou (4.8). Rovnici lze chapat také jako zapis zobrazeni, které realné hodnoté x(t)
prifadi hodnotu z(t + 1), tj. jako realnou funkci jedné realné proménné. Toto zobrazeni lze
znézornit v soufadné roviné — na vodorovnou osu nanasime hodnoty z(t), na svislou hodnoty
x(t + 1). Nakreslime tedy graf funkce f a pro danou hodnotu z(0) = & na ném najdeme
hodnotu z(1).

Stejnym zptsobem chceme najit hodnotu x(2) pomoci hodnoty z(1). Hodnotu z(1) tedy
pfeneseme na vodorovnou osu; to muzeme udélat tak, ze sestrojime vodorovnou tusecku ve
vysce (1) (,,vySkou* rozumim, Ze pfimka incidentni s touto tseckou prochazi bodem (0, x(l))
na svislé ose) a najdeme jeji prisecik s osou prvniho kvadrantu, tedy bod (z(1),z(1)). Nyni
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z(t+1) M% z(t+1)
- o) 3
‘ f )
&o 35‘* z(t) o " z(t)
z(t+1) fla()) z(t+1)
f(x(1))
£o x(t) €o x(t)

Obrazek 4.2: Grafické feSeni autonomni rovnice (4.7). Vlevo ,schodovy diagram®, vpravo

spavucinovy diagram®, nahofe stabilni (pfitahujici) pevny (rovnovazny) bod zobrazeni f,
dole nestabilni (odpuzujici).
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prusecik svislé primky prochézejici timto bodem a grafu funkce f ma druhou soutadnici rovnu
hledané hodnoté z(2) = f(z(1)).

P11 hledani hodnoty z(2) FeSeni uvazované diferenc¢ni rovnice tedy sestrojime vodorovnou
tsecku s krajnimi body (&,z(1)) a (z(1),z(1)), poté asetku s krajnimi body ((1),z(1))
a (z(1),2(2)). Timto zpisobem mtizeme pokracovat a postupné nachézet (konstruovat) jed-
notlivé ¢leny posloupnosti, kterd fesi danou diferen¢ni rovnici. V zavislosti na tvaru grafu
funkce f, tsecky konstruované popsanym zpusobem vytvari ,schody“, obr. 4.2 vlevo, (odtud
pouzivany nazev ,stair step diagram“) nebo ,pavuéinu® (,,codweb diagram*), obr. 4.2 vpravo.

Pokud je funkce f konkévni, ma nejvyse dva pevné body. To znamena, ze existuji nejvyse
dvé hodnoty z* takové, ze f(z*) = z*. Tyto body jsou souradnicemi priseéikt grafu funkce f
a osy prvniho kvadrantu. Na diagramech konstruovanych popsanym zptisobem je dobte vidét,
za jakych podminek (tj. pii jakém tvaru funkce f) se feSeni uvazované diferenc¢ni rovnice od
staciondrniho bodu vzdaluje (obr. 4.2 dole) nebo se k nému pfiblizuje (obr. 4.2 nahote).

4.1.2 Rovnovazné body a jejich stabilita

Definice 24. Mnozina boda T (&) = {f"(&) : n € N} se nazyva (pozitivni) trajektorie bodu
&o nebo orbita bodu &.

Trajektorie bodu £y je mnozinou ¢lent feseni ulohy (4.7), (4.8).

Definice 25. Rekneme, ze bod z* € Dom f je rovnovding (staciondrni) bod rovnice (4.7),
pokud je pevnym bodem funkce f, tj. pokud plati f(z*) = x*.

Bod z* je rovnovaznym bodem rovnice (4.7) pravé tehdy, kdyz stacionarni posloupnost
x = z* je feSenim této rovnice. To nastava pravé tehdy, kdyz x* je prvni soutadnici priseciku
grafu funkce f a osy prvniho a tretiho kvadrantu, tj. pfimky o rovnici y = .

Trajektorie rovnovazného bodu z* je jednoprvkovd, T (z*) = {«*}.
Definice 26. Rekneme, ze rovnovazny bod x* rovnice (4.7) je dosaZitelny z bodu & € Dom f,
pokud existuje kladné ¢islo r € N takové, ze f7(£) = z* a f"~1(&) # z*.

Je-li rovnovazny bod x* dosazitelny z néjakého bodu £ # z*, pak funkce f neni prosta.

Priklad: UvaZzujme rovnici

z(t+1) =T (x(t

kde funkce T je definovana vztahem

~—
~—

Plati 7'(0) = 0, T(%) =2- 2% = %, takze 0 a % jsou rovnovazné body uvazované rovnice.
Déle1 )

T(3) =3,

() =4 ) =T() =3,

T( ) = %7 TZ(%) = %7 T3(%) = %7
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To znamena, %e rovnovazny bod % je dosazitelny z kazdého bodu tvaru 5 on

Definice 27. Necht z* je rovnovazny bod rovnice (4.7) a posloupnost x je FeSenim ulohy
(4.7), (4.8). Rekneme, Ze rovnovazny bod z* je

stabilni, pokud ke kazdému e > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze z nerovnosti |{y — z*| < J plyne
nerovnost |z(t) — 2*| < € pro vSechna t > 0;

atrahugici (pritazlivy), pokud existuje n > 0 takové, ze z nerovnosti [{g—z*| < 1 plyne rovnost
tlim x(t) = x*; je-li navic n = oo, fekneme, ze x* je globdlné atrahujici;
—00

asymptoticky stabilni, pokud je stabilni a atrahujici; je-li * navic globalné atrahujici, fek-
neme, ze rovnovazny bod x* je globalné asymptoticky stabilni;

nestabilni, pokud neni stabilni;
repelentni (odpuzujict), pokud existuje € > 0 takové, Ze z nerovnosti {y # x* plyne, Ze existuje
index posloupnosti ty takovy, ze |z(t) — z*| > € pro vSechny indexy t > .

Poznamenejme, ze je-li rovnovazny bod z* rovnice (4.7) repelentni, pak je nestabilni.
Obracené tvrzeni neplati. Od nestabilniho rovnovazného bodu z* se fesSeni x rovnice (4.7)
v jistém case (indexu) t; vzdali, ale v n&jakém dalsim case to > 1 se k nému mize opét
pEiblizit.

Priklad: Linearni rovnice

z(t+1)=ax(t)+

s pocateéni podminkou z(0) = &y mé podle vysledki uvedenych v 3.1.3 feseni

x(t)=<§o+L>at+ b

a—1 11—«

Pro jediny rovnovazny bod z* = uvazované rovnice plati:

-«
e je-li || > 1, pak z* je repelentni;

e je-li o] =1, pak z* je stabilni ale nikoliv atrahujici;

e je-li |a| < 1, pak z* je globalné asymptoticky stabilni; je-li pfitom navic o = 0, pak z*
je dosazitelny z jakéhokoliv bodu £ € R, £ # z*. |

Budeme vysetfovat chovani feseni rovnice (4.7) v okoli rovnovazného bodu z*. Odchylku
FeSeni x od rovnovazného stavu z* definujeme jako posloupnost y danou vztahem

y(t) = w(t) — =
Z Taylorovy véty plyne, ze ke kazdému indexu t existuje ¢islo J(t) z intervalu [0, 1] takové, ze
yt+1) =t +1) — 2" = f(z(t) - f(2") =
* * 1 * * %\ 2
= F'@) (@t = 2%) + 57" (¢ + 90 (2() — 7)) ((t) - 27)* =

= Fae) + 5 (" + )y
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Pokud je odchylka y(t) ,mala“, ,vyrazné mensi nez 1¢, pak je jeji druhd mocnina y(t)? ,,jesté
mensi®, ,skoro nulova“. Na zakladé této iivahy zanedbame v posledni rovnost posledni s¢itanec
a dostaneme, ze odchylka y(¢) od rovnovdzného stavu piiblizné spliiuje linedrni homogenni
diferenc¢ni rovnici

y(t+1) = f'(=")y(t).

Pokud tedy |f’(z*)| < 1, pak mald odchylka se bude s rostoucim indexem ¢ zmensovat, az
vymizi. Lze tedy ocekéavat, ze v piipadé |f’(z*)| < 1 bude rovnovazny bod z* asymptoticky
stabilni. Pokud naopak |f’(z*)| > 1, mald odchylka se bude s rostoucim t zvétsSovat, az
prestane byt malou. V tomto pripadeé lze ocekavat, ze rovnovazny bod z* je nestabilni. Z této
tvahy ovSem neplyne, ze by v pfipadé |f/(z*)| > 1 byl rovnovazny bod x* repelentni. Odchylka
se muze zveétsit a poté znovu zmensit na hodnotu mensi, nez predem dana hranice €.

Provedend tvaha ukazuje, Ze lze snadno rozhodnout o asymptotické stabilité nebo nesta-
bilité rovnovazného bodu z* rovnice (4.7), pro ktery je |f'(x*)| # 1. Takovy rovnovazny bod
si zaslouzi vlastni nazev.

Definice 28. Rekneme, 7e rovnovazny bod z* rovnice (4.7) je hyperbolicky, pokud

/()] # 1.

Pri vySetfovani stability se vSak nemusime omezit jen na hyperbolické rovnovazné body.
Témer uplnou odpovéd na otdzku stability rovnovaznych bodt autonomnich diferencnich
rovnic s hladkou pravou stranou da Véta 23.

Véta 23. Necht x* je rovnovaziny bod rovnice (4.7) a funkce [ je spojité diferencovatelnd
v bode x*. Pak plati:

(i) Je-li |f'(z*)| > 1, pak x* je nestabilni.
(i1) Je-li |f'(z*)| < 1, pak x* je asymptoticky stabilni.
(111) Je-li f'(z*) =1 a funkce f je v bodé x* dvakrdt spojité diferencovatelnd, pak:

(a) je-li f""(x*) #0, pak x* je nestabilni;
(b) je-li f"(x*) =0 a funkce f je v bodé x* trikrdt spojité diferencovatelnd, pak
(o) je-li f"(x*) >0, pak x* je nestabilni,
(B) je-li f"(z*) <0, pak x* je asymptoticky stabilni.
(iv) Je-li f'(x*) = —1 a funkce f je v bodé x* trikrdt spojité diferencovatelnd, pak:
(a) je-li f"(x*) < =2 [f"(x*))?, pak =* je nestabilni,
1

3
2
(b) je-li f"(x*) > —3[f (z*)]?, pak =* je asymptoticky stabilni.

Drikaz: (i) Necht | f'(2*)| > 1. Polozme v = £ (| f'(z*)| — 1) > 0. Ponévad# funkce f’ je spojita
v bodé z*, je v tomto bodé spojita i jeji absolutni hodnota a tedy existuje € > 0 takové, ze
pro kazdé £ € (z* —e,2* +¢) je

P> [f(=9)] =
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Polozme ¢ = inf {|f'(§)] : —e < { —a* < &}. Pak
q> @) —v=L(f(a")|+1) > 1L

Necht nyni 0 < |{§p — z*| < € a x je feSenim ulohy (4.7), (4.8). Ozna¢me y(t) = |z(t) — 2*| a
pripustme, Ze y(t) < € pro vSechna ¢t € N. Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté existuje
¥ =9(t) € (0,1) takové, ze

y(t+1) =zt +1)— 2" = ‘f(x(t)) — f(x*)| = |f’(x* + 9(x(t) — x*)) (m(t) — x*)‘ =
= |f'(a" +9(x(t) — =) ||x(t) — 2*| > q|z(t) — "] = qy(1).

Podle Tvrzeni 17 je y(t) > ¢'y(0) = ¢" |§o — «*|, piicemz ¢ > 1, coz znamena, Ze tliglo y(t) = oo.
Proto nemuze byt y(t) < e pro vSechny indexy ¢ € N. Existuje tedy index ¢, ze |z(t) — z*| > ¢,
tj. rovnovazny bod x* je nestabilni. Tvrzeni (i) je dokézano.

(ii) Necht |f'(z*)| < 1. Polozme v = (1 — |f'(z*)|). Pak je v € (0,1). Ze spojitosti
funkce |f’| plyne, ze ke ~ existuje ¢ > 0 takové, Zze ‘|f’(£)| — |f’($*)|‘ < = pro vSechna
€ € (2" —e,2* +¢). Tedy pro vSechna & z e-okoli bodu z* plati

Ol <|f (@) +y=1-~v<1

Polozme opét y(t) = |z(t) —x*|. Necht xp = z(0) € (z* —¢,2*+¢), tedy y(0) = |2(0) —z*| < e.
Pokud pro néjaké t > 0 je y(t) < e, pak podle Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté existuje
v € (0,1) takové, ze

y(t+1) = la(t + 1) = ¥ = |f (2(t)) — F(@)] = |F (2" + 0(a(t) - 2)) (2(t) — 2*)| =
= [7(@" + 0a(t) — 27)| la(t) — 27| < (L= )y(t) < y(t) <=

Tedy z nerovnosti y(t) < & plyne nerovnost y(t + 1) < . Uplnou indukci tedy dostaneme,
ze |z(t) — x*| = y(t) < € pro v8echna ¢ > 0. To znamend, ze rovnovazny bod z* je stabilni.
Soucasné plati y(t + 1) < (1 — v)y(t) pro vSechna ¢ > 0. Z Tvrzeni 17 nyni plyne

0 <y(t) <y(0)(1—~)

a ponévadz tlim (1 — )t =0, plati podle véty o tfech posloupnostech
—00

0= li t)=1li t) — 2"

Jim y(t) = m [o(t) ~ o],

takze tlim z(t) = x*. To znamend, Ze rovnovazny bod z* je atrahujici. Celkem tedy z* je
—00

asymptoticky stabilni a tvrzeni (ii) je dokazéano.

(iii) Necht f’(z*) = 1. Pak osa prvniho kvadrantu je tecnou ke grafu funkce f a existuje
okoli bodu z*, na kterém je funkce f ryze rostouci. Necht nejprve je funkce f na levém
ryzim okoli bodu z* ryze konkavni, tj. jeji graf lezi pod te¢nou v bodé z*. Oznac¢me e takové
kladné ¢islo, ze funkce f je na intervalu [z* — €, 2*) rostouci a ryze konkévni. Pak pro kazdé
€ € [z* —e,2) plati

§> (&) (4.9)
Je-li x feSeni rovnice (4.7) a pro néjaky index t plati z(t) € [z* — e,2*), pak podle pfedchozi
nerovnosti plati

z(t+1) = f(z(t) < z(t).
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Piipustme, Ze existuje FeSeni rovnice (4.7) takové, ze x(t) € (z* — &,2*) pro vSechny indexy
t € N. Pak x je ryze klesajici zdola ohranicena posloupnost, tedy podle Véty 2 konvergentni.
Oznacéme

T = tlggo x(t).

Pak je & € [x* — e,2"). Z nerovnosti (4.9) a ze spojitosti funkce f nyni plyne

< f(@)=f <lim :c(t)) = lim f(2(t)) = lim o(t+1) = lim 2(t) = ,

t—o00 t—o00

coz je spor. Dostavame tak:

e Je-li funkce f rostouci a ryze konkévni na intervalu [x* — e, 2*), pak pro kazdé feSeni x
rovnice (4.7) s po¢atecéni podminkou z(0) € (z* — ¢, 2*) existuje index ¢t € N takovy, zZe
x(t) < z* —e.

Necht nyni je funkce f na levém ryzim okoli bodu z* ryze konvexni, tj. jeji graf lezi nad
te¢nou v bodé z*. Ozna¢me § takové kladné ¢islo, ze funkce f je na intervalu (z* — §, 2*) ryze
konvexni a rostouci. Pak pro kazdé £ € (z* — §,2%) je

§< f(E) <™ = f(a"). (4.10)
Je-li z(t) € (z* — §,2*), pak podle téchto nerovnosti plati
z(t) < f(z(t) =z(t+1) <™

To znamend, Ze FeSeni = rovnice (4.7) s po¢ateéni podminkou z(0) € (x*—4, z*) je ryze rostouci
posloupnost shora ohrani¢end hodnotou z*. Podle Véty 2 je tato posloupnost konvergentni.
Existuje tedy < x* takové cislo, ze

Ze spojitosti funkce f nyni plyne

76 = 1 (i 10) = fim S (o(0) = fi o0+ =5
Kdyby & < z*, pak by podle (4.10) platilo & < f(Z) = & a to by byl spor; je tedy & = z*.
Dostavame tak

e Je-li funkce f rostouci a ryze konvexni na intervalu (z* — d,2*), pak pro kazdé feSeni
x rovnice (4.7) s pocateéni podminkou z(0) € (z* — 6, z*) plati z(¢) € (z* — J,2*) pro
vSechny indexy ¢t € N a tlim x(t) = x*.

—00

Analogicky muzeme ukazat, ze plati tvrzeni

e Je-li funkce f rostouci a ryze konkavni na intervalu (z*,z* + 0), pak pro kazdé feseni
x rovnice (4.7) s po¢ateéni podminkou x(0) € (z*,z* + 0) plati z(t) € (z*,2* + 0) pro
vSechny indexy ¢t € N a tlim x(t) = z*.

— 00

e Je-li funkce f rostouci a ryze konvexni na intervalu (z*, 2* + €], pak pro kazdé feseni x
rovnice (4.7) s poc¢atecéni podminkou z(0) € (z*,2* + ¢) existuje index ¢ € N takovy, ze
x(t) > z* +e.
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Z dokazanych pomocnych tvrzeni jiz plyne tvrzeni (iii). V piipadé (a) je totiz funkce f na
okoli rovnovazného bodu z* bud ryze konvexni nebo ryze konkavni. V pfipadé (b) ma funkce
f v bodé z* inflexi; pokud nastane moznost («), pak je funkce f na pravém okoli bodu z*
konvexni; pokud nastane moznost (), pak je funkce f na levém okoli bodu z* konvexni a na
pravém konkavni.

(iv) Spolu s rovnici (4.7) uvazujme rovnici

y(t+1) = g(y(t)), (4.11)

kde g = f2. Je-li z* rovnovazny bod rovnice (4.7), pak

a z* je také rovnovaznym bodem rovnice (4.11). Je-li posloupnost x FeSenim rovnice (4.7),
pak posloupnost y definovand vztahem y(t) = (2¢) spliiuje rovnost

g(z(2t)) = f<f(x(2t))> = f2t+1) =22t +2) =2(2t+ 1)) =yt + 1)

a tedy je feSenim rovnice (4.11). Tato skutecnost ukazuje, ze z asymptotické stability (resp.
nestability) rovnovazného bodu rovnice (4.11) plyne asymptoticka stabilita (resp. nestabilita)
rovnovazného bodu z* rovnice (4.7).

Dale plati

J@ = f'(fw)f' ),

I = W) I+ W) W),
") = Q) [FO] 3 (W) W) W) + (@) ().

Je-li tedy f/(2*) = —1, pak podle pfedchozich rovnosti plati

Tvrzeni (iv) je tedy disledkem tvrzeni (iii). O

Priklad. Stabilita rovnovazného feseni Bevertonovy-Holtovy rovnice.
Rovnice (1.16) je autonomni, funkce na jeji pravé strané je ddna vyrazem

rK

I = e e e

Oba parametry r a K jsou kladné. Uvazujme tuto rovnici na stavovém prostoru 2 = [0, c0).
Rovnovazné body jsou fesenim (algebraické) rovnice
rK
rT———— =u,
K+ (r—1)z

po snadné uprave

(K —z)(r—1)=0.
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Predpokladejme nejprve, ze r % 1. Pak jsou rovnovazné body dva, 0 a K. Plati

r 2
0= o L SO =n S0 -

7 Véty 23 nyni plyne: Je-li » < 1, pak je rovnovazny bod 0 asymptoticky stabilni a rovnovazny
bod K je nestabilni. Naopak, pokud r > 1, pak je rovnovazny bod 0 nestabilni a rovnovazny
bod K je asymptoticky stabilni. Mutzete si ovérit, ze stejné zavéry plynou i z explicitniho
feseni (4.2) rovnice (1.16).

Ponévadz Bevertonova-Holtova rovnice modeluje vyvoj populace v prostiedi s izivnosti K,
muzeme tento vysledek interpretovat: Je-1i vnitini koeficient ristu r mensi nez 1, pak populace
vymre; v takovém piipadé by totiz populace nemohla rust ani v prostredi s neomezenymi
zdroji. Pokud je vnitfni koeficient rustu vétsi nez jedna, populace v prostiedi dlouhodobé
preziva a jeji velikost se ustali na hodnoté kapacity prostredi.

Povsimnéme si, Ze o pfeziti populace vyvijejici se podle rovnice (1.16), tedy populace K-
stratégt, nerozhoduje prostiedi ale jen jeji vlastni bioticky potencial. Tento zavér asi neni
obecné uplné realisticky — v pripadé malé kapacity prostfedi mtize i populace K-stratégt
vyhynout v dusledku néjaké ndhodné fluktuace.

Pokud r = 1, pak je kazdy bod ze stavového prostoru rovnovazny. Rovnice (1.16) nabude
tvar

x(t+1) = x(t)

a jeji reseni je konstantni, z = £). Kazdy bod je tedy navic stabilni. Tato teoreticky mozna
situace asi nema rozumnou ekologickou interpretaci. |

4.1.3 Cykly a atraktory

Definice 29. Necht b € Dom f, pe N, p > 1.

Rekneme, Ze b je p-periodicky bod rovnice (4.7), pokud fP) =0

Trajektorie p-periodického bodu b, T(b) = {b f(b), f2(b),. .. ,fp_l(b)}, se nazyva cyklus
délky p (p-cyklus).

Rekneme, ze p-periodicky bod je dosaZitelny z bodu b, pokud existuje m € N, m > 1
takové, ze f™(b) je p-periodicky bod.

Pokud bod b € Dom f je p-periodickym bodem rovnice (4.7), pak je také (kp)-periodickym
bodem této rovnice pro libovolné kladné celé ¢islo k.

Bod b € Dom f je p-periodickym bodem rovnice (4.7) pravé tehdy, kdyz je rovnovaznym
bodem rovnice

z(t+1) = fP(z(t)). (4.12)

Definice 30. Rekneme, Ze p-cyklus 7 (b) rovnice (4.7) je stabilni, asymptoticky stabilni, nesta-
bilni, atrahujici (pritazlivy), globalné atrahugici, repelentni (odpuzujici), pokud tuto vlastnost
ma rovnovazny bod b rovnice (4.12).

Véta 24. Necht T(b) = {b, f(b), f(f(D)),...,[P71(b)} = {=(0),2(1),z(2),...,z(p — 1)} je
p-cyklus rovnice (4.7).

Je-li |f (z(0)) f'(z(1)) f'(2(2)) - - f'(2(p — 1))| < 1, pak je T (b) asymptoticky stabilni.
Je-li | f/(z(0)) f'(z(1)) f'((2)) -+ f'(x(p— 1)) | > 1, pak je T (b) nestabilnd.
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Dikaz: Podle véty o derivaci slozené funkce plati

(fP) (6) = /(271 0) (fP7Y) (0) = £ (z(p — 1)) £/ (f272(0)) (F772) (0) =
= f(z(p— 1) f' (z0—2) F (P2 ®) (/72 ) = -
o= falp=1) f(2(p—2)) f (x(p—3)) - f(2(1)) f'(2(0)).

Tvrzeni jsou nyni disledkem Véty 23. U

Je-li z* globalné atrahujici rovnovazny bod rovnice (4.7), pak pro kazdé feSeni z = z(t)
této rovnice plati
lim z(t) = =¥,
t—o0

tj. kazdé feseni ,skon¢i v bodé x*“. Je-li trajektorie 7 (b) globalné atrahujici p-cyklus rovnice
(4.7), pak pro kazdé feseni x = z(t) této rovnice plati

Jim (min {|z(t) —¢] = £ T(b)}) =0,

tj. kazdé kazdé FeSeni ,skonéi v mnoziné 7 (b)“.
Mnozina, ,ve které kon¢i kazdé Feseni rovnice (4.7)“ se nazyva atraktor této rovnice. Piesné
bude tento pojem zaveden pozdéji.

4.1.4 Autonomni rovnice zavislé na parametru

Nechf nyni f: Q@ x A — R, kde Q C R, A C R, je funkce dvou proménnych takova, ze pro
kazdé p € A a kazdé x € Q plati f(z,u) € Q. Pro pevné zvolené p € A muZzeme funkci f
chapat jako funkci jedné proménné = a p povazovat za parametr. Tuto funkci jedné proménné
budeme znacit f(-,pu).

Uvazujme rekurentni formuli

z(t+1) = f(zt),p). (4.13)

Rekneme, Ze pfi hodnoté parametru p = p9 dochdzi k bifurkaci, pokud existuje ¢ > 0 takové,
ze pro p € (uo — €) je feSeni rovnice (4.13) ,kvalitativné odlisné“ od feSeni této rovnice pro

1 € (po, pro + €).
Ponékud vagné zavedeny pojem ,bifurkace“ nejprve ilustrujme dvéma priklady.

Priklad 1. Uvazujme logistickou rovnici
z(t+1) = px(t)(1 - z(t)) (4.14)
. , o . o k-1 S
s parametrem g > 0. Tato rovnice mé rovnovazné body z7 = 0 a 25 = ——. VySetiime
1

jejich stabilitu. Plati

f@) = pa(l—a), flo)=pld—22), SO =p f (“T‘l> P

Podle Véty 23 vidime, ze pro p € (0,1), resp. pro u € (1,00), je rovnovazny bod zj stabilni,
resp. nestabilni. Déle plati f/(z3) > 1 pro u € (0,1), =1 < f/(z5) < 1 pro u € (1,3)
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Obrazek 4.3: Rovnovazné body logistické rovnice (4.14) (vlevo) a rovnice (4.15) (vpravo)
v zavislosti na hodnotach parametru p. Asymptoticky stabilni rovnovazny bod je znazornén
plnou ¢arou, nestabilni teckovanou carou.

a f'(x3) < —1 pro u € (3,00), takZze rovnovazny bod z3 je pro pu € (1,3) stabilni a pro
w € (0,1) U (3,00) nestabilni.

Pfi hodnoté p = pp = 1 tedy dochazi k bifurkaci: pro hodnoty parametru p v levém
okoli p je rovnovazny bod z] asymptoticky stabilni a rovnovazny bod x5 je nastabilni; pro
hodnoty p v pravém okoli 1o je naopak stacionarni bod x] nestabilni a stacionarni bod x5
asymptoticky stabilni. Bifurkaci p¥i hodnoté u = 1 lze popsat tak, ze rovnovazné body si
vymeéni stabilitu. Takova bifurkace se nazyva transkritickd.

K bifurkaci dochézi také pii hodnoté parametru p = p; = 3: pro hodnoty parametru p
v levém, resp. pravém, okoli hodnoty p; je stacionarni bod x5 asymptoticky stabilni, resp. ne-
stabilni. Bifurkaci pfi hodnoté parametru u = 3 lze popsat jako ztratu stability rovnovazného
bodu.

Situaci lze graficky znazornit jako zavislost stacionarnich bodt rovnice na parametru pu, viz
Obr. 4.3 vlevo. Je-li rovnovazny bod asymptoticky stabilni, zndzornime prubéh jeho hodnot
plnou ¢arou, je-li nestabilni, znazornime ho teckované. |

Priklad 2. Uvazujme rovnici
r(t+1) = p+a(t) — z(t)? (4.15)

Jeji rovnovazné body jsou fesenim kvadratické rovnice

,u+x—m2:x.

Pro parametr p < 0 tedy rovnice (4.15) rovnovazné body nemé a pro p > 0 ma dva rovnovazné
body 7 5 = £,/ui. Pri hodnoté parametru p = 0 tedy dochézi k bifurkaci.
Podivejme se na stabilitu rovnovaznych bodu v pripadé g > 0. Plati

f@)y=p+z-2* fle)=1-22, f(+y/n)=1F2/p

Rovnovazny bod x5 = —./i je nestabilni a rovnovazny bod zj = /i je pro p € (0,1)
asymptoticky stabilni a pro g > 1 je nestabilni. P¥i hodnoté parametru p = 1 tedy také
dochazi k bifurkaci.
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Obrazek 4.4: Bifurka¢ni diagram logistické rovnice (4.14)

Bifurkace rovnice (4.15) lze popsat tak, Ze pfi riistu parametru u se pfi prekroceni hodnoty
o = 0 objevi dva rovnovazné body, z nichz jeden je asymptoticky stabilni a druhy nestabilni;
déle pri prekroceni hodnoty p; = 1 stabilni rovnovazny bod stabilitu ztrati. Situaci 1ze opét
znézornit graficky, viz Obr. 4.3 vpravo. |

Bifurkacniho diagram predstavuje jinou moznost, jak zndzornit kvalitativni vlastnosti fe-
Seni rovnice (4.13) v zavislosti na parametru. V ném jsou na vodorovné ose zobrazeny hodnoty
parametru p a na svislé ose je zobrazen atraktor rovnice pro prislusnou hodnotu parametru.

Konstrukei bifurka¢niho diagramu muzeme popsat nasledujicim algoritmem:

1. Specifikujeme hodnoty 1, p2, - . ., ias parametru p. Zvolime Cas 7, ktery budeme pova-
zovat za dobu, béhem niz se ,chovani feSeni ustali“, a maximalni ¢as T'.

2. Polozime i = 1.
3. Polozime p = p; a zvolime &y € Dom f( -, p).

4. Najdeme feSeni rovnice (4.13) s pocéateéni podminkou z(0) = &y pro indexy ¢t < T, tj.
najdeme mnozinu {§y = z(0),z(1),z(2),...,z(T)}.

5. Zakreslime mnozinu bodt {(,ui, x(T + 1)), (ui, x(T + 2)), ce (ui, x(T)) }

6. Pokud ¢ < M, zvétsime ¢ o jedna a vratime se k bodu 3.
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Na Obrazku 4.4 je popularni bifurka¢ni diagram logistické rovnice (4.14). Hodnoty para-
metru g jsou voleny v rozpéti py = 2.5 az pis00 = 4 s ekvidistantnim krokem délky Wloov
¢as ,,pro ustaleni feSeni“ je 7 = 2500, maximalni ¢as T' = 2600. Na diagramu je dobfe vidét
stabilni rovnovazny bod pro p < 3, stabilni 2-cyklus pro 3 < u < 3,44, stabilni 4-cyklus pro
3,45 < p < 3,54 a stabilni 3-cyklus pro 3,83 < u < 3,84. Pro hodnotu parametru py = 4
atraktor logistické rovnice (4.14) husté vypliiuje cely interval (0,1).

Typy bifurkaci

Uvazujme rekurentni relaci (4.13) a dvojici (*, o) € Q x A. Bifurkace, ke kterym dochazi pii
hodnoté parametru p = pg muzeme klasifikovat pomoci hodnot parcialnich derivaci funkce f
v bodu (z*, up). Nékteré z bifurkaci jsou shrnuty v Tabulce 4.1.

4.2 Autonomni systémy

Autonomni systém k diferencnich rovnic (rekurentnich formuli) pruniho Tddu je systém, ve
kterém se index posloupnosti ¢ nevyskytuje explicitné. Jako systém rekurentnich formuli ho
muizeme zapsat ve tvaru

. (4.16)
xk(t + 1) = fk(xl(t)’ $2(7f), s axk(t))'

O funkcich f; : R¥ - R, i=1,2,...,k, predpokladame, Ze viechny maji stejny defini¢ni obor
Q, ktery zobrazuji do sebe, tj. Im f; C Dom f; = €. Spole¢ny defini¢ni obor 2 funkci f; se
nazyva stavovy nebo fdzovy prostor. Pfi oznaceni

1 fi
T2 f2

T = : ) f = : )
Ty fr

muzZeme systém (4.16) zapsat ve vektorovém tvaru

z(t+1) = f(z(t)), (4.17)

nebo strucnéji
x? = f(x).

7 tohoto vyjadreni vidime, ze autonomni systém je bezprostfednim zobecnénim autonomni
rovnice (4.7). Formélné stejné jako Tvrzeni 15 mizeme ukézat, Ze nezaleZi na volbé poca-
teéniho ¢asu ty. Pocateéni podminku pro systém (4.16), resp. (4.17), budeme uvazovat ve
tvaru

21(0) = &o1, 2(0) = o2, - .., 2x(0) = o, (4.18)

resp.
z(0) = &. (4.19)
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Reseni tlohy (4.17), (4.19) je podobné jako v oddilu 4.1 d4no vyrazy

x(t) = f' (&)

Pro autonomni systémy zavadime pojmy analogické, jako pro autonomni rovnice:

Definice 31. Mnozina bodt 7 (&) = {f"(&o) : n € N} se nazyva (pozitivni) trajektorie bodu
&o nebo orbita bodu &y (vzhledem k rovnici (4.17)).

Necht S C Q. Mnozina 7(S) = J T (x) se nazyva trajektorie (orbita) mnoZiny S.
zes

Definice 32. Rekneme, ze bod * € Dom f je rovnovding (staciondrni) bod rovnice (4.17),
pokud je pevnym bodem zobrazeni f, tj. pokud plati f(x*) = x*.

Trajektorie rovnovazného bodu x* je jednoprvkova, T (x*) = {x*}.

Definice 33. Rekneme, Ze rovnovazny bod z* rovnice (4.7) je dosaZitelny z bodu & € Dom f,
pokud existuje kladné é&islo r € N takové, ze f"(€) = x* a " 1(€) # x*.

Definice 34. Necht * je rovnovazny bod rovnice (4.17) a vektorovéa posloupnost x je feSenim
tilohy (4.17), (4.19). Rekneme, Ze rovnovazny bod x* je

stabilni, pokud ke kazdému e > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze z nerovnosti ||o — x*|| < 0 plyne
nerovnost ||x(t) — x*|| < € pro vSechna ¢ > 0;

atrahugici (pritazlivy), pokud existuje n > 0 takové, Ze z nerovnosti ||£g — *|| < 7 plyne

rovnost tlim x(t) = x*; je-li navic n = oo, fekneme, ze x* je globdlné atrahujici;
—00

asymptoticky stabilni, pokud je stabilni a atrahujici; je-li * navic globalné atrahujici, fek-
neme, ze rovnovazny bod x* je globdln€ asymptoticky stabilni;

nestabilni, pokud neni stabilni;

repelentni (odpuzujict), pokud existuje e > 0 takové, zZe z nerovnosti &g # x* plyne existence
indexu t¢ posloupnosti @ takového, ze ||x(t) — x*|| > € pro vSechny indexy ¢ > t.

4.2.1 Stabilita linearnich systému

Uvazujme linedrni homogenni systém s konstantni matici (3.43). Tento systém je autonomni.
Jeho rovnovazny bod x* je feSenim homogenni soustavy linedrnich (algebraickych) rovnic

Qx™* = x*. (4.20)

Odtud plyne, ze ** = o je rovnovaznym bodem linedrniho homogenniho systému. Je-1li navic
matice Q — | regularni, je tento rovnovazny bod jediny; to znamenad, Ze je izolovany.
Necht je tedy matice Q — | reguldrni. Systém (3.43) s pocateéni podminkou (4.19) ma
podle (3.45) TeSeni
x(t) = PJIP~ ¢,

kde J je Jordaniv kanonicky tvar matice Q. Z tvaru feSeni vidime, Ze

(i) Maji-li vSechny vlastni hodnoty matice Q modul (absolutni hodnotu) mensi nez 1, pak
je rovnovazny bod o globalné asymptoticky stabilni.
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(ii) Pokud modul zaddné vlastni hodnoty matice Q nepfevysi 1 a ty vlastni hodnoty, které
maji modul roven 1, jsou jednoduchého typu, pak je rovnovazny bod o stabilni.

(iii) Existuje-li vlastni hodnota matice Q takova, Ze jeji modul je vétsi nez 1, pak je rovno-
vazny bod o nestabilni.

(iv) Maji-li vSechny vlastni hodnoty matice Q modul vétsi nez 1, pak je rovnovazny bod o
repelentni.

Pokud 1 neni vlastni hodnotou regulédrni matice Q, pak ma rovnice (4.20) jediné FeSeni
x* = o0 a tedy linearni homogenni systém ma jediny rovnovazny bod. Proto muZzeme mluvit
nikoliv o stabilité néjakého rovnovazného bodu systému, ale o stabilité pravé toho jediného
rovnovazného bodu. To néas opraviiuje mluvit o stabilité linedrniho systému.

Uvazujme nyni nehomogenni linearni autonomni systém (linearni systém s konstantnimi

*

koeficienty)
z(t+1) = Qxz(t) +b. (4.21)

Je-li matice Q — | reguldrni, pak m4 tento systém jediny stacionarni bod z* = (I — Q)~!b.
V takovém pripadé fekneme, ze systém (4.21) je stabilni, pokud pfidruzeny homogenni systém
je stabilni.

4.2.2 Linearizace nelinearnich systému v okoli rovnovazného bodu

Necht * = f(a*) je rovnovazny bod rovnice (4.17). Jeho stabilitu budeme vysetfovat pomoci
vyvoje odchylky y(t) = x(t) — * néjakého feseni od Feseni rovnovazného. Podle Taylorovy
véty pro libovolné i € {1,2,... k} plati

yilt+1) = @it +1) = o = fi(wa(t), 2a(0), .2 (0)) = filal a5, af) =
k (o
= 5iwm) — ) = 3 2D ()~ a3) + 0 (Jete) — 27 ) =
j=1 J
* L ofi (@)
—223 5 i)+ 0 (lyOI°)

P11 oznaceni

df1 0f 0f
8—:61( ) 8—:@( ) a—xk( )
0f2 Of2 0f2
Wy L@y . g
ox ox ox
J(f(a:)) _ 1 2 k
Ofk Ofk Ofk

prepiseme predchozi rovnosti ve tvaru

y(t+1) = I(F@))y(t) + 0 (ly®)?).
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7 tohoto vyjadreni usuzujeme podobné jako na str. 95, Zze odchylka od rovnovazného stavu
x* se ,priblizné vyviji“ jako reseni linearniho homogenniho systému

y(t+1) = J(F(@")y(b). (4.22)

Tento systém nazveme linearizace nelinedrniho systému (4.17) v okoli jeho rovnovazného bodu
x*. Matici J( f (a:*)), coz je Jacobiho matice zobrazeni f vypoc¢itanad v rovnovazném bodé,
nazyvame variacni matice systému (4.17) v jeho rovnovazném bodu x*.

Definice 35. Rekneme, Ze rovnovazny bod z* systému (4.17) je hyperbolicky, pokud zadn4
vlastni hodnota matice J(f(z*)) nema modul rovny 1.

Z 4.2.1 plyne

Tvrzeni 18. Necht «* je hyperbolicky rovnovazny bod autonomniho systému (4.17). Maji-li
vSechny vlastni hodnoty jeho varia¢ni matice J( f (a:*)) modul mensi nez 1, pak je rovnovazny
bod x* asymptoticky stabilni. Existuje-li vlastni ¢islo variaéni matice J( f (a:*)), které ma
modul vétsi nez 1, pak je rovnovazny bod x* nestabilni.

Priklad: Dvojrozmérny autonomni systém Uvazujme obecny systém ve tvaru

(t+ 1) = f(=(t), y(1),
y(t+1)=g(x(t),y(t)). (4.23)

Soufadnice rovnovazného bodu (x*,y*) jsou feSenim soustavy dvou rovnic

Necht (z*,y*) je rovnovaznym bodem rovnice (4.23) a

. a36(90,21) ay(ﬂc,y)
J@*,y") =
dg dg

_J x*’ * _J x*’ *
5 YY) ay( YY)
Vétu 22 nyni mizeme pieformulovat jako tvrzeni:

(i) Je-li [trd(z*,y*)| — 1 < detJ(z*,y*) < 1, pak rovnovazny bod (z*,y*) systému (4.23)
je asymptoticky stabilni.

(i) Je-li [trd(z*,y*)|—1 > det J(z*,y*) nebo det J(z*, y*) > 1, pak rovnovazny bod (z*, y*)
systému (4.23) je nestabilni.

4.2.3 Invariantni mnoZiny autonomnich systému

Rovnovazny bod x* systému (4.17) je charakteristicky tim, Ze jeho trajektorie je jednoprvkova
a obsahuje pravé tento bod, T (x*) = {x*}. Této vlastnosti vyuZijeme k zavedeni obecnéjsich
pojmu.
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Definice 36. Mnozina S C ) se nazyva invariantni mnozina rovnice (4.17), pokud 7(S) C S.
Mnozina S C Q se nazyva minimdlni invariantni mnozina rovnice (4.17), pokud pro
kazdou vlastni podmnozinu () invariantni mnoziny S plati, Ze ) neni invariantni.

Mnozina S C Q je minimélni invariantni mnozinou rovnice (4.17) pravé tehdy, kdyz ke
kazdé mnoziné @@ C S takové, ze @ C S a S\ Q # 0, a ke kazdému bodu x € S existuje
ptirozené ¢islo n, ze f"(x) € S\ Q. To je dale ekvivalentni s tim, ze S = T(.9).

Definice 37 (Typy invariantnich mnozin). Minimélni invariantni mnozina S C € rovnice
(4.17) se nazyva:

rovnovazny (staciondrni) bod, pokud mnozina S je jednoprvkovi;

cyklus délky p (p-cyklus), pokud mnozina S je p-prvkové (pfitom p je kladné celé ¢islo);
invariantni smycka, pokud mnozina S je uzaviena spojita kiivka v R¥;

podivnd, pokud neni zddného z predchozich typi.

Poznamenejme, ze okolim mnoziny A ve stavovém prostoru 2 rozumime mnozinu V', ktera
je oteviena v relativni topologii prostoru €2 a pro kterou plati S C V.

Definice 38. Minimalni invariantni mnozina S C € rovnice (4.17) se nazyva:
stabilni, pokud ke kazdému okoli V mnoziny S existuje okoli U mnoziny S tak, ze T(U) C V;

atraktor, pokud existuje mnozina U C ) takovéa, ze pro kazdy bod & € U plati

lim (inf {[|f*(¢) —;cH cxeS}) =0,

t—o00

mnozina U se v takovém pripadé nazyva obor atraktoru S; pokud vlastnost mnoziny U
ma cely stavovy prostor €2, atraktor S se nazyva globdlni;

repelor, pokud existuje ¢ > 0 a okoli U mnoziny S takové, ze pro kazdy bod & € U plati

Jlim (inf {[[f*() —z[| : z € S}) > e.

4.3 Autonomni rovnice vyssich radu
Autonomni diferen¢ni rovnice k-tého fadu ve tvaru rekurentni formule je
w(t+k) = f(z(t),z(t+1),...,z(t+k—1)), (4.24)

kde funkce f : Q¥ — Q neni konstantni v prvni proménné. Mnozina Q C R se opét nazjva sta-
vovy prostor. Rovnice (4.24) miZzeme pfepsat ve tvaru systému rekurentnich formuli prvniho
radu
xl(t + 1)
X9 (t + 1)

Cﬂg(t)
z3(t)

(4.25)
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tedy ve tvaru autonomniho systému. Prvni slozka feSeni tohoto systému je feSenim rovnice
(4.24). Na autonomni rovnici k-tého fadu tedy miizeme prenést vSechny pojmy a vysledky
z teorie autonomnich systémii.

Pocateéni podminku pro rovnici (4.24) mizeme bez jmy na obecnosti uvazovat ve tvaru

2(0) = &, 2(1) = &1, ... 2k —1) = &_1. (4.26)

Bod z* € Q je rovnovaznym bodem rovnice (4.24), pokud

Rekneme, 7e rovnovazny bod z* rovnice (4.24) je stabilni, pokud je stabilni rovnovazny bod
(x*,z*, ..., 2*) autonomniho systému (4.25). Analogicky pfevadime ostatni vlastnosti rovno-
vaznych bodt autonomniho systému zavedené v Definici 34 na rovnovazné body autonomnich
rovnic.

Je-li funkce f dvakrat diferencovatelna, pak pro ,malou* odchylku od rovnovazného bodu

podle Taylorovy véty plati

~ 2 63:2( 7Ly, T )(m(t—i—z—l)—m ) :;&’U@( yatooo eyt i —1).
Oznac¢me
f|z(55*): af($1,$2,...,xk) ’ 221’2,. ’k
(9::3@- e s .
(21,22, z)=(x*,x*,...;*)

,2Mala“ odchylka se tedy priblizné vyviji jako Teseni linearni homogenni rovnice k-tého radu

y(t+k) = fle@)y(t +k = 1) + fle—1 (@ )yt + k= 2) + -+ fr(@)y(0).
Z Tvrzeni 13 a 14 nyni plyne:

Véta 25. Necht x* je rovnovdiny bod rovnice (4.24).
Mayji-li vsechny koteny polynomu

N — fir(@ )N = fao (@A = = fa(@)A = fiu(a*) (4.27)

modul mensi nez 1, pak je rovnovazny bod x* rovnice (4.24) asymptoticky stabilni.
Ezistuje-li koten polynomu (4.27), ktery md modul vétsi nez 1, pak je rovnovazny bod z*
rovnice (4.24) nestabilni.

Priiklad. Bevertonova-Holtova rovnice se zpozdénim.
Pfipomenime, Ze rovnice (1.16) modeluje vyvoj velikosti populace v prostfedi s omezenymi

zdroji. Vyraz
K

K+ (r—1z’
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ktery je mensi nez 1, vyjadiuje zmensSeni (malthusovského) koeficientu riistu ptisobenim po-
pulace velikosti = v omezeném prostiedi. Tato vnitrodruhova konkurence se nemusi projevit
hned v nasledujici generaci, mtize ptsobit az na generaci dalsi. Napi. populace produkuje
odpady, jejichz toxicita oslabuje potomky tak, ze jim snizi plodnost. V dalsi generaci se tak
rodi méné potomkti. Tento jev mizeme do modelu zahrnout tak, ze ve jmenovateli zlomku
nebudeme psat x(t) ale z(t — 1). Dostaneme tak autonomni rovnici druhého fadu ve tvaru

rK
K+ (r—1Dzt-1)

z(t+1) = z(t) (4.28)

nebo ve tvaru jako (4.24)

rK
K+ (r—1)xz(t)’

z(t+2)=x(t+1)

Je tedy
rK

fln ) = v g

Algebraické rovnice f(z,x) = x ma dva kofeny 0 a K, tedy diferenéni rovnice (4.28) ma dva
rovnovazné body. Funkce f je dvakrat diferencovatelnd a plati

of(@i,z2) ~ r(r—1)Kaz of (x1,x2) riK
({91'1 (K+(T—1)1’1)2’ 8.%'2 K+(T_1).7J17
takze
1

f1(0) =0,  f12(0) =, f|1(K)=;—1, fo(K) = 1.

Pro rovnovazny bod 0 méa polynom (4.27) tvar A2 — 7\ a tedy kofeny 0 a 7. Je-li r < 1, je
rovnovazny bod 0 stabilni, je-li » > 1, je rovnovazny bod 0 nestabilni.
Pro rovnovazny bod K ma polynom (4.27) tvar

1
MoA+1——

r

1 1
)\12:—<1i 1—4(1——)).
’ 2 T

1 1 1 1—
A== (144/1—4" — (1144 " ) 51
2 r 2 r

a to znamend, ze rovnovazny bod K je nestabilni.

Je-llil <r < %, pak koreny
1 4
)qu—(li ——3).
’ 2 r

a tedy kofeny

Je-li r < 1, pak
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jsou realné kladné a mensi nez 1. Je-li r > %, pak jsou kofeny A1 o komplexné sdruzené a pro

jejich modul plati
A2 = = + ! 3 A 1 ! <1
L2l7 gy r) r ’

To znamena, ze pro r > 1 je rovnovazny bod K stabilni.

Dostavame tak témér stejny vysledek jako v pripadé Bevertonovy-Holtovy rovnice bez
zpozdéni, viz piiklad na str. 98. ReSeni rovnice bez zpozdéni vSak pro r > 1 konverguje
k hodnoté K monotonné a stejné se chovéa fesSeni rovnice (4.28) pro 1 < r < %. Ovsem pro
r > % feseni rovnice (4.28) se zpozdénim konverguje k hodnoté K s tlumenymi oscilacemi.
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Kapitola 5

Transformace Z a jeji uziti

Pri dosavadnich pokusech matematicky modelovat rtist populace jsme se dopoustéli hrubé-
ho zjednoduseni — vSechny jedince jsme povazovali za stejné. Tento nedostatek se pokusime
napravit, budeme si v§imat pohlavi a véku jedinct.

Z hlediska reprodukce jsou samci naprosto bezvyznamni. Staci, aby v populaci néjaky byl
a oplodnoval samice. Proto budeme v populaci uvazovat pouze samice. U téch je dtlezity vék.
P1ilis mladé samice jesté ,neprodukuji potomky“ (nekladou vejce, nerodi a podobné). Staré
jsou jiz vycCerpané a unavené, proto rodi malo, pokud vibec. Samice tedy roztfidime podle
véku. Vék budeme udavat v néjakych ,,pfirozenych“ jednotkich — u drobnych hlodavci by slo
o tydny nebo mésice, u velkych savci o desetileti. Za vékovou tfidu budeme povazovat skupinu
samic, které dosahly jistého véku, ale nemaji vék vyssi. Plynouci ¢as budeme vyjadifovat ve
stejnych jednotkach jako vek.

Ozna¢me n;(t) pocet samic i-té vékové tfidy v Case ¢, tj. pocet samic, které maji vek
z intervalu [i,7 + 1), i = 0,1,2,...; ¢ = 0 oznacuje tfidu novorozenych samicek, nemame
néjakou apriorni horni mez véku. Umirani je nedilnou soucasti zivota, umfit lze v libovolném
véku. Je to ale jev ndhodny, nevime, kdy dana samice uhyne. P¥ijemnéjsi je mluvit o prezivani,
ne o umirdni. Proto zavedeme pravdépodobnosti preziti (survival probabilities). Symbol s;
bude oznacovat pravdépodobnost, ze samice z i-té vékové tfidy bude zit i v nésledujicim
obdobi a tedy ,,postoupi® do vyssi vékové tFidy; odvozenou hodnotu 1 — s; 1ze nazvat vékove
specifickda umrtnost. Veli¢iny s; a n; tedy splnuji relace

ni+1(t + 1) = smi(t), 1=20,1,2,.... (5.1)

Samice ,davaji vzniknout* dcerdm (porodi je, vysedi je a podobné). Mnozstvi ,,vyproduko-
vanych“ dcer se méni s vékem. Ozna¢me proto f; oekdvané mnozstvi dcer samice z vékové
t¥idy 7 za jednotkovy ¢as; f; lze nazvat specifickd plodnost ve véku i (fertility). Cislo f; samo-
ziejmé nemusi byt celé, Ize ho interpretovat jako priimérny pocet dcer samic z vékové tiidy 1,
neboli jako stfedni (o¢ekavanou) hodnotu ndhodné veli¢iny ,,pocet dcer samice véku i“. Pocet
novorozenych samic spliuje relaci

no(t + 1) = Z fml(t) (5.2)
=0

PovSimnéme si, Zze apriori nevylucujeme, Ze by novorozené samicky nemohly byt plodné;
hodnota fy nemusi byt nulova (i kdyz v ,,rozumnych* aplikacich asi bude). Pocet novorozenych

113
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samicek je formélné dan nekoneénou fadou, ve skutecnosti ptijde o koneény soucet, nebot od
jistého véku jiz budou vsechny fertility nulové.

Model rtistu vékové strukturované populace samic je dan rovnostmi (5.2) a (5.1). Z rovnice
(5.1) vyjaddiime mnozstvi samic vékové t¥idy i v ¢ase t jako

ni(t) = si—1mi—1(t — 1) = si—18i-2n;2(t —2) = - = s;_18i-2- - 5i—N;—1(0)
poi>ta
nl(t) = 8;-1Si—2 """ So(t — Z)
pro ¢ < t. Tato vyjadfeni inspiruji k zavedeni novych parametr

i—1

li:Hsj, i=1,2,3,....

=0
Tato veli¢ina predstavuje pravdépodobnost, ze se narozend samicka dozije véku alespon 1.
V tomto vyjadreni je obsazen i predpoklad, ze preziti v jednotlivych vékovych tridach jsou
nezavislé jevy. S pomoci veli¢in [; vyjadiime
l; .
—ni—t(0)7 1> t7
ni(t) = { li-t (5.3)
lmo(t — i), 7 <t.

Strukturu populace tedy znédme, pokud zname jeji pocatecni strukturu, tj. veli¢iny

no(O),nl(O),nQ(O),ng(O), ey

a pokud zname pocet novorozenych samicek v libovolném case, tj. veliiny

ng(l),no(2),n0(3), e

Veli¢iny no(0),n1(0), n2(0),n3(0),... mizeme povazovat za pocateéni podminky k rovnicim
(5.1), (5.2). Veli¢iny ng(1),n¢(2),n0(3), ... vyjadiuji jakési krajni hodnoty populace, velikosti
nejmladsich vékovych tiid v jednotlivych ¢asech. Proto je budeme nazyvat okrajové podminky.

Problémem naseho modelu je skute¢nost, ze okrajové podminky nezndme. Oznac¢me proto
z(t) = no(t). Vyjadiime je z rovnice (5.2) a vyuzijeme vztahy (5.3):

00 t
):Zfln’l(t) :Zfznz Z fznz Zlex t—Z Z fz ngj— t )
=0 =0

i=t+1 i=t+1 Zﬁ

Pro zjednodusSeni zapisu jesté oznacime

b(i) = fili;, g(t Z fz n;—¢(0).

i=t+1 27

Veli¢ina b(i) vyjadfuje ocekavany pocet dcer, které ve véku i ,vyprodukuje* novorozena sa-
micka; [;ng je totiz ocekdvané mnozstvi samicek, které se doziji véku 7, poté kazda z nich
svyprodukuje®“ f; dcer. Veli¢ina b(7) je tedy jakési vékové specifickd porodnost ,diskontovand®
pravdépodobnosti doziti tohoto véku. Veli¢ina ¢(t) zavisi pouze na pocate¢nich podminkach,



5.1. TRANSFORMACE Z 115

veli¢ina b(i) je vyjadfend pomoci parametr modelu. Parametry i po¢ateéni podminky pova-
Zujeme za znamé.
Se zavedenym oznacenim miizeme rovnici pro okrajové podminky prepsat ve tvaru

t

w(t+1) =) b()z(t — i)+ g(t),

=0
a ponévadz plati
> bzt — i) = b(0)x(t) + b(1)z(t — 1) + -+ + b(t — V(1) + b(H)a(0) = Y b(t — i)a(i),
=0 =0

dostaneme rovnici .
p(t+1) =Y bt —i)z(i) + g(t). (5.4)
i=0

To je slavna Fulerova-Lotkova rovnice obnovy. Jesté si miizeme vSimnout, ze pro dostatecné
velké t, urcitéji feeno: pro ¢as vétsi nez je plodny vék samic, je g(t) = 0. Pro velka ¢ tedy
dostaneme homogenni rovnici obnovy

t

2(t+1) =Y b(t —i)z(i). (5.5)

=0

Rovnice (5.4) a (5.5) jsou jakymisi rekurentnimi formulemi. Ze znalosti x(0) mizeme vypocitat
x(1), ze znalosti x(0) a z(1) mizeme vypocitat x(2), ze znalosti 2(0), z(1) a 2(2) vypocitdme
x(3) atd. Nejednd se ovSem o rekurentni formule, jak byly zavedeny v 2.1, ale o operatoroveé-
diferené¢ni rovnice, které byly zminény v 2.3. K vypoctu x(t+1) je totiz potfebna znalost vSech
predchozich ¢lent posloupnosti (t),z(t — 1), z(t — 2),...,x(0), nesta¢i znalost jen nékolika
procesu od pocatku po pritomny okamzik ¢, nepotiebujeme néjaké informace z budoucnosti.
K feseni rovnic typu (5.4), které jsme v 2.3 nazvali diferen¢ni rovnice konvoluéniho typu,
potiebujeme vybudovat dalsi teorii, nevystacime jiz s diferenénim a sumacnim poctem.

5.1 Transformace Z

Jednim z néstroju, které lze vyuzit k feseni nékterych diferencnich rovnic, je specidlni ,,ope-
race” na mnoziné posloupnosti — konvoluce.

Neékteré vypocty se provadéji v mnoziné komplexnich ¢isel snadnéji, nez v moziné cisel
realnych — kvadratickd rovnice ma vzdy koren, goniometrické funkce se redukuji na funkci
exponencialni a podobné. Na komplexnich funkcich, tj. zobrazenich néjaké podmnoziny C
do C, se také mohou ukazat vlastnosti, které jsou uzitecné pro feSeni diferencnich rovnic,
tj. hledani redlnych posloupnosti ,,modelujicich“ néjaky redlny proces. Z tohoto dtivodu zave-
deme transformaci jisté tfidy realnych posloupnosti — posloupnosti kauzalnich — na komplexni
funkce.

Ozna¢me F mnozinu komplexnich funkci komplexni proménné, tj.

F={f:f:C=>C}
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a K mnozinu posloupnosti
K={xePz: xz(t)=0prot<0}.

Posloupnosti z mnoziny K nazfvame kauzdlni posloupnosti.! Kauzalni posloupnosti zavadime
jako posloupnosti komplexni. Pro aplikace vystac¢ime s redlnymi kauzalnimi posloupnostmi,
tj. s takovymi, jejichz kazdy ¢len mé imaginarni ¢ast nulovou.

5.1.1 Konvoluce

Pro posloupnost a € Pz klademe

j=—00 j=0 Jj=1
pokud obé rady na pravé strané defini¢ni rovnosti konverguji.

Definice 39. Konvoluce * je parcialni operace na mnoziné posloupnosti Pz, tj. * je zobrazeni
z kartézského soucinu Pz x Pz do mnoziny Py, definované vztahem

o0

zry(t)= > alt—jylj), teZ

j=—o00

pro posloupnosti x,y € Pz takové, ze obé fady

[e.9]

o0
x(t— )y th-i-j —7)
7j=1

j=0
konverguji absolutné.

Jsou-li z,y € Py takové posloupnosti, Ze existuje jejich konvoluce x * y, pak existuje také
konvoluce y * x a obé konvoluce se rovnaji. Pro ¢t > 0 totiz plati

[e.9]

wry(t) = Y x(t—jyl) =

j=—o0

analogicky ukazeme platnost vztahu pro ¢ < 0.

Jsou-li x a y kauzalni posloupnosti, pak plati

[e.9]

t
Z x(t—7)y Zwt—]
7=0

j=—00

1 , s « PO " “ “ vl v, o

Termin ,kauzalni posloupnost” patrné vyjadfuje predstavu, Ze posloupnost pred pocateénim casem 0
neexistovala a v ¢ase 0 z néjaké pfi¢iny (latinsky causa) vznikla. Posloupnost, ktera existuje ,od vécnosti¢,
zédnou pri¢inu nemé. Slabinou tohoto zduvodnéni je fakt, Ze nulovost neni totéz co neexistence, nula neni

M1
,nict.
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Na pravé strané rovnosti je konecny soucet, coz znamend, ze konvoluce kauzalnich posloup-
nosti je vzdy definovana. Pro ¢t = —1 je na pravé strané predchozi rovnosti suma s horni mezi
o jedna mensi, nez je dolni mez; jeji hodnota je tedy 0. Je-li £ < —1, pak podle Tvrzeni 7 plati

o0

S at— i) = S alt— ) = — 3 alt— ) = 0.

j=—00 7=0 Jj=t+1

Odtud plyne, Ze konvoluce kauzalnich posloupnosti je kauzalni posloupnost. Struc¢né, pro
libovolné posloupnosti x,y € K existuje posloupnost = * y € I, pro jejiz ¢leny plati

t (o)

wry(t) =Y a(t—iyl) = > x(t—iy@G) =D =t—yl) = > x(t—35y0);
Jj=0 7=0

j=—o0 j=—o0
pfi konkrétnich vypoctech pouzivame to vyjadieni konvoluce, které je v dané situaci nejvhod-
néjsi.
Jesté si muzeme povsimnout, Ze na pravych stranach rovnic (5.4) a (5.5) je konvoluce
posloupnosti b a x; tim je zdvodnén nazev ,rovnice konvolu¢niho typu“.

5.1.2 Transformace Z a jeji vlastnosti

Nejprve pripomeneme nékteré pojmy a tvrzeni tykajici se mocninnych fad. Mocninnd 7ada je
fada funkci obecné komplexni proménné ( tvaru

> and”, (5.6)
n=0

kde {a,},”, je n&jakd komplexni posloupnost, tj. zobrazeni a : [0,00) N Z — C. Polomér
konvergence r fady (5.6) je definovan vztahem

— = limsup {/|anl;

n—o0

pritom klademe r = 0, pokud limsup {/|a,| = oo, a r = oo, pokud limsup {/|a,| = 0. Pro
n—00 n—00
mocninné fady plati

Véta 26 (Cauchy-Hadamard). Mocninnd ada (5.6) konverguje absolutné a stejnomérné na
mnoziné {¢ € C: |¢| < r}. Na mnoziné {¢ € C: |¢| > r} Tada (5.6) diverguje.

Polomér konvergence r mocninné fady (5.6) 1ze také vypocitat pomoci nékterého ze vztaht

— = lim V{/|an], r= lim
n—o0

n—o0

Qn

)

An+41

pokud néktera z téchto limit existuje.
Laurentova tada je fada funkci komplexni proménné ¢ tvaru

o0

Z anC" = Za—n (%) + Zan<n= (5‘7)
n=1 n=0

n=—oo
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kde {an }™ je komplexni posloupnost definovana na celé mnoziné Z. Z Cauchyho-Hadamardovy
véty a z vyjadieni na pravé strané relace (5.7) plyne, Ze Laurentova fada konverguje na mno-
ziné {( € C: p < |(| <1}, kde

1
o = limsup V/|a_n|, — = limsup {/|ay|.
n—o00 r n—00

Definice 40. Transformace Z je zobrazeni Z : K — F, které kauzalni posloupnosti = priradi
komplexni funkci Z(z) = Z definovanou Laurentovou fadou

i(z) = Zm(j)z_j = Z 20).

2J
Jj=0 Jj=0

Vzhledem k tomu, Ze defini¢nim oborem transformace Z jsou kauzalni posloupnosti, mu-
zeme defini¢ni vztah psat ve tvaru

Oznacme nyni

1
R = = = limsup v/|z(t)].

r t—00

7 Cauchyovy-Hadamardovy véty plyne, ze fada definujici obraz kauzalni posloupnosti x
konverguje absolutné a stejnomérné na mnoziné {z € C: |z| > R} a diverguje na mnoziné
{z € C: |z| < R}. Zejména pokud je R = 0, pak fada & konverguje vsude s vyjimkou bodu
z = 0; pokud R = oo, pak fada Z diverguje vsude. Hodnotu R lze také vyjadrit jako

t+1
R = lim v/|z(t)], nebo R= lim z(t+1)
t—o0 x(t)

)
t—o00

pokud nékterd z uvedenych limit existuje.
Transformace Z je prosta. Pokud totiz dvé posloupnosti z,y € K maji stejny obraz, & = 7,
pak pro vSechna |z| > R plati

0=2(2) —§(z) = > ()27 =D y(Hz7 =D (2(j) —y(j)z".
=0 i=0 j=0

Z véty o jednoznacnosti Laurentovy fady nyni plyne, Ze 2(j) = y(j) pro vSechna j = 0,1,2,. ..
atedy z =y.

Vlastnosti transformace Z, které budeme potiebovat, shrneme do nasledujiciho

Tvrzeni 19.

1. Transformace Z je linearni zobrazeni na mnoziné kauzalnich posloupnosti, t;j.

Z(ax + py) = aZ(z) + Z(y), axr + By = ai + By

pro libovolna ¢isla «, 5 a libovolné kauzalni posloupnosti z, y.
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2. Transformace Z prevadi operdtor posunu na aritmetické operace nasobeni a séitani:

Z(27) (2) = 2Z(z) (2) — z2(0), x9(z) = 2&(z) — z2(0),

obecné

pro libovolnou kauzalni posloupnost = a prirozené ¢islo k.

3. Limita obrazu kauzalni posloupnosti v nevlastnim bodé je rovna pocateéni hodnoté
posloupnosti z,
lim Z(z) = x(0).

|z]—o00

4. Limitu kauzalni posloupnosti = lze vyjadiit pomoci limity jejiho obrazu ve vlastnim
bodé 1,

Jim (1) = lim (2 — 1)7(2),

pokud je R = limsup v/|z(t)| < 1.
t—o00
5. Necht a # 0 a z je kauzélni posloupnost. Je-li kauzalni posloupnost y definovand vzta-
hem y(t) = a'z(t), pak
i(2) = 7 <z>
2)=7%(—]).
Y a
6. Necht z je kauzalni posloupnost a posloupnost y je definovanad vztahem y(t) = txz(t).
Pak

d

U(z) = —zgfc(z)

Obecné: nechf k € N a posloupnost y je definovana vztahem y(t) = tFz(t). Pak
d k
7 = (~+3; ) 2

k
pritom (—zd—> oznacuje k-krat iterovany diferencidlni operator —zd—.
z z

Dikaz:
1. Z(az + By)(z) = § (az(j) + By(4))z 7 = @ S w(j)z i + 8 i%oy(j)zj =

= aZ(z)(z) + BZ(y)(2).

<
Il
o
<.
Il
o
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Pro k-ty posun provedeme diikaz plnou indukci. Indukéni krok je

Z( Hl)(z):ix” - :ix]—kk—i- zim]—kk—i— —G+D) =
J=0 J= j=0
= sz(g +k)z =2 (Z x(j+k)z7) — :U(k:)) =z (ﬁ(z) - x(k:)) =
j=1 J=0
k-1 k
=z (zkf(z) - m(])zk_j — x(k)) = zk+1~(z) — Zx(])zk_j
j=0 Jj=0
3. lim Z(z) = lim <§ CC(])Z_j) =z(0) + lim <§ z(j)z 3) =
2|00 |2l=00 \ j=0 2|00 \ j=1
=z(0) + ‘§1x(]) ‘Zl‘linooz 7 = z(0).
4. Plati - -
Z(An)(2) =) Aw(j) =) (a(i+1) = ()=
j=0 J=0

a soucasné podle 2. je
Z(Az)(z) = Z (27 —x) (2) = 29(2) —Z(2) = 2&(2) — 22(0) — Z(2) = (2 — 1)Z(z) — zx(0).

Odtud dostaneme

ll_)ml(zl)fn()hm< +Z (G+1)—= )) )

y —Ooajx z_J:OO;g AN s (2
5. 9() = 3 a’ai)e = 3 ali) (2) (%)
6. Je-li y(t) (t) pak
g2) = > _ja(j)e = =23 2() (=) = —sz(J)d% =
Jj=0 =0 =0
- —Z% Zw(J)z’] = —Z%i“(z)



5.1. TRANSFORMACE Z 121

Pro kauzalni posloupnost zavedenou vztahem y(t) = tFz(t) tvrzeni dokazeme tiplnou
indukei vzhledem k exponentu k. Oznacime y(t) = t**1x(t), n(t) = t*2(t) a provedeme
indukeni krok:

ij-i-l )2 j:_zzj (7 )z —j—1 _szkx(j)d%z—j:

- 2) - —z%ﬁ(z) - _zd% (—z%)ki“(z) - <—z%>k+l #(2).

Dulezitou vlastnosti transformace Z je ta, Ze prevadi konvoluci na soudin.

Tvrzeni 20. Necht x,y € K. Pak plati

Z(xxy) =Z(x)Z(y), ti. T+y(z) = 2(2)j(2).

Strucné: obraz konvoluce kauzalnich posloupnosti z a y pfi transformaci Z je sou¢inem obrazt
jednotlivych posloupnosti.

Dikaz: Nekonecné fady, kterymi jsou definovany obrazy kauzédlnich posloupnosti pii trans-
formaci Z, konverguji uvniti svého oboru konvergence absolutné. Nekonecné rady, jimiz je
definovana konvoluce kauzalnich posloupnosti jsou vlastné koneénymi soucty. Proto je nasle-
dujici vypocet korektni.

Zm*y _]—iix]—z zj—iixj—z =
7j=01=—00 i=—o00 j=0
Z Z x 27k = Z y(i)z" Z z(k)z7F = Zy(i)z_i Zx(k)z_k =
1=—00 k=—1 1=—00 k=—i =0 k=0

- (Zx<k)zk> <Zy(i)zi> = #(2)i ()
k=0 1=0 =

Transformace Z nékterych posloupnosti lze spocitat explicitné. Nékolik vysledkt je uve-
deno v nasledujicim

Tvrzeni 21 (Obrazy nékterych posloupnosti).

1. Necht kauzalni posloupnost x mé nulty élen jednotkovy a od prvniho élenu déle je
geometricka s kvocientem a # 0, tj. z(t) = a’ pro t > 0. Pak

z

T g R: .
i) =—— s R=ld
0, t<0 z
Zejména pro a = 1, tj. pro posloupnost z(t) = { " plati 2(2) = ,R=1.
j P j- pro posloup (t) {1 1s0 P (2) =

)
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2. Pro posloupnost x definovanou vztahem

1
kde ¢ # 0 plati Z = a R=|q|
z—q

3. Posloupnost ,,Kroneckerovo 6“ s indexem k je definovana vztahem

—k
O(t) = {07 ;A .

Tato posloupnost byva také nékdy nazgvana jednotkovy impuls v case k. Jeji obraz je
or(2) = 2% s R = 0. Zejména plati 5o(z) = 1 pro z > 0.

Dikaz:

1. Podle znamého vzorce pro soucet geometrické fady plati pro |z| > |a]

> L raNg 1 z
T = -7 7]: — = — = .
#z) Zaz Z_:<Z> 1-% z-a
7=0 7=0 N

2. Plati

takze podle predchoziho vysledku je

i?(z)zzjq.

Podle ¢asti 2. v Tvrzeni 19 je soudasné x9(z) = zi(z) — zx(0) = zi(z). Porovnanim
vyrazu na pravych stranach téchto rovnosti dostaneme vysledek.

3. 5n(z) = i’foak(j)zj —

O

5.1.3 Uziti transformace Z pro reSeni specialni linearni diferenc¢ni rovnice

Uvazujme pocatecni tilohu pro linearni diferen¢ni rovnici s konstantnim koeficientem
x(t+1) = qx(t) + b(t), x(0) = xp. (5.8)
Jeji feseni budeme hledat ve t¥idé kauzalnich posloupnosti. Rovnici pfepiseme na tvar
2’ =qr+b
a obé jeji strany pretransformujeme. S vyuzitim linearity transformace Z dostaneme

.%'\E:q.i'-i-g.
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Levou stranu upravime podle Tvrzeni 19.2,
2%(z) — zx(0) = qZ(2) + b(2).

Z této rovnice vyjadiime obraz feseni tlohy (5.8),

o b(z) 4 zz(0) _ 2 B
x(z)—iz_q Oz_q—i—b()z_q.

Podle Tvrzeni 21.1 a 2 nyni miizeme psat

#(2) = w0(2) + b(2)(2),

kde posloupnosti a, b jsou dany predpisem

0, t<0, 0, t <0,
w0l 0 a2l

q, t=>0, ¢, t>0.

Jesté vyuzijeme vztah konvoluce a transformace Z podle Tvrzeni 20. Pro obraz hledané
posloupnosti z tak dostaneme

#(2) = mo(2) + b c(2),
nebo struéné Z(z) = Z(woa + b * ¢). Reseni pocatecéni tlohy je tedy ddno vyrazem
x(t) = xoa(t) + b * c(t),

nebot transformace Z je prosté zobrazeni. Tento vysledek jesté mizeme rozepsat do tvaru

t t
w(t) = xog" + bt = j)e(j) = wog" + Y bt — j)g’ ' =
j=0 J=1
t—1 ‘ t—1 '
=z0q' + ) _b(i)g""! = (xo +2 b(@')(l”) ¢,
=0 =0

coz je stejny vysledek jako v Dusledku 2 Véty 17.

5.2 Volterrova diferenc¢ni rovnice konvoluc¢niho typu

Volterrova diferencni rovnice konvolucniho typu je diferenéni rovnice tvaru

t

w(t+1) = az(t) + ) b(t —f)x(j) + g(), (5.9)
j=0

kde a € R a b, g € K. Neznamou posloupnost = hledame ve tfidé kauzéalnich posloupnosti /.
Pokud je posloupnost ¢ nulova, nazyvame rovnici homogenni, v opacném pripadé nehomo-
genni.

Eulerova-Lotkova rovnice obnovy (5.4) nebo (5.5) je pravé rovnici tvaru (5.9) s paramet-
rem o = 0.
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Homogenni Volterrovu diferenéni rovnici konvoluéniho typu

t

2(t+1) = ax(t) + Y bt — j)z(j) (5.10)

J=0

N4

27 =axr+bxx nebo Axr=(a—1)z+bx*x.

Pfimym vypoctem se snadno piesvédcime, Ze rovnice (5.10) spliluje princip superpozice, tj.
linedrni kombinace jejich TeSeni je také jejim TFeSenim. Nulova posloupnost z = 0 je také
fesenim rovnice (5.10). To znamen4, Ze mnozina FeSeni rovnice (5.10) tvofi vektorovy prostor.

Na obé strany rovnice (5.10) aplikujeme transformaci Z. Ta je podle Tvrzeni 19 lineérni
a podle Tvrzeni 20 prevadi konvoluci na soucin. Transformovana rovnice je tedy

1% = o + bZ.

S vyuzitim Tvrzeni 19.2 dostaneme

2%(z) — zx(0) = a(z) + b(2)Z(2).

Z této rovnosti vyjadiime obraz feseni rovnice (5.10)

z

Z(z) = x(O)m.

(5.11)

Vidime, Ze feSeni Volterrovy rovnice (5.10) zavisi vedle parametru o a posloupnosti b, pouze
na pocateéni hodnoté z(0). To znamenad, Ze fesSeni konkrétni homogenni Volterrovy diferenéni
rovnice konvolu¢niho typu tvori jednorozmérny podprostor v prostoru kauzalnich posloup-
nosti.

Priklad.

Najdeme feseni rovnice

o(t+1) =2a(t) + 2" % (5.12)
j=0

V tomto pifipadé je o = 2 a b(t) = 2¢. Podle Tvrzeni 21.1 je

Po dosazeni do obecného vyjadieni (5.11) dostaneme obraz feSeni dané rovnice (5.12)

5(2) = 20— =a0) 55 =20 (14 o) -

—a0 (143 (5 + ).
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takze s vyuzitim vysledki v Tvrzeni 21 mutizeme psat

#(2) = 2(0) (5}(2) +1 (5(2) + 8cz(z)>) ,

0, t<0 0, t<o0,
=10 120 an=1%, 1=
L t>0, 4= > 0.
Pro t > 1 tak dostavame feSeni rovnice (5.12) ve tvaru

a(t) = 22(0) (1+8-41) = 12(0) (1 +2%F1).

Snadno nahlédneme, Ze touto rovnosti je dano FeSeni rovnice (5.12) i pro ¢t = 0.

Nehomogenni rovnici (5.9) mtzeme opét zapsat struéné
" =axr+b*xx+g.

Jeji transformaci dostaneme rovnost

2%(z) — z2(0) = az(z) + b(2)Z(z) + §(2)
a z ni vyjadiime obraz FeSeni rovnice (5.9)
z 1

Z(z) = x(O)m + g(z)m.
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Kapitola 6

Aplikace

6.1 Diskrétni rovnice vedeni tepla

Predstavme si ty¢ vyrobenou z tepelné vodivého materialu. Budeme predpokladat, Ze je na
vnéjsim povrchu tepelné izolovana, takze teplo miize z tyce do vnéjsiho prostiedi nebo z vnéj-
$tho prostiedi do tyce prechazet pouze na jejich koncich. Prostiedi v okoli levého konce tyce
miize obecné mit jinou teplotu, nez okoli konce pravého. Budeme modelovat, jak se v priibéhu
casu bude ménit teplota uvnitf tyce.

Ty¢ si rozdélime na k stejné velkych tsektl (sr. obrazek pod odstavcem) a oznaéime je
T1, X9, ..., Tg. Cas také rozdélime na ekvidistantni tseky, trvani jednoho z nich (elementarni
zménu Casu) zapieme jako At. Useky tyde uvazujeme tak malé, Ze teplotu v nich miizeme
povazovat za konstantni; ¢asové tiseky uvazujeme tak kratké, ze béhem jednoho z nich muze
teplota z néjakého useku tyce ovlivnit pouze tseky sousedni. Ozna¢me T;(n) teplotu tseku z;
v Case t = nAt, Ty, resp. Tg, teplotu vnéjsiho prostiedi obklopujiciho levy, resp. pravy, konec
tyce.

T, | 21 T2 Ti—1| Zi | Titl Te—1| Tk | Tk

T Ty T,y T; Tiya T Ty

Podle predpokladu je teplota T; tiseku z; ovliviiovana pouze teplotami 7;_1 a T; 1 tsekt
bezprostiedné sousedicich. Ponékud presnéji vyjadieno, zména teploty v tseku x; za casovy
interval délky At zavisi na rozdilech teploty tuseki x; a x;_1 a na rozdilech teploty useki
x; a x;11. Nejjednodussi mozna zavislost je piima timérnost. Budeme tedy predpokladat,
ze zména teploty tseku x; v prubéhu ¢asového kroku délky At zptsobend sdilenim tepla
s tsekem z;_1 je rovna «a(T;—1 — T;); koeficient imérnosti « je kladny, nebot teplo pfechazi
z teplejsiho télesa na chladnéjsi. Tento predpoklad je znam jako Newtonuv zdkon chladnuti.
Dale budeme predpokladat, ze vlivy levého a pravého souseda tseku x; se scitaji. Zménu
teploty ve vnitinich tsecich x; za ¢asovy interval délky At zacinajici v okamziku nAt tedy
vyjadiime formulemi

Ti(n+1) = Ti(n) = a(T;-1(n) = Ti(n)) + a(Ti1 (n) = Ti(n)) =
= a(T;-1(n) — 2T;(n) + Ti11(n)), i=2,3,...,k—1.

127
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Analogicky vyjadiime zménu teploty na krajich tyce
Ti(n+1) = Ti(n) = a(T, — Ti(n)) + a(Te(n) — Ti(n)) = (T, — 2T1(n) + Ta(n)),
Ti(n+ 1) — Ty(n) = a(Tr—1(n) — Tp(n)) + a(Tr — Tx(n)) = a(Tp—1(n) — 2Ty (n) + Tr).
Odvozené rovnosti prepiseme jako soustavu k rekurentnich formuli

Ti(n+1)=(1-2a)Ti(n) + aTz(n) + o171,
Ti(n+1)=aT;_1(n) + (1 — 2a)T;(n) + oTit1(n), 1=2,3,...,k—1, (6.1)
Ti(n+1)=aTk_1(n) + (1 — 2a)Tk(n) + oTk.

Tuto soustavu muzeme také zapsat ve vektorovém tvaru

T(n+1)=AT(n)+b,

kde
Ti(n) 1 -2« a 0 0 0 oy,
Ts(n) a 1 -2« e 0 0 0
T5(n) 0 a 1—- 2« 0 0 0
T(TL) = . ) A = . . . bl b ==
Ti—1(n) 0 0 0 R e o) 0
Ty(n) 0 0 0 . e 1 -2« aTgr

V matici A jsou konstantni hlavni i obé diagonaly ,nad“ a ,pod®“ hlavni diagonélou; takova
matice se nazyva Toeplitzova. Jeji vlastni ¢isla jsou

JT™ . 1
)\j:1—2a+2acosk+1, 7=12 ... k.
! Tento vysledek lze snadno ovéfit. Oznaéme na chvili 8 = cos kjj:l' Pak je
—28 1 0 0 0
1 -2 1 0 0
1 —-28 ... 0 0
det(A — \j1) = oF _
0 0 0 ... =2p 1
0 0 0 1 —2B

Posledni determinant budeme povazovat za determinant z ¢tvercové matice fadu m a oznac¢ime ho D,,. Jeho
rozvojem podle prvniho fadku dostaneme

1 1 ... 0 0
0 —-28 ... 0 0
D,, = 72ﬁDm,1 - : : = 72ﬁDm,1 — Do,
0 0 ... =20 1
0 0 ... 1 -2
Determinanty D, tedy spliuji linearni rekurentni formuli druhého fadu D,, = —28Dm—1 — Dm—2, tj. jsou

FeSenim pocatecni ulohy

. . 2
Dyy1 4+ Dy =0, D1 = —2cos J7 , D2=4<COS JT ) — 1.

g
D 2
m+2 + 2 COos rrl ol

k+1
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Vsechna vlastni ¢isla jsou tedy redlna. Ponévadz funkce cosinus je na intervalu [0, 7| klesajici,

jsou vlastni ¢isla vesmés riznéd a spliiuji nerovnosti Ay > Ao > --- > A\;. Pro funkce cosinus
dale plati
T T km
cosk_'_1 = —cos <7T—k—+1> :—cosk+1,

takze

T
AM=1—-2a(1-—cos , A =1—2a|1+ cos .
e e AR (R =)
To znamena, ze A\; < 1 pro kazdy index j. Podminku |[\;| < 1 ergodi¢nosti soustavy (6.1),
tj. podminku zarucujici konvergenci mocnin matice A k nule, muZzeme proto prepsat jako
A > —1, podrobnéji

7T
k+1

7T
-1<1-2 1 .
a( +cosk+1>

1
o< —— (6.2)

1
—|—cosk+1

Pokud tedy plati nerovnost

pak je systém (6.1) ergodicky. Vyraz na pravé strané s rostoucim k klesa. Limitnim pfechodem
k — oo tak dostaneme ,univerzalni“ dostate¢nou podminku ergodi¢nosti

a< -, (6.3)

DN | =

Z této nerovnosti plynou nerovnosti (6.2) pro libovolné k; podminka (6.3) tedy zaruéi ergo-
di¢nost soustavy (6.1) pii jakémkoliv poc¢tu tisekl, na néz je ty¢ rozdélena. Mé-1i parametr «
kritickou hodnotu a = %, pak plati

|AL] = | A&l

A1 = cos

x>

7T
k+1 +1’
Celkem tedy dostavame zavér:

o jellil<a< %, pak kazdé Feseni systému (6.1) konverguje ke stacionarnimu feseni;

e jeli % <a< T oosn/(k 1)’ pak kazdé nestacionarni feseni systému (6.1) konverguje

ke stacionarnimu reseni s tlumenymi oscilacemi;

e je-li a > , pak kazdé nestacionarni feseni systému (6.1) osciluje a jeho

1+cosm/(k+1)
amplituda roste nade vSechny meze.

To znamena, ze

sini(erl)j7T
m mjm Jjmo . omjw m k+1
D = (—1 t =(-)"—2Hrt+l
(-1) (Cosk+1+cogk+1s1nk+1> (-1) —
sin
E+1

a tedy Dy = 0, takze také det(A — A;1) = 0.
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Z tohoto vysledku vidime, ze ,fyzikalné realistickd“ hodnota konstanty o nemuze prekrocit
hodnotu %

Soufadnice stacionarniho feseni T jsou feSenim soustavy linedrnich (algebraickych) rovnic

20107 — o1y =aT7,
—aT; | + 217 — T =0, 1=2,3,...,k—1,

—ody | +2aT} = aTg,

po upraveé
2T — Ty =1y,
ﬂtl_2ﬂ*+ ;:_1:0, 7::2,3,...,]{:_1,
=17 |+ 217 =Tg.

Druhé az (k—1)-ni rovnice pfedstavuje linearni rekurentni formuli druhého fadu, jejiz obecné
feseni je tvaru T = A+ ¢B. Hodnoty konstant A, B najdeme dosazenim do prvni a posledni
rovnice,

Tr — Ty,

2A42B—A—2B=T, —A—(k—1B+2A+2kB=Tx, tedy A=Ty, B= ]

Stacionarni feSeni T™ ma souradnice

Tr -1, .
ﬂ*:TL+Zk7_H, 121,2,...,k.
V ptipadé ergodického systému se tedy teplota v tyci ustali tak, ze jeji prtibéh se linedrné
meéni od hodnoty teploty na levém konci k hodnoté na konci pravém.

Podivejme se na jesté jednu interpretaci parametru «. ,Prostfedni“ rovnice systému (6.1)
milzeme upravit na tvar

3 (Li(n+1) + Ti(n)) = 3aTi—1(n) + (1 — a)T;(n) + 3aTit1(n).

Na levé strané je prumérna teplota useku x; za Casovy interval délky At. Na pravé strané je

vazeny prumér teplot tisekt z;_1, x; a x;11 na zac¢atku uvazovaného ¢asového intervalu, nebot
%a +(1—a)+ %a = 1. P1i kritické hodnoté a = % je vaha teploty tseku z; dvojnasobkem

vah teplot tisekti sousednich, pii a < % je vaha teploty useku x; vétsi nez dvojnésobek vah
teplot tisekti sousednich. Vahy teplot t¥i sousedicich tisekt jsou stejné pro hodnotu a =

wino

6.2 Riust populace

6.2.1 Fibonacciovi kralici a jejich modifikace

Leonardo Pisansky, znaméjsi jako Fibonacci, se narodil kolem roku 1170 v italské Pise a
zemrel roku 1250. Vzdélani ziskal v severni Africe, kde jeho otec Guilielmo Bonacci pusobil
jako diplomat. Svoje védomosti sepsal do knihy Liber abaci. Toto dilo publikované roku 1202
mé hlavni zasluhu na tom, ze v Evropé byl pfijat pozi¢ni systém zapisu ¢isel (pomoci indickych

symboli, kterym dnes fikdme arabské ¢islice). Ve tfeti ¢asti knihy Fibonacci zformuloval a
fesil tlohu:
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Kdosi umistil par kralik@i na uréitém misté, se vSech stran ohrazeném zdi, aby
poznal, kolik part kralikt se pfi tom zrodi prubéhem roku, jestlize u kralikt je
tomu tak, ze par kralikdi privede na svét mésicné jeden par a ze kralici pocinaji
rodit ve dvou mésicich svého véku.?

Tuto tlohu a jeji feseni lze povazovat za jeden z prvnich matematickych modeld ristu popu-
lace. Budeme ji Tesit s pouzitim soucasné symboliky.

Ze zadani tlohy plyne, ze kraliky muzeme rozdélit do dvou kategorii (tfid) — na ty, ktefi
jsou mladsi nez dva meésice a tedy dosud ,nerodi“ potomky, a na ty staré aspon dva mésice a
tedy plodné. Oznaéme x(t), resp. y(t), pocet pari juvenilnich (mladych, dosud neplodnych),
resp. dospélych (plodnych), kraliki v ¢-tém mésici. Z ponékud vagniho Fibonacciova popisu
vSak neni jasné, co presné ma vyjadirovat ,,pocet part kralikti v £-tém mésici“. Budeme si tedy
predstavovat, ze kazdy mésic v urceny den probéhne séitani kralikt, kterym ziskdme hodnoty
x(t) a y(t). Nyni je potfeba vyjasnit, kdy se nové pary rodi. Jedna z moznosti je, ze také
k porodim dochézi uréity den v mésici. Abychom tvahy dale zjednodusili (a zreprodukovali
Fibonaccitv vysledek) budeme ptredpokladat, Ze kralici se rodi prvni den a jejich s¢itani
provadime posledni den mésice. Pii s¢itani maji tedy novorozeni krélici veék jiz jeden mésic.
Pri s¢itani nasledujiciho mésice maji tito kralici jiz vék dva meésice a patii tedy mezi plodné.
Ponévadz par plodnych kralika ,zrodi“ (tj. zplodi a porodi) jeden par mladych, bude pocet
part mladych v ¢-tém meésici stejny jako pocet part plodnych v mésici predchozim,

z(t) =y(t —1). (6.4)

Krélici jsou na misté ohrazeném zdi. Tomu miizeme rozumét tak, ze jsou chranéni pfed pre-
datory a tedy neumiraji, a také, ze nemohou nikam utéci. Proto bude pocet plodnych v ¢-tém
mésici roven jejich poc¢tu v predchozim meésici zvétSenému o pocet mladych, ktefi se v pied-
chozim mésici narodili a béhem mésice dospéli,

y(t) =yt —1)+x(t—1). (6.5)

Rovnice (6.4) a (6.5) muZeme povazovat za model riustu populace kraliki; jeji aktualni velikost
pocitame z velikosti v minulosti. Pfi matematickém modelovani néjakych procesi je ovsem
obvyklé usuzovat na budoucnost z pfitomnosti. V rovnicich (6.4) a (6.5) budeme psat ¢t + 1
misto t, rovnice tedy piepiSeme do tvaru

(A1) =y,
y(t+1)=a(t) + ().

Meésic, ve kterém ,kdosi umistil par kralikti na urcitém misté“, budeme povazovat za nulty,
onen ,umistény par“ za dospélé. Mame tedy pocateéni podminku x(0) = 0, y(0) = 1. Odtud
jiz mtizeme postupné pocitat poéty z(t) a y(t) pro libovolné t = 1,2,3,... a z nich celkovy
pocet paru z(t) = z(t) + y(t). Vypocet je shrnut v tabulce 6.1. Vysledek 377 part odpovida
vysledku v Liber abaci.?

Jina z moznosti, jak zadani porozumét, je mirné realisti¢téjsi predstava, ze kralici se rodi
kdykoliv, ale opét je scitdme v uréity den mésice. Pti s¢itani tedy mohou mit novorozenci,

(6.6)

2Pteklad E. Cecha. Citovano dle J. Be¢vai a kol., Matematika ve stiedovéké Evropé. Praha: Prometheus
2001, str. 277.

3To nemusi znamenat, 7e by si Fibonacci skuteéné predstavoval rozeni na zacatku mésice a s¢itani na jeho
konci. Pravdépodobnéjsi je, ze si neumél predstavit nulovy vék a proto jeho novorozenci méli hned vék 1 a
v nasledujicim mésici tak byli dvoumési¢ni a tedy jiz plodni.
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5 6 7 8 9 10 11 12

mésic t 4
3 5 8 13 21 34 55 89 144
5
8

pocet juvenilnich para x(t)
pocet plodnych para  y(t)
celkovy pocet parat  z(t)

8§ 13 21 34 55 89 144 233
13 21 34 55 89 144 233 377

= OO
DO = = =
WIN | DN

Tabulka 6.1: Reseni Fibonacciovy tlohy o krélicich za pfedpokladu, Ze k rozeni dochézi na
zaCatku mésice, pocty zjistujeme na konci mésice, tj. pouzivame model (6.6).

meésic t 10 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 11 12
pocet novorozenych para zo(¢) |0 1 1 1 2 3 4 6 9 13 19 28 41
pocet neplodnych para  =z1(¢) |O 0 1 1 1 2 3 4 6 9 13 19 28
pocet plodnych péart yt)|1 11 2 3 4 6 9 13 19 28 41 60
celkovy pocet part zt) |1 2 3 4 6 9 13 19 28 41 60 88 129

Tabulka 6.2: Reseni Fibonacciovy tlohy o krélicich za predpokladu, Ze k rozeni dochazi kdy-
koliv v prtibéhu mésice a kraliky sc¢itdme v pevné urceny den meésice, tj. pouzivime model

(6.7).

tj. kralici narozeni od piedchoziho séitani, vék z intervalu [0,1) a starsi, ale dosud neplodni
kralici vék z intervalu [1,2). Pii této interpretaci rozdélime tfidu juvenilnich péard na dvé a
oznacime xo(t) pocet novorozenych pari a x1(t) pocet neplodnych part véku alespon jeden
mésic, ale méné nez dva mésice. Ponévadz novorozenci jsou bezprostiednimi potomky plod-
nych pari, mladi jsou ti, kteri se v pfedchozim meésici narodili, a pocet plodnych je poctem
plodnych z ptredchoziho mésice zvétsenym o pocet mladych, ktefl dosahli véku aspon dva
meésice, dostaneme model

rolt+1) = y(t)
xl(t + 1) = .%'o(t) (6.7)
y(t+1)= 1 () +y(t).

Pii pocatecnich podminkach xo(0) = 0, z1(0) = 0, y(0) = 1 a oznaceni celkového poctu
part jako z(t) = xo(t) + z1(t) + y(t), dostaneme pocty kralik, jak je uvedeno v tabulce 6.2.
Vysledny pocet para kralikd za rok je pii této interpretaci téméi trikrat mensi, nez ptivodni
Fibonaccitv vysledek.

Prvnim obecnym poucenim tedy mutze byt to, ze sestaveni modelu rtstu populace je
potfebné vénovat pozornost, presné formulovat a zdivodnit predpoklady, za kterych je model
sestaven. Riizné modely téhoz procesu mohou totiz dévat rizné vysledky.

Vratme se jesté k Fibonnaciovu modelu (6.6). Prepiseme ho ve vektorovém tvaru

Qe (o

matici na pravé strané rovnice ozna¢ime Q. ReSeni najdeme postupem popsanym v 3.2.3.
Vlastni ¢isla matice Q jsou feSenim charakteristické rovnice

‘—)\ 1

N2y 11—
) 1_)\‘—)\ A—1=0

jejiz kofeny jsou Ao = % (1 :I:\/g) Ptislusné vlastni vektory jsou

o) ()
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To znamené, ze Jordaniiv kanonicky tvar matice Q a p¥islusné matice podobnosti P a P~!
jsou

U I S P R

Reseni systému (6.6) s poc¢ateénimi podminkami z(0) = 0, y(0) = 1 tedy je

Do-%02s 28 G157 10t) ot 2)(0)-

_VB1 <2((1+¢5)t_(1—¢5))> _
027\ (14 v5)" - (1-v5)'

0 (52) (200 (5) (120 - 4 bt

Toto feseni odpovidé ptivodnimu Fibonacciovu feseni, které je uvedeno v tabulce 6.1.
Z feseni systému (6.6) také vidime, ze

hmi<x(t)>:£< 2 > V5

oo X \y(t)) ~ 10 \1++v6) 10 “

To znamend, Ze v dlouhém casovém obdobi se pomér plodnych a neplodnych kralikt ustali
na konstantni hodnoté % (1 + \/5), coz je pomér zlatého fezu. V tomto smyslu je také systém
(6.6) ergodicky.

»Tradi¢néjsi“ feseni lohy o Fibonacciovych kralicich vyuziva linearni rovnici druhého fadu. S vy-
uzitim systému (6.6) vyjadiime celkovy pocet kralikti z = z(¢) pomoci rovnosti

2(t+2) =zt +2)+yt+2) =yt +1)+at+1)+yt+1)=20t+1)+z(t) +yt) = 2(t + 1) + 2(t).
Posloupnost z je tedy fesenim linearni rekurentni formule druhého fadu
2(t+1)=z(t+ 1)+ 2(t). (6.8)

Resen{ této rovnice s poc¢ateénimi podminkami z(0) = 1, z(1) = 2 je rovno

5435 (14v5\ 5-3/5 [1-v5\'
20 =1 (2 >+ 10 (2 )

To je opét fefeni odpovidajici piivodnimu Fibonacciovu fefeni z tabulky 6.1. ReSeni rovnice (6.8)
s pocateénimi podminkami z(0) = 0, z(1) =1 je rovno

o () () e -5

Fibonaccitv model je krasny matematicky, neni ovSem prilis realisticky biologicky. Kralici
neumiraji, dospivaji v presné urcenych casech, plodi presné uréeny pocet potomkua v pravi-
delnych intervalech. Fibonacci samoziejmé nepredstiral, Ze popisuje vyvoj populace kralikii,
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vytvoril jakousi umélou skuteénost — jeho krélici ziji a mnozi se na ,misté ohrazeném zdi“.
Navic svou tlohu o kralicich uzavira vétou: ,tak je to mozné délat dal do nekone¢ného poctu
meésict“; tim se Fibonacci projevil jako skuteény matematik — uvazuje o nekonecnu a abs-
traktnich nesmrtelnych kralicich. Myslenka modelovat pomoci rovnic typu (6.6) nebo (6.7)
vyvoj populace rozdélené na nékolik disjunktnich t¥id, pricemz ¢as plyne v diskrétnich krocich,
je vsak velmi plodna.

Pokusime se modelovat vyvoj populace za realisti¢téjSich predpokladt. Ponechame pu-
vodni pfedstavu ¢asu plynouciho v diskrétnich krocich (nejedné se tedy o cas fyzikalni) a
zvolime néjakou casovou jednotku (ve Fibonacciové tloze ji byl jeden mésic). Populaci si
budeme piedstavovat jako tvofenou velkym poctem jedinci (v pfipadé organismii rozmnozu-
jicich se pohlavné budeme za ,jedince” povazovat pary nebo samice). Kazdy z jedinci mize
byt jednoho z typtu — juvenilni (mlady, neplodny) nebo dospély (plodny). Jinak jsou jedinci
nerozlisitelni.

V populaci probihaji t¥i procesy — rozeni (vznik novych jedinct), dospivani (maturace,
pfeména juvenilniho jedince na plodného) a umiréni (nebo z jiného pohledu pfezivani). Na-
rozeni jedince, jeho preménu na plodného a jeho tmrti povazujeme za ndhodné jevy. O umi-
rani (pfezivani) a dospivani budeme pfedpokladat, Ze se jedna o jevy stochasticky nezavislé.
Oznacéme

o1 ... pravdépodobnost, ze juvenilni jedinec preZije jedno obdobi,
09 ... pravdépodobnost, ze plodny jedinec piezije jedno obdobi,
v ... pravdépodobnost, ze juvenilni jedinec béhem obdobi dospéje,

@ ... stfedni pocet potomki plodného jedince za jedno obdobi.
O pravdepodobnostech preziti o1 a o9, pravdépodobnosti maturace v a fertilité ¢ budeme
predpokladat
0<o1 <1, 0<0o9<1l, 0<~v<1, 0<yy (6.9)

v realné existujici populaci totiz musi byt mozné, Ze se juvenilni jedinec dozije plodnosti
(01 > 0, v > 0) a Ze se néjaci novi jedinci rodi (¢ > 0), preziti nikdy neni jisté (o7 < 1,
oy < 1). Nevyluéujeme moznost oo = 0, tj. ze jedinci po ,produkci potomki* (porodu,
nakladeni vajicek a podobné) hynou; takovd populace se nazyva semelparni. Nevylu¢ujeme
vSak ani moznost oo > 0, tj. ze dospéli jedinci plodi po delsi tsek zivota; takova populace se
nazyva iteroparni. Jedinci mohou dospivat bezprostiedné po narozeni, tj. v ¢ase kratsim, nez
je zvolené obdobi. V obdobi po narozeni tedy takovy jedinec, pokud nezemfe, jisté dospéje,
v = 1. Jedinci z populace mohou dospivat i s jistym zpozdénim, v < 1. Zhruba Feceno,
pfi délce casového kroku jeden rok jsou jednoleté organismy semelparni s bezprostiednim
dospivanim, drobni ptaci a savci jsou iteroparni s bezprostfednim dospivanim, lososi nebo
cikddy jsou semelparni se zpozdénym dospivanim, velci ptaci a savci (véetné ¢lovéka) jsou
iteroparni se zpozdénym dospivanim. Snazime se tedy modelovat dosti obecnou populaci.

Oznac¢me déle x(t), resp. y(t), velikost (pocet jedincti, populaéni hustotu, celkovou biomasu
a podobné) ¢asti populace tvofené juvenilnimi, resp. plodnymi, jedinci v ¢-tém ¢asovém kroku.
Juvenilni ¢ast populace je tvorena jedinci, ktefi se za posledni obdobi narodili, a jedinci, kteri
jiz tuto tfidu populace tvorili, prezili obdobi a nedospéli v ném. Ocekavand velikost juvenilni
casti populace v nasledujicim obdobi tedy bude

2(t+1) = a1(1 = alt) + ey(t). (6.10)

Plodna ¢ast populace bude tvorena jedinci, ktefi byli juvenilni, nezemfeli a dospéli, a jedinci,
kteri jiz dospéli byli a prezili. Ocekavand velikost plodné ¢asti populace v nasledujicim obdobi
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tedy bude
y(t+ 1) = or1yz(t) + o2y(t). (6.11)

Poznamenejme jesté, ze kdybychom pfipustili 07 = 09 = 1 a polozili v = ¢ = 1 (jedinci
jisté prezivaji, tj. neumiraji, jisté béhem obdobi dospéji a dospéli vidy vyprodukuji prave
jednoho potomka), dostaneme piivodni Fibonaccitiv model (6.6).

Soustavu rekurentnich relaci (6.10) a (6.10) opét zapiseme jako relaci vektorovou

(5) (t+1)= (01(011; 7) (‘i) (g) t) =Q (g) (t). (6.12)

Nyni se ptame, za jakych podminek mtze populace prezivat. Vyuzijeme Vétu 22.
V pfipadé systému (6.12) je

trQ=o01(1—7)+02, detQ=o0102(1—7)—o017p
a podle podminek (6.9) plati
trQ>0, o102(1—7)<1<1l+4+o017p, tj. detQ < 1.
Aby tedy populace mohla rust, musi platit tr Q > det Q + 1, tj.
o1(1 = 7) + 02 > 0102(1 =) — o179 + 1,

po upraveé
(1—01(1=7))(1 = 02) < g17¢.

Vyraz na pravé strané této nerovnosti predstavuje stifedni hodnotu poc¢tu novorozenci, ktefi
se doziji dospélosti. Vyraz na levé strané vyjadiuje pravdépodobnost toho, ze juvenilni jedinec
uhyne nebo dospéje a hned v prvnim obdobi uhyne, tedy pravdépodobnost, Ze novorozenec
béhem svého zivota nezplodi potomka.

Pokud

(1=01(1 =7))(1 = 02) > a179,

populace vymre. V ptipadé, Ze by nastala rovnost, populace se vyvine do konstantni velikosti.
Ovsem pravdépodobnost, ze by realnd populace méla takové parametry, které splni néjakou
rovnost, je nulova.

6.2.2 Siilmilchova populace a Leslieho matice

Berlinsky akademik Johann Peter Siifimilch publikoval v roce 1741 pojednani Die gdttliche
Ordnung in der Verinderungen des menslichen Geschlechts aus der Geburt, dem Tode un
der Fortpflanzung deflelben (Bozsky fad ve zménach lidskych generaci jejich rozenim, smrti
a rozmnozovanim), které je nyni povazovano za prvni praci vénovanou demografii. Do jejiho
druhého vydani o dvacet let pozdéji zahrnul matematicky model, ktery pro néj vypracoval
Leonhard Euler. Model vychéazi z podobnych zjednoduseni jako Fibonacciiv model ristu
populace kralikd, zahrnuje vsak vedle rozeni i umiradni. Zac¢ina v roce 0 s jednim lidskym
parem, pricemz muz i zena maji dvacet let. Euler dale predpokladal, ze lidé umiraji ve 40
letech, Zeni a vdavaji se ve 20 letech a kazdy par ma Sest déti: dvé déti (chlapce a dévée) ve
véku 22 let, dalsi dva ve véku 24 let a posledni dvojici ve véku 26 let.
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Vyjadiime Euleriv model formélné. Za jednotku ¢asu budeme povazovat dva roky. Ozna-

¢ime n = n(t) — pocet novorozenych paru v ¢ase t,

d = d(t) — pocet tmrti v ¢asovém intervalu (¢ —1,¢)

x = x(t) — pocet zijicich paru v case t.
Novorozenci v ¢ase t jsou potomeci part 22-ti letych (tj. téch, ktefi byli novorozenci pied
22 lety, tedy v Case t — 11), parta 24 letych a para 26 letych. Pro veli¢inu n(t) tedy mame
rekurentni vztah

n(t) =n(t —11) + n(t — 12) + n(t — 13).

Ponévadz lidé umiraji ve 40 letech, je pocet d(t) zemfelych part v ¢ase ¢ roven poétu novo-
rozencu pred 40 lety, tj.
d(t) = n(t — 20). (6.13)

V case t ziji pary, které zily v pfedchozim obdobi a nezemiely, a dale pary, které se v tomto
case narodily. Plati tedy
x(t) =z(t —1) — d(t) + n(t).

Témito tivahami dostdavame model vyvoje populace tvofeny tfemi posloupnostmi, které splnuji
linearni diferenc¢ni rovnice

n(t+13) = n(t+2)+n(t+1)+n(t),
d(t+20) = n(t), (6.14)
z(t+20) = z(t+19) +n(t) —d(t).

Vyvoj modelované populace v prvnich ¢tyriceti letech, tj. v ¢ase t = 0 az t = 19 je shrnut
v Tabulce 6.3. V pocateénim case byl na Zemi pouze jeden par dvacetiletych, tj. z(0) = 1,
n(0) = 0. Po dvou letech k nim p¥ibyli novorozeni chalapec a dévée, tj. n(1) = 1, (1) = 2. Po
dalsich dvou letech pfibyl dalsi par novorozencti, n(2) = 1, 2(2) = 3 a po dalsich dvou letech
opét, n(3) = 1, z(3) = 4. Pak se ¢trnéct let velikost populace neménila, nikdo se nerodil ani
neumiral. Za dalsi dva roky, tj. 20 let od za¢atku prvotni par zemfel, d(10) = 1, z(10) = 3 a za
dalsi dva roky ptibyli prvni potomci prvniho narozeného paru, n(11) = 1, z(11) = 4. Za dalsi
dva roky pribyli druzi dva potomci prvniho narozeného paru a prvni dva potomci druhého
narozeného paru, n(12) = 2, x(12) = 6. Tak mizeme v pocitani pokracovat a dostaneme
vSechny pocateéni podminky pro rovnice (6.14), jak jsou uvedeny v Tabulce 6.3.

Rovnice (6.14) spolu s pocateénimi podminkami umoznuji rekurentné pocitat velikost po-
pulace v libovolném case. L. Euler tento vypocet provedl az do ¢asu ¢ = 119. Na Obrazku
6.1 jsou zobrazeny hodnoty posloupnosti n, d, x az do tohoto casu. K problematice ristu
populace se Euler pozdéji vratil v rukopise Sur la multiplication du genre humain (O roz-
mnozovani lidského rodu), ktery vSak za jeho zivota nevysel. Tam odvodil (v 18. stoleti, bez
jakékoliv vypocetni techniky!), Ze velikost lidstva po dostateéné dlouhé dobé vyvoje roste jako
geometrickd posloupnost s kvocientem r = 1,096, coz znamena, zZe jeho velikost se zdvojnasobi
kazdych zhruba 15 let. Dale vztahem

n(t)  nlt) oo
A0 "m0 = 6

ukazal, Ze pocet timrti je zhruba Sestkrat mensi, nez pocet narozeni.

Vzhledem k podmince (6.13) muzeme ptuvodni Eulertiv model (6.14) zredukovat na dvé
linearni diferenc¢ni rovnice

n(t+13) = n(t+2)+n(t+1)+n(l),

(t+20) = a(t+ 19) 4 n(t + 20) — n(t). (6.15)
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rok | ¢as | novorozenci umrti zijici pary || rok | ¢as | novorozenci umrti Zijicl pary
t n(t)  d(t) x(t) t n(t)  d(t) x(t)

0 0 0 0 1 20| 10 0 1 3
2 1 1 0 2| 22| 11 0 0 3
4 2 1 0 3 24| 12 1 0 4
6 3 1 0 41 26| 13 2 0 6
8 4 0 0 4| 28| 14 3 0 9
10 5 0 0 4| 30| 15 2 0 11
12 6 0 0 4| 32| 16 1 0 12
14 7 0 0 4| 34| 17 0 0 12
16 8 0 0 41 36| 18 0 0 12
18 9 0 0 4| 38| 19 0 0 12

Tabulka 6.3: Pocate¢ni velikosti populace modelované rovnicemi (6.14).

Prvni z téchto rovnic je linearni homogenni diferen¢ni rovnice pro posloupnost n. Muzeme ji
tedy vyTesit metodami uvedenymi v 3.2.3 a nalezenou posloupnost n dosadit do druhé rovnice.
Charakteristickd rovnice pro prvni z rovnic (6.15) je

AP N —a=1
a ma jeden realny a 12 komplexné sdruzenych jednoduchych kotfent. Tyto koreny jsou

A1 = 1,096128990,

2,3 = 0,9404208930 + 0,54617885461 = 1,087521401(cos0,5261682144 + isin 0,5261682144),
4,5 = 0,5258241166 + 0,91960971931 = 1,059326691(cos1,051377404 + isin 1,051377404),

6,7 = &1 = cos § T isin Z,

Ag,9 = —0,9603461911 & 0,2570448492i = 0,9941513271(cos2,880064478 + isin 2,880064478),
10,11 = —0,6729736856 + 0,65024742371 = 0,9357966091(cos2,373367756 + isin 2,373367756),
12,13 = —0,3809896276 + 0,80564022961 = 0,8911841986(cos2,012532255 + isin 2,012532255).

Reélny charakteristicky kofen A; je soucasné ryze dominantnim charakteristickjm kofenem.
To znamena, ze posloupnost n je asymptoticky ekvivalentni s posloupnosti 7 danou vztahem

At) = At <lim ”(7)> .

T—00 )\ir

Posloupnost 7 lze proto povazovat za prvni aproximaci posloupnosti n. Oznacime

a = lim n(7)7
T—00 )\71—
geometrickou posloupnost i jednoduse vyjadiime vztahem 7(t) = a\! a dosadime ji do

druhé z rovnic (6.15). Tak najdeme prvni aproximaci & posloupnosti x. Posloupnost Z tedy
ma spliiovat

Z(t 4 20) = Z(t + 19) 4+ a(t + 20) — A(t) = Z(t + 19) + aXiT20 — )l

Budeme-li v této rovnosti psat t — 19 misto ¢, dostaneme po jednoduché tpravé vyjadreni
diference posloupnosti T ve tvaru

A0 —1

A
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n, d, x

0 20 40 60 80 100 120

Obrézek 6.1: Model ,rozmnozovani lidského rodu“ (6.14). Na svislé ose je logaritmické mé-
Fitko. Symboly oznacuji: x(t) — pocet zijicich paru v Case ¢, tj. 2t let od pocatku, n(t) —
pocet narozeni v ¢ase t, d(t) — pocet tmrti v Case ¢.

Podle (1.26) a podle 1.3.2 tedy je

_ _ )\%O—It_li _ a M0 -1,
x(t):xo—i-ai)\%g ;Al:mO+A—PA1—1(A1_1)'

Vyjadieni posloupnosti Z zjednodusime tim, Ze oznacime

a A0 -1
A= 1—. 6.16
MO A —1 (6.16)
Dostavame tak prvni aproximace feSeni systému diferen¢nich rovnic (6.15) ve tvaru
n(t) = a)}, T(t)=To+ AN —1). (6.17)

Tyto posloupnosti lze povazovat za vyjadieni ¢asového trendu mnozstvi novorozencu a veli-
kosti populace.

Povsimnéme si nyni toho, ze pro argument ¢ charakteristickych kofenti, které maji druhy
nejvétsi modul, tj. kofent g 3, plati

2T
11,9414°

@ =arg Ao 3 = 0,5261682 =

Odtud plyne, ze ,perioda kolisani“ posloupnosti n kolem posloupnosti 7, tj. kolem jakési
stredni hodnoty poc¢tu novorozenych parti, je zhruba 12. Tento jev je také dobfe pozorovatelny
na Obrazku 6.1.

Ozna¢me pro struc¢nost s = |\z|. Posloupnost 7 dana vztahem

fi(t) = aX] + (Bcosty + ysintp)x’,
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kde B,y jsou vhodné konstanty urcené pocatecnimi podminkami, ,pro dostatecné velkd ¢
dostatecné presné aproximuje posloupnost n‘.

Nyni budeme hledat ,dostate¢né dobrou“ aproximaci Z posloupnosti x. Dostaneme ji tak,
ze ve druhé z rovnic (6.15) budeme psat  misto =, 7 misto n a t — 19 misto t. Dostaneme

F(t+1) = 2(t) + a(t + 1) — At — 19) =
= F(t) + e + (Beos(t 4+ 1)¢ + ysin(t + 1)¢) R
— a1 — (Beos(t — 19)p + ysin(t — 19)p) k"1,
tedy
AZ(t) = a——— )\ )\ + (Bcosty + Csintp)k’, (6.18)
kde jsme oznacili

B = k(B cosp — ysinp) — k(B cos 19¢ — vsin 19¢),

C = k(ycosp — Bsing) — k19(ycos 199 + fsin 19¢).
Z rovnice (6.18) dostaneme aproximaci feseni druhé z rovnic (6.15) ve tvaru
t—1 )\20 '
= I +Z < (Bcosz'go—i—Csiniap)/#) .
Toto vyjadfeni muzeme upravit s vyuzitim 1.3.2 a oznaceni (6.16)

i(t) =T+ AN — 1)+
B(r" cos(t — 1)¢ — kcosp — Kkl costyp + 1) + C (kT sin(t — 1)p + ksing — k! smtgp)
k2 — 2k cosp+1

_|_
(6.19)

Aproximace (6.17) a (6.19) feSeni systému (6.15) jsou zobrazeny na Obrazku 6.2.

Model (6.15) popisuje vyvoj velikosti populace, kterd je strukturovand do dvou tiid —
novorozenci a ostatni. Snadno ho ale mizeme modifikovat, aby popisoval populaci strukturo-
vanou podrobnéji; muze nas zajimat pocet Skolnich déti, pocet rodi¢u pecujicich o déti pred-
skolniho véku a podobné. V Eulerové zjednoduseni takové rozclenéni populace zéavisi pouze
na véku jedinct. Ozna¢me proto x;(t) pocet paru véku i (tj. 2i let) v éase t, i = 1,2,...,20.

Pak plati
20
t)= wit)
i=1

n(t), i=1,
mi_l(t), 1> 1, ’

zi(t) =n(t—1), z(t+1)= {
Prvni z rovnic modelu (6.15) nyni mizeme piepsat ve tvaru

n(t+1) =n(t—10) +n(t —11) + n(t — 12) = z19(t) + z11(t) + z12(2).
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Obrézek 6.2: Upraveny model ,rozmnozovani lidského rodu® (6.15). Na svislé ose je loga-
ritmické méritko. Symboly oznacuji: x(t), n(t) — hodnoty pocitané z rekurentnich vztahi
(6.15), z(t), n(t) — prvni aproximace TeSeni (6.17) vyuzivajici pouze dominantni charakte-
risticky kofen A; (trend), Z(t), 7(t) — druhd aproximace feSeni (6.19) vyuzivajici charakte-
ristické kofeny Ao 3 s druhym nejvétsim modulem. Pii vypoc¢tu byly pouzity hodnoty a =
0,194708013278096, o = 2,6514514395602, 7 = 0,231889637997667, v = 0,352845633763305,
To = 2,07362768022334.
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Pro vyvoj velikosti populace strukturované podle véku popsanym zpiisobem tak dostavame
model tvoreny 21 linearnimi diferenénimi rovnicemi prvniho fadu

n(t + 1) = xlo(t) + mn(t) + 1‘12(15),
z1(t+1)=n(t), (6.20)
mi(t—kl):xi_l(t), 1 =2,3,...,20.

Euler v podstaté predpokladal, ze smrt je jista ve Ctyficeti letech a v mladsim véku je jisté
preziti. Abychom model priblizili realité, nahradime jistoty pravdépodobnostmi. Oznacme
proto P; pravdépodobnost, Ze jedinec véku ¢ (tj. 2i let) pfezije jedno dvouleté obdobi (tj.
dozije se véku 2i + 2 let). Dale necht nejvyssi mozny vék je 2k let. Pak

xl(t + 1) = P()’I’L(t), CCZ'(t + 1) = Pi,lxi,l(t), 1=2,3,...,k.

Dalsi Euleruv nerealisticky predpoklad je ten, Zze dospélé pary maji v presné daném véku

vvvvv

paru véku i je ndhodna veli¢ina se stfedni hodnotou F;. Prvni z rovnic modelu (6.20) nyni
muzeme nahradit rovnici

k
n(t+1) = Fa(b);
=1

hodnota posloupnosti n(t) nyni jiz nevyjadiuje po¢et novorozencu v case t, ale o¢ekdvanou
hodnotu tohoto poctu. Celkem tak dostdvame model tvofeny & + 1 linedrnimi diferenénimi
rovnicemi

n(t + 1) = i Fl-xi(t),

i=1
CEl(t + 1) = Po’l’L(t),
it +1)=Pgwi (), i=2,3,... k.

Tento model mizeme zapsat ve vektorovém tvaru

n 0 F1 F2 e Fk_g Fk—l Fk n
I Po 0 0 e 0 0 0 X
T2 0 P1 0 e 0 0 0 xT9
e+ = 0 S : : c @),
L9 0 0 0 PN 0 0 0 T—2
Thk—1 0 0 0 Ce Pk,Q 0 0 Th—1
Tk 0 0 0 PN 0 Pk—l 0 T
nebo strucné
x(t+1) = Lx(t), (6.21)

kde jsme oznacili

n 0 F1 FQ Fk,1 Fk

T2 0 P1 0 0 0

z=| . |, L=). . . . .
Th_1 0O 0 0 ... 0 0

T 0 0 0 ... P71 O
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Maticovy model (6.21) poprvé zformuloval Patrick Holt Leslie ve slavném ¢lanku On the
use of matrices in certain population mathematics, ktery publikoval roku 1945 v casopise
Biometrika. Matice L proto dostala nazev Leslieho matice.

6.2.3 Malthusovské modely

Predpokladejme, Ze zname okamzitou velikost populace a umime spocitat pocty jedinct uhy-
nulych a ,nové vzniklych“ (tj. novorozenct, embryi, kli¢icich semen a podobné). Budeme dale
predpokladat, Ze néjaci ,novi“ jedinci skutecné ,vznikaji“ a jejich pocet v néjakém zvoleném
obdobi je timérny velikosti populace (napf. ze kazdy jedinec za obdobi vyprodukuje urcity
pocet potomkii a jedinec ,nové vznikly“ potomky jesté neprodukuje). Poc¢et uhynulych je-
dinctt budeme povazovat za imérny velikosti populace, coz lze interpretovat tak, ze existuje
pro vSechny ,staré* jedince (tj. nikoliv ty ,nové vzniklé“) pravdépodobnost, Ze béhem uva-
zovaného obdobi zemfou. Nebudeme vylucovat ,nesmrtelnost* (tj. populace se muze vyvijet
v dokonale chranéném prostiedi a jeji rast sledujeme jen po takové obdobi, Ze jedinci ne-
zestarnou; takovou populaci byli napf. Fibonacciovi kralici) ani moznost, ze béhem obdobi
vymiou vSichni ,staii“ jedinci a zlistanou pouze ti ,,nové vznikli“.

Zvolme tedy ¢asovou jednotku a oznacme x(t) velikost populace v ¢ase t, y(t) mnozstvi
jedinct ,vzniklych® v ¢asovém intervalu (¢, ¢+ 1], ktefi v éase t+1 7iji, a z(¢) mnozZstvi jedinct
uhynulych v tomto ¢asovém intervalu. Tyto stavové proménné jsou vazany rovnosti

x(t+1) = z(t) + y(t) — 2(t) (6.22)
pro kazdé t € N. Pfitom predpokladame
(i) y(t) = bx(t) pro kazdé t € N a né&jaké b > 0,
(ii) z(t) = dx(t) pro kazdé t € N a néjaké d, 0 < d < 1,

parametr b, resp. d, se nazyva koeficient porodnosti (birth rate), resp. umrtnosti (death rate).
S vyuzitim uvedenych pfedpokladi miuzeme rovnost (6.22) prepsat ve formé

x(t+1)=x(t) + bx(t) — de(t) = (1 +b— d)x(t)
a pri oznaceni
r=1+b—d (6.23)

v jednoduchém tvaru
x(t+1) = rx(t). (6.24)

Dostavame tak model s jedinou stavovou proménnou x a jedinym parametrem r. Parametr r
se nazyva rustovy koeficient (growth rate) a podle predpokladu (ii) spliiuje nerovnost

r=1+b-d>1+b—1=0b>0. (6.25)

Model (6.24) je vlastné linedrni homgenni diferen¢ni rovnice prvniho fadu, jednoduse fecéeno,
rekurentni formule pro geometrickou posloupnost s kvocientem r. Pfi zndmé (nebo dané)
pocateéni velikosti populace z(0) = ¢ muZzeme tedy ¢asové zavislou velikost populace vyjadfit
geometrickou posloupnosti

x(t) = r'z(0). (6.26)

Ze znamych vlastnosti geometrické posloupnosti dostdvame prvni zaveér:
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Tvrzeni 22. Pro populaci modelovanou rovnosti (6.22) s predpoklady (i) a (ii) plati

e je-lir > 1, tj. b > d, pak tlim x(t) = oo, populace neomezené roste;
— 00

e je-lir =1, tj. b=d, pak z(t) = 2(0) pro vSechna ¢ € N, velikost populace je v pribéhu
Casu konstantni;

e je-lir <1, tj. b<d, pak tlim x(t) = 0, populace vymiréa.
— 00

Neékdy muze byt uzitecné v populaci rozliSovat novorozence a ostatni jedince. Mnozstvi
,hové vzniklych® jedincd totiz nemusi byt pozorovatelné, napt. kli¢ici semena jsou schovana
v zemi, birezost samice nemusi byt viditelna a podobné. Budeme proto uvazovat jinou veli¢inu
— mnozstvi novorozenct, tj. zivé narozenych mladat nebo éerstvé rasicich rostlin. Oznaéme
tedy n(t) mnozstvi novorozenct v ¢ase t. Za novorozence budeme povazovat jedince, ktefi
,vznikli“ v ¢asovém intervalu (¢ —1,¢] a v ¢ase t ziji. To znamena, ze n(t) = y(t —1). Rovnost
(6.22) tedy mizeme piepsat na tvar

z(t+1) —n(t+1) =a(t) — 2(t). (6.27)
V ¢case t > 0 je podil novorozenci v populaci podle (6.24) a predpokladu (i) roven

n(t) B y(t—1) b

x(t)  rzt—-1)

Vidime, zZe tento podil nezavisi na ¢ase. Oznacime

m=~. (6.28)

Pak podle nerovnosti (6.25) a pfedpokladu (i) je m > 0. Z rovnosti (6.27) a (6.24) nyni
muzeme vyjadrit

2t)=x(t)—z(t+1)+nt+1)=a@) —z(t+1)+mzt+1) = (1 —r+ mr)x(t).
Porovnanim s predpokladem (ii) vidime, Ze
d=1—-7r+mr. (6.29)
Odtud a s dalsim vyuzitim pfedpokladu (ii) dostaneme

:d+7“—1<1+7“—1:

m < 1.
r r
Pro mnozstvi n(t) novorozencu v ¢ase ¢ tedy plati
n(t) = mx(t), 0<m<1. (6.30)

Mnozstvi novorozenctu n(t), mnozstvi ,nové vzniklych“ jedinct y(t) a mnozstvi uhynulych
jedinct z(t) spliuji stejnou diferenéni rovnici (6.24) jako velikost populace z(t):

n(t+1) = mz(t + 1) = mrz(t) = rn(t), y(t+1) =bx(t+ 1) = bra(t) = ry(t),

2(t+1) =de(t + 1) = dra(t) = rz(t).
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Z rovnosti (6.29), (6.30) a pfedpokladu (ii) dostaneme

z(t
1 2\
1-d z(t)  x(t) — 2(1)
r=—— N IGREE) (6.31)
x(t)

Zname-li tedy velikost populace a mnozZstvi novorozenci v néjakém okamziku a mnozstvi
uhynulych jedinct v predchozim obdobi, mizeme vypocitat rustovy koeficient r; samoziejmé
za predpokladu, ze se populace vyviji podle uvazovaného modelu, tj. podle rovnice (6.24).

S vyuzitim rovnosti (6.29), (6.30) a pfedpokladu (ii) muzeme také vyjadrit

it)_rzﬂw_r:i_r:1—r+mr_T:1—r
n(t) x(t) n(t) m m m
takze
20 _,
%:%. (6.32)

Ze znalosti mnozstvi novorozencti, mnozstvi uhynulych jedinci a podilu novorozencii v popu-
laci mizeme vypocitat ristovy koeficient 7.

V matrikdch byvaji vedeny zaznamy o narozenich a tmrtich (ve farnich matrikach byvaly
zéznamy o kitech a pohfbech). Z téchto tdaju lze uréit pocet novorozencti n(t) a pocet
zemfelych z(t) v néjakém roce. Z odhadu podilu novorozenct v populaci (naptiklad spoc¢itanim
koc¢arki a lidi na ndmésti odpoledne) lze pomoci rovnice (6.32) spoéitat piirustek obyvatelstva
r a z této hodnoty a z rovnice (6.31) odhadnout pocet obyvatel.

Udaje o timrtich byvaji vétsinou doplnény i o vék zemielych. Budeme tedy predpokladat,
ze zndme vék uhynulych jedinct, Oznaéme zj(t) mnozstvi jedinct, ktefi uhynuli v ¢asovém
intervalu (¢, ¢+ 1] a jejich vék byl k; pfesnéji, ktefi v ¢asovém intervalu (¢,t+ 1) véku k dosahli
a poté v tomto intervalu uhynuli, nebo kteri by v tomto intervalu véku k dosédhli, pokud by
neuhynuli. Predpokladejme, Ze existuje néjaky maximalni mozny vék w, tj. takovy veék, zZe
neni mozné aby jakykoliv jedinec byl starsi nez w.?

Ozna¢me déle () mnozstvi jedinci véku k v Case t, presnéji: mnozstvi jedinci, ktefi
v Casovém intervalu (¢t — 1,¢] dosahli véku k. Proménné x(t), n(t), z(t), zx(t), zk(t), k =
1,2,...,w jsou vazany vztahy

w w
2) =) a(t), x(t)=n)+ Y @i(t), z(t) =2k(t) - 2pga(t + 1) (6.33)
i=1 i=1
pro kazdy cas t € N.
Necht g, k =1,2,...,w oznacuje pravdépodobnost, Ze se jedinec dozije véku k, tj. prav-
dépodobnost, ze jedinec, ktery byl v ¢ase ¢ — k novorozencem, zije v Case t,
k(1)
= —" 6.34
e (s (6.34)

4Tim samoziejmé neni Feceno, e je mozné se véku w dozit; v piipadé lidské populace miiZeme bezpe&né
volit nap¥. w = 1000 let, nebot v literatute (Gn 5,27) je doloZen nejvyssi dosazeny vék ¢lovéka 969 let; dozil se
jich Metuzalém.
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Polozme jesté go = 1. Z rovnosti (6.33), (6.34), (6.30) a (6.26) vyjadiime

2(t) = 2k (t) — o1t +1) = qen(t — k) — geran(t +1— (k+1)) =
= qggma(t — k) — ggrama(t — k) = (g — Qk+1)m7“t~"3(0)rik = (qr — Qk+1)$-

Odtud dostaneme rekurentni formuli pro vypocet pravdépodobnosti ¢; doziti véku k pri zné-
mych poctech tmrti ve véku k, poc¢tu novorozenct n(t) a riustovém koeficientu 7:

k
21 (t)
= — =1.
qk+1 dk n(t) B q0

7 ni také plyne, ze
l=g=2q0202""2q-12 g (6.35)

Tyto nerovnosti vyjadiuji samozrejmou skutecnost, Ze jedinec, ktery se dozil véku k + 1, se
urcité dozil také veku k.
Z rovnosti (6.26), (6.33), (6.34), (6.30) a (6.35) dostaneme

rw(0) = z(t) =n(t) + > xi(t) =n(t) + > qn(t—i) =ma(t) + > _ gma(t —i) =
=1 i=1 =1

=m <T’t£6(0) + Z qirt_ix(0)> = mr'z(0) <1 + %) .
i=1 j

7 této rovnosti plyne Fulerova rovnice

1:m<1+z%>, (6.36)
i=1

kterou lze povazovat mj. za rovnici pro vypocet ristového koeficientu r ze znalosti pravdépo-
dobnosti ¢1, ¢2, . . ., g, a podilu novorozencu v populaci.
Do Eulerovy rovnice (6.36) dosadime parametr m vypod¢itany z rovnosti (6.32),

a tim odvodime vztah

i G _nd) (6.37)

(2
Z Eulerovy rovnice (6.36) a rovnosti (6.30) dostaneme

7l
i=1

2(t) = n(t) <1+ . ‘1—) (6.38)

Relace (6.37) a (6.38) lze povaZovat za rovnice pro vypocet ristového koeficientu r pfi zna-
mych pravdépodobnostech doziti q1,qs, ..., q,, po¢tu novorozenci n(t) a k tomu velikosti
populace z(t) nebo po¢tu tmrti z(t).
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Podle rovnosti (6.34), (6.30) a (6.26) plati

wi(t) = qen(t — k) = ggma(t — k) = gemr'™*2(0) = mﬂ?(f)z—],z,

takze podle Eulerovy rovnice (6.36) je podil jedinct véku k& v populaci roven

( ) qk

xr(t . qr rk

o) TR 1039
i=1 7

jmenovatel posledniho zlomku nezavisi na véku k. To znamend, Ze v populaci, jejiz velikost
se vyviji podle rovnice (6.24), je stalé zastoupeni jednotlivych vékovych tfid, populace ma
vekove stabilizovanou strukturu. Oznacime-li

zo(t) =n(t) (6.40)

vidime porovnanim s Eulerovou rovnici (6.36), ze rovnost (6.39) plati také pro k = 0.
Podle nerovnosti (6.35) pro r > 1 plati

R TR B S 1)

_’I“O_’I“l_T'2_T’3_ — pw
Odtud, z rovnosti (6.39) a z Tvrzeni 22 dostavame:

Tvrzeni 23. Necht se velikost populace vyviji podle modelu (6.24). Pokud populace nevymira
(r > 1), pak tfida novorozenctu n(t) je v populaci zastoupena nejpocetnéji ze vsech vékovych
tfid. Pokud tfida novorozencu neni zastoupena nejpocetnéji, pak populace vymira (r < 1).

Podle tfeti z rovnosti (6.33) a rovnosti (6.24), (6.39) plati

Lz op(t) — (2e(t) = et + 1) _ apa(t+1)
xk(t) xk(t) xk(t)
T (t+ 1) ra(t)  quyarr® Qe+1

e(t+1) a(t) g a

Vyraz nalevo vyjadifuje klasickou pravdépodobnost, ze jedinec, ktery mél v case ¢t vék k
neuhyne béhem ¢asového intervalu (t,¢ 4 1|. Vyraz napravo vyjadiuje podminénou pravdé-
podobnost, ze se jedinec dozije véku k + 1 za podminky, ze se dozil véku k. Rovnost tedy
neni nijak prekvapiva, ukazuje vSak, ze dosud odvozené zavéry z modelu neodporuji realité.
Zminénou pravdépodobnost, tj. pravdépodobnost, ze jedinec véku k prezije casovy interval
jednotkové délky, oznac¢ime symbolem py, tedy

t t41
pp = Bl g ) _ men(t+ ), E=0,1,2,...,w—1. (6.41)

oz
q zy(t) z(t)

Pokud zname pravdépodobnosti pfeziti pi, mlzeme vypocitat pravdépodobnosti ¢, doziti
véku k podle rekurentni formule

Qk+1 = Pkqk, qo = 1.
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Tuto formuli lze povazovat za linearni homogenni diferencni rovnici a tedy

k—1
k. = H Di-
i=0

Tento vysledek fika, ze preziti kazdého z intervalu (¢t + i,t +1i+ 1], ¢ = 0,1,...,k jedincem,
ktery byl v Case ¢t novorozeny, jsou stochasticky nezavislé jevy.

Tteti vyjadfeni pravdépodobnosti py v rovnostech (6.41) muZzeme také zapsat jako dife-
ren¢ni rovnice pro mnozstvi jedincti véku k:

Tpp1(t+1) =prxp(t), k£=0,1,2,...,w—1. (6.42)

K tomuto systému diferencnich rovnic priddme jesté rovnici pro mnozstvi novorozenct, tj.
pro slozku z((t) = n(t). Z predpokladu (i) dostaneme

zo(t+1) =n(t+1) =y(t) = bx(t), (6.43)

takze s vyuzitim druhé z rovnosti (6.33) je
w
vo(t+1) =b> wi(t). (6.44)
1=0

Aby se velikost populace vyvijela podle rovnice (6.24), musi byt poc¢ateéni podminky systému
rovnice (6.44), (6.42) podle rovnosti (6.39) ve tvaru

0
20(0) = mz(0),  zx(0) = i—i%, k=1,2,...,w. (6.45)
1+~
i=1T

Predpokladejme navic, ze jsme schopni rozlisit vék jedinci, ktefi ve zvoleném ¢asovém ob-
dobi ,dali vznik novym jedincim®. V matrice obyvatelstva by napiiklad mohly byt zadznamy
o véku matky. Budeme predpokladat v analogii k pfedpokladu (i), Ze mnozZstvi ,nové vznik-
lych* jedinci, ktefi jsou potomky jsou potomky jedinct véku k, je imérné mnozstvi jedincii
tohoto véku. Navic jedinci z zadné vékové ti¥idy nemohou ,,vyprodukovat® méné nez zadného
jedince. Predpokladame tedy

(iii) yk(t) = bkxk(t), by >0, k=0,1,...,w, z b; > 0.
=0

Proménné y a yi, k = 0,1,...,w jsou samoziejmé vazany rovnosti

y(t) = Z vi(t) (6.46)

pro vSechna t € N. Parametry b, &k = 0,1,2,...,w nazyvame vékové specifické koeficienty
porodnosti nebo mira reprodukce ve véku k. Jedinci byvaji plodni az od jistého minimalniho
veéku, feknéme o > 0 (menarche), poté plodnost az do jistého véku roste, v néjakém véku plné
dospélosti, feknéme S > «a, dosdhne svého maxima, od tohoto véku jiz neroste nebo dokonce
klesd a v néjakém véku v (menopauza), f < v < w, muze vymizet. Pro vékové specifické
plodnosti tedy muze platit

O0=byp=""=ba-1<by <bat1 <---bg1<bg>bgr12>-2>by_12>by=0;
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nerovnosti mezi vékové specifickymi koeficienty porodnosti nejsou z hlediska matematického
modelu dulezité, mohou mit vyznam pouze pri jeho interpretacich.
Z ptredpokladu (i), (iii) a rovnosti (6.39) dostaneme
ba(t) =y(t) = > yilt) =D bizi(t) =m» bir—;m(t).
j i=0 i=0

=0

Odtud a z vyjadfeni (6.28) plyne

_ b - bAQZ'
T—E—ZO Zﬁ.
1=

Ristovy koeficient r je tedy fesenim rovnice
w
D bigirT =1, (6.47)
=0

Ponévadz se velikost populace vyviji podle diferenéni rovnice (6.24), musi mit rovnice (6.47)
kladné Teseni. To znamena, ze

existuje k € {0,1,2,...,w} Ze brqr > 0; (6.48)

v opacném pripadé by totiz leva strana rovnice (6.47) byla nulova pro kazdé r > 0. Ozna¢me
nyni f(r) levou stranu rovnice (6.47). Z podminky (6.48) plyne, Ze plati

w

lim f(r)=o0, lim f(r)=0, f'(r)=- Z(z + 1)bigir > < 0 pro r > 0.

r—0+ r—00 c
1=0

Funkce f je tedy na intervalu (0,00) ryze klesajici, klesd od nekoneéna k nule. To znamen4,
ze rovnice (6.47) ma feseni jediné. Pokud f(1) > 1, je toto feSeni vétsi nez 1, pokud f(1) < 1,
je toto Teseni mensi nez 1. Z tohoto pozorovani a z tvrzeni 22 plyne

Tvrzeni 24. Necht se velikost populace z(t) vyviji podle modelu (6.24), tj. jsou splnény
relace (6.22),(6.27), (6.33), (6.34) a predpoklady (i), (ii). Necht navic plati predpoklad (iii) a
jsou splnény podminky (6.46) a (6.48). Pak

w

e je-li Y b;q; > 1, pak populace neomezené roste;
=0

w
e je-li > big; = 1, pak velikost populace je v pribéhu ¢asu konstantni;
i=0

w
e je-li > big; < 1, pak populace vymira.
=0

(2

6.3 Dynamika dvou interagujicich populaci

V tomto oddile se budeme zabyvat modely vyvoje velikosti dvou populaci s oddélenymi gene-
racemi, které na sebe vzadjemné néjak ptisobi. Pfitom budeme predpokladdat, ze obé populace
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maji stejny generacni Cas, tj. Ze Casova jednotka v diferenc¢nich rovnicich popisujicich jejich
vyvoj je stejna.
Oznac¢ime N; = N;(t), i = 1,2, velikost i-té populace v ¢ase t a obecny model vyvoje jejich
velikosti zapiSeme jako
Ni(t+ 1) = N1 (£)®1 (N1(t), Na (1)),
No(t + 1) = Na(t)®2 (N1 (t), Na(t)).

Pritom funkce ®; vyjadiuje rustovy koeficient i-té populace, ktery v kazdém case muize zaviset
na velikostech obou uvazovanych populaci. Budeme predpokladat, Ze oba rtistové koeficienty
jsou diferencovatelnymi funkcemi. Znaménko parcialni derivace i-tého riustového koeficientu
podle j-té proménné urcuje, zda j-t4 populace omezuje nebo podporuje rist populace i-té.
Konkrétné, je-li

(6.49)

0%P;(N1, Na) 0%P;(N1, Na)
ON; ON;
pak se u i-té populace projevuje vnitrodruhova konkurence (coz je pfipad podrobné diskuto-
vany v tvodu kapitoly 1), resp. vnitrodruhova kooperace. Pokud je

<0, resp. > 0,

0®1(N1, No) 0 0P2(N1, N2)

< <0
ON> ’ 0Ny ’

pak se jednd o mezidruhovou konkurenci (kompetici); populace soupefi o stejné omezené
zdroje a vzajemné se omezuji. V pripade, ze

0®1 (N1, No)
ON>

0®4(N1, No)

> 0,
0Ny

>0,
jedna se o mutualismus nebo symbidzu; populace se vzajemné podporuji. Maji-li tyto parcialni
derivace opac¢né znaménka,

0®1(N1, Na) 0P2 (N1, N2) 0P2(N1, N2) 0®1(N1, Na)
N, <0< ON, nebo ON, <0< ON, ,

jde o predaci nebo parazitismus (obecné o vztah producent-konzument). V prvnim pfipadé je
prvni populace kofisti (hostitelem, producentem) a druha dravcem (parazitem, parazitoidem,
konzumentem), ve druhém je tomu naopak.

Modely konkrétnich dvojic interagujicich populaci dostaneme z obecné soustavy (6.49)
volbou rustovych koeficienti ®;. Pritom muzeme vychazet z predpokladu, Ze jedna populace
bez pritomnosti druhé by se vyvijela podle nékterého modelu zavedeného v 1. kapitole, tj.

<I)1(£C, 0) = gl(x)’ (I)Z(O’y) = gQ(y),

kde g;, i = 1,2, je néjaky rustovy koeficient pouzity v nékterém z modela (1.7), (1.14), (1.16)
nebo (1.17). Ristové koeficienty g1 a g2 samoziejmé mohou byt rtznych tvart.

Dvourozmérny systém (6.49) mtizeme ve vétsiné pfipadi zménou méfitka stavovych pro-
ménnych transformovat na systém specialnéjsiho tvaru

2(t + 1) =(t)p(2(1), y(1)),
y(t+ 1) =yt)y(z(t),y(t)) (6.50)

s bezrozmérnymi stavovymi proménnymi a se stavovym prostorem {2 = [0, 00) x [0, 00). Tento
systém mé vzdy rovnovazny bod (0,0), ktery vyjadiuje neptitomnost (nebo extinkci) obou
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populaci. Dale mize mit rovnovazné body tvaru (z,0), resp. (0,9), kde & > 0, resp. § > 0, je
FeSenim rovnice

o(x,0) =1, resp. (0,y) =1.

Takové rovnovazné body, budeme je souhrnné nazyvat hranove, vyjadiuji ustaleny stav jedné
) )
populace za nepritomnosti druhé.
Rovnovazné body tvaru (z*,y*), kde x* a y* jsou kladna feSeni soustavy rovnic

go(:r:,y) =1, TIZ)(CC,y) =1

nazveme vnitini. Takové body predstavuji ustalenou koexistenci obou populaci.
Pro vysetfovani kvalitativnich vlastnosti feseni systému (6.50), zejména pro zjistovani sta-
bility rovnovaznych bodt, vyuzijeme vysledky uvedené u obecného dvojrozmérného systému

(4.23).
Varia¢ni matice systému (6.50) v obecném bodé je rovna
0 0
play) +o5t@y) e (ny)
J(z,y) = v y
Y o o
Y5 (&:Y) v(w.y) +yg (2.9)
Zejména

J(0,0) = (*0(%’ 0 ¢((?, 0)>

a podle obecného vysledku plati: Je-li
|©(0,0) 4+ (0,0)] —1 < ¢(0,0)4(0,0) < 1, (6.51)
pak je rovnovazny bod (0,0) systému (6.50) asymptoticky stabilni; je-li
10(0,0) + (0,0)] > 1+ ©(0,0)%(0,0) nebo  (0,0)(0,0) > 1, (6.52)

pak je rovnovazny bod (0,0) nestabilni. Asymptoticka stabilita rovnovazného bodu (0,0) vy-
jadruje, ze pfi malych velikostech obou populaci spéje modelované dvojdruhové spolecenstvo
nevyhnutelné k vyhynuti.

Varia¢ni matice systému (6.50) v hranovych rovnovaznych bodech jsou

1+@§—¢(@,0) @3—%&,0) #(0,9) 0
J('i'?O) - r y a J(Oag) = Aa’l/J 0.4 1 Aaw 0.4 s
0 b(#,0) 15, 0.9) +ya—y( 8]
takze plati: Je-li
1+ (@ 0)+£aﬁ(@ 0)| — 1 < ¥(,0) 1+556—¢(§c 0)) <1 (6.53)
9 ax ) 9 ax ) 9 M
resp.
o, L0 R . 0 .
‘1 +¢(0,9) + ya—z(O,y) —1<(0,9) (1 + ya—f(O,y)> <1, (6.54)

pak je rovnovazny bod (Z,0), resp. (0,7), systému (6.50) asymptoticky stabilni. Asympto-
tickd stabilita rovnovazného bodu (&, 0) vyjadiuje, ze do prostfedi obsazeného prvni populaci
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(pri¢emz velikost populace je v dynamické rovnovéze s prostfedim) nemuze invadovat druhd
populace. Analogicky lze interpretovat stabilitu druhého rovnovazného bodu.
Podminku (6.53) miizeme upravit do pouzitelnéjsiho tvaru. Ozna¢me

X=1 +§;g—‘£@,0), p = (&, 0).

Pak podminku (6.53) muzeme piepsat jako soustavu nerovnic
X +p <1l+pX <2

pro nezndmou X a parametr p, kterd ma pro |p| < 1 feSeni | X| < 1. Tedy pokud plati

<1, (6.55)

0(£,0)| <1 a ‘1 +@g—i(@,0)

pak je hranovy rovnovazny bod (Z,0) systému (6.50) asymptoticky stabilni. Pokud plati

l4p(#,0)] > 1 nebo ‘1 +f‘;—“£(f,o)‘ > 1, (6.56)

pak je rovnovazny bod (Z,0) nestabilni.
Podobnym postupem dostaneme z podminky (6.54) dostateénou podminku stability

p04) <1 a 11+@3—1"<o,@> <1 (6.57)

dy

a nestability

oY

l©(0,9)] >1 nebo ‘1 + ga—y(o,g) >1 (6.58)

hranového rovnovazného bodu (0, ¢) systému (6.50).

ez

jako
0 0
1+x*_¢(m*’y*) x*_@(x*’y*)
| W | (e )

*____ * * 1 *____ *
yam(ﬂc,y) +y ay(ﬂc,y)

7 tohoto zapisu dostaneme dostate¢nou podminku pro asymptotickou stabilitu vnitiniho rov-
novazného bodu (z*, y*) systému (6.50) ve tvaru nerovnosti

124 2%0; + yt | — 1 <1+ 20 + ¥ ¢ + 2™y (st — opts) < 1. (6.59)
Tuto podminku miizeme opét upravit do jednodussiho tvaru. Nyni oznac¢ime
Y =2+a"0) +ytihy, g =2yt (Oh — epl)
a nerovnosti (6.59) pfepiSeme jako soustavu nerovnic

Y| <Y 4+g<2
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pro neznamou Y s parametrem ¢, kterd ma pro ¢ € (0,4) feSeni Y € (—%q, 2 — q), tj.
0<g<2-Y<2+1iq
povsimnéme si, zZe nerovnost ¢ < 4 je obsazena v nerovnosti ¢ < 2 + %q. Tedy pokud plati
0 < z*y* (@aihy — Ppy) < —x*0y — Yy < 2+ 52*y* (@heby — ©5U%) | (6.60)

pak je vnitfni rovnovazny bod (z*,y*) systému (6.50) asymptoticky stabilni.

U vnitfniho rovnovazného bodu mé vyznam také otazka, zda v jeho okoli jsou feseni
monotonni nebo osciluji. Dostateéné podminky monotonnosti feseni konvergujiciho k (x*, y*)
miizeme prepsat do tvaru

2 <L yE Aty (Rl — o) < (atel +ytul)? (6.61)

6.3.1 Model konkurence

Uvazujme dvé konkurujici si populace a predpokladejme, ze kazda z nich by se bez pfitomnosti
konkurenta vyvijela podle Rickerova modelu (1.17); i-té populaci odpovida ristovy koefici-
ent r; > 1 a Gzivnost prostfedi K; > 0, ¢ = 1, 2. Pfitomnost konkurujici populace zmensuje
rustovy koeficient. Vyvoj uvazovaného spolecenstva tedy mizeme modelovat soustavou dife-
rencnich rovnic

N;{i”) Iy — a12N2(t)} ,

N2(2t)> Iy — ale(t)} :

Ni(t+1)= Ny(t)exp [(1 -
(6.62)

Na(t + 1) = Na(t) exp [(1 -

kde kladné koeficienty a;;, i,j = 1,2, i # j, vyjadiuji ,silu konkurenc¢niho tlaku“ j-té populace
na i-tou.

Systém (6.62) zjednodusime zménou méritka stavovych proménnych. Zavedeme tedy bez-
rozmérné proménné

N Ny
Xr = — Y= —
Ky’ Ky
a bezrozmeérné kladné parametry
o1 =Inry, 02 =lInry, a1z = a12Ks, o1 = a1 Kiy;

parametr o; vyjadiuje maximalni rychlost ristu i-té populace (jeji bioticky potenciél), para-
metr «;; vyjadiuje intenzitu konkurencniho tlaku j-té populace na i-tou. Pfi této substituci
dostaneme

z(t+1)= M+ = M) exp [(1 — N;(_(t)) Inry — a12K2N2—(t)

K K K
= x(t)exp [01(1 — z(t)) — aray(t)] .

Podobné upravime y(¢ + 1). Transformované stavové proménné z, y tedy spliuji autonomni
dvourozmeérny systém rovnic

z(t+1)=xz(t) exp [91(1 — x(t)) — alzy(t)] ,

(6.63)
)exp [02(1 —y(t)) — ao1z(t)] .

<
—
~
-
—_
N—
I
<
S
~
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Jedna se o systém tvaru (6.50), kde

olx,y) = 601(171)670:12?;, Wz, y) = 002(1=y) —az1z

Pro parcidlni derivace (transformovanych) rtstovych koeficientii ¢ a v plati

¢
dy

Dy Oy oY
— = =019, S = —Qa120, — = —a217,

Ox oy ox = oy

V rovnovazném bodu (0,0), ktery vyjadfuje nepfitomnost obou populaci (nebo jejich
vyhynuti), plati
©(0,0) = e > 1, ¥(0,0) =e® >1

a tedy (0,0)1(0,0) > 1. To podle (6.52) znamend, ze rovnovazny bod (0,0) (extinkéni
equilibrium) je nestabilni. Tento vysledek lze interpretovat tak, ze do neobsazeného prostiedi
mohou uvazované populace invadovat; jind mozna interpretace rika, ze konkurujici si populace
nemohou soucasné vyhynout.

Prvni soutadnice hranového rovnovazného bodu (z,0) spliiuje rovnici
plw,0) = et = 1,

takze & = 1. Dale plati ¢)(1,0) = e22~?21, Parcialni derivace ristovych koeficientt v hranovém
rovnovazném bodu (1,0) tedy jsou
¢ dp oy 9

Z(1.0) = — Z7(1.0) = — Z7(1.0) = — 02—a21  ZF (1 () = —p,el2021
aw( 3 ) 01, 8y( 3 ) a12, 8.7]( B ) ag1€ 5 ay( ) ) 02€

Dostateénd podminka (6.55) pro asymptotickou stabilitu tohoto rovnovazného bodu je tvaru
e?™ M <1, |1—p1| <L

Pokud tedy
01<2 a p<ay, (6.64)

pak je hranovy rovnovazny bod (1,0) systému (6.63) asymptoticky stabilni. Prvni z téchto
nerovnosti rika, ze rustovy koeficient prvni populace neni prili§ velky; presnéji, dynamicka
rovnovaha prvni populace a prostiedi bez pfitomnosti populace konkurenéni je stabilni (prvni
populace je populaci K-stratégii). Druhou nerovnost mitizeme zhruba prevypravét tak, ze
maximalni mozny rustovy koeficient druhé populace neni prilis velky nebo Ze konkurenéni
tlak prvni populace na druhou je dostatec¢né intenzivni.

Analogicky odvodime, Ze dostatecna podminka asymptotické stability druhého hranového
rovnovazného bodu (0,1) je tvaru

02<2 a o1 <o (6.65)

a ma podobnou interpretaci. Dosazené vysledky pro hranové rovnovazné body lze také for-
mulovat v ekologickych terminech: Do prostiedi obsazeného populaci K-stratégi nemitize in-
vadovat konkurencéni populace, pokud je konkurenc¢ni tlak residentni populace na tu invazni
dostate¢né velky nebo pokud invazni populace neméa dostateény bioticky potencial (méa maly
maximalni riustovy koeficient). O moznosti invaze konkurenéni populace do prostiedi obsaze-
ného populaci r-stratégti provedena analyza nefika nic.
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Vnitini rovnovazny bod (z*,y*) systému (6.63) vyjadiuje velikosti populaci, které ko-
existujl a maji ustalené velikosti. Jejich rtustové koeficienty jsou za této situace rovny jedné.
Soufadnice vnitfniho rovnovazného bodu tedy spliuji (algebraické) rovnice

eo1(l—o)—a12y — 1 . 017 + 12y = 01,
ee2(l-y)—anz — 1 C o anr+ 02y =02

7 této soustavy je muzeme snadno vyjadrit,

(", y") = < 02(01 —a12)  01(02 — an) > ‘

)
0102 — (2021 0102 — (\120¥21

Obé souradnice z* a y* jsou kladné, tj. koexistence konkurujicich si populaci je mozna, prave
tehdy kdyz plati
01 > a1z, 02 > az1 nebo o1 <oz, g2 < . (6.66)

Parcidlni derivace rustovych koeficientd ve vnitfnim rovnovazném bodé jsou dany rovnostmi
* * * *
Py = —01, Py = —0Q12, %; = —Q2q, wy = —02,

nebot rustové koeficienty jsou zde jednotkové. To znamend, ze dostateénd podminka asympto-
tické stability (6.60) rovnovazného bodu (z*,y*) je tvaru

0102(01 — (112) 02 — (21 0102
0< ( i )< (01 — a2+ 02 —ag1) <
0102 — (12021 0102 — (12021
— — X
<2+ 91Q2(91 12)(@2 21). (6.67)
2(0102 — a12021)

Prvni z nerovnosti je podle (6.66) splnéna. Druha mize byt splnéna jen pro

01> Q12 a Q2 > Qo1. (6.68)

Za této podminky upravime druhou a tfeti nerovnost v (6.67) na tvar

120021
0102

(01 —12)(02 —21) < 01 — 12 + 02 — a1 < 2 <1 - > +3(01 — a12)(02 — a21). (6.69)

Dostateéné podminky pro existenci a asymptotickou stabilitu vnitiniho rovnovazného
bodu (z*,y*) systému (6.63) tedy jsou (6.68) a (6.69). Muzeme je interpretovat tak, Ze sta-
bilni koexistence konkurujicich si populaci je mozna, pokud biotické potencidly jednotlivych
populaci jsou vétsi nez tlak konkurenta (podminka (6.68)), ale ,soucasné nejsou prilis velké“
(podminka (6.69)). Dosud provedend analyza nefiké nic o moznosti nestabilni koexistence kon-
kurujicich si populaci, tj. o situaci, ze obé populace jsou v prostiedi dlouhodobé pritomné,
ale jejich velikosti pravidelné nebo nepravidelné kolisaji.

Néjaké zavéry o globalni dynamice systému (6.63) modelujictho konkurenci dvou populaci
vsak jiz na zakladé ziskanych vysledkti miizeme uéinit. Jsou-li splnény nerovnosti (6.68), pak
nemize byt splnéna podminka (6.64) ani podminka (6.65). V takovém piipadé jsou hranové
rovnovazné body nestabilni a pokud navic g1 < 2, g2 < 2 (obé populace jsou K-stratégy), je
mozné permanentni koexistence obou populaci.
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Pokud plati
2>p0>a12 a 02 <as,

pak neexistuje vnitini rovnovazny bod systému (6.63), hranovy rovnovazny bod (1,0) je
asymptoticky stabilni a (0,1) je nestabilni. Jinak feceno, neni mozna dlouhodobé koexis-
tence populaci: prvni populace, kterd je populaci K-stratégt, preziva a konkurenéni popu-
lace vyhyne. To je jeden z moznych ptikladt kompeti¢niho vylouceni populace (competitive
exclusion).
Pokud plati
01 <min{a2,2} a 09 < min{asg,2},

pak existuje vnitini stacionérni bod systému (6.63) a je nestabilni. Oba hranové rovnovazné
body (1,0) a (0,1) jsou asymptoticky stabilni. V této situaci opét dojde ke kompeti¢nimu
vylouceni jedné z populaci; kterd to bude vSak zavisi na pocate¢nich podminkach.

6.3.2 Model dravec-kotist Johna Maynarda Smithe

Uvazujme spolecenstvo typu dravec-kotist. Budeme pfedpokladat, ze velikost samotné popu-
lace kofisti se vyviji podle logistického modelu (1.14) s vnitinim koeficientem ristu r» > 1 a
kapacitou prostiedi K > 0. O velikosti populace dravci budeme predpokladat, ze se vyviji
podle Malthusovského modelu (1.7) s ristovym koeficientem, ktery je pfimo umérny velikosti
populace kofisti (¢im vice je kofisti, tim rychleji populace dravce roste). Pokud dravci nemaji
k dispozici zadnou kofist, bezprostfedné vymiraji (za ¢asovy interval jednotkové délky vy-
mizi). Je-li populace kofisti v dynamické rovnovaze se svym prostiedim, tj. mé velikost rovnu
jeho kapacité K, pak v tomto prostredi mize populace dravce prezivat; jinak feceno, dravci
jsou schopni invadovat do prostiedi obsazeného stabilizovanou populaci kotisti. Nakonec bu-
deme predpokladat, ze za jednotku casu je jeden dravec schopen zlikvidovat mnozstvi koristi
umeérné jeji velikosti, tj. dravci lovi kofist s konstantni intenzitou.

Oznac¢ime-li nyni N = N(t), resp. P = P(t), velikost populace kofisti, resp. dravce, v ¢ase
t, dostaneme model vyvoje spolecenstva ve tvaru dvou diferen¢nich rovnic

NG+ )=N0) (r= TN D) - @V 0) PO,

P(t+1)=(BN(t)) P(t).

(6.70)

Pfitom o € (0,1) vyjadiuje intenzitu predace, 8 > 0 oznacuje konstantu tmeérnosti mezi
rustovym koeficientem dravce a velikosti koristi. Predpoklad, Zze populace dravce je schopné
rustu v prostiedi s rovnovaznou velikosti populace koristi, zapiSeme nerovnosti SK > 1.

Abychom formélné zjednodusili analyzu systému (6.70), zavedeme bezrozmérné stavové
veli¢iny

1 «
r=—=N, y=—P
K r
a bezrozmérny parametr v = SK. Touto transformaci ziskdme autonomni dvourozmérny

systém
r—1

r

z(t+1)=rx(t) (1 -

y(t + 1) =z (t)y(?).
Pritom pro parametry r, v plati » > 1, v > 1.

=(t) - y(t)> ’ (6.71)
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Systém (6.71) je systémem tvaru (6.50) s ristovymi koeficienty

so(:v,y)zr<1— x—y), U(x,y) =y

,
Jejich parcidlni derivace podle jednotlivych proménnych jsou

D¢ P MW b
ax (xay) =1 T, ay (.’L’,y) - T, ax (xay) =7 ay (.’L’,y) - 07

hodnoty téchto derivaci nezavisi na hodnotach nezévisle proménnych.
V rovnovazném bodu (0,0) plati

|©(0,0) +¢(0,0)] =7 >1 =1+ ¢(0,0)1(0,0).

To podle (6.52) znamend, Ze tento rovnovazny bod je nestabilni.
Ponévadz 1(0,y) = 0 # 1 pro jakoukoliv hodnotu y, nema systém (6.71) hranovy rovno-
vazny bod tvaru (0, 7). Pro prvni soufadnici hranového rovnovazného bodu (z,0) plati

gp(i,O)zr(l—r_lai") =1,

r

tj. & = 1. V tomto bodu plati [¢(1,0)] = v > 1, coZ podle (6.56) znamend, Ze hranovy
rovnovazny bod (1,0) je nestabilni.
Soutadnice vnitiniho rovnovazného bodu (x*,y*) spliuji soustavu (algebraickych) rovnic

takze
[ St § W e\ Gt
Y r Ty Yy

Dostateénd podminka (6.60) stability tohoto rovnovazného bodu je nyni tvaru
(VG- _r=1_, (-G

<241 7
o o 2y

0<

Prvni z téchto nerovnosti je splnéna, nebot » > 1, v > 1. Druh4 je splnéna pro v < 2 a tieti
pro

37"
r+3

Konvergence feseni k vnitinimu rovnovaznému bodu je podle (6.61) monotonni, pokud

9 < 1;7" . 4(T_1),£7_1) . (1;r>2.

<.

Tyto nerovnosti mizeme upravit na tvar

r—1 Vr+1
< v < .
2 =7 2
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Celkem dostavame vysledek: Necht r» > 1, v > 1. Pak existuje vnitini rovnovazny bod

. x 1 (r=1)(v—-1
(a: ’y ) = <_?¢>
B! Yy

systému (6.71). Je-li navic

3T_1< <2
r+3 i ’

pak je tento rovnovazny bod asymptoticky stabilni; pokud pfitom %(7’ -1 <v< % Wr+1),
pak feseni konvergujici k rovnovaznému bodu jsou od jistého indexu monotonni. Je-li

r—1

> 2 b <3 ,
7 Hebo T r+3

pak tento rovnovazny bod (z*,y*) nestabilni.

Vratime se k pavodnimu modelu (6.70). Jestlize parametry ristu a interakci populaci
dravce a kofisti modelovanych systémem (6.70) spliuji nerovnosti

r>1, K>0, 0<a<l, pBK>1,

pak je mozna koexistence téchto populaci. Pokud piitom

3

r—1
< PBK <2
r+3 B ’

je tato koexistence stabilni, velikosti populaci se ustali na hodnotach

1 r—1 1
N*=Z= Pf=—(1——].
3’ o < 5K>

Pokud ovsem koexistence neni stabilni, tak z toho jesté neplyne, Zze by néktera z populaci
musela vymiit.

6.4 Populacéni genetika

Pokusime se modelovat pfenos gent (nosi¢t dédi¢nosti) mezi generacemi néjakych organismii,
a to ve velice zjednodusenému pripadu. Predstavme si, Ze dospéli jedinci néjakého druhu pro-
dukuji pohlavni bunky, gamety. Spojenim dvou gamet vznikne novy jedinec, zygota. Ten mize
dospét do plodného véku, produkovat gamety a cely cyklus se bude opakovat. Budeme pied-
pokladat, ze cas, ktery uplyne od stadia gamety pfes zygotu a plodného jedince do produkce
dalsich gamet je jednotkovy, tj. pokud gamety prvni, parentdlni, generace jsou vytvoreny
v Case t, pak gamety nésledujici, filiglni, generace jsou vytvoreny v case t + 1, viz Obr. 6.3.
Geny si budeme predstavovat mendelovskym zpiisobem, podrobnosti na molekularni tirov-
ni nejsou pro potieby vytvaienych modeld relevantni. Jeden gen je predstavovan néjakym
mistem na chromozomu, lokusem. Zygoty a dospéli jedinci maji chromozomy v parech, jsou
diploidni. To znamend, ze na jednom lokusu jsou dvé varianty genetického materidlu, alely,
které nemusi byt shodné. Tato neusporadana dvojice alel urcuje genotyp jedince. Naproti
tomu gamety maji kazdy chromozom jen jednou, jsou haploidni, a tedy nesou jen jednu alelu.
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6.4.1 Gen se dvéma alelami

Budeme uvazovat chromozom, ktery neni pohlavni, a na ném jeden lokus se dvéma moznjmi
alelami, které oznac¢ime A, a. Jako prvni predpoklad pfijmeme, ze do gamet prechazi alely na-
hodné. To znamenad, Ze gameta vyprodukovana jedincem s genotypem Aa s pravdépodobnosti
% obsahuje alelu A a se stejnou pravdépodobnosti % obsahuje alelu a. Gameta vyprodukovana
jedincem genotypu AA jisté, tj. s pravdépodobnosti 1, obsahuje alelu A, gameta vyproduko-
vana jedincem genotypu aa jisté obsahuje alelu a.

Ozna¢me z(t) podil gamet, které nesou alelu A, mezi vSemi gametami v ¢ase t. Hodnotu
x(t) muzeme také povazovat za klasickou pravdépodobnost, ze ndhodné vybrand gameta
nese alelu A. V dusledku toho je podil gamet, které mezi vSemi gametami v ¢ase ¢ nesou
alelu a, roven 1 — z(t). Budeme také predpokladat, ze tyto podily jsou stejné i u samotnych
samicich gamet, nebo samotnych samcich gamet. Jinak feceno, subpopulace samic a samciu
jsou z hlediska uvazovaného lokusu geneticky identické.

Budeme dale predpokladat, ze populace je panmiktickd, dochézi v ni k ndhodnému kiizeni.
Jinak feCeno, gamety se pfi vytvafeni zygot spojuji ndhodné a nezavisle na alelach, které
nesou; libovolna samiéi gameta se miize spojit s libovolnou saméi gametou. (Tento proces je
asi lepsi si predstavovat jako pylova zrna nesena ndhodné vanoucimi vétry na blizny ndhodné
rozmisténé v krajiné, ne jako spermie a vajicka spojujici se v téle samice.) Ozna¢me Z44,
ZAg & Laq POCet zygot genotypu AA, Aa a aa. Polozme Z = Zg + Z pq + Zao. Déle oznacme

ZAA _ ZAa _ Zaa
7 PAa _Z y  Paa 7

PAA = (6.72)
podil zygot prislusného genotypu mezi vSemi zygotami, ktery miizeme povazovat za klasickou
pravdépodobnost, ze ndhodné vybrana zygota je daného genotypu. Zygota genotypu AA je
realizaci nezévislych nadhodnych jevil, Ze gameta od jednoho rodice nese alelu A, pravdépo-
dobnost tohoto jevu je rovna z(t), a Ze gameta od druhého rodi¢e nese také alelu A, coz je
jev se stejnou pravdépodobnosti z(t). Pravdépodobnost vzniku zygoty genotypu AA je tedy
rovna paa = z(t)z(t) = z(t)%. Analogickou tvahou zjistime, Ze paq = (1 — CE(t))z. Ponévadz
kazd4 zygota je pravé jednoho z moznych genotyp, plati pa, = 1 — (P44 + Paa)- Dostavame
tak vztahy

Zaa
A

ZAA ZA
PaA =~ = z(t)?, paa = Z = 20(t)(1—2(t), Paa=

Budeme predpokladat, Ze zygoty riznych genotypt mohou mit riznou pravdépodobnost,
ze se doziji plodného véku, a ze plodni jedinci riznych genotyptt mohou mit riiznou plodnost,
tj. vyprodukuji rizny pocet gamet. Jinak feceno, vybér (at uz pfirozeny nebo umély) ptisobi

— (1-=z(t))*.  (6.73)

Z N M
plodny D S plodny | m,
--—» jedinec gameta zygota jedinec gameta zygota —- -
(parentélni) (filidlni)
..... w..
t t+1 Cas

Obrézek 6.3: Zivotni cyklus modelové populace s genetickou strukturou
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na urovni genotypu. Oznacme Sa4 podil zygot mezi vSemi zygotami genotypu AA, které
dosédhnou plodné faze, tj. pravdépodobnost, Ze se zygoty genotypu AA doziji plodnosti. Déle
oznac¢me ma 4 pocet gamet, které vyprodukuje dospély jedinec genotypu AA. V analogickém
vyznamu budeme pouzivat oznaceni Saq, Saa, MAq & Maq.

Oznacme dale Nga, Naq, Nag pocet plodnych jedinci prislusnych genotypt ve filidlni ge-
neraci, a Maa, Ma, a Mgy, celkovy pocet gamet, které vyprodukuji vSichni jedinci prislusného
genotypu. Pak s vyuzitim vztahi (6.72) a (6.73) dostaneme

Maa =maaNas = maaSaaZas = maaSaaZx(t)? (6.74)
a podobné
Mg = 2maaSaaZa(t)(1 — z(t)), Moy = MmaaSaaZ (1 — z(t))*. (6.75)

Vsechny zygoty genotypu AA, kterych bylo Z 4 4, miZzeme povazovat za ,,prvotni producenty*
celkem Maa = maaSaaZaa gamet. To znamend, Ze jednu zygotu genotypu AA miZeme
povazovat za puvodce

Maa

ZAA

=maaSaa

gamet. Tuto veli¢inu lze proto povazovat za reprodukcéni zdatnost genotypu AA. Oznacime ji
wa4. Stejnou ttvahu muzeme provést a analogické oznaceni zavést pro ostatni genotypy,

Maya My M,
was = =maaSAA, Waa = - = MAaaSAa, Waa = —— = MaaSaa-  (6.76)
ZAA ZAa Zaa

~evs

Pak prepiseme vztahy (6.74), (6.75) ve stru¢néj$im tvaru
Maa = wanZz(t)?, Mag = 2waaZa(t)(1 - 2(t)), Mag = waaZ (1 —2(t))®.  (6.77)

Vsechny gamety vyprodukované jedinci genotypu AA nesou alelu A a primérné polovina
gamet vyprodukovanych jedinci genotypu Aa nese také alelu A. Celkovy ocekdvany pocet
gamet s alelou A v case t + 1 tedy je roven Maa + %M Aq- Podobné celkovy pocet gamet
s alelou a je roven M,,+ %M Aa- Pro podil gamet nesoucich alelu A v ¢ase t+ 1 nyni s vyuzitim
vztahii (6.77) dostaneme vyjadieni

Mua + $Maq B
MAA + %MAa + Maa + %MAQ

z(t+1) =

waar(t)? + wAax(t)(l - ﬂ:(t))
waaz(t)? + 2waaz(t) (1 — 2(t)) + waa (1 — 2(t)*

z neéhoz bezprostiedné plyne Fischerova-Haldaneova- Wrightova rovnice populacni genetiky

wAAT(t) + waq (1 - :c(t))
waaz(t)? + 2wagz(t) (1 — z(t)) + waa (1 — 2(¢))”

z(t+1) = x(t). (6.78)

Tato rovnice obecné neni autonomni, reprodukéni zdatnosti w jednotlivych genotypt mohou
zaviset na c¢ase, nebotf poéty gamet M a poéty zagot Z v ruznych ¢asovych obdobich mohou
byt ruzné; velikost populace, ktera neni v dynamické rovnovaze se svym prostredim, se v Case
néjak méni, vyviji se.
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Veli¢iny wa4, waq & Wweq vyjadiuji reprodukéni zdatnosti jednotlivych genotypt. Nyni
miizeme uvazovat nadhodnou veli¢inu ,reprodukéni zdatnost* a vypocitat jeji stredni hodnotu
w pomoci pravdépodobnostni funkce genotypu (6.73):

_ 2
W = WAAPAA + WAaDP Aa + WaaPaa = wAA:rz(t)2 + 2wAa:U(t)(1 - :U(t)) + waa(l - :U(t)) . (6.79)

Tuto hodnotu lze povazovat za celkovou reprodukéni zdatnost populace; vyjadiuje o¢ekavany
pocet gamet, které nakonec vyprodukuji vSechny vytvorené zygoty.

Mizeme také uvazovat ndhodnou veli¢inu ,,reprodukéni zdatnost zygot, které nesou alelu
A%, Takovéa diskrétni ndhodna veli¢ina nabyva dvou hodnot wa4 a w4, s pravdépodobnostmi
z(t) a1l —x(t), tj. s pravdépodobnostmi jevii ke gameté s alelou A se pfipoji gameta s ale-
lou A“ a ke gameté s alelou A se pripoji gameta s alelou a*. Stfedni hodnotu uvazované
veli¢iny oznacCime w 4; muzeme ji interpretovat jako reprodukéni zdatnost alely A. Jedna se o
ocekévany pocet gamet nesoucich alelu A v nasledujici generaci, tj. v ¢ase ¢t + 1. Analogicky
miizeme piremyslet o reprodukéni zdatnosti zygot nesoucich alelu a. Reprodukéni zdatnosti
alel tedy vyjadfime rovnostmi

wa = waar(t) + waa(1—z(t)), we = waqx(t) + waq (1 — x(t)). (6.80)
Celkova reprodukéni zdatnost populace je pak podle (6.79) dédna rovnosti
W =waz(t) + we (1 — (1)) (6.81)

a jedna se tedy o stfedni hodnotu reprodukéni zdatnosti jednotlivych alel.
Zakladni rovnici (6.78) muzeme s oznacenim (6.79) a (6.80) prepsat ve tvaru

a(t+1) = %x(t). (6.82)

Tuto rovnici mizeme piecist: ,Je-li reprodukéni zdatnost alely A vétsi nez reprodukéni zdat-
nost populace, pak relativni zastoupeni alely A v populaci roste.* Odvodili jsme tedy zakladni
poucku darwinismu.

Jesté zdlraznéme, ze reprodukeéni zdatnost alely w4 a primérna reprodukéni zdatnost
populace W zavisi na podilu z = z(t) gamet nesoucich pfislusnou alelu v celé ,populaci
gamet®. Reprodukéni zdatnosti wag, wa, & wee jednotlivych genotypti se mohou v case
ménit. Proto reprodukéni zdatnost alely A i celkova reprodukéni zdatnost populace mohou
zaviset na Case a na genetické strukture populace, wa = wx (t, x(t)), W= ?I}(t, x(t)) Rovnici
(6.82) zapiseme podrobnéji jako

At z(t))

z(t+1) = (t " t))

z(t). (6.83)

w
w

6.4.2 Analyza rovnice (6.78) v autonomnim pripadé

Predpokladejme, ze pomér poctu zygot Z urcitého genotypu v ¢asovém intervalu (¢, + 1) a
poctu gamet M vyprodukovanych jedincem téhoz genotypu v Case t + 1 je stejny pro kazdy
¢as t. V takovém ptipadé jsou podle (6.76) reprodukéni zdatnosti jednotlivych genotypt w4,
WAq & We, konstantni, jsou to nezdporné parametry rovnice (6.78). Budeme pfedpokladat, ze
alesponi jeden z parametrii wag, Waq, Waq je kladny. V opaéném ptipadé by totiz uvazovana
populace vymizela hned v prvni filidlni generaci.
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Nejprve uvazujme kladné reprodukéni zdatnosti heterozygotil, wa, > 0. Zavedeme rela-
tivni zdatnosti homozygott vzhledem ke zdatnosti heterozygotu

k=244

WAq WAq

Waa

Zlomek na pravé strané rovnice (6.78) vykratime parametrem w4, a upravime. Dostaneme
rovnici

1+ (K —1)x(t)
14+ (K — Da(t)? + (k—1)(1 — z(t))

se dvéma nezapornymi parametry. Ponévadz stavova proménna x vyjadiuje relativni frekvenci
(tj. pravdépodobnost), je stavovym prostorem uzavieny interval [0, 1].
Pfi analyze rovnice (6.84) rozlisime tii pfipady.

o(t+1) = Sa(t) (6.84)

(i) K = 1 = k, reprodukéni zdatnosti vSech genotyptu jsou stejné. V tomto pripadé je
rovnice (6.84) tvaru
z(t+1)==x(t), tj. Az(t) =0,

kterda ma jediné konstantni feSeni. Pokud tedy reprodukce nezavisi na genotypu, frekvence
alel v populaci se neméni. To je Hardyho-Weinbergtv zakon.

(ii) K = 1 a k # 1, reprodukéni zdatnost homozygota genotypu AA je stejnd, jako
reprodukéni zdatnost heterozygota a reprodukéni zdatnost homozygota genotypu aa je jina.
Jinak Feéeno, jedinci genotypi AA a Aa maji stejny fenotyp, jedinci genotypu aa maji fenotyp
jiny. To odpovida situaci, ze alela A je dominantni a alela a je recesivni. V tomto pripadé ma
rovnice (6.84) tvar

. _ x(t)
t+1)= G20 (6.85)

Najdeme jeji rovnovazné body a vysSetiime jejich stabilitu.

Ozna¢me na chvili f(z)

Plati

5- Rovnice f(z) = x méa dva kofeny 0 a 1.

T 1+ (k-1)(1-2)

1+ (k=11 —2)?+22(k —1)(1 — 2)
(14 (k- 1)1 - 2)?)?

() =
To znamend (viz Obr. 6.4), Ze pro kazdé feSeni x = x(t) rovnice (6.85) plati

. 0, k£>1,
lim z(t) =
t—00 1, k<1

Pokud vybér preferuje fenotyp urceny recesivni alelou, pak dominantni alela z populace vy-
mizi; pokud vybér preferuje fenotyp urcéeny dominantni alelou, pak recesivni alela z populace
vymizi.

(iii) K # 1 # k, kazda alela néjak prispiva k reprodukéni zdatnosti, zddna z nich neni
dominantni. Prispévek alel k fenotypu je aditivni, alely jsou semidominantni.

I v tomto piipadé najdeme rovnovazné body rovnice (6.84) a vySetfime jejich stabilitu.
Nyni oznacime

1+ (K —-1)z

1+ (K -2+ (k- D1 22"

fz) =
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K=1<k

K=1>k

k<l< K

K<1l<k

K>1,k>1

K<l k<1

Obrazek 6.4: Grafické feSeni rovnice (6.84) a jeho prubéh pro rizné hodnoty parametru K,
k. Tj. vyvoj relativni frekvence alely A v populaci pro rizné relativni reprodukéni zdatnosti
homozygott vzhledem k heterozygottm.
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Pak rovnice f(x) = z, tj. kubickd rovnice
z(1+(K—1)2°+ (k- 1)(1 —2)*) =z(1 + (K - 1)z),

k—1
mé kofeny 0, 1 a z* = Krhi_2 Kofen z* je rovnovaznym bodem rovnice (6.84) pouze
tehdy, kdyz 0 < z* < 1, coz nastane pravé tehdy, kdyz K > 1, k > 1 nebo K <1, k < 1

(stéle totiz predpokladame K # 1 # k). Dale plati

() = 14+2(K - 1)z C 20(1+ (K - 1)) (K =z — (k- 1)(1 - 2))
(K -2+ (k- 1)(1 - x)? 1+ (K - 122+ (k—1)(1—2)2)°>
1 1 (K —1)(k—1)

fia") =1+

/ /
FO=z =% K—-1+k—1+(K-1)(k-1)
To znamena (viz Obr. 6.4), Ze pro k > 1 je rovnovazny bod 0 asymptoticky stabilni a pro
k < 1 je nestabilni. Podobné pro K > 1 je rovnovazny bod 1 asymptoticky stabilni a pro
K < 1 je nestabilni. Pokud je z* rovnovaznym bodem rovnice (6.84), pak je asymptoticky
stabilni v pripadé K < 1, kK < 1 a nestabilni v pripadé K > 1, k£ > 1; snadno totiz ovérime,
7e pri oznaceni

(K—-1)(k-1)

K—-14k—-1+(K-1)(k—-1)

plati F(k,K)>0prok>1, K >1a

F(k,K) =

—1l=inf{F(z,y): 0<2<1,0<y<1} <F(kK)<
<sup{F(r,y): 0<z<1,0<y<1}=0pro0<k<l 0<K<I1,

COZ znamena, ze
flz)y>1prok>1, K>1, 0<f(2")<1pro0<k<1l 0<K <1,

Podivejme se jesté na jeden specidlni pfipad rovnice (6.84), a to takovy, kdyz Kk = 1,
K # 1. V tomto ptipadé je
WAA Waq

1= , neboli wia = WAAWgq
WAa WAq

a to znamend, ze reprodukcni zdatnost heterozygota je geometrickym primérem zdatnosti
jednotlivych homozygotti. Rovnice (6.84) nabude tvar

Ku(t)
1+ (K —1)z(t)’

z(t+1) =
coz je Bevertonova-Holtova rovnice, jejiz feSeni je dano formuli

T
t) = .
x( ) xo—i—(l—xQ)K*t

Opét tedy plati
1, K>1,
0, 0<K<1.

t—o00

lim z(t) = {
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Je-li (K—1)(k—1) > 0, pak je mozny geneticky polymorfismus. Ten je ale v piipadé K > 1,
k > 1 nestabilni; zalezl na pocatecni genetické struktuie populace, ktera z alel prevladne.
Trvaly geneticky polymorfismus je mozny jen v pripadé, ze K < 1, k < 1, tj. reprodukéni
zdatnost kazdého z homozygoti je mensi nez reprodukéni zdatnost heterozygota.

7 dosavadnich tvah jsme vyloucili ptipad wa, = 0, tj. moznost, ze heterozygoti nejsou

schopni reprodukce. V takovém ptipadé méa autonomni rovnice (6.78) tvar

wapz(t)? _
wAAZ(t)? + Waq (1 - w(t))z

(b +1) = (6.86)

Pokud wgy = 0, pak z(t + 1) = 0 a alela A by z populace vymizela hned v prvnim ¢asovém
kroku. Takovou situaci bychom mohli interpretovat tak, Ze alela A piedstavovala néjakou
skodlivou (smrtici) mutaci. Pokud wg, = 0, pak z(t + 1) = 1 a z populace by bezprostiedné
vymizela alela a. Dale budeme piedpokladat waqws, > 0, tj. Ze ani alela A ani alela a
nepfedstavuje smrtici mutaci.

Konstantni posloupnosti # = 0 a = 1 jsou evidentné FeSenim rovnice (6.86) pro jakékoliv
hodnoty parametrii waa, wqq; vyjadiuji moznost, ze v modelované populaci ma uvazovany
gen jedinou alelu. Budeme hledat dalsi feseni rovnice (6.86), které neni identicky nulové ani
jednotkové. Uvazujme proto rovnici spolu s pocateéni podminkou

2(0) = zq € (0,1). (6.87)

)= — 4. yt)=In <L_1>

- 14 ev(®’ x(t)

prevede pocatecni lohu (6.86), (6.87) na pocatecni tlohu pro linedrni rovnici

Substituce

aa 1
y(t+1) = 2y(t) + In oo y<o>=yo=1n<——1),
WAA Zo

kterd ma feSeni

¢

1— 2
y(t) _ 9t (yO +In Waa > In Waa —In (waa( CUO)) I Waa ‘
waA WAA WAATO WAA

Zpétnou substituci dosatneme feSeni puivodni poc¢atecni ulohy (6.86), (6.87) ve tvaru

Waa

Waa (1 — 960)>2t .

WAATQ

x(t) +

Waa + WAA (

2
Wea(l —
Posloupnost s obecnym ¢lenem w4 <M> je vybrana z geometrické posloupnosti
WAATQ
Waa (1 — x0)

WAATQ

s pocatecnim Clenem w44 a s kvocientem . Hodnota kvocientu urcuje chovani

feSeni. Je-li
waa

*
'1"0 = rTn=
0 Waa +wAA’
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pak
Waa (1 — x0)
WAATQ
a FeSeni tlohy (6.86), (6.87) je konstantni, z = x§. Je-li xy > xy, resp. xy < zj, pak

=1

Waa(l =~ 20) <1l a lim z(t) =1, resp. Waa(1 = 7o) >1 a lim z(t) = 0;
WAATQ t—o00 WAATY t—o00
pfitom je FeSeni z = x(t) rovnice (6.86) monotonni.
Pokud je tedy wa, = 0, existuje rovnovazny stav z; € (0,1), ktery je repulsivni, a dva
asymptoticky stabilni rovnovazné stavy 0 a 1. Ke kterému ze stabilnich rovnovaznych stavi
bude feseni konvergovat, zavisi na pocatecni podmince. Kvalitativné se tedy jedna o stejnou

situaci jako na Obr. 6.4, ptipad K > 1, k > 1.

Zavér:

Autonomni rovnice (6.78) s nezdpornymi parametry w44, Waq, Weq UVazovani na stavovém
prostoru = [0, 1] mé rovnovazna feSeni v krajnich bodech €, tj. feSeni z =0 a z = 1.

Pokud jsou vSechny parametry stejné, waa = w4, = Waq, pak ma rovnice pouze konstantni
feSeni; kazdy bod stavového prostoru je rovnovazny.

Pokud min {waa, wee} < waq < max{waa,Waq}, pricemz alespon jedna z nerovnosti je
ostra, pak rovnice (6.78) neméa uvniti stavového prostoru 2 zadné rovnovazné body.

Pokud min{waa,waa} > waq nebo max {waas, Wee} < wa,e, pak mé autonomni rovnice
(6.78) izolovany rovnovazny bod

ot = Waaq — WAa
Waa — 2WAq +WAA

uvniti stavového prostoru €.
Dostate¢né podminky pro asymptotickou stabilitu nebo repulsivitu izolovanych rovnovaz-
nych bodi jsou:

o Je-liwpa > wag, nebo was = wa, > Waqa, pak je stacionarni feSeni z = 1 asymptoticky
stabilni.

o Je-li was < waq, nebo was = wa, < Waq, pak je staciondrni feseni x = 1 repulsivni.

o Je-li wyq > wag, nebo Wy, = waq > waa, pak je stacionarni feseni x = 0 asymptoticky
stabilni.

o Je-li wey < Wag, nebo wyq = wa, < waa, pak je stacionarni feseni x = 0 repulsivni.
o Je-li max {wga, Weq} < waq, pak je stacionarni feseni x = x* asymptoticky stabilni.
o Je-li min{waa, wea} > waq, pak je staciondrni feseni x = z* repulsivni.

Biologickou evoluci lze chapat jako zménu frekvenci alel v pribéhu casu. Predstavme si,
ze cela populace mé na prislusném lokusu alelu A a v pocatecnim Case se u néjakého jedince
objevi jeji mutace, alela a. Pokud v takovém pripadé bude waa < wa, < wWgq, pri¢emz alespon
jedna z téchto nerovnosti je ostra, pak se bude mutovand alela a v populaci sifit a nakonec
v ni prevladne; pokud w4, > max{waa,wq,}, pak budou obé alely v populaci dlouhodobé

koexistovat, populace se stane geneticky polymorfni.



