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Kapitola 1

Rovnice resitelné sumaci

Resenim diferenéni rovnice je posloupnost, ktera tuto rovnici splituje. Proto se budeme nejdiive
zabyvat posloupnostmi (definovanymi ponékud obecnéji nez v zakladnim kursu matematické
analyzy) a nékterymi operacemi s nimi. Dvé z téchto operaci (diference a sumace) jsou ana-
logiemi operaci derivace a integrace funkce, dalsi (posun a soucin) u funkci analogie nemayj.
Dosazené vysledky umozni feseni nejjednodussich diferenc¢nich rovnic, tj. rovnic tvaru Ax = b,
kde b je znama posloupnost a = je hledana posloupnost.

1.1 Posun, diference, antidiference, suma

Intervalem celych ¢isel rozumime libovolnou z mnozin

{p’p+1’p+2aaq_1’Q}a
{p,p+Lp+2,...}, {...,q—2,9q—1,q}, {...,—-2,-1,0,1,2,...},
kde p,q € Z, p < q. Pro interval I celych ¢isel klademe I* = I \ max I. To znamen4, Ze
{p7p+17p+277q_17q}K:{p7p+17p+277q_27q_1}7

{---aq_2aq_1,Q}K: {7q_37q_2,q_1}
a v ostatnich pripadech I = I.
Uvazujme posloupnost a, tj. zobrazeni intervalu I celjch ¢isel do ¢isel redlnych, a : I — R.
Cleny této posloupnosti budeme zapisovat standardnim symbolem a(t) jako hodnotu posloup-
nosti a v indexu (nezavisle proménné) ¢. Defini¢ni obor posloupnosti a ozna¢ime Dom a.

Pro kazdou posloupnost a a index ¢ € (Dom a)” klademe
a’(t) = a(t+1).
Posloupnost a” se nazyva posun (podrobnéji posun vpred, anglicky shift) posloupnosti a.

Diference posloupnosti a je posloupnost, oznacena Aa, definované vztahem
Aa(t) =a(t+1) —a(t).

Diference i posun posloupnosti a jsou definoviany na mnoziné (Doma)®. Vztah posunu a
diference posloupnosti je zfejmy,
Aa =a’ — a.



2 KAPITOLA 1. ROVNICE RESITELNE SUMACI

Pro libovolné posloupnosti a,b se stejnym defini¢nim oborem, pro libovolné realné kon-
stanty «, 8 a kazdy index ¢t € (Dom a)” plati

A(aa + Bb)(t) = ala(t) + BAb(),
tj. diference je linearni operator na prostoru posloupnosti. Déle
A(ab) (t) = (Aa(t))b(t) +a(t + 1)(Ab(t)) = (Aa(t))b(t +1) + a(t) (Ab(t)).
Pokud navic b(t) # 0 # b(t + 1), pak
a2 = (00O it (20)

Strucné odvozené rovnice zapiseme jako

A(aa + Bb) = aAa + BAb,  Aab = bAa + a® Ab = b7 Aa + aAb, A% _ W_

Antidiference posloupnosti a je posloupnost A se stejnym definicnim oborem Dom a, pro
kterou plati AA = a, podrobnéji
AA(t) = a(t)
pro vsechna t € (Dom a)”. Antidiference neni uréena jednoznacné: Je-li v libovolna konstanta
a A antidiference posloupnosti a, pak posloupnost A = A+~ je také antidiferenci posloupnosti
a, nebot

AAt) = A(A+7)(t) = At + 1)+ — (At) +7) = A(t + 1) — A(t) = AA(t) = a(?).
Naopak, pokud posloupnosti A a A jsou antidiference posloupnosti a, pak
a(t) = AA(t) = AA(t),
neboli ) )
A(t+1)— At) = A(t+1) — A(t)
pro vSechny indexy ¢ € (Dom a)”. Odtud dostaneme rovnost
(A—A)(t+1)=At+1) - At +1) = A(t) — A(t) = (A — A)(1),

ktera zase plati pro vechny indexy t. To znamena, ze posloupnost A — A je konstantni.
Dostavame tak zavér, ze dvé posloupnosti A a A jsou antidiferenci téze posloupnosti a praveé
tehdy, kdyz se lisi o aditivni konstantu.

Necht posloupnost A, resp. B, je antidiference posloupnosti a, resp. b, a «, 3 jsou libovolné
konstanty. Pak linedrni kombinace aA + 8B je antidiferenci posloupnosti aa + 5b.

Necht a je posloupnost. Jeji (néjakou) antidiferenci také nazyvame sumace a oznacujeme
Ya (vyznam této terminologie a symboliky se objasni pozdéji). Pfedchozi vysledek lze pfi
tomto oznaceni zapsat ve tvaru

Y(aa + Bb) = aXa + BTb. (1.1)
7 druhé formule pro diferenci souc¢inu posloupnosti plyne dalsi rovnost

Y(aAb) = ab — X(b% Aa). (1.2)
Rovnosti (1.1) a (1.2) chdpeme ve smyslu ,az na aditivni konstantu®, tj. rozdil posloupnosti
na levé a pravé strané téchto rovnosti je konstantni posloupnost.

Diference a antidiference nékterych posloupnosti (,.elementarnich posloupnosti) jsou shr-
nuty v tabulce 1.1
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posloupnost a diference Aa antidiference »_ a
1. a(t)=1 0 t
2. a(t)=t 1 t(t—1)
3. a(t)=1t") = ﬁ j >0 rtr=1 @, r# -1
j=t-r+l r+1
at
4. a(t)=a', a#1 (a—1)at —

sin(at + 8 — 3a)

1

5. a(t) =cos(at + ), a#0, mod2r | —2sin jasin(at + B + 1a) -
2sin 5«

cos(at + 8 — 3a)
2sin %oz

7. a(t) = Pn(t) Pn_l(t) Pn+1(t)

6. a(t) =sin(at +B), a £0, mod2r | 2sinjacos(at + B+ 3a)

Tabulka 1.1: Diference a antidiference nékterych posloupnosti. Posloupnost na radku 1. je
konstantni, na . 2. aritmetickd s diferenci 1, posloupnost na fadku 3. se nazyva faktoridlovd,
na fadku 4. je geometricka posloupnost s kvocientem «, na fadcich 5. a 6. jsou posloupnosti
goniometrické. Symbol P, (t) v 7. fadku zastupuje libovolny polynom stupné v v proménné t;
rfadky 1. a 2. jsou vlastné zvlastnimi pripady radku posledniho.

Sumace a souciny.

Nechf a je posloupnost, p,q € Dom(a) takové, ze p < g. Sumu ¢lenti posloupnosti a od p do
q definujeme obvyklym zptsobem jako

q
> alj)=alg) +alg—1)+ - +alp+1)+alp)
Jj=p
a podobné soucin ¢lentt posloupnosti a od p do ¢ jako
[T 26) = a(@alg — 1) alp + Da(p).

Dale klademe

p—1 p—1
a(j)=0,  JJeG)=1
Jj=p Jj=p

Pro p,q € Dom a takové, ze p > q klademe

a(j) =— > a(j)

q p—1
=p Jj=q+1

J
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a pokud jsou vsSechny ¢leny a(q + 1),a(q 4+ 2),...,a(p — 2),a(p — 1) nenulové, klademe také

-1

Met)=( T o] = I %
Jj=p Jj=q+1 Jj=q+1

Pri této konvenci pro libovolné hodnoty p, ¢, € Dom a plati

STali)+ > a() =Y _al), el T eG)=]]a0)
Jj=p Jj=q+1 Jj=p Jj=p Jj=q+1 Jj=p

Suma diferenci posloupnosti a spliiuje rovnosti

S aaG) =Y @G+ —a)) = 3 aG) - 3 a) = alt) —alte).  (13)
Jj=to Jj=to Jj=to+1 J=to

Odtud vidime, Ze pro posloupnost a a jeji antidiferenci A plati

> ali) = A(t) - Alto):

zavedeme-li pro libovolnou posloupnost = oznaceni

[2(7)]_,, = =(t) = =(to),

muzeme predchozi vasledek prepsat ve tvaru

> ali) = [AG)]j_y, (1.4)

P1i znalosti antidiference posloupnosti tedy jiz snadno spocitame konecny soucet ¢lenu po-
sloupnosti.
Z rovnosti (1.2) ziskdme uzite¢nou formuli

t—1 t—1
D> alAb() = [y, — D200+ DAal); (15)

nazyvame ji sumace ,per partes”.
Odvozené vysledky jsou uziteéné pri s¢itani ¢lenti posloupnosti.
Priklady:
1. Najdeme soucet s, prvnich n ¢lenu aritmetické posloupnosti, tj. posloupnosti s obecnym

¢lenem a,, = aj + (n — 1)d:
Soucet prepiSeme a upravime,

n

n n n n—1
o= > (@ G- Dd) = Y 1A G- D =a 1 +dY
j=1 j=1 =1 §=0

j=1
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Z formule (1.4) a prvnich dvou fadku tabulky 1.1 nyni dostaneme

n
Sn:al[j 5 :al(n—|—1—1)—|—dT:
7=0

e e

j=1
1 1
= 571(2(11 + (n— 1)d) = §n(a1 + an),

coz je vzorecek znamy ze stiedni skoly.

cSpa=1+449+ - +n?%

Soucet prepiseme, vyuzijeme vzorec pro antidiferenci faktorialové posloupnosti z tretiho
fadku tabulky 1.1 a pak formuli (1.4):

A DD MUCSITEED DEICE SPED D) P
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
1 n+1 1 n+1 1 n+1 1 n+1
_ _‘(3)] [_.(2)] :[_.‘_ . 1. _
j + |57 G- -2 +|3i0-1)
[3 j=1 3 j=1 3 j=1 3 j=1

= é(n +Dn(n —1) + %(n +1)n = én(n +1)(2n + 1).

v vy

a antidiference polynomu).

n
sn= > (j2+2j—3):
Jj=1

Jedna se o soucet clent posloupnosti, které jsou kvadratickymi polynomy v indexu
posloupnosti. Antidiference takové posloupnosti je kubicky polynom. Souc¢tem tedy musi
byt vyraz

s, =an®> +bn®>+cn+d.

Dosazenim do obou vztaht vyjadfujicich s, dostaneme pro n = 1,2, 3,4 rovnosti

s1 = 142-3= 0= a+b+c+d,
S9o= s1+44+4—-3= 5= 8a+4b+2c+d,
s3= S9+9+6—-3=17= 27a+9b+3c+d,
S4 = 83+ 16+8—3 =38 =64a + 16b + 4c+ d.

Koeficienty a, b, ¢, d jsou tedy feSenim soustavy linearnich algebraickych rovnic

a+ b+ c+d= 0
8a+ 4b+2c+d= 5
27a+ 9b+3c+d =17
64a + 16b+4c+d = 38

Jejim Tesenim dostaneme a = %, b= %, c= —%, d =0, takze s, = % (2n3 +9n? — 11n).
Stejnou formuli mtZzeme ziskat (dokonce rychleji) pomoci vysledki 1. a 2. piikladu.
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4. Spp=1+2F+3"+ ... +nk
Nejprve vypocitame Sy, o = 1 + 19+ ... + n% = n. Déle vyuzijeme sumaci ,per partes®,
binomickou vétu a vlastnosti kombinacnich ¢isel. Dostaneme

Sn,kzzn:j Z]k 1—23%1—[]] Z] <J+1 )(J+1)
j=1
n k—1 L n . .
= (n+1) —1—; pzog () g+1):(n+1)’“—1—§0<p>jzl(g+1+g)—

:(n+1)k_1_z<’;> ij+1+S,p
= (n+1)F i(p )Z]- (l;:)sn,pz

“oet o1 (- [(E) + ()] 3 () s
:(n+1)k_1_kSn,k—n—§<k2;1>5n,p.

Tento vysledek povazujeme za rovnici pro hledany vyraz S, ;. Z ni vyjaddiime S,
pomoci rekurentni formule

k—1
1 3 k+1
- 1)+l _
Snk k+1 (n+1) 1< >

p=

Konkrétné mizeme pocitat:
Sp1=3(n+1)?=n—-1-0) = in(n+1),

Sn,2:%<(n+1)3—n—1— <2>5n1> =13 (n+1P-n-1-3n(n+1) =

— In(n+1)(2n+1), Spg = 1 (<n+1>4 o1 (‘;) S - (g) sn,2> _

=i((n+1)'—n-1-2n(n+1)—n(n+1)2n+1)) = in*(n + 1),
atd. Vldlme ze vyrazy Sy 1 a Sp2 ziskané timto postupem jsou stejné, jako ve vysledcich
1. a 2. prikladu. |

Mezi ,elementarnimi posloupnostmi“ uvedenymi v tabulce 1.1 je také posloupnost fakto-
riglovd, definovana pro celé ¢islo r a pro t > 0 vztahem
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Pro r = 0 je tedy podle zavedené konvence t©) =1 a pro r > 0 je

0, t <,
) =ttt -1t —2)--(t—r+1) = "
—, t>r
(t—r)!
Pror <0 je
-1
t t+|r|
1 t!
(=== TT = I _ _
S —_ )
it T (t+1)E+2)--(E+]r]) (E—r)

coz je formalné stejny vztah, jako v pripadé » > 0. Z ného také plyne nazev této posloupnosti.
Antiderivaci faktorialové posloupnosti (1) nazyvame harmonické ¢islo a znacime ji H (t).

Soucet
t—1

Hi =Y =>"1

j=0 j=1
nelze vyjadrit v uzavieném tvaru. Pro velka ¢ plati pfiblizny vztah

In(t + 1) + Int 1

H(t) ~
() ~y+ 2 6t(t+ 1)’

kde v = 0,5772 je Eulerova konstanta. Chyba této aproximace je fadu O(n~*%).

1.2 Nejjednodussi diferenéni rovnice
Pocatecni tlohu pro diferen¢ni rovnici prvniho typu ve tvaru
Az =Db(t), =z(to) = zo, (1.6)

kde x je hledana posloupnost a b je dana posloupnost, miizeme bezprostiedné vyiesit sumaci
obou jejich stran. Podle (1.3) je totiz

(1)~ alto) = Y 0.
takze -
o(t) =0+ 3 b0)

Pokud zndme antidiferenci B posloupnosti b, feseni tlohy (1.6) zapiSeme ve tvaru

t

2(t) = w0+ [B()]'_,,.
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Priklady: Najdeme FfeSeni pocateéni tilohy:
1. Az =13, 2(1) = 1.
Posloupnost na pravé strané rozepiSeme pomoci faktoridlovych posloupnosti,
B =tt—1)(t—2)+3t2 =2 =t(t —1)(t —2) +3t(t — 1) + ¢t = t& + 3t@) 4D,

S vyuzitim tfetiho a druhého fadku tabulky 1.1 dostaneme
t—1 t—1 t—1 t—1 ](4)
S WAES wERS R B
j=1 j=1 j=1 j=1

:it(t—l)(t—2)—0+3<; (t—l)(t—2)—0>+%t(t—1)—0:it2(t—1)2.

3

j=1 j=1 Jj=1

Reseni dané tlohy tedy je posloupnost dana pfedpisem
t2(t —1)2
1 .

Alternativné bychom tuto tlohu mohli fesit pomoci vysledku 4. prikladu v predchozi
Casti. Je totiz

x(t) =1+

t—1
r(t)=2(1)+ Y 5 =1+ S13=1+3(t—1)%>
7j=1
1

2. Az(t) = (EEEk

z(1) = 0.

Nejprve upravime pravou stranu rovnice:

1 B t+2 B
t+1)(t+3)  (E+1){E+2)(E+3)
_ 1 _ 1 _ -2 -3
t+D(E+2) (t+1)(E+2)(t+3)
Nyni vyuzijeme 3. fadek tabulky 1.1 a vyjadiime feseni dané tlohy:
§=1 ! §(=2) ! 1 7t 1 1 t
x(t) = — =—|— ol =
-1 . —2 i1 J+1]0 2 10+D0U+2)],0

DN | =

1 1) 5 2t + 3
((t+1)(t+2)_2-3> T12 2+ 1)(t+2)
3. Az =2, 2(0) = 0.

Pro nalezeni sumy posloupnosti na pravé strané rovnice vyuzijeme sumaci ,per partes”
(1.5) (kde a(t) =t, Ab(t) = 2, tj. b(t) = 2!) a étvrty fadek tabulky 1.1:

95+1

t
Zzﬂg—za Z?J*l t—O—[T] ottty
t=0
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Resen{ dané rovnice tedy je x(t) = 2¢(t — 2) + 2.

(=1

t
4. z(t+1)= —a(t 1) =1
Bt 1) = () + T a(1) =
Danou diferenéni rovnici druhého typu (rekurentni relaci) prevedeme na rovnici prvniho
typu
1 (=1
t4+1) —a(t) = ———a(t
() —alt) = =) + 575

a dale upravime na tvar
(T4 t)z(t+1) —ta(t) = (-1)", tj. A(tz(t)) = costr.

Nyni zavedeme novou neznamou posloupnost y substituci y(t) = tx(t). Posloupnost y
vyhovuje diferen¢ni rovnici

s pocateéni podminkou y(1) =1-z(1) =
tabulky 1.1:

t—1 c o myt
v =+ Toostn =4+ | HEE] —hp dsin(em - §) ~ 1) = bsingzt - 5,
j=1

2sin =
j=1 2

Zpétnou substituci dostaneme feseni dané ulohy ve tvaru

sin(2t —1)5 (—1)t!

(r) = -

2t 2t

1.3 Cvideni

1. Ovéite platnost vzorcu v tabulce 1.1.

n
2. Vypoditejte soucet s, = > (52 + 27 — 3) alternativnim postupem k postupu uvedenému

7=1
ve 3. prikladu na str. 5.

V tlohach 3-6 najdéte antidiferenci dané posloupnosti.
3. a(t) =t(-1) 5. a(t) =3¢
4. a(t) = tsinat 6. a(t) =trgt
V tlohach 7-10 najdéte feseni pocatecni tlohy.

7. Aolt) = £, 2(0) =6 A0 = e . e+3) " =0

8. Az(t) =



10 KAPITOLA 1. ROVNICE RESITELNE SUMACI

11. Najdéte feseni rovnice (t+ 1)x(t+1) = tz(t) a urcete interval, na kterém je definovano.

Vysledky:

3. p(t—2) (-1 7. (1 -4t +6) 2"
n sinat tcos(a't —1 1a) 8. t ; 1

2(1 — cosa) 2sin 5

t(t—1)
t2 2qt @ +2 ) 9. 2t = 1

5. - + q 4 4(t+1)(t+2)

(ql (=12 (¢-1)°

. 2 v
! 10. 2 (sm imﬁ) =1- % ((=1) + 1) (—1)2t¢=D)

6, ——
(1—q)+t

C/t, te (—oo,—1] nebot € [1,00)
0, t € (—o0,00),
C je libovolna konstanta.

q

r /1 —qag\’ +tO)
1+ > (—q) - gt
j=1 J:

11. z(t) =



Kapitola 2

Linearni rovnice

2.1 Rovnice prvniho radu

Linedrni diferencni rovnice pruniho 7ddu je tvaru
Az = a(t)x + b(t), (2.1)

kde a, b jsou néjaké posloupnosti. Pokud je posloupnost b identicky nulova, b = 0, nazyvame
rovnici (2.1) homogenni.

Diferen¢ni rovnici (2.1) muZeme piepsat do tvaru rekurentni formule (diferen¢ni rovnice
druhého typu)

z(t+1) = (a(t) +1)x(t) + b(t),

nebo
z(t+1) —q(t)x(t) = b(t), (2.2)
pii oznaceni ¢(t) = a(t) + 1. K rovnici pfiddme poc¢ateéni podminku
CE(to) = Xg. (23)
Z rovnosti (2.2), (2.3) postupné pocitame:
z(to+1) = q(to)zo+0b(to) = zoq(to) + b(to),
a(to+2) = qlto+)a(to) +b(to+1) = qlto+1)(zoq(to) +b(to)) +b(to +1) =
= 20q(to)q(to + 1) + b(to)q(to + 1) + blto + 1),
a(to+3) = qlto+2)(zoq(to)a(to + 1) +b(to)g(to + 1) + b(to + 1)) +b(to +2) =
= 2oq(to)gq(to +1)q(to +2) +
+ b(to) (to + 1) (to + 2) + b(to + 1) (t() + 2) + b(to + 2) =
= xOHth—{—z —|—th0+2 H q(to + J),
Jj=i+1
atd. Obecné
-1 to+l—1 to+l—1 to+I1—1
x(to+1) :mOHq(to +1i)+ Z (to+1) H q(to+7) = xo H q(i Z b(i) H q(j)
=0 Jj=i+1 i=tg i=tlg J=t+1

Tento vysledek lze snadno ovérit iplnou indukei. Dostavame tak

11
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Tvrzeni 1. Reseni linedrni diferen¢ni rovnice (2.1) s pocateéni podminkou (2.3) je dano
formuli

t—1 t—1 t—1
2(t) = a0 [] (1 +a@) + S b6) [ (1+a0)); (2.4)
i=tg i=to j=i+1

feseni linearni rekurentni formule prvniho fadu (2.2) s pocéateéni podminkou (2.3) je dano

formuli

z(t) = o 1:[ q(i) + i b(i) 1:[ q(j)- (2.5)

i=to i=tg J=t+1

Vyznamné specialni pfipady linearni rovnice prvniho fadu jsou ty, ve kterych je néktera
z posloupnosti a, b konstantni, a = a # —1 nebo b = 5.

Disledky.

1. ReSeni linearni diferenéni rovnice, resp. rekurentni formule, prvniho fadu
Ax = ax +b(t), resp. z(t+1)=rx(t)+b(t),

s poc¢ateéni podminkou (2.3) je dano formuli

t—1
2(t) = wo(1+ ) + > "b(i)(1+ )1,

i=to
resp.

t—1
2(t) = wor! "0 + > b(i)k"

i=to

2. Regeni linearni diferen¢ni rovnice, resp. rekurentni formule, prvniho fadu
Ax =ax+f, resp. z(t+1)=rx(t)+p,

s poc¢ateéni podminkou (2.3) je dano formuli

w(t) = wo(1 + )77 — § (1-Q+a) )= (xo + g) (14 a)i~to — g
resp.

x(t) = <:c0 - 1i> kI 4 i

11—k

(Pfi odvozeni druhého dusledku byl vyuzit vzorec pro soucet koneéné geometrické posloup-

nosti.)
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Metoda sumacniho faktoru

Vzorec (2.5) pro feseni pocatecni tlohy (2.2), (2.3) jsme ,uhodli“ pfimo z pocateéni podminky a tvaru
rekurentni relace. Ukazeme ,sofistikovanéjsi“ postup jeho odvozeni.
to
Rovnici (2.2) vynasobime vyrazem [] ¢(j). Dostaneme
j=t+1

vt +1) [ aG) —z@®a@) ] aG) =0 [] ()

j=t+1 j=t+1 j=t+1

a po upravé
to

e(t+1) 1] ) —=@ ]JaG) =0) T a0

j=t+1 j=t j=t+1

to
Vyraz na levé strané je diferenci posloupnosti s obecnym ¢élenem z(t) [] ¢(j). Rekurentni relace (2.2)
j=t

se timto zpusobem prevadi na diferen¢ni rovnici
t() tO
Alz@®)]a0) ) =0 ] a0,
j=t j=t+1

kterd je fesitelnd prostou sumaci, viz 1.2. ReSeni této rovnice s poc¢ate¢ni podminkou (2.3) je tedy
déno souctem

to to t—1 to t—1 to
2(t) [[aG) = =(to) [T aG) + D_bG) [ aG) = zoalto) + > bG) ] 0.
j=t j=to i=ty  j=it+l i=ty  j=it+l
to t—1
Tuto rovnost vydélime sou¢inem [] ¢(j), tj. vyndsobime souc¢inem [[ ¢(j), a upravime:
j=t j=to+1
t—1 t—1 to t—1 t—1 t—1 t—1
2(t) = zoq(to) [ aG)+ D 0@ [I ¢t T aG) ==0 I a)+D_0G) ] ai)-
j=to+1 i=tg Jj=i+1 Jj=to+1 Jj=to i=tg Jj=i+1

Dostavame tak opét formuli (2.5).
Posloupnost 7 definovana vztahem

to t 1
m(t) = () = o
legi-l o jzlt_o[-i-l a(7)

se nazyva sumacni faktor rovnice (2.2).

2.2 Rovnice druhého radu
Linedrni diferencni rovnice druhého typu (rekurentni formule) druhého vddu je tvaru
x(t+2)+ar(t)z(t + 1) + ag(t)x(t) = b(t), (2.6)

kde ag je posloupnost takova, Ze a(t) # 0. Pokud je posloupnost b identicky nulova, b = 0,
nazyvame rovnici (2.6) homogenni.
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K rovnice (2.6) pfislusi po¢ateéni podminka

z(to) = o, z(to +1) =& (2.7)

Pocatecéni tloha pro rovnici (2.6) ma ziejmé jediné Feseni definované na priniku defini¢nich
obort posloupnosti ag, a1, b. Na této mnoziné totiz mizeme spocitat clen hledané posloupnosti
x ze dvou ,,predchozich,

x(t+2) =b(t) —ap(t)x(t) — a1 (t)z(t + 1),

a diky predpokladu ag(t) mtzeme také spocitat ¢len posloupnosti ze dvou ,nasledujicich®,

——(b(t) — ar(t)z(t + 1) — z(t + 2)).

7 pocatecni podminky tedy uréime ¢leny hledané posloupnosti pro vSechny pripustné hodnoty
indexu t.

2.2.1 Struktura feSeni homogenni rovnice

Pro linedrni homogenni rovnici druhého radu
z(t+2)+ar(t)x(t+ 1) + ap(t)z(t) = 0, (2.8)
plati princip superpozice:

Tvrzeni 2. Jsou-li z; a x5 FeSeni rovnice (2.8) a ¢y, co konstanty, pak také linedrni kombinace
Yy = c1T1 + coxo je TeSenim této rovnice.

Dukaz:

y(t +2) +ar(D)y(t + 1) + ao(t)y(t) =
= Cl.%'l(t + 2) + szz(t + 2 —|— a1 t ( t + 1 —|— 021'2(15 + 1)) + ag (clml(t) + szz(t)) =
:cl(ﬂvl(t+2)+ 1( ) (t+1) + ao(t )xl(t))+

+ o (.%'2 (t + 2) —+ a1 (t)xg(t + 1) + ao(t)xg(t)) =0.
O
Bezprostrednim diisledkem tohoto tvrzeni je evidentni skutecnost, ze nulova posloupnost
je také fesenim rovnice. Celkem tak dostavame, zZe mnozina feseni linearni homogenni rovnice
(2.8) je linedrni (vektorovy) prostor.
Reseni g, rovnice (2.8) s poc¢ateéni podminkou

x(to) =1, CC(tO + 1) =0
a feseni yo této rovnice s pocateéni podminkou
x(to) =0, CC(t() + 1) =1

jsou evidentné linearné nezavisla. To znamend, Ze prostor feSeni linearni homogenni rovnice
(2.8) mé dimenzi alespon 2. Naopak, pro jednozna¢né uréené feseni  rovnice (2.8) s obecnou
pocate¢ni podminkou (2.7) plati

r = &1y1 + &oyr;
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pritom y1, yo splnuji uvedené pocatecni podminky. To znamena, ze libovolné feseni homogenni
rovnice (2.8) lze vyjadrit jako linedrni kombinaci dvou posloupnosti y; a yo. Prostor feseni
ma tedy dimenzi nejvyse 2.

Provedené tivahy shrneme: Mnozina vsech feseni linearni homogenni rovnice druhého radu
(2.8) tvofi dvourozmérny linedrni prostor. Bazi tohoto prostoru nazveme fundamentdalni sys-
tém teseni homogenni rovnice (2.8).

Tvofti-li posloupnosti y; a y2 fundamentalni systém Feseni homogenni rovnice (2.8), pak
posloupnost c1y; + coy2 je obecnym FeSenim linedrni homogenni rovnice (2.8). ReSeni poca-
te¢ni ulohy (2.8), (2.7) je totiz tohoto tvaru, pfi¢emz konstanty cq,ce jsou feSenim soustavy
linedrnich (algebraickych) rovnic

c1yi(to) + caya(to) =0
ciyi(to + 1) + caya(to + 2) =&

Zname-li tedy fundamentéalni systém y,yo feSeni linedrni homogenni rovnice (2.8), mizeme
psét FeSeni pocateéni ulohy (2.8), (2.7) ve tvaru

[oya(to + 1) — Eaya(to)] 1 (1) — [Cowa(to + 1) — &1y (to)] y2(t)
y1(to)y2(to + 1) — y1(to + 1)y2(to)

(t) =

Vypocet druhé slozky fundamentalniho systému

Predpokladejme, Ze znadme Feseni y; homogenni rovnice (2.8) takové, ze y;(t) # 0.
Rovnice (2.8) je diferené¢ni, proto by se ve vyjadfeni jejiho feSeni mohla objevovat sumace.
7 tohoto duvodu budeme hledat feseni této rovnice ve tvaru

t—1

(t) = yi(t) Y uli), (2.9)

kde u je zatim neznaméa posloupnost. Pak

t t—1
2t +1) =yt +1) i) = ya(t + 1) <§j u(i) + u<t>> ,

i=to i=to

t—1
z(t+2) =yt +2) <Z w(i) + u(t) + u(t + 1)) .

i=tg

Toto vyjadieni dosadime do rovnice (2.8),

-1
(ur(t +2) + a1 (t)ya(t + 1) + ao(t)y1(t)) Z u(i) + (yi(t +2) + a1y (t + 1)) u(t)+

+y1(t+2)u(t+1)=0.

Ponévadz posloupnost y; je FeSenim rovnice (2.8), je vyraz v prvni zévorce roven nule a vyraz
ve druhé zavorce je roven —ag(t)yi(t). Podle predpokladu je y1(t + 2) # 0, proto mizeme
timto ¢lenem predchozi rovnost vydélit. Dostaneme

() u(t).

u(t+1) = ao(t)m
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To je linedrni homogenni rovnice prvniho fadu pro nezndmou posloupnost u, jejiz feseni je
podle Tvrzeni 1 dano soucinem

B ~ y1(d)
u(t) =c H ao(])iyl(j 1)

kde ¢ = u(tp) je néjaka konstanta. Toto vyjadieni dosadime do rovnosti (2.9) a dostaneme
feseni rovnice (2.8) ve tvaru

t—1 i—1

)= en() Y [T o) -2 (2.10)

i=tg j=to

Ovéfime, ze posloupnost danéd vyrazem (2.10) je pro ¢ # 0 linedrné nezavisla na posloup-
nosti y;. Casoratian posloupnosti y; a x je

t—1 1—1
y1(t) cyr(t) > T aof -)yl(](‘f')l)
Ol B i=to j=to _
(7y15x)_ t=1 -1 . . (4) -
yit+1) cn(t+1) Zt: 11 ao(J )y1(J+1 + H 0U)5 G+
=10 J=to

=cy1()yi(t +1) Hao .y1j+ )

nebot podle predpokladi ag(t) # 0, y1(t) # 0. Dostali jsme tedy vysledek:

Tvrzeni 3. Necht posloupnost y; je prvni slozkou fundamentélniho systému feSeni rovnice
(2.8) takovd, ze y1(t) # 0. Pak druhé slozka fundamentélniho systému feSeni je ddna vyrazem

t—1 1—1

) =nl ZH .y1]+2)

1=to j=to

Priklad:
r(t+2)—(t+2)x(t+1)+(t+2)x(t)=0, t>0

V tomto pfipadé je tog = 1, ag(t) = t+2 a posloupnost y; dana predpisem y;(t) = t je FeSenim
dané rovnice, nebot

E+2—(E+2)(t+ 1)+t +2)t=E+2)(1—t—1+t)=0.

Druhé slozka fundamentalniho systému feseni tedy je

t—1i—1 t—1
—tZHJ+2 =ty (i—1).
i=1j5=1 =1
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2.2.2 ReSeni nehomogenni rovnice

Pokud jsou ,koeficienty“ aj, as v rovnicich (2.6) a (2.8) stejné, fekneme, ze rovnice (2.8) je
pridruzend homogenni rovnice k linedrni rovnici (2.6).

Predpokladejme, ze zndme fundamentalni systém feseni y1, y2 homogenni rovnice (2.8) a
néjaké reseni xy nehomogenni rovnice. Pak posloupnost x, definovana jako soucet obecného
feSeni homogenni rovnice (2.8) a posloupnosti xy, tj. * = c1y1 + coy2 + N, kde ¢1, ¢ jsou
néjaké konstanty, je feSenim nehomogenni rovnice (2.6). Vskutku

x(t+2)+a(t)x(t +1) 4+ ap(t)z(t) =
=c1y1(t +2) + coya(t +2) + on(t +2) +
+ar(t)(cyi(t +1) +eaya(t + 1) + an(t + 1)) +ao(t) (crya(t) + caya(t) + an(t)) =
= c1(yi(t +2) + ar(t)yr(t + 1) + ao(t)ya (1)) +
+ o (Y2t +2) + a1 (t)y2(t + 1) + ao(H)ya(t)) +
+an(t+2) +ar(t)en(t+1) +ag(t)zn(t) = 0+ 0+ b(t) = b(2).

Pokud konstanty ¢ a ¢y zvolime tak, aby byla splnéna pocateéni podminka (2.7), tj. aby
spliiovaly soustavu linedrnich algebraickych rovnic

c1y1(to) + caya(to) + zn (to) = o,
Clyl(to + 1) + Czyg(to + 1) + xN(to + 1) =&,

neboli
(&0 —an(to))ya(to + 1) — (& — xn(to + 1)) ya(to)
B y1(to)ya(to + 1) — ya(to)yr(to + 1) ’
y1(to) (&1 — xn(to + 1)) — y1(to + 1) (&0 — zn (to))
y1(to)ya(to +1) — yz(fo)yl(to +1)

pak posloupnost © = c1y; + cay2 + N je FeSenim pocatecéni tlohy (2.6), (2.7). Touto tvahou
dostavame

Cy =

)

Tvrzeni 4. Obecné feseni linedrni rovnice (2.6) je sou¢tem obecného feseni ptidruzené ho-
mogenni rovnice a néjakého reseni nehomogenni rovnice.

Jesté poznamenejme, ze vypocet konstant ¢y, co pro konkrétni pocatecni tlohu je nejjed-
nodussi, pokud partikuldrni feSeni z nehomogenni rovnice volime tak, aby xn(tg) = 0 a
zn(to+1) =0.

Nalezeni partikularniho feSeni nehomogenni rovnice

Budeme hledat feseni rovnice (2.6) s nulovou pocéate¢ni podminkou
z(tp) =0, x(top +1) =0. (2.11)

Budeme pritom predpokladat, ze zname fundamentéalni systém teSeni y;, yo pridruzené homo-
genni rovnice.

Pocéte¢ni ulohu (2.6), (2.11) lze interpretovat: Proces, ktery je popsan nehomogenni rov-
nici (2.6), za¢ind s nulovymi hodnotami a v pribéhu ¢asu na ného pusobi néjaké vlivy. Stav
procesu v Case t tedy muzeme popsat jako soucet téchto vlivil od pocatecniho okamziku %,



18 KAPITOLA 2. LINEARNI ROVNICE

do okamziku ¢t — 1 bezprostfedné predchézejicimu casu t. Pfesnéji vyjadieno, feseni pocatecni
ulohy (2.6), (2.11) budeme hledat ve tvaru

t—1

2(t) =Y w(i,t), (2.12)

i=to

kde w je néjaka, zatim neurcend, funkce dvou celo¢iselnych proménnych. Myslenka hledat
feSeni nehomogenni rovnice s nulovymi po¢ateénimi podminkami ve tvaru sou¢tu (nebo inte-
gralu) se nazyva Duhameliv princip.
Posloupnost dand rovnosti (2.12) spliiuje prvni z poc¢atecnich podminek (2.11). Ta druhé
z nich nabyva tvar
0= x(to + 1) = ’U)(to,t() + 1)

Tato podminka bude splnéna zejména tehdy, kdyz po funkci w budeme pozadovat, aby méla
vlastnost
w(i,i+1) =0 (2.13)

pro vSechny pfipustné hodnoty i.
Z rovnosti (2.12) dale s vyuzitim podminky (2.13) dostaneme

t t—1 t—1
e(t+1) =Y wlit+1)=> wli,t+1) +wt,t+1)=> wli,t+1),
i=tg i=to i=to
t t—1
p(t+2) =Y wli,t+2)=> wli,t+2) +wtt+?2).
i=to i=tg

Toto vyjadieni dosadime do dané rovnice (2.6). Dostaneme

t—1
> [w(iyt +2) + ar(w(i, t + 1) + ag(B)w(i,t)] +w(t, t +2) = b(t).

i=to
Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, pokud funkce w bude mit vlastnosti
w(i,i + 2) = b(7), pro vSechna i, (2.14)

w(i, t+2) + a1 (t)w(i, t + 1) + ag(t)w(i,t) = 0, pro vSechna i,t. (2.15)

Nyni budeme proménnou ¢ povazovat za parametr. Ziskané rovnosti budeme chapat jako
ulohu pro linearni homogenni rovnici druhého fadu (2.15) s poé¢ateénimi podminkami (2.13)
a (2.14); hledana posloupnost je w(i,-). Rovnice (2.15) je pfidruzenou homogenni rovnici
k dané rovnici (2.6). Podle pfedpokladu tedy zname jeji fundamentalni systém feSeni, jeji
obecné Teseni je linearni kombinaci bazovych posloupnosti y1, yo. Prislusné koeficienty ovsem
zévisi na parametru ¢, tedy

w(is t) = c1(D)ya(t) + ca(D)ya2(t). (2.16)

Konkrétni vyjadieni koeficienttt (posloupnosti) ¢y, ¢y ziskdme z poc¢ateénich podminek (2.13)
a (2.14):
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.
—b(i)y2(i +1)
1+ Dya(i+2) =91 (i + 2)ya(i + 1)
ea(i) = — bptl)
yr(i 4+ Dy +2) =410 + 2)y2(i + 1)
Dosazenim téchto vyrazi do rovnosti (2.16) a pak do (2.12) dostaneme FeSeni poc¢atecni ulohy
(2.6), (2.11) ve tvaru

C1 (Z) =

_ o y(i+ Dy () — v+ Dya(t)
w(t) =Y o)t Dali D) G Doali ) (2.17)

t—1
Pti oznaceni C;(t) = > ¢;(i), j = 1,2 mizeme pfedchozi formuli pro feseni nehomogenni
i=tg
linearni rovnice druhého rfadu prepsat ve tvaru

z(t) = C1(t)y1(t) + Ca(t)y2(1),

tedy jako linedrni kombinaci bazovych posloupnosti yi,y9; pritom koeficienty nejsou kon-
stantni ale variabilni, zavisi na ¢ase t. Proto se rovnost (2.17) nazyva formule variace kon-
stant.

Priklad: Najdeme feSeni pocateéni tlohy
1 1
z(t+2) + zx(t +1)— 1+ n x(t)y=4(t+1), =z(1)=1, z(2)=-1.
Prvnim problémem je najit fundamentalni systém feSeni pridruzené homogenni rovnice

2t +2) +%x(t+1) - <1+%> 2(t) = 0.

Tato rovnice mé evidentné konstantni feseni y; = 1. Druhou slozku fundamentalniho systému
feseni vypocitame podle Tvrzeni 3:

t—1i—1 tl t—1 . .
—|—1 (2 3 1 —1 7
1__ — 11 J _111 2.2 . =
11]1 zl =1

= Z(—w’*lz‘ =1-243 44 -+ (D)3t -2+ (-)2t-1) =

|

Dostavame tak obecné feseni xy pridruzené homogenni rovnice ve tvaru

t, t sudé

(1—t), tliché 7 (1+ (DA -1).

L(t—2)+t—1, tsudé
(t—1), ¢ liché

m|,_. l\DI
D= D=

zp(t)=A+31B(1+(-1)!2t—-1)).
Pocatecéni hodnoty jsou
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Z téchto rovnic snadno vypoéitdme A = 1, B = —2. ReSeni piidruZené homogenni rovnice
které splinuje pocatecni podminky je tedy dano rovnosti

rp(t)=1—1 1+ (-1 2t-1)) =3 - 1(-1)(2t-1).

Reseni nehomogenni rovnice, které splnuje nulové pocéateéni podminky zx (1) = zn(2) =0
dostaneme dosazenim do vzorce (2.17).

t—1 1 THON 1
B _ (- (D)'@2i+1) -1+ (D2t -1)
o) = 2 A ) T ) - L )@+ 8)
t—1 t—1 -1
=D 214+ ()Tt -] =) @i+ + (-2t -1)) (-1)' =
i=1 =1 =1
=3t-1@2t+2) - (-2t -1 ((-1)'+1)) =t(t—1) — 5 — 2(-1)"(2t - 1).

Reseni dané rovnice je soucet posloupnosti xy a xy, tedy

z(t) =t(t —1) — (=1)"(2t - 1).

2.2.3 Homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty
Linedrni homogenni rovnice prvniho fadu
z(t+1) = kx(t)

mé podle diisledku Tvrzeni 1 feSeni x(t) = k!, tj. geometrickou posloupnost. Toto pozoro-
vani vede k myslence hledat feseni linearni homogenni rovnice druhého fadu s konstantnimi

koeficienty
z(t+2) + oqz(t) + apx(t) =0 (2.18)

také ve tvaru geometrické posloupnosti
z(t) = M\, (2.19)

kde A je néjaka nenulova konstanta.
Po dosazeni vyrazu (2.19) do dané rovnice (2.18) dostaneme

NP2 oM 4 agh =0t A (A +aid+ag) =0.
Podle predpokladu A # 0 je tato rovnost ekvivalentni s rovnici
M+ g\ + ag = 0. (2.20)

To je kvadraticka rovnice, ktera méa kotreny

1
A2 = 5 <—Oq +4/a? — 4a0> )
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7 obecného predpokladu kladeného na linearni rovnice druhého fadu plyne ag # 0, takze oba
kofeny jsou nenulové. Dostavame tak dvé, ne nutné ruzna, reseni dané diferencni rovnice ve
tvaru z1(t) = A}, 22(t) = \5. Casoratian posloupnosti z1, z2 je

Y t
C(t; = = (A1 A2) (A2 — A1).
( a-%'lal'Q) )\tl"‘l )\752"‘1 ( 1 2) ( 2 1)

Pro A1 # A2 je C(t;x1,x2) # 0, takZe posloupnosti z1, 2o jsou v takovém pripadé nezavislé.
(Algebraicka) rovnice (2.20) se nazyva charakteristickd rovnice, jeji feSeni se nazyvaji
charakteristické koreny. Rozlisime t¥i standardni ptipady:

Dva realné ruzné charakteristické koreny

Tento piipad nastéva, pokud af > 4ag. Bezprostfedné miizeme napsat fundamentélni systém
feseni rovnice (2.18),

0 =X =[5 (VaT—da0 ~a)]', wa(0) =2 = [} (VaT—dag +au)|

a jeji obecné Teseni ve tvaru

x(t) = AN, + BAL.
Priklad: Najdeme obecné feseni rovnice
z(t +2) — 4x(t + 1) + 3z(t) = 0.

Charakteristickd rovnice
N —4r+3=0

ma koreny A\ = 3, Ao = 1, takze obecné feseni dané rovnice je

z(t) =3'A+ B.

Komplexné sdruzené charakteristické koreny

Tento piipad nastéva, pokud o? < 4ag. Charakteristické kofeny jsou
1

)\172 = % (—041 + i\/4040 — 041) s

v goniometrickém tvaru

Mo =re™™ = r(cosw £ isinw
1,2 )

kde
aq

2\/040

T = \/Qp, W = arccos (—

Dostévame tak dvé feSeni rovnice (2.18) ve tvaru

) , w € (0,7). (2.21)

z1(t) = rlet = ri(coswt + isinwt), wo(t) = rle! = ri(coswt — isinwt).
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Linearni kombinace téchto posloupnosti jsou podle principu superpozice také fesenim rovnice
(2.18), zejména tedy posloupnosti

1 1

yi(t) = §x1(t) + §x2(t) = 7! coswt, ya(t) =

jsou Tesenim. Jejich Casoratian

1 1
Exl(t) — Em(t) = r'sinwt

rt cos wt rtsin wt

Clty,y2) = =
( ) ritleosw(t +1) rHtlsinw(t +1)

= er(cos wtsinw(t + 1) — sinwt cosw(t + 1)) =
_ ptt2 ( cos wt(sin wt cosw + sinw cos wt) — sin wt(cos wt cosw — sin w sin wt)) =
— ptt2 ((cos wt)2 + (sin wt)Q) sinw = r"2sinw # 0,

ponévadz r > 0 a 0 < w < m. Posloupnosti y1,y2 jsou tedy linearné nezavislé, tvori funda-
mentalni systém Feseni. Obecné FeSeni rovnice (2.18) proto muzeme psat ve tvaru

z(t) = r'(Acos wt + Bsinwt), (2.22)
kde r a w jsou dany rovnostmi (2.21).
Priklad: Najdeme feSeni pocateéni tlohy
(t+2) —dz(t+1)+8z(t) =0, z(0)=1, z(1) = —v2.

Charakteristickd rovnice
N4 +8=0

ma komplexné sdruzené koreny
A2 =2+2=2(cos £ising).
Fundamentalni systém Teseni dané rovnice je
y1(t) = 2" cos Tt, yo(t) =2'sin It
a jeji obecné Teseni je tvaru
z(t) = 2" (Acos 5t + Bsin Tt) .
7 pocatecni podminky dostaneme soustavu dvou rovnic

A —1,
V2A+V2B =2

a z nich hodnoty konstant A = 1, B = —2. ReSeni dané tlohy je tedy
z(t) = 2" (cos 5t — 2sin Zt) = 2' cos Tt — 2! sin Tt

Tvar obecného nenulového Feseni rovnice (2.18) s af < 4oy miizeme také upravit na tvar

A B
— ot /A2 2 )
xz(t)=r'\/ A2+ B < VORE VORE smwt> .

Oznacéime C = A2 + B2, ¢ = arctg % a obecné feseni rovnice (2.18) zapiSeme ve tvaru

coswt +

x(t) = Cr' (sin ¢ cos wt + cos psinwt) = Crlsin(wt + ).
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Dvojnasobny realny charakteristicky kofen

Tento ptipad nastava, pokud a? = 4ag. Dvojnasobny kofen charakteristické rovnice (2.20) je
A= —%al. Jedna slozka fundamentélniho systému Feseni rovnice (2.18) je tedy ddna vyrazem

o= (-3)-

Druhaé slozka je podle Tvrzeni 3 tvaru

w0= () Z Mo (5 R () -

i=tg j=to 1=to j=to
g\t t—1 i—1 o a\t t—1 gt
— — i—to
=(3) DG = (-3) X =u-m(-3).
i=to j=to 1 i=to

Obecné feseni rovnice (2.18) je tedy v ptipadé a? = 4ag rovno
2(t) = A <—ﬂ)t + Bt <—ﬂ>t = (A+ Bt) <—ﬂ)t .
2 2 2
Priklad: Najdeme feSeni pocateéni tlohy
x(t+2)—4dx(t+1)+4z(t) =0, =z(0)=1, =z(1)=0.

Charakteristickd rovnice
AN —4N+4=0

mé dvojnasobny kofen A = 2. Obecné feseni dané rovnice tedy je
z(t) = 2'A 4+ 2'tB.
7 pocatecni podminky dostaneme soustavu rovnic

A =1,
2A+2B =0,

kterd méa feseni A = 1, B = —1. ReSeni dané tlohy tedy je

z(t) =21 —¢t).

|
2.2.4 Nehomogenni rovnice, jejiz leva strana ma konstantni koeficienty
Pfidruzena homogenni rovnice k nehomogenni linedrni rovnici druhého fadu
x(t+2) + arx(t) + apz(t) = b(t) (2.23)

je rovnice (2.18), kterou jsme se zabyvali v predchozi ¢asti. Muzeme tedy napsat jeji funda-
mentalni systém FeSeni a pak FeSeni nehomogenni rovnice (2.23) najit pomoci formule variace
konstant (2.17).
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Priklad: Najdeme feSeni pocateéni tlohy
x(t+2)—2x(t+1)+x(t)=t, x(0)=1, z(1)=—-1
Pridruzena homogenni rovnice
x(t+2) —2x(t+1)+z(t) =0

maé charakteristickou rovnici A2 —2\+1 = 0, kterd ma dvojnasony kofen 1. Obecné feseni pii-
druzené homogenni rovnice je tedy tvaru zp(t) = A+ Bt, feSeni spliiujici po¢ateéni podminku
je

TH (t) =1-2t.
Partikularni feSeni nehomogenni rovnice splnujici nulové pocate¢ni podminky je podle formule
variace konstant (2.17)

-1 t—1

z f“;jQ -3 J+1_]t—tzj_§;”+

=0 J=1
:%ﬂ(t—l)—g(tﬂ) (t—l)zé (t—=1)(t—2).

Celkem tak dostavame reSeni dané tlohy ve tvaru

z(t) =1—2t+ t(t — 1)(t — 2).

|
Priklad: Najdeme obecné feseni nehomogenni rovnice
x(t+2)+x(t) = f(t)
s obecnou pravou stranou. K pfidruzené homogenni rovnici
x(t+2)+x(t) =0
Ptislusi charakteristicka rovnice A2+ 1 = 0, kterd ma ryze imaginarni kofeny A =Fi= etiz

Fundamentélni systém feseni pridruzené homogenni rovnice je tedy
y1(t) = cos 5t,  ya(t) = sin 5,
obecné feseni této rovnice je
rp(t) = Acos Gt + Bsin §t.

Reseni nehomogenni rovnice je dano formuli variace konstant (2.17),

Zf sin §(j + 1) cos §t — cos 5(j + 1) sin 5t

= cos 5(j+2)sinf(j+1) —cosL(j+1)sinF(j +2)

Plati
sin §(j + 1) = sin §j cos § + sin § cos §j = cos 57,
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cos 5(j +1) = cos §jcos § —sin § sin §j = —sin 57,
takze
sin5(j +2) =cos5(j +1) = —singj, cosg(j+2)=—sing(j+1)=—cos3zj
sin 5 (j + 1) cos 5t — cos 5(j + 1) sin 5t = cos 5 j cos 5t + sin §jsin 5t = cos 5 (t — j),
cos5(j+2)sinf(j+1) —cos5(j+1)sin5(j +2) = (COS§]) —(81115]) =—1.

Odtud dostavame Feseni nehomogenni rovnice ve tvaru

Zf cos 5 (t — 7).

Jj=to
Reseni dané rovnice tedy je
=1
x(t) = Acos 5t + Bsin 5t — z% f(j)cos 5(t — 7).
j=to

Fundamentalni systém feSeni pridruzené homogenni rovnice (2.18) k nehomogenni rovnici
(2.23) mizeme pomoci charakteristickych kofent napsat explicitné. Proto také muzeme napsat
pomoci sumace tvar partikularniho feseni nehomogenni rovnice, které spliuje nulové pocatecni
podminky:

Tvrzeni 5. Partikularni feSeni x y nehomogenni rovnice (2.23) spliujici po¢ateéni podminky
x(to) =0, CC(tO + 1) =0
je jednoho z nasledujicich tvart:

1. MA&-1i charakteristickd rovnice (2.20) dva reélné ruzné kofeny i, \a, pak

)\t 1 t—1 ) )\t 1 t—1
() Z b(j)A; — Z b(j)Ny =
j— 0 j to
)\tl_z t—1 o <)\2>t—j—1
= (N7 [1— (== .
PR ¥
J=to
2. Ma-li charakteristickd rovnice (2.20) komplexné sdruzené kofeny r(cosw + isinw), pak
T’t_z t—1 t—1
xn(t) = pr sinw(t — 1) Z b(j)coswj — cosw(t — 1) Z b(j)sinwj | =
J=to 7=to
=2 =L
= Zb )sinw(t —j7 —1).
sin w
Jj=to

3. Ma-li charakteristickd rovnice (2.20) dvojnéasobny realny kofen A = —5a1 = —,/ag, pak

t—1 t—1 .
o) = 33 2 PN T = 1) = S0 (- 5) (e - 1),

Dikaz: PFimym vypoctem na zakladé vysledkt z 2.2.3 a formule variace konstant (2.17). O
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2.3 Linearni rovnice k-tého rfadu
Jedné se o rovnici
AFz 4+ ap (A a4 ap_o (A2 4 - + a1 (t) Az + ag(t) = b(2). (2.24)

O posloupnostech ag, a1, as,...,ar_1, b predpokladame, ze maji stejny defini¢ni obor, ozna-
¢ime ho D, a pro kazdé t z tohoto defini¢niho oboru plati

ap—1(t) — ag—2(t) + ap_3(t) — -+ (=1)* tag(t) # 1. (2.25)

V pfipadé b = 0 se rovnice (2.24) nazyva homogenni, v opacném piipadé nehomogennd.
Je-li tg € D, jsou pocateéni podminky pro rovnici (2.24) tvaru

x(to) =&, z(to+1) =&1, ..., x(to+k—1) = &k_1. (2.26)

Rovnici (2.24) prepiSeme na rovnici druhého typu:

ARz (t) = z(t + k) +Zi: () (t+k—j)=at+k) +lH () z(t +j),

Jj=0

k—1 A k—1 J k—1k—1
GON0) = Y a0 1 (1) atei-1) = X S a0 (4) atei-i
7=0 7=0 =0 =0 j=1
—1k—1—1 +i —1k—1—1¢ 4
S (-1 (J >w(t+j)=z S ais(0)(-1) (J )w<t+3>,
=0 7=0 7=0 =0

k—1 k—1—j
ot + k) + ( >+ 37 ai(t)(-1) <JH> z(t + 5)
7=0 =0
Oznacime
k—1—j oy
C.](t):(_ <>+ Z a2+] (J,LZ> prOj:0,1,2,...,k‘—1
=0

a dostaneme rovnici druhého typu ekvivalentni s rovnici (2.24) ve tvaru
x(t+k)+ep1(t)e(t+k—1)+cpo(t)x(t+k—2)+ - Fcr1(t)x(t+1)+co(t)x(t) = b(t); (2.27)

podminka (2.25) zaruéi, ze cy(t) # 0 pro vSechna t € D, takze se skuteéné jedné o rovnici k-
tého Fadu. Z tvaru rovnice (2.27) vidime, Ze po¢ate¢ni tloha (2.27), (2.26), nebo ekvivalentné
uloha (2.24), (2.26), m4 jediné feSeni, které je definovano na mnoziné D.
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2.3.1 Fundamentalni systém feseni homogenni rovnice

Linearni homogenni diferenc¢ni rovnice k-tého fadu
x(t+k)+ep1(Wz(t+k—1)+cpot)z(t+k—2)+ -+ c1()x(t+1)+co(t)z(t) =0 (2.28)

spliiuje princip superpozice: jsou-li posloupnosti z1 a xo feSeni rovnice (2.28) a p a ¢ jsou
libovolné realné konstanty, pak také posloupnost x = pxj + gz je FeSenim rovnice (2.41), tj.
libovolnd linearni kombinace feSeni této rovnice je jejim feSenim. Navic nulova posloupnost
x = 0 je FeSenim rovnice (2.41). To znamend, Ze mnozina vSech FeSeni linedrni homogenni
diferen¢ni rovnice tvori vektorovy prostor.

Proi € {0,1,2,...,k — 1} ozna¢me y; posloupnost, kterd je feSenim homogenni rovnice
(2.28) s pocateénimi podminkami

0, j#1,
Pak je zfejmé, ze posloupnosti yg, y1, . - . , Yp—1 jsou linedrné nezavislé. To znamena, ze dimenze

vektorového prostoru reseni je alespon k.
Necht y je libovolné Feseni homogenni rovnice (2.28). Ozna¢me

L
am+ﬁ:{’j Y012, k-1

o = y(t0)7 m = y(tO + ].), ceey Ne—1 = y(to + k- 1)
Linearni kombinace posloupnosti yg, y1, - - -, yx—1 s koeficienty ng, 71, ..., M1, tj. posloupnost
MmoYo + myr + -+ Me—1Yk—1 (2.29)

je podle principu superpozice feSenim rovnice (2.28) a splituje stejné pocateéni podminky,
jako posloupnost ¥. Z jednoznacnosti FfeSeni poc¢atecni ulohy plyne, ze posloupnost y a linearni
kombinace (2.29) jsou shodné. Odtud déle plyne, Ze prostor Feseni lineadrni homogenni rovnice
(2.28) m4 dimenzi k a posloupnosti y;, i = 0,1,2, ...,k — 1 tvofi bazi tohoto prostoru.

7 provedenych avah plyne, ze plati

Véta 1. Mnozina vsech Teseni linedrni homogenni diferenecni rovnice k-tého tddu (2.28)
tvori vektorovy prostor dimenze k.

Definice 1. Béaze vektorového prostoru vsSech feseni linedrni homogenni rovnice (2.28) se
nazyva fundamentdlni systém tesend.

Posloupnosti 21, 29, . . ., 2 tvori fundamentalni systém feseni linedrni homogenni diferencéni
rovnice (2.28) pravé tehdy, kdyz libovolné feSeni = této rovnice lze vyjadiit jako jejich linedrni
kombinaci, tj. pravé tehdy, kdyz existuji jednoznac¢né urcené konstanty Ay, Ao, ..., Aj takové,
ze

z(t) = Arza(t) + Agz2(t) + -+ + Agzi(t) (2.30)

pro libovolné t z defini¢niho oboru D. Pfedchozi rovnost je ekvivalentni s rovnostmi

Arza(t) 4+ Asz(t) 4+ Arz(t) = o
Alzl(t + 1) + AQZQ(t + 1) + -+ Akzk(t + 1) = 51

(2.31)

AlZl(t+k—1)+A222(t+k—1)+ —i—Akzk(t—i—k—l) =&
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a jednoznacna existence konstant Ap, As, ..., A je ekvivalentni s jednoznacnou reSitelnosti
(2.31) chapané jako systém (algebraickych) rovnic pro nezndmé A;, A,, ..., Ax. Determinant
této soustavy je Casoratian posloupnosti zy, z9,.. .,z v indexu t,
z1(t) z9(t) e 2 (t)
Zl(t—i-l) Zz(t—i-l) Zk(t—i-l)
C(t;zl,zg,...,zk = . . X .
21(t+k—=1) z2t+k—-1) ... z(t+k-1)

Dostavame tak zavér:

Véta 2. Posloupnosti z1,zo, ...,z tvori fundamentdlni systém reseni linedrni homogenni
diferencni rovnice (2.28) pravé tehdy, kdyz kazda z nich je feSenim rovnice (2.28) a pro kazdé
t z definicnitho oboru D plati

C(t; ARRTEER ,Zk) 7& 0,

kde C(t; 21,22, ..., 2) je Casoratian posloupnosti z1,za, ..., k.

2.3.2 Nehomogenni rovnice a metoda variace konstant

Pokud jsou posloupnosti cg, ¢1, ..., ck—1 v rovnicich (2.27) a (2.28) stejné, fekneme, ze homo-
genni linedrni diferenéni rovnice (2.28) je pridruZend k nehomogenni rovnici (2.27).

Je-li posloupnost y FeSenim nehomogenni rovnice (2.27) a posloupnost z je FeSenim pfi-
druzené homogenni rovnice (2.28), pak jejich soucet = z + y je opét FeSenim nehomogenni
rovnice (2.27), nebot

k k
e(t+k)+Y aa(t+i) =20t + k) +y(t+k) + > at) (2t +10) +y(t +14) =
i=1 i=1
k k
= (z(t +E)+ > at)z(t + i)) + <y(t +E)+ > alt)ylt+ i)) =04 b(t) = b(t).
i=1 i=1

Plati tedy

Véta 3. Necht z1, 29, ...,z twort fundamentdlni systém tesend linedrni homogenni diferencni

rovnice (2.28) pridruzené k nehomogenni rovnici (2.27). Pak kaZdé teseni nehomogenni rov-
nice (2.27) je tvaru

z(t) = Bi21(t) + Bazo(t) + -+ + Braw(t) + y(1),
kde y je néjake reseni nehomogenni rovnice a B, Ba, ..., By jsou konstanty.

Necht posloupnosti z1, 22, ..., 2; tvori fundamentalni systém reseni homogenni rovnice
(2.28) pfidruzené k nehomogenni rovnici (2.28). Pak je

T
I

Zzi(t+k)=—=) c¢j(t)z(t+j) proi=12,... k. (2.32)

<.
Il
o
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Reseni nehomogenni rovnice (2.28) budeme hledat ve tvaru

k
= wi(t)z(t), (2.33)
i=1

kde ui,u9,...,u; jsou zatim neurcené posloupnosti. Hleddme ho tedy jako analogii feSeni
homogenni rovnice (2.30); misto konstant Ay, As, ..., Ax vSak piSeme posloupnosti — variru-
jeme konstanty. Z tohoto dtivodu se tato metoda feseni nehomogenni rovnice nazyva metoda
variace konstant.

Nyni mtzeme vyjadrit

k
z(t+1) = Zu,t—klzlt—i— Z (Au(t))zi(t + 1) + ui(t)zi(t + 1)] -
i=1 i=1

Budeme pozadovat, aby posloupnosti ui, us, ..., u; spliovaly rovnici

k
Z Aul z, (t+1)=0.
=1

k
Pak z(t+1) = > u;(t)z(t + 1), takze
i=1

k
x(t+2) = Zult+1zzt+2 :Z (Aug(t)) zi(t + 2) + wi(t)zi(t + 2)] .
i=1 i=1

Dale budeme pozadovat, aby posloupnosti ug, us, ..., u; spliiovaly rovnice

k
Z Aul z, (t+2) =0,
=1

k
takze z(t 4+ 2) = > u;(t)z;(t + 2). Takto budeme pokracovat az k pozadavku

i=1
k
> (Auwi(t)zt+k—1)=0
i=1
k
a vyjadieni x(t+k — 1) = > w;i(t)zi(t + k — 1).
i=1
Celkem tedy pozadujeme
k
> (Auwt)zt+5) =0, j=1,2,...,k—1 (2.34)
i=1

a dostavame

z(t + 7) Zuz Vit +3), j=1,2,... k-1 (2.35)
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V posledni z rovnosti (2.35), tj. v té, v niz j = k — 1, budeme psat ¢ + 1 misto ¢ a upravime
ji s pouzitim (2.32). Dostaneme

k k
pt+k) =D wilt+1D)zt+k) = (Aui(t)z(t+k) +Z“Z )zi(t + k) =
i=1 i=1 1=1
k k: 1

(]
™
5
Sz
=
?’T‘
M
5
M

ci(t)zi(t + 7). (2.36)
i=1 i=1 j:O

Soucasné posloupnost x ma byt feSenim rovnice (2.27), takze s vyuzitim vztahu (2.35) dosta-
neme

k—1 k—1
z(t+k)=0b(t)— > cj(t)x(t+7)=b)— ) c;(t) Z ui(t)zi(t+j) =
j=0 j=0 i=1
k k—1
=b(t) = > ui(t)> ¢(t)z(t+4). (2.37)
i=1 j=0
Porovnanim (2.36) a (2.37) vidime, ze
k
> (Aui(t)zi(t + k) = b(t). (2.38)
i=1
Diference posloupnosti uy,ug, ..., uy tedy spliiuji systém rovnic (2.34), (2.38). PfepiSeme ho
do tvaru
21(t+ 1) Aug(t) + zo(t+ 1) Aug(t) +-- -+ 2k (t 4+ 1) Aug(t) =0
21 (t 2) Aul(t) + Zg(t 2) AUQ(t) + + Zk(t 2) Auk(t) =0
21(t+k—1)Aur(t) +22(t + k — 1) Aug(t) +- - -+ 21(t + k — 1) Aug(t) =0
21 (t + k) Aul(t) + 29 (t + k) AUQ(t) + -4 Zk(t + /{?) Auk(t) = b(t)

Determinant této soustavy je Casoratidnem fundamentalniho systému feSeni homogenni rov-
nice (2.28) v indexu ¢ 4 1. Je tedy nenulovy a soustava je jednozna¢né fesitelna. Oznacime

21 (t) Zg(t) - Zk(t)
(1) = z1(t+1) z(t+1) ... zp(t+1)
21 (¢ —|—.k —1) 2ot —|—.k‘ -1) .. 2 (t —|—.k‘ -1)
Z1 (t) Zg(t) e Zi_l(t) Zi+1(t) e Zk (t)

Z1(t+k/’—2) 22(t+k—2) Zi_l(t—l—l{?—Q) ZH_l(t—l—k?—Q) Zk(ﬁ-i-k—Q)
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w(t) je Casoratian fundamentalniho feSeni homogenni rovnice (2.28). Diference posloupnosti
U1, Ug, ... up Nyni mizeme vyjadrit ve tvaru

(=D*b(t)ma(t +1)

Auy(t) = L =12,k
ui(t) w(t + 1) !
Odtud a z rovnosti (1.3) dostaneme
— b(j)mi(j +1)
ui(t) = u; (to) Z LR R

=to ’]+1

Pii oznaceni B; = u;(typ) muzeme FeSeni rovnice (2.27) podle vztahu (2.33) psat ve tvaru

k t—1 .
=3 Bl + (1P Y % (Vi + 1))

2.3.3 Homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty

Jedné se o rovnici

AFz 4 ap (AP e+ g oA 20 4+ + a1 Az +ag = 0, (2.39)
kde realné koeficienty aq,aq,...,ar_1 spliiuji rovnost
Qg1 — o+ gz — -+ (=) ag £1 (2.40)

analogickou k rovnosti (2.25). Rovnice (2.39) ma pro libovolné poc¢ateéni podminky tvaru
(2.26) jediné feseni, které je definovano pro kazdé ¢t € Z.

Stejné jako v pfipadé obecné linedrni rovnice k-tého fddu muiZeme rovnici (2.39) prepsat
na rovnici druhého typu

x(t+k)+yp—1x(t+k—1)+ ozt +k—2)+ - +mzt+1)+yz) =0, (2.41)

kde jsme oznacili

“ 4 .
’Yj:(— <>+ Z Qiyj(— (‘72. > proj=0,1,2,...,k—1.
=0

S pomoci operatoru posunu ¢ mtzeme tuto rovnici prepsat do tvaru

2 (t) + fyk,lxakflm(t) + fyk,gxakﬂm(t) + -+ mzf(t) + yox(t) = 0.

Polozime-li v, = 1, mlzeme operatorovou rovnici zapsat jesté strucnéji

k
<Z - a) r=0. (2.42)
=0

Ze stejnych duvodu jako v odstavci 2.2.3 budeme feSeni rovnice (2.41) hledat ve tvaru
z(t) = A\, kde )\ je zatim neuréend nenulova konstanta. Dosadime tuto posloupnost do rovnice
2.41)
NFF o AR o o NFR=2 o N N = 0
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a po vynasobeni vyrazem \~! dostaneme charakteristickou rovnici
N e N Ty A2y Ay = 0. (2.43)

Reseni této algebraické rovnice se nazyvaji charakteristickeé koreny. PovSsimnéme si, ze zadny
kofen rovnice (2.43) neni nulovy, nebot vy # 0.

Véta 4. Necht )\, je r-nasobny koren charakteristické rovnice (2.43). Pak kaZdd z posloupnosti
definovanych vztahem
a(t) =1\,  ¢=0,12,...,r—1

je fesenim linedrni homogenni diferenéni rovnice (2.41).

Dikaz: Polozime 7, = 1 a polynom na levé strané rovnice (2.43) oznacime P(\), tj.

k
A) =) N
=1

Nejprve dokdzeme pomocné tvrzeni: Ke kazdému prirozenému c¢islu s a kazdému pfirozenému
¢islu j € {0,1,2,...,s} existuje polynom ps; stupné nejvyse s ve dvou proménnych ¢, A
takovy, ze

Z (t+1)° Zps,Jt)\P] (N).

Tvrzeni dokdzeme Uplnou indukci vzhledem k proménné s. Pro s =0 je

k
> it i) Zw LPO)(y),
i=0
tedy Po,o = 1.
Indukéni krok je obsazen ve vypoctu:
Dt + )TN = D Tt D) E DN =) At FDN At i)N T =
=0 i=0 i=0 =1

s k
. d
_ A ©) . ; i
= t]E_O Ps,i(t, ) PY(X) + A ;:1 vi(t 4 17) d)\)\

s k
i d NS\ 1%
= tjz%ps,j(t, AP () +>\527-(t+z) N =

k
= thwt/\)P] <Z (t+19)° —'yot5>:
7=0 =0

= 3 plt P ( > Pt NPY () =0t | =
7=0
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s

: Ops.i(t, )
=t pa(tNPD(A +AZ( PN pi) (3) 4 (1, M) P W(A)) =
j=0 j=0

s

ap '(t A ‘ s+1 '
= 3 (gt N+ ALY PO) 0D ey (6 NP =

J=0 J=1

= <tp570(t, A) + A%ﬁf’”) P(\)+

8175, (t )‘) j
+Z (tpw (t,A) + A é)\ + Aps j-1(t, A)) PO+

+ Apss(t, N PEFD (V).

Staci tedy polozit

Opao(t. A
p8+1,0(t7 )‘) — tpS,O(t7 )‘) + )‘%7
Ops.i(t, A .
p5+17j(t, )\) = tp87j(t, )\) + )\% + )\ps,j_l(t, )\) proj=1,2,...,s,
ps+1,s+1(t, A) = APS,S(t, A)

a pomocné tvrzeni je dokazano.
Necht nyni A, je m-nasobny kofen charakteristické rovnice. Pak je také kofenem derivaci
polynomu P az do radu r — 1, tj.

PY(N\)=0 proj=0,1,2...,7r—1.
Nyni pro z(t) = t9\}, ¢ € {0,1,2,...,r — 1}, podle pomocného tvrzeni plati

k k

k q
S vt 4i) =Y Yt + DN =AY i+ )N, =AY gt A PY(N) = 0.

=0 i=0 i=0 =0 [l

Dusledek 1. Necht A\, = a(cos ¢ + isingp) je r-nasobny komplexni kofen charakteristické
rovnice (2.43). Pak kazdé z posloupnosti definovanych nékterym ze vztaht

z1(t) = tla’ costy, wo(t) = tla’sintyp, ¢g=0,1,2....r—1

je FeSenim linedrni homogenni diferen¢ni rovnice (2.41).

Dikaz: Ponévadz polynom na levé strané rovnice (2.43) ma redlné koeficienty, je také kom-
plexné sdruzené ¢islo . = a(cos ¢ — isin ) kofenem charakteristické rovnice (2.43) a ma
stejnou nasobnost r. Podle Véty 4 (v niz jsme nepfedpokladali, Ze by kofen charakteristické
rovnice byl redlny), je kazda z posloupnosti definovanych vztahem

F1(t) = t9a’ (costyp +isinty), Fa(t) = tla’(costy — isinty), q=0,1,2,...,r—1
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feSenim rovnice (2.41). Podle principu superpozice jsou také posloupnosti

(1) + E(0), 22(t) = = (E1(8) — 2(0)

1‘1(15) =

DO |

feSenim této rovnice. OJ

Dusledek 2. Kazdému redlnému r-nasobnému charakteristickému korenu A odpovida r feseni
linedrni homogenni rovnice (2.41)

NN, 2L I
a kazdému komplexnimu r-nédsobnému charakteristickému kofenu a(cos ¢ + isin ¢) odpovida
2r FeSeni linedrni homogenni rovnice (2.41)

a' cos to, ta' cos to, t?a’ cos to,. .., t"Lat cos to,

r—1 1t
,

a'sinty, ta'sinty, t2a’ sintep, ... a’ sinte.

Dusledek 3. Necht
AL A2, Agy

jsou vSechny jednoduché realné rtizné charakteristické koreny,

)‘k1+17 )\k1+27 e 7)\]62
jsou vsechny realné rtizné charakteristické koreny, které maji nasobnosti g, 11, 7k,42,- - - Tky
(v tomto poradi) a
ak2+1(COS Phy+1 +1sin ka2+1)’ Aky+2 (COS Phy+2 +1sin ka2+2)’ sy Ak (COS Pl +isin ka3)

jsou vSechny komplexni charakteristické kofeny takové, ze zadné dva z nich nejsou komplexné

sdruzené a maji nasobnosti ry, 11, Tky+2,- -, ks (Vv tomto poradi). Pfitom samoziejmé plati
ko k3
ki + Z r; + 2 Z ri==k
i=k1+1 i=ko+1

Pak posloupnost definovana vztahem

ri—1 ri—1 ri—1
ZA PUEE Z Z Bwtj)\t + Z Z CZ]t al cos ty; + Z Z D,jtja sin ty;,
i=k1+1 _] =0 i=ko+1 _] =0 i=ko+1 ] =0

(2.44)
kde A;, B;j, Cij, D;; jsou konstanty, je feSenim linearni homogenni rovnice (2.41).

Necht existuje charakteristicky kofen, jehoz modul (absolutni hodnota) je vétsi, nez mo-
duly vSech ostatnich charakteristickych korent. Takovy charakteristicky kofen musi byt realny
a jednoduchy, mtzeme ho tedy oznacit \;. Plati

‘)\1‘ > ‘)\z’ proi=2,3,..., ko, ’)\1’ >a; prot =ko+1,ks +2,...,ks.
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Charakteristicky kofen A; s témito vlastnostmi nazveme ryze dominantni. Nyni pro feseni
x(t) rovnice (2.41) definované vztahem (2.44) za predpokladu A; # 0 plati

o(t) N~ Bigy (A
tg%Al)\t tllglo 1+ZA1 ()\1) Z Z 1t ( 1> +

i=k1+1 j=0
k3 i 10 Ti— t
03 S G () ot 35 Y 2 () e ) =1
] j= i=ko+1 7=0
Dostavame tak

Disledek 4. Pokud existuje ryze dominantni charakteristicky kofen A; a konstanta A; v fe-
Seni (2.44) rovnice (2.41) je nenulova, pak toto feSeni je asymptoticky ekvivalentni s geomet-
rickou posloupnosti s kvocientem A;.

Rekneme, Ze charakteristicky kofen je dominantni, pokud jeho modul neni mensi nez
modul jakéhokoliv charakteristického kofene, tj. dominantni charakteristicky kofen m4a maxi-
malni modul. Ozna¢me tento maximalni modul symbolem A.

Necht jsou charakteristické kofeny oznaceny jako v Disledku 3 a navic plati

A1 > [A2] > [As] > [Aa] > > (A,

|>‘k1+1| > |)‘k1+2| > 2 |>‘k2|’ Ako+1 > QAo+2 > 2 Qg -

Polozme
2, A=\,
i {ky+ L ky+2 . ksl:iai=AY, A=ap.1,
Lh=<1, A=|\|>]|\, le{ZlaX{Z {k2 2 3t a § A>Zk2+1
0, A> |\, > Fat

Necht dominantni charakteristické kofeny jsou jednoduché, tj. [Ak,+1| < A a pokud Iy > ko
tak max{m ci€{ko+ 1 ka+2,... ,lg}} = 1. Oznaéme

l1 12

y(t) = Z A;(sgn \;)t + Z (Cip costp; + Djgsintep;).

i=1 i=ko+1
Pak

k1 ri—1

x(t) Ai j

= 3 al}) s 2 Saw(3)-
1=l1+1 i=k1+1 j=0
r;i—1 ) ri—1 )
+ Z cht (—Z> cos ty; + Z ZDwt (—Z) sin tp;.
i=l2+1 j=0 i=ly+1 5=0

Limita pro t — oo posloupnosti na pravé strané této rovnosti je rovna 0. To — zhruba Teceno
— znamena, ze ,pro dostatecné velké ¢ se FeSeni rovnice (2.41) chové jako posloupnost y*“.
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Ponévadz pro libovolné ¢ plati nerovnosti

11 l2 ll 12
—00 < = JAil= Y (ICiol+Diol) < y(t) oo < = |Ail+ > (ICiol +[Diol) < oo,
=1 i=ko+1 =1 i=ko+1

je
—oo < m = liminf y(¢) < limsup = M < oo,
t—o0 t—o00

pro feSeni x(t) rovnice (2.41) definované rovnosti (2.44) plati

mA" < x(t) < MA.

2.3.4 Rovnice s konstantnimi koeficienty a specialni pravou stranou

Uvazujme nehomogenni linearni diferen¢ni rovnici k-tého fadu druhého typu
x(t+k) +yp—1x(t+k—1)+ - +yx(t+ 1) + yxz(t) = b(t) (2.45)

a k ni pfidruzenou linedrni homogenni rovnici (2.41). Ozna¢me polynomialni operator posunu
z levé strany operatorové rovnice (2.42) symbolem P*; homogenni rovnici (2.41) tedy miizeme
zapsat ve tvaru

PEz(t) =0 nebo P¥z =0,

a nehomogenni rovnici ve tvaru
PEz(t) = b(t) nebo P¥zx =1b.

Definice 2. Necht p € P je posloupnost, 8y, 51,...,0 € R jsou konstanty takové, ze By #
l )
0 # B, a nechf R* je polynomialni operator posunu, R* = 3 3;-°". Rekneme, Ze operator
=0
R* je anihildtor posloupnosti p, pokud

Podle této terminologie je P> anihildtorem kazdého feseni homogenni rovnice (2.41).
l )
Necht existuje anihildtor Q> = > B .7 posloupnosti b, ktera je na pravé strané nehomo-
i=0

genni rovnice (2.45). To znamend, Ze b je FeSenim néjaké linedrni homogenni rovnice s kon-
statntnimi koeficienty, takze podle Disledku 2 je posloupnost b linearni kombinaci vyrazu
Kb, Mk, cost, sint, t™ costi), tUsinty, t™ kb costy, 1"k sinti). Necht déle y je feSenim
nehomogenni rovnice (2.45). Pak plati

Q¥P¥y =0. (2.46)
To znamena, ze reseni nehomogenni linearni rovnice k-tého radu je soucasné fesenim linearni
rovnice (k + [)-tého fadu.

Necht A1, A2,..., Ay, p <k, jsou charakteristické kofeny homogenni rovnice

Pz =0
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b(t) tvar FeSeni
a Chal
tm Co+ Cit + Cot?> + -+ + Cppt™
tmat al (Co + Ot + Cot? + - + Cmtm)
sinyt, cos Pt Chsin iyt + Cy cos Yt
a'sinyt, a' cos it at (Cy sint + Cy cos t)
a't™sinit, a't™ cos Pt | a [(Co + Cit + -+ 4+ Cpt™) sinpt+
+ (Do + D1t + - - - + Dy, t"™) cos )t]

Tabulka 2.1: Tvary feSeni nehomogenni rovnice (2.45) pro rtuzné pravé strany b.

a fi1, 2, - - -, fg, ¢ < [, jsou charakteristické kofeny homogenni rovnice
Q¥z =0.

Nyni rozlisime dva piipady.

Pripad 1: {A1,A2,..., A} N {p1, pe, ..., g} = 0. V tomto pripadé mizeme pséat FeSeni
nehomogenni rovnice podle tabulky 2.1. Takové obecné zapsané feseni dosadime do rovnice
(2.45) a vypocitame konstanty C;, D;.

Pripad 2: {\1, A2, ..., Ap b0 {1, g2, - .- g} # 0.V tomto pFipadé nejprve najdeme obecné
feseni homogenni rovnice (2.46) a vynechdme v ném vsechny ¢leny, které se vyskytuji v obec-
ném feseni pridruzené homogenni rovnice (2.41). Tim dostaneme Feseni nehomogenni rovnice
(2.45) s neuréitymi koeficienty, které uréime dosazenim do puvodni rovnice (2.45).

Priklad:
Najdeme obecné feseni nehomogenni rovnice druhého fadu
x(t+2) — da(t + 1) + 3z(t) = . (2.47)
Charakteristicka rovnice pfidruzené homogenni rovnice
A2 —4X+3=0,

ma mnozina charakteristickych kofeni A = {1,3}, jeji obecné FeSeni je proto posloupnost
dana pfredpisem
r(t)=A-3"+ B.

Anihilator feSeni pfidruzené homogenni rovnice je polynomidlni operator posunu
2 .
P¥=.7" — 4.9 43idp

(koeficienty v operatoru P* jsou stejné, jako koeficienty v charakteristickém polynomu).
Prava strana dané rovnice je fesenim linearni homogenni rovnice, kterd méa trojnasobny

charakteristicky kofen p = 1. Nejjednodussi takova algebraicka rovnice je (u — 1)3 = 0.
Posloupnost na pravé strané rovnice (2.47) je tedy FeSenim linedrni homogenni diferencni
rovnice

x(t+3) —3x(t+2) + 3z(t + 1) — z(t) =0, (2.48)
jeji anihilator je

Q% = (7 —idp)’ =" —3. 437 _idp.
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Mnozina charakteristickych korentd rovnice (2.48) je jednoprvkova M = {1}. To znamena, ze
AN M = {1} # 0, tj. nastava Ptipad 2.
Posloupnost na levé strané relace (2.46) je v tomto konkrétnim pi¥ipadé dana vyrazem
(Q¥P%y) (1) = Q% (y(t +2) - 4y(t +1) +3y(t)) =

= (y(t+5) —4y(t+4) +3y(t +3)) —3(y(t +4) —4y(t +3) + 3y(t + 2))+
+3(y(t +3) —dy(t +2) + 3y(t + 1)) — (y(t+2) — 4yt +1) +3y(t)) =

= y(t+5) — Ty(t +4) + 18y(t + 3) — 22y(t + 2) + 13y(t + 1) — 3y(¢).
Homogenni rovnice
y(t+5) —Ty(t+4) + 18y(t + 3) — 22y(t +2) + 13y(t + 1) — 3y(t) =0 (2.49)
ma charakteristickou rovnmici
N — T 18N — 2202 + 130 —3 =0,

po upraveé

A =3)A—1D*=0.

Tato rovnice mé jednoduchy kofen A\ = 3 a ¢tyfnasobny koren A = 1, obecné feSeni homogenni
rovnice (2.49) tedy je posloupnost dané predpisem

y(t) = A-3"+ B+ Ct + Dt* + Et3. (2.50)

Vynechanim c¢lend, které se vyskytuji v obecném fesSeni pridruzené homogenni rovnice k rov-
nici zadané dostaneme FeSeni nehomogenni rovnice (2.47) ve tvaru s neuréitymi koeficienty

Ct + Dt* + Et3,

které ur¢ime dosazenim do dané rovnice:

Ct+2)+Dt+2>+Et+2)>—4(Ct+1)+D(t+1)*+E(t+1)*)+3(Ct+ Dt* + Et*) =
= —6FEt*> — 4Dt — 2C + 4E = 2t*.

Porovnanim koeficientii dostaneme soustavu linearnich algebraickych rovnic

—6E =2
D =0
-C  +2E=0,
kterd ma reSeni £ = —%, D=0,C= —%. Celkem dostavame obecné Feseni rovnice (2.47) ve

tvaru
_ t 2 1,3
Jesté poznamenejme, ze uvedeny postup mél predevsim ilustrovat obecnou teorii. Pro
praktické pocitani je prilis zdlouhavy; zejména vyjadiovani piislusnych anihilatord neni pro
nalezeni vysledki nutné. Bezprostfedné lze totiz psat, ze feSeni nehomogenni rovnice (2.47)
je Tesenim linearni homogenni rovnice patého fadu, jejiz charakteristicka rovnice je tvaru

A=1)* (N =4r+3) =0.
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Poté napiseme obecné Feseni takové rovnice — coz je posloupnost (2.50), dosadime do rovnice
zadané a tak urcime t¥i z péti konstant obecného resSeni. |

Strucné lze Fici, ze ,specidlni prava strana rovnice (2.45)“ je takovd posloupnost b, ktera
je fesenim néjaké linedrni homogenni rovnice. V takovém pripadé vezmeme vSechny charakte-
ristické kofeny rovnice, jejimz feSenim posloupnost b je (ty jsou vidét jiz z tvaru posloupnosti
b podle Dusledkt 1-3 Véty 4), a vSechny charakteristické kofeny linedrni homogenni rovnice
pridruzené k rovnici (2.45); kofeny bereme véetné nasobnosti. NapiSeme obecné feseni ho-
mogenni rovnice odpovidajici vSem témto charakteristickym koreniim, dosadime ho do dané
rovnice a uréime vsSechny konstanty, které urcit lze.

Priklad:
Najdeme obecné feseni rovnice
z(t+2) +x(t) = tcos int.

Charakteristickd rovnice piidruzené homogenni rovnice A2 + 1 = 0 méa komplexné sdruzené
kofeny Ao = £i = cos %71 + isin %71. Posloupnost na pravé strané dané rovnice je fesenim
linedarni homogenni rovnice, ktera ma dvojnasobny koren A = i; abychom ztstali v realném

oboru, vezmeme dvojici komplexné sdruzenych dvojnasobnych kofeni A\ = +i. Mame tedy

celkem trojnasobné komplexné sdruzené kofeny A = +i = cos %77 + isin %77 a obecny tvar

feSeni
z(t) = Acos 3wt + Bsin 27t + Ctcos 3t + Dt sin 27t + Et? cos 27t + Ft? sin St
Tuto posloupnost dosadime do dané rovnice. Ponévadz
cos 37(t 4+ 2) = cos 2wt cos T — sin it sinT = — cos 37t
sin 7 (t +2) = sin 17t cos m + cos swtsinm = — sin Snt,

dostaneme

z(t+2) +a(t) = —Acos int — Bsin int — O(t + 2) cos st — D(t + 2) sin 7t —
— E(t? 4 4t + 4) cos st — F(t2 + 4t + 4) sin 7t +
+ A cos %mﬁ + Bsin %mﬁ + Ctcos %mﬁ + Dtsin %ﬂ't + Et? cos %mﬁ + Ft?sin %mﬁ =
= — (4Bt + 2C + 4E) cos 7t — (4Ft + 2D + 4F) sin 3.
Porovnanim koeficientit dostavame —4F = 1, 2C+4F = 0,4F = 0,2D+4F = 0, tedy C = %,
E = —i, D = F = 0 a koeficienty A, B zustavaji neurcené. Obecné feseni dané rovnice je
dano vyrazem
z(t) = Acos 37t + Bsin a7t + 3t cos 37 — 2t cos i = (A + 3t — 1t?) cos St + Bsin Snt,

kde A, B jsou konstanty. |

Pro nehomogenni linedrni diferen¢ni rovnice tvaru (2.45) s pravou stranou ve tvaru po-
lynomu muzeme zformulovat jesté jednodussi pravidlo pro hledéni feSeni: Necht m je stupen
polynomu na pravé strané rovnice (2.45) a n je ndsobnost charakteristického kofene A\ = 1 pfi-
druzené homogenni rovnice (samoziejmé, ze muze byt n = 0, pokud charakteristickd rovnice
nemd koren 1). Pak feSeni nehomogenni rovnice je tvaru polynomu stupné n + m.
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2.3.5 Cauchyho-Eulerova rovnice

Cauchyho-Eulerova rovnice druhého fadu je tvaru
t(t+ Da(t + 2) + agte(t + 1) + apz(t) = b(t), (2.51)

kde a9 # 0. Aby se skute¢né jednalo o linedrni rovnici druhého fadu, uvazujeme ji na oboru
t > 0. ReSeni rovnice (2.51) budeme hledat ve tvaru

(t) = (2.52)

kde y je zatim neurcend posloupnost. Pii této substituci je

y(t+1) 1yt+1)
0t (-1

y(t+2) 1 yt+2)

z(t+1) = t+1)!  (t+1t (-1

x(t+2) =

Po dosazeni tohoto vyjadieni do rovnice (2.51) dostaneme linearni diferen¢ni rovnici
y(t +2) + oyt +1) + aoy(t) = (t — 1)!b(t)

pro neznamou posloupnost y, coz je linearni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty
na levé strane.

Priklad: Najdeme obecné feseni rovnice
t(t+ Dz(t +2) — x(t) = 1.

Substituce

ji prevadi na rovnici

y(t+2) —y(t) = (t — 1)
Charakteristickd rovnice A> — 1 = 0 ma dva realné riizné kofeny A1,; = £1. Podle Tvrzeni 5
je partikularni feseni nehomogenni rovnice tvaru

() = 2 36— DN (1= (~1) ) = L3 (1= (<1 ),
J=1 Jj=0

takZe obecné feseni transformované rovnice je

t—2

y(t) = A+ (—1)'B + % Zj! (1—-(-1)"7).

Jj=0
Zpétnou substituci dostaneme feseni dané rovnice ve tvaru

A+ (-1)!B 12 (—1)t=3
t -~ 7 —
W= T2

(t —1)( t—2) G+1)

J=0
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S pomoci faktoridlové posloupnost (viz str. 7) zapiSeme Cauchyho-Eulerovu rovnici dru-
hého fadu v krat$im tvaru

(t+ 1)@zt 4 2) + artVa(t + 1) + agz(t) = b(t).

Cauchyho-Eulerova rovnice k-tého fadu je rovnice tvaru

aj(t+ 7 — 1)Da(t + §) = b(t); (2.53)

M-

7=0
pritom axap # 0 a t > 0. Opét pouzijeme substituci (2.52). V tomto pfipadé je

y(t + )

B TR

a tedy
, ; . t+j—1) t+j t+3j
t+j—1-Nt+j-1)" (t—-1)
Substituce (2.52) pfevadi rovnici (2.53) na linearni rovnici k-tého fadu s konstantnimi koefi-
cienty na levé strané

k
Zajy(t +7) = (t = 1)!1b(t).
=0

2.4 Cviceni

V tlohach 1-6 najdéte Feseni dané rovnice s pocateéni podminkou z(0) = 1.

1 2(t+1) = (¢t + Dz(t) 3. z(t+1) = eXa(t) 5. z(t+1)=xz(t) + €
2. a(t+1) = 3a(t) 4 w(t+1) = La(t) + 2 6. z(t+1) = Hilx(t)ﬂ

7. Nechf je na konci kazdého obdobi do banky uklddéna ¢astka $200 a banka plati kazdé
obdobi trok 0,8%. Jaké je ulozend castka po n obdobich.

8. Dluh $ 12000 mé byt amortizovana splatkami $ 380 na konci kazdého mésice, plus jedna
zévérecnd splatka mensi. Urok 12% p.a. je piipisovan kazdy mésic. Uréete ¢as splaceni
(v mésicich) a zavéreénou splatku.

9. Uvér $80000 ma byt splacen pravidelnymi mésiénimi splatkami. Urokova sazba je
10% p.a. Jaka je mési¢ni splatka, aby byl dluh splacen do 30 mésicti.

10. Hypotéka na 30let ma turokovou sazbu 8% p.a. Jste schopni spldcet $1000 mésicné.
Kolik si mtzete pujcit?

11. Pokud organismus Zije, je v jeho tkanich zastoupeni radioaktivniho uhliku 4C stejné
jako v atmosfére. Po uhynuti organismu se radioaktivni uhlik rozklada s polocasem
rozpadu 5700 let. Ve vzorku je C zastoupen ze 70% ve srovnani s atmosférou. Jak je
vzorek stary?
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12. Slon se dozije priumérné 65 let. Jedna samice ma mladé jednou za 4 roky, pomér samcu
a samic mezi novorozenymi slunaty je 1 : 1. Kolik zvifat je nutné kazdy rok odstrelit,
aby na tzemi, jehoz tzivnost je nékolik tisic slonu zilo trvale 250 slonic a 50 slont?

V tlohach 13-24 najdéte obecné feseni dané rovnice.

13. x(t +2) — 16x(t) =0 19. 2(t+2) —z(t+1) — 6z(t) =5 3
14. z(t+2) 4+ 16z(t) =0 20. z(t+2) +x(t+1) — 6x(t) =5 3
15. A3z(t) =0 21 z(t+2) +a(t+1) — 12z(t) =t - 2
16. <02 n 2>2 2(t) =0 22. z(t+2) +4x(t) =82 cos it
Y /s 23. z(t+2) —bx(t+1)+6z(t) =t+1
17. (7= 3)” (7" +4) w(t) = 0
24. z(t +2) — 5zt + 1) +4a(t) = 4" — 12

18. z(t+2) +8x(t + 1) + 12x(t) = €

25. Najdéte feSeni pocateéni tlohy z(t + 3) — 7z(t + 2) 4+ 16x(t + 1) — 12z(t) = 0, z(0) = 0,
z(1) =1, z(2) = 1.

26. Napiste linedrni diferen¢ni rovnici druhého fadu, jejim# feSenim je posloupnost
3,7,19, 47, ....

£ 27 1a

V tlohach 27-30 najdéte feseni daného pocateéniho problému.

o7, (Hl):_ O+v®s ) =1, y0) =2

y(t+1) 2y(t),
1 -2 -2 1
28. z(t+1)=[0 0 —1|a(t), =0)=|[1].
0 2 3 0
2 1 t 1
29. z(t+1) = <0 2) a:(t)+<1>, xz(0) = <0>
41 2 &
30. x(t+1) 0 2 —4|x), x0)=|no
01 6 o
Vysledky:
1. ! t(t—1) t_ 1
. 3. e ; 514+ ——
237 44—
6. z(t) = “ t=0
2t+1), t>1

7. Ulozend ¢astka x(t) v t-tém obdobi je feSenim pocéateéni tlohy x(¢t + 1) = 1,008z(t) + 200,
2(0) = 0, tedy 2(n) = 25000(1,008" — 1).
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Dluh z(t) v t-ém mésici je FeSenim pocatecni tlohy z(t + 1) = /1,12 z(t) — 380, (0) = 12 000.
Zavérecéna splatka x(37) = 268,99.

Nesplaceny Gvér x(t) v t-ém mésici je feSenim pocateéni tlohy z(t +1) = ¥/1,1x(t) — b, x(0) =
80 000. Mésicni splatka b = 3008,9 = 3010.

Nesplacend hypotéka x(t) v t-ém mésici je FeSenim pocateéni tlohy z(t+1) = ¥1,08 z(¢)—1 000,
2(360) = 0. Hypotéka 2(0) = 136 283,5.

5700 100 -
In 190 = 2933

In 2
1425 - 974 samic a 1382 = 30,5 samct, tj. néco mezi 27 a 28 slonicemi a 30 a 31 slony kazdy
52 52
rok.
4'(A+ (-1)'B) 19. 3""Y(A+1t)+ (—2)'B
4! (Acos it + Bsin t) 20. 2'A+ (=3)'B + 53t1
A+ Bt + Ct? 21. 3'A+ (—4)'B—§ (t+3)2!
V2! ((A + Bt) cos imt + (C + Dt) sin I7t) 22. 2" (Asin 3nt + (B — t) cos 3mt)
3Y(A + Bt) + 2! (Ccos 3wt + Dsin 1rt) 23. 3'A+2'B + 51 + §
1 t 14,3 142, 7
(2 (A+3B) + et 24. A+ (B+ f5t) 4" + 5t° — &t + 5t
(e+2)(e+6)

(3 + 2t)2t — 3t+1
z(t+2)—ax(t+1)—4z(t) =0
o(t) = 3 (241 = (<)1), y(t) = 21

3— 2ttt
z(t) = 2 — 2t
—2 4+ 2t+1

o) = (V7327

1 40 0\'/1 0 -1\ /& & 1
zt)=[(0 —2 1) |0 4 1| [0 =1 —1| |no|=4"[n0]+0m+2¢)ta~t | -2
0 004/ \0 1 2)\¢G Go )
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Kapitola 3
Dalsi explicitné resitelné rovnice

V prvnich tfech ¢astech této kapitoly uvedeme nékteré typy nelinedrnich diferen¢nich rovnic,
u nichz je znadma substituce prevadéjici je na rovnice linedrni. V posledni casti ukazeme
specialni rovnice, které byly ziskany volbou goniometrickych nebo hyperbolickych funkci na
misté transformujici funkce. Reseni téchto rovnic bude uzite¢né pro nalezeni explicitniho Feseni
logistické rovnice

a(t+1) =rz(t)(1 — x(t)). (3.1)

pro nékolik specidlnich hodnot parametru r.

3.1 Riccatiho a Bernoulliova rovnice
Riccatiho diferencéni rovnice je tvaru

p(O)z(t+Daz(t) + 2t +1) — (1+q(t))z(t) = r(t), (3.2)
kde p je nenulova regresivni posloupnost. Rovnici mtizeme prepsat ve tvaru rekurentni formule

(1 +a(®)z(t) +r(t)
1+ p(t)x(t)

z(t+1) = (3.3)

nebo explicitni diferencni rovnice prvniho typu

()2 + q(0)z + r(t)

Ar = 1+ p(t)x

S vyuzitim operatorti posunu a diference mizeme rovnici (3.2) pfepsat do tvaru
pra’ +x+Ax—(1+qz=r
a z ného vyjadrit diferenci hledané posloupnosti
Az = —pxx’ + qx + 7.

Tato rovnice je diskrétni analogii Riccatiho diferencilni rovnice 2/ = —px? + gz + 7.
Riccatiho diferenc¢ni rovnici fesime pomoci substituce

1L Ay(t) _ y(t+1) — ()
PO v pwl)

45

z(t) = (3.4)
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Dosadime do rekurentni formule (3.3) a postupné upravujeme:

y(t+1) —y()

g+ gy FIO)ToE 0
Pl T Dyt + 1) ESVE0
y(t)
W2 —yt+1)  (La®) (st + D) — y(®) + rOpOy()
p(t+1y(t+1) p(t)y(t+1)
Y42yt 1) = p(;(j)”(wq(t))y(tﬂ)—p(;(;” (1 + g(t) — r(D)p(1)) y(0).

Odtud vidime, Ze posloupnost y je reSenim linearni homogenni diferenc¢ni rovnice druhého
radu

y(t+2) (1 T p(;(;” 1+ q<t>>> y(t 1)+ (p(;(;” (1 + (1)) — ()l + 1)) y(t) = 0,

kterou mizeme také zapsat strucnéji pomoci operatort posunu a diference
pO'
A%y + (1 — ;(1 + q)) Ay —p°ry = 0.

Tvrzeni 6. Riccatiho diferen¢ni rovnice (3.2) pro neznamou posloupnost x se substituci (3.4)
transformuje na linedarni homogenni rovnici druhého fadu pro neznamou posloupnost .

Priklad:
2x(t) +3

z(t+1) = m,

x(0) =z

Zavedeme substituci
Ay(t) 2y(t+1) 2
x(t) = 3 = § — g,
§y(t) y(t)

dosadime do dané rovnice a postupné ji upravime

y(t+1)
pyit2) 2 34w 81
3yt+1) 3 yl+D ]
y(?)
4y(t +2)—y(t+1)  4y(t+1)+5y(t)
y(t +1) B y(t+1)

Dana rovnice se tedy transformuje na linearni homogenni rovnici druhého radu
dy(t+2) —8y(t+1) — by(t) = 0.
Jeji charakteristicka rovnice 4\ — 8\ — 5 = 0 mé dva realné riizné kofeny

\ . _ 8461780 {g
12 =5 =
: 8

[N
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Obecné feseni linearni diferencéni rovnice tedy je y(t) = A (%)t +B (—%)t .
1
Oznaéme yo = y(0). Pro po¢atecni hodnoty déle plati zy = %% — %, a z toho vypocitame
Y

y(1) = 3(3z0 + 2)yo-
Z téchto podminek dostaneme systém (algebraickych) rovnic pro konstanty A, B,
1

-B,
2

3xg + 2

5
Yo = y(0) = A+ B, yozy(l):§A—

t].
A+ B=yo
5A — B= (3$0 + 2)y0.

7 ného vypocitame A = %yo(l +x9), B = %yo(l — x9). Reseni tilohy pro linedrni rovnici je

y(t) = 57 ((1+20)5" + (1= 2)(—1)").

Zpétnou substituci tedy dostaneme feseni zadané tlohy ve tvaru

2 (ylt+1) 214 m)5 + (A o) (=D
w0 =3 (N 1) =5 G a e L)
_ (L+20)5 — (1 —20)(=1)" _ 1+ o B 1— o
(T4 20)5" + (1 —20)(=1)" 1429+ (1—m) (-1)" 1—2z0+(1+z0)(=5)"

Pokud r = 0, tj. na pravé strané rovnice (3.2) je nula, mizeme pouzit jednodussi substituci.
V tomto pripadé polozime
2(t) = —, (3.5)

(t)z(t + 1). Dostaneme

I

dosadime do rovnice (3.2) a vyndsobime vyrazem
p(t) +2(t) — (1 +q(t))z(t+1) = 0.

Je-li pfitom posloupnost g regresivni, upravime tuto rovnici na tvar linearni diferen¢ni rovnice
prvniho radu

1 p(t) q(t) p(t)
2(t+1) = z(t) + nebo Az = — z+ )
R T M ey 4@ T T a0
Tato rovnice mé podle Tvrzeni 1 FeSeni
t—1 t—1 . t—1
1 (i) 1
Z(t):zoni.-i-z - Hi‘:
Sil+a() S 1+q0) 11 1+40)
t—1 1—1 t—1 1
o+>_p0) [T 0+a0) | Il 77
i=to Jj=to i=t

kde 2o = z(tg) = z(to)~!. Plati tedy:
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Tvrzeni 7. Je-li r = 0, pak ma Riccatiho rovnice reSeni

vo T1 (1+a(i)

z(t) = tjl:to i1 :
L+ 35 p(i) T (1+4q(4))
1=to J=to

Rovnice (3.2) s 7 = 0 a s regresivni posloupnosti ¢ se v literatufe objevuje v rozmanitych
tvarem. Ukézeme nékteré z nich. Rovnici v takovém pfipadé mtizeme prepsat na tvar
p(t) n 1 1 1
1+q(t) 14q(t)zt) z(t+1)

a pIi oznaceni

_ 1 _p(t)
W "7 T
dostaneme 1 . .
SO (alt) — 1)% +b(t),

neboli 1 1

A;:(()—l);%—b(t) (3.6)
pripadné

Azt ™2 = (a(t) — 1)a' % + b(t). (3.7)

S pomoci operatoru posunu muzZeme rovnici (3.6) pfepsat ve tvaru

1
xo

+b.

:@-1)%

SR

Vynasobenim vyrazem xz° dostaneme rovnici ve tvaru
x—2° = (a—1)z% + bxx’.

7 ni mizeme vyjadrit

Ar=(1—a—bz)a’ = (1 - a) (1_1fax>xo

nebo .
= (3.8)

Posledni rovnici vynasobime jmenovatelem pravé strany a upravime na tvar
x
7 =—(1-0b27),
a

ze kterého dostaneme jiné vyjadieni diference hledané posloupnosti

Amzx(l—l—éx"):l_ax(l— b CEJ>.
a a a 1—a
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Bernoulliova diferencni rovnice je tvaru
Az'™ = (a(t) — 1)z' 4+ b(t), (3.9)

kde o # 1 je néjaké realné cislo. Bernoulliovu diferen¢ni rovnici mizeme také vyjadrit ve
tvaru rekurentni formule

p(t+1) = (a®)x(®) = + b))/

Porovnanim s rovnici (3.7) vidime, Ze Riccatiho rovnice (3.2) s » = 0 je specidlnim piipadem
Bernoulliovy rovnice (3.9) s parametrem o = 2.
Tvar Bernoulliovy rovnice bezprostiedné ukazuje, ze substituce

()7 = 2(t), tj. a(t) = 2(8)Y 17 (3.10)
transformuje Bernoulliovu diferenéni rovnici (3.9) na linedrni nehomogenni rovnici prvniho
radu

Az = (a(t) —1)z+b(t), tj. z(t+1)=a(t)z(t)+b). (3.11)
Tvrzeni 8. Bernoulliova diferen¢ni rovnice (3.9) pro nezndmou posloupnost x se substituci

(3.10) transformuje na linearni nehomogenni rovnici prvniho fadu (3.11) pro nezndmou po-
sloupnost z.

Priklad: Bevertonovu-Holtovu rovnici

rK
K+ (r—1)z(t)

x(t+1) =xz(t) (3.12)

modelujici vyvoj velikosti populace v prostiedi s omezenymi zdroji mtizeme prepsat ve tvaru

r

z(t+1) = x(t)m
K

Jedna se o rovnici (3.8), tj. rovnici, ktera je soucasné Riccatiho i Bernoulliova. Mizeme ji tedy
vyfFesit substituci (3.5). Tuto substituci nyni odvodime intuitivné, z tvahy o modelovaném
déji.

Budeme hledat feseni nenulové, tj. chceme modelovat nevyhynulou populaci. V tom pii-
padé mizeme napsat rovnost prevracenych hodnot obou stran rovnice (3.12)

z(t+1)

1 11 r-1
S+
.

x(t) rK -

Nyni pro zjednoduseni oznac¢ime z posloupnost pievracenych hodnot posloupnosti x. Podle
predchozi rovnosti vidime, ze posloupnost z spliuje rekurentni formuli

r—1

rkK -

t+1) = %z(t) +

To je linearni rekurentni formule prvniho fadu s konstantnimi koeficienty. Proto podle 2. da-
sledku Tvrzeni 1 miizeme obecny ¢len posloupnosti z vyjadrit ve tvaru

1\ L= 1p—(tto) 1 Kz(tg) +rt7to —1
-
rK 1—r Krt—to ’

(0 =00 1
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ptitom z(tg) = 1/z(ty). Mizeme tedy napsat obecny ¢len feSeni Bevertonovy-Holtovy rovnice
s pocateéni hodnotou x(tg) = z¢ jako pfevracenou hodnotu posloupnosti z, tj.

0) Krt=tog, Kz
z(t) = = .
K+ (rt7t —1)zg 20+ (K — 2)r—(t—t0)

(3.13)

Snadno ovérime, ze touto formuli je skute¢né zadano feseni poc¢atecni tlohy pro Bevertonovu-
Holtovu rovnici s po¢ateéni hodnotou x(tg) = x¢. Navic takto zadana posloupnost je v piipadé
x9 = 0 konstantni nulova, x = 0; vyjadifuje tedy také Teseni tlohy s pocatecni hodnotou
X (to) =0.

Nyni miZzeme snadno vysetrit kvalitativni vlastnosti feseni Bevertonovy-Holtovy rovnice:

e Pro r =1 nebo x¢p = 0 je feSeni = = xy.

e Pokud r > 1, pak tlim r~(t=t0) = 0, takze pro kazdou po¢ateni podminku o # 0 Feeni
—00

x spliuje

=K.

. . KI‘O
lim z(¢) = lim
t—o00 t—o0 1o + (K — xo)r*(t*to)

e Pokud r € (0,1), pak tlim r~(t=t0) — o takze pro kazdou pocateéni podminku zo € R
—00

plati
K
lim z(¢) = lim 0 =0
t—o0 t—o0 xg + (K — xo)r_(t_tO)

Tyto vysledky dobfe odpovidaji ekologické intuici: pokud je vnitini koeficient rustu r vétsi
nez 1, tj. pokud v neomezeném prostiedi ma populace porodnost vétsi nez timrtnost, pak se
jeji velikost ustali na kapacité prostiedi; pokud je timrtnost vétsi nez porodnost, populace
vymfre. |

3.2 Homogenni rovnice

Homogenni diferencéni rovnice prvniho Tddu je rovnice tvaru

f (t, %) =0, (3.14)

kde f je funkce, kterd neni konstantni ve druhé proménné. PovS§imnéme si, zZe linearni homo-
genni rovnici z(t 4+ 1) = ¢(t)z(t) mizeme prepsat jako

z(t+1)
x(t)
takze je skutecné specidlnim ptipadem rovnice (3.14); slovo ,homogenni“ je pouZito oprav-
néne.
Substituce

—q(t) =0,

B xz(t+1)

pfevede rovnici (3.14) na rovnici

f(ty(t) =0,
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ze které vyjadiime y(t) = g(t) a FeSeni dané rovnice (3.14) hleddme jako FeSeni linedrni
homogenni rovnice z(t + 1) = g(t)z(t).
Pokud hleddme kladna FeSeni rovnice (3.14), miizeme pouzit substituce

z(t) = Inx(t),
ktera prevadi danou rovnici na implicitni diferen¢ni rovnici

f(t,Az(t)) = 0.

Homogenni diferencni rovnice k-tého 7ddu je rovnice tvaru

<t x(t+k) z(t+k—-1) x(t—l—l))_o
Tr(t+ k-1 zt+k-2)""" x@t) )7

kde F' je funkce, kterd neni konstantni ve druhé a posledni proménné. Tuto rovnici prevede
substituce (3.15) na diferen¢ni rovnici (k — 1)-niho fadu druhého typu

F(tyt+k—1),y(t+k—2),...,y(t)) =0.

Priklad: Najdeme feSeni homogenni rovnice druhého fadu

x(t —1)z(t)

z(t+1) = =Dt ad)

Rovnici vyndsobime jmenovatelem zlomku na pravé strané a vydélime vyrazem z(t)x(t — 1).
Dostaneme 1
t t
) alien)
xz(t—1) x(t)

Substituce (3.15) pfevede tuto rovnici na tvar

(L+yt=1)y@) =1,
ktery je ekvivalentni s (1 + y(t))y(t + 1) =1, neboli
y(t+Dy(t) +y(t+1) =1.
To je Riccatiho rovnice. Proto zavedeme novou posloupnost z substituci

z(t+1) — 2(t)
y(t) = O

Po dosazeni a upravé dostaneme

2t +2)—z2(t+1) (2(t+1)— 2(t) B
A+ 1) < 0 “) -

2(t+2) —2(t+1) —2(t) =0,

coz je linearni homogenni rovnice druhého radu. |
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3.2.1 Implicitni rovnice z(t + 1)* + a(t)z(t + 1)z(t) + b(t)z(t)*> = 0

Tato rovnice mé ocividné feseni x = 0. Budeme hledat také feseni nenulova. Rovnici vydélime
vyrazem z(t)? a tim ji pfevedeme na tvar rovnice homogenni

o(t+1)\? S EEED) B
(T(t) > + (t)T(t) +b(t) = 0.

Pokud posloupnosti a, b spliuji relaci a(t)? > 4b(t) pro vSechny indexy, polozime

p(t) = 2 (~a(t) + Va@E —2(0) & at) = 5 (~alt) ~/a()? —40(0))

2 2

a pravou stranu rovnice pfepiSeme jako soucin dvou vyrazt

(S —#0) (g o) =0

Odtud vidime, ze feSeni kazdé z linearnich homogennich diferen¢nich rovnic prvniho radu
21 (t+1) =p)z1(t) a z2(t+1) = q(t)za(t)
je také feSenim puvodni rovnice. Tato FeSeni jsou
t—1 t—1
z(t) = o H p(i) a x(t) =0 H q(2).
i=tg i=to
Pov§imnéme si, Ze nulové feSeni je v tomto vyjadieni zahrnuto pro zg = 0. Pokud a? = 4b,

—1
pak p = ¢ = —1a a obé Tefeni splyvaji, z(t) = zo(—3)""" [ a(i).
i=tg

Tvrzeni 9. Pocatecni tloha pro implicitni rovnici tvaru
a(t+1)2 +a)z(t + Da(t) + b(t)z(t)* =0,  z(to) = o
ma pro xg # 0 a a® # 4b dvé feSeni. V opaéném piipadé je jednoznaéné fesitelna.
Priklad: Najdeme vSechna feSeni rovnice v implicitnim tvaru
z(t 4+ 1)% = 3z(t)x(t + 1) + 22(t)* = 0.

Rovnici postupné upravime:

s(t+1)\>  _z(t+1)
() e = e

Dostédvame tak dvé homogenni linedrni rovnice x(t + 1) = 2z(t) a z(t + 1) = z(¢). Dana
rovinice mé tedy dvé reseni, konkrétné

z(t) = x2o27% a  x(t) = o,

kde z¢ = x(tp). Tato FeSeni splyvaji pro zg = 0. [ ]
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3.3 Logaritmicky linearni rovnice

Jedna se o rovnici
z(t+ k) Oxt + k= 1)1 O gt 4+ 1) O g ()o@ = p(e);

pfitom 79,71, ..., jsou posloupnosti takové, Ze ro(t) # 0 # ri(t) pro vSechna ¢ z defini¢niho
oboru. Substituci

x(t) = *®) (3.16)
tj. z2(t) = Inz(t) pfevedeme uvazovanou rovnici na tvar

e’k () z(t+k)+rp—1 () z(t+E—1)++r1(#)z(t+1)+ro(t)z(t) _ b(t),

a dale zlogaritmovanim na linearni rovnici k-tého fadu

rr—1(t) 1 (%) _In b(t)

ri(t) ri(t) ri(t)
Pov§imnéme si, Ze z transformacéniho vztahu (3.16) plyne, Ze FeSeni ptivodni rovnice musi byt
kladné. Uvedeny postup tedy mizeme pouzit pouze v piipadé, ze poc¢atecni hodnoty hledané
posloupnosti splnuji podminky

2+ k) + st k=1 4+ gy 1)

:C(to):£ﬂo>0, x(t0+1):£61>0. ce :C(t0+k3—1):£6k_1>0.

Priklad:
z(t+1) > 2

v (2

Rovnici prepiseme ve tvaru
z(t+ 2zt +1)2z(t)? =1

a zavedeme substituci z(t) = Inz(t). Dostaneme linearni homogenni rovnici druhého fadu
2(t+2) —2z(t 4+ 1) + 22(t) = 0.
Jeji charakteristickd rovnice A — 2\ + 2 = mé komplexné sdruZené kofeny

2+/4—8
Mp= g — =1%i

Modul a argument charakteristickych kofent jsou

1
A =vV1+1=V2, arg A = arctg 1 = ik

To znamena, %e obecné feSeni linearni rovnice je

t t
2(t) =V2! <Acos WZ + Bsin %)

a obecné feseni dané rovnice je

x(t) = exp {\/Et <Acos%t —|—Bsin%t>}.
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3.4 Rovnice resitelné specialnimi substitucemi

3.4.1 Goniometrické a hyperbolické substituce

Ukézeme nékolik specidlnich rovnic, u kterych lze najit explicitni feseni pomoci goniomet-
rické nebo hyperbolické substituce. U vsech téchto rovnic budeme uvazovat také pocatecni
podminku

CE(to) = Zg. (317)

Uvedené rovnice byly ziskany pomoci zndmych vztahtt pro goniometrické nebo hyper-
bolické funkce nasobného argumentu. Je z nich ziejmé, jak lze odvozovat dalsi explicitné
FeSitelné rovnice. Navic témér libovolnou transformaci hledané posloupnosti 1ze z uvedenych
rovnic ziskat dalsi rovnice, které jsou opét explicitné resitelné. Tuto skuteénost ukazeme na
prikladech

Rovnice z(t + 1) = 2x(t)?2 — 1

Reseni uvazované tlohy je pro libovolné ¢ > to uréeno jednozna¢éné, nebot se jedna o reku-
rentni formuli prvniho fadu s pocateéni podminkou. Pfitom je na pravé strané rovnosti vyraz
definovany pro jakoukoliv hodnotu z(t).

Z rovnice a z pocateéni podminky (3.17) plyne, ze hodnota Feseni x(ty — 1) musi spliiovat
rovnici g = 2 [z(ty — 1)]> — 1. Tato algebraicka rovnice pro neznamou z(ty — 1) nemé realné
FeSeni, pokud zg < —1, a ma dvé rizna realna reseni, pokud xy > —1. Obecné tedy uloha
neni jednoznacné fesitelnd pro t < ty. Proto budeme feseni hledat pouze pro t > .

Pokud pocatecni hodnota splituje nerovnost |zg| < 1, polozime x(t) = cosy(t). S vyuzitim
znamych vztahi pro goniometrické funkce

2 2 2

(cosa)®> + (sina)®> =1 a cos2a = (cosa)? — (sina)

dostaneme
cosy(t+1) =ax(t+1) = 2z(t)* — 1 = 2( cos y(t))2 —1=(cos y(t))2 — (sin y(t))2 = cos 2y(t).
To znamen4, ze y(t + 1) je FeSenim goniometrické rovnice

cosy(t + 1) = cos 2y(t),

a tedy
y(t +1) = £2y(t) + 2km, ke Z.

Kazda z tohoto spocetného systému linearnich nehomogennich diferen¢nich rovnic prvniho
fadu ma podle 2. dtsledku Tvrzeni 1 feseni tvaru

(£2) —1

t) = yo(£2)! 7t + 2k
y(t) = yo(£2) + 2kr—F——,

ke,
kde yo = y(to), tj. cosyo = xg, yo = arccosxo. Druhy séitanec na pravé strané rovnosti
milzeme upravit na tvar

_ t—to—1
(£2)tf0 — 1 |
Dhmi = = 2kr Y (£2)'.
+2 -1 =
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Soucet celych ¢isel je celé Cislo a to znamenad, Ze druhy sc¢itanec je sudym nasobkem 7, tj.
y(t) = yo(£2)""" + 2Im
pro néjaké [ € Z. Zpétnou substituci a ipravou s vyuzitim souctového vzorce
cos(a+ ) = cos acos 3 — sin asin 3

dostaneme

z(t) = cos (yo(£2)"7" 4 2Im) = cos (yo(£2)" ") cos 2lm — sin (yo(£2)" ") sin 207 =
= cos ((£1)" 02" "0y,) = cos (2" "y),
nebot cosinus je sud4 funkce. Reseni tlohy
z(t+1)=2xt)? -1, x(to) = o € [-1,1] (3.18)

je tedy tvaru
z(t) = cos (2" arccos z¢) .

Pokud je |zg| > 1, polozime z(t) = cosh y(t). S vyuzitim zndmého vztahu pro hyperbolicky
cosinus!
cosh 2ac = 2(cosh a)? — 1

dostaneme
coshy(t+1)=z(t+1)=2z(t)*-1= 2( cosh y(t))2 — 1 = cosh2y(t).

Hodnota y(t 4+ 1) je tedy feSenim rovnice coshy(t + 1) = cosh 2y(t). Ponévadz hyperbolicky
cosinus je sudé funkce, ktera je ryze monotonni na kazdém z intervalii (—oo, 0] a [0, 00), plati

y(t+1) = £2y(1),

coz jsou dvé rekurentni formule pro geometrickou posloupnost, jedna mé kvocient 2, druha
—2. Posloupnost tedy miizeme vyjadrit ve tvaru

y(t) = yo(£2)'710 = (1) 102" oy,

kde yo = y(to), tj. coshyo = o,

1o = argcosh g = In <|x0| + /23 — 1> )

Ponévadz hyperbolicky cosinus je suda funkce, dostaneme feseni tilohy s poc¢atecni hodnotou
xg € (—00, —1) U (1,00) ve tvaru

o, t = tp,
2(t) = {cosh (2t_t° In (|:c0| +\/5ﬁ>> ; >t

‘cosh2a = £ (e** +e7°%) =1 ((e"‘ + efo‘)2 — 2) =2(3(e* + efo‘))2 —1=2(cosha)? -1
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Priklad:

r(t+1) =2x(t)(22(t) — 1), z(0) = %

Nejprve upravime pravou stranu rovnice tak, aby byla tvaru f(2X2 — 1) pro n&jakou funkci
f anéjaky vyraz X zavisejici na x(t); pouzijeme doplnéni na uplny ¢tverec:

a0 — 20(0) = (20() — ) =1 = (2 (20() - )" =1) + 1
Odtud vidime, ze dana diferen¢ni rovnice je ekvivalentni s rovnici
2e(t+1) — L =2 (22(t) - ) — 1.

Miizeme tedy pouzit substituci y(t) = 2z(t) — 3, ktera pievadi danou tlohu na poéateéni
ulohu ve tvaru
y(t+1) =2y(t)* — 1, y(0) = -7,
ktera ma TesSeni
1 —
-1 t=0

y(t) = cos (2 arccos (—%)) = cos (2" (m — arccos %)) = {cos (2! arccos l) £>0
1) :

Reseni dané tulohy je tedy pro ¢t > 0 dano vyrazem

z(t) = 1 (cos (2" arccos 1) + 3) = 2 + L cos (2" arccos 1) .

Rovnice z(t + 1) = 22(t)/1 + z(t)?

Reseni uvazované tilohy je pro ¢t > tg uréeno jednoznaéné, nebot se jedna o rekurentni formuli
prvniho fadu s pocateéni podminkou a odmocninu povazujeme v redlném oboru za jednoznac-
nou funkci. Reeni ovéem v piipadé znaménka ,—* pod odmocninou nemusi byt definovino
pro kazdé t > ty; je-li totiz v takovém piipadé |z(t)| > 1, pak neni z(t + 1) definovano.

Z rovnice a z pocateéni podminky plyne, ze pro hodnotu x(t9 — 1) feSeni by mélo platit

Tro — 2$(t0 — 1)\/ 1+ x(to — 1)2,
nebo po snadné tpravé
4 2 2 _
+4[x(to — 1)]" + 4 [x(to — 1)]" — 25 =0,

takze by mélo platit

—4+ /16 F 1622 1
x(to—n:\/ = OZ\/§<\/1ix8¢1>;

hodnota z(ty — 1) tedy neni uréena jednoznacné. Z tohoto diivodu m4 smysl uvazovat FeSeni
pouze pro t > tg.
Pokud je pod odmocninou na pravé strané rovnice znaménko ,+“, tedy pokud je rovnice

tvaru
2(t +1) = 22(t)\/1 + 2(¢)2, (3.19)
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zavedeme substituci z(t) = sinh y(¢) a vyuzijeme zndmych vlastnosti hyperbolickych funkci
sinh2a = 2sinh acosh o, (cosha)? — (sinha)? =1, cosha > 0.

Pak je

sinhy(t +1) = a(t + 1) = 22()y/T+ 202 = 2sinhy(t)y/1 + (sinhy(t))? =

= 2sinh y(¢) cosh y(t) = sinh 2y(t).
Ponévadz hyperbolicky sinus je prosta funkce, implicitni diferenéni rovnice
sinhy(t + 1) = sinh y(¢)
je ekvivalentni s explicitni rovnici y(t + 1) = 2y(t) a jeji feSeni je tvaru
y(t) = 2"y,

kde yo = y(to), tj. xo = sinhyy, yo = argsinhzy = In <x0 + V23 + 1>.
Zpétnou substituci dostaneme feseni tlohy (3.19), (3.17) pro t > tg ve tvaru

1 2t 72t—t0
x(t) = sinh (2t7t0 argsinh xo) =3 ((ﬂ:o +4/1+ x%) - (xo +4/1+ x%) .

Rovnice se znaménkem ,,—“ pod odmocninou na pravé strané, tedy rovnice
9 )

—tg

x(t+1) =2x(t)/1 — x(t)? (3.21)

mize mit feSeni pouze pro pocateéni podminku zy € [—1,1], pro |z| > 0 neni prava strana
rovnice definovana. Navic pro vSechny hodnoty feSeni musi platit |z(¢)| < 1. Pokud je zo = 0,
bude fesenim tlohy (3.21), (3.17) konstantni posloupnost x = 0.

Dale si mizeme vS§imnout, %e pro feseni ulohy plati

z(t 4 1)a(t) = 22(t)? /1 — z(t)2 > 0,

nebot odmocninu v redlném oboru chidpeme jako nezdpornou funkci. To znamend, Ze feSeni
rovnice neméni znaménko, tj. sgn x(t) = sgnxy pro vSechna t > t.
Toto pozorovani umoznuje zavést substituci

x(t) = | siny(t)| sgn zo. (3.22)
Vyuzijeme znamych vlastnosti goniometrickych funkci
sin2a = 2sinacosa, (cosa)? + (sina)? = 1
a pro xg # 0 dostaneme

|siny(t +1)] = 2|siny(t)[\/1 — (siny(t))2 = 2|siny(t)| - |cosy(t)| =
= |2siny(t) cosy(t)| = |sin 2y(t)].
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Resime tedy goniometrickou rovnici s absolutni hodnotou |siny(t + 1)| = |siny(t)| pro ne-
znamou y(t + 1). Reseni této rovnice mtize byt fesenim nékteré ze dvou goniometrickych
rovnic

siny(t + 1) =sin2y(t), siny(t+1) = —sin2y(t)

pro nezndmou y(t + 1). Prvni z téchto rovnic ma dvé Feseni

y(t+1) =2y(t) + 2km, y(t+1)=—-2y(t)+ (2k + 1), keZ,
druhd ma také dvé feseni

y(t+1) = =2y(t) + 2km, y(t+1)=2y(t) + (2k + 1), keZ.

To znamena, Ze posloupnost y spliiuje nékterou z nekonec¢ného systému linearnich rekurentnich
formuli prvniho fadu

y(t+1) = £2y(t) + kr, k€ Z,

nebo ekvivalentné linedrnich diferencnich rovnic Ay = (+2 — 1)y + kn. Podle 2. dusledku
Tvrzeni 1 je feSeni téchto rovnic tvaru

(£2)tt0 — 1 Pl
y(t) = yo(£2)" " + kﬂﬁ = yo(£2)' 70 + kr Z (£2)",
i=0

kde yo = y(t9) = arcsin xyp. Sumu na pravé strané rovnosti lze vyjadrit jako

t—to—1
> @y =4" o
— 1£2444 -+ (£2)F071 >4,

coz znamena, ze pro t > ty je rovna lichému celému ¢islu. Proto pro ¢t > ty plati
y(t) = (£2) yo+ 20+ )7, [€Z

a tedy také

x(t) = |siny(t)|sgnzg =
= |sin ((£2)""0yg) cos ((20 + 1)) + cos ((£2)" yo) sin ((2L + 1)) | sgnxy =
= |—(:Fl)t7t0 sin (2t7t0y0) + 0| sgn oy = ‘(:I:l)t*t0 sin (2t7t0y0) | sgn xg =

= ‘sin (2t7t° arcsin xo) | sgn .

Dostéavame tak vysledek, ze FeSeni pocateéni tlohy (3.21), (3.17) s xg € [—1,1] je pro t > tg
déano formuli
x(t) = |sin (2" arcsin xo) | sgn zo; (3.23)

toto FeSeni neméni znaménko a pro libovolné ¢ > ¢y spliiuje nerovnost |z(t)| < 1.
Priklad:

x(t+1):4
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Zavedeme substituci z(t) = BTOE Pak
1 _ _ x(t)? _ -1 _ 1
y(t+1)2 (t+1) A(z(t) + 1) Ly(1)! (_ (1)2 N 1) 4y(t)2 (1 — y(1)?)
y(t

Tedy y(t +1)? = 4y(t)? (1 — y(t)?), neboli

y(t+1) =2y(t) /1 —y(t)*.

3

Reseni této rovnice s po¢ateéni podminkou y(0) = T‘?’ je podle piedchoziho vysledku déno

sin (2t arcsin g) . Reseni dané tlohy tedy je

vyrazem y(t) =

2

1
z(t) = —
sin (2t arcsin g) H
x a(t)? —
Rovnice z(t +1) = %, z(t+1) = %

Opét ma smysl resit pocatecni tlohu pouze pro t > t.
V pfipadé prvni rovnice zavedeme substituci z(t) = tg y(t) a vyuzijeme vzorec pro tangens
dvojnasobného argumentu
2tg

te20 = ——m——.
8 T T " (tga)?

Pak je
2x(t) _ 2tgy(t)
L—a(t)2 11— (tgy(t))2

Resime tedy goniometrickou rovnici tgy(t + 1) = tg 2y(t) pro neznamou y(t + 1). Dostaneme

tgy(t+1)=z(t+1) = = tg 2y(t).

y(t+1) =2y(t) + kr, kel
Tato linedrni nehomogenni rovnice prvniho fddu mé feseni

y(t) = y02t_t° + kr (2t_t0 — 1) ,

kde yo = y(0) = arctg zo. Zpétnou substituci dostaneme

z(t) = tg (2" arctg zo + (27 — 1)km) =
_ tg (21710 arctg z) + tg (2071 — 1)km)
C1-—tg (2t arctg xo) tg (20t — 1)km)

=tg (2t_t0 arctg :co) .

Reseni pocatecni tlohy
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je dano vyrazem
z(t) = tg (27" arctg ) .

Druhou rovnici fesime analogicky, pouZijeme substituci z(t) = cotg y(t).

Priklad:

B x(t) —1 B
z(t+1) = QM +1, z(0)=1.
Rovnici postupné upravujeme

B 1—x(t)

DT}
1—a(t)
1—z(t+1) = 2 )
(1= (1 =2))(1+ (1 -20))

1—a(t+1) = 1—2(t)

1 (1—a(t)®

Tento zapis rovnice ukazuje, Ze substituce y(¢) = 1 — x(t) rovnici transformuje na uvazovany
tvar. Reseni tlohy je tedy dano relaci

1—z(t) =tg (2t arctg(1l — xo)) = tg <2t—1g) ’

nebot 1 — ¢ = %, arctg% = %7‘1’. Reseni dané tlohy tedy je
2t71
|

3.4.2 Logisticka rovnice

Logisticka diferencni rovnice je rovnice tvaru
z(t+1) = az(t)(1 — z(t)), nebo Az =uz(a—1-ax),

kde a € R, a # 0.

Rekurentni vztah pro hledanou posloupnost = ukazuje, ze logistickd rovnice s pocatecni
podminkou z(tg) = z¢p ma jednoznacéné feseni pro ¢ > to. Z rekurentniho vztahu vsak obecné
nelze jednozna¢né vyjadiit hodnotu x(t) v zavislosti na x(t + 1). Z rovnice

az(t)? —az(t) + z(t+1) =0

totiz vychéazi

m(t):1<1i 1_M>.

2 a

Odtud plyne, Ze logistickd rovnice s pocateéni podminkou z(t9) = z¢ mé redlné feseni pro
néjaké indexy t < tg pouze v pripadé, ze xg < %a. Toto feseni vSsak obecné neni vyjadieno

jednoznacné. Jedinou vyjimkou je pripad a = 2, zg = %; pak je konstantni posloupnost x = %
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jednozna¢nym FeSenim pocate¢ni tlohy definovanym na celé mnoziné Z. V pripadé zg = %a,

a # 2 totiz dostaneme x(tg — 1) = 3 # zy a hodnota z(ty — 2) jiz neni uréena jednoznacné.
7 vyjadreni diference hledané posloupnosti x bezprostredné plyne, ze konstantni posloup-

nosti
1
r=0 az=1-—— (3.24)
a

jsou fesenimi logistické rovnice definovanymi na celé mnoziné Z. Tyto posloupnosti ovSem
obecné nelze povazovat za feSeni logistické rovnice s pocatec¢ni hodnotou x¢g = 0 nebo zg =
1-1/a.
Pocatecéni tlohu pro logistickou rovnici vyresime pouze ve tfech specialnich pripadech.
Pripad a = 2: Budeme fesit pocatecni tlohu
a(t+1) =2x(t)(1—z(t), =x(to) = o, (3.25)
ktera je ekvivalentni s ilohou

Ax =x(1 —2x), z(ty) = xo.

Nejprve zavedeme substituci
y(t)=1—22(t), tj. x(t)==(1-y()). (3.26)

Po dosazeni a tpravach postupné dostaneme

%(1 —y(t+1) = (1-y@) (1 - %(1 - W»)
-0+ D) = 3 (- yle?)
yt+1) = y(t)?
yt+ 1y~ = 1L

To je logaritmicky linearni rovnice. Jejim logaritmovanim dostaneme
Iny(t+1)—2Iny(t) =0,
coz je linedrni homogenni rovnice z(t + 1) = 2z(t) pro posloupnost
z(t) = Iny(t). (3.27)
To znamena, Ze z(t) = 22", kde z9 = Iny(to) = In (1 — 2z(to)). Odtud dostaneme
y(t) = e*®) = exp (2t7t0 In(1 — 2:60)) =(1- 2x0)2t_t0.

Zpétnou substituci dostaneme feseni ulohy ve tvaru

1

2(t) = (1 —(1- 23;0)2““)) . (3.28)
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Pii feSeni tlohy jsme mlcky predpokladali, ze vyraz In(1 — 2xz¢) je definovan, tedy ze z¢ < %
Vyraz na pravé strané rovnosti (3.28) je vSak definovan pro kazdé zy € R. Plati totiz

1—21’0, t = to,

t—t
1—220)2 7" = (|1 — 22| sgn(l — 220))* =
( 0) (| O| g ( 0)) exp (2t—to ln|1—2$0|), t?’éto-

Pfimym vypoctem se mizeme presvédéit, ze rovnosti (3.28) je skuteéné definovano FeSeni
ulohy (3.25) pro libovolnou poé¢ate¢ni hodnotu.

Postup hledani tvaru (3.28) feSeni pocatecni tlohy (3.25) pomoci substituci (3.26) a (3.27)
miizeme popsat ve zhusténé formeé: substituci

1 —2z(t) = exp z(t)
najdeme Feseni ulohy (3.25) ve tvaru

1—2z(t) = exp (2" In(1 — 2zy)) .

Kvalitativni vlastnosti resent ulohy (3.25). Pro o € (0,1) je |1 — 2z¢| < 1, takZe FeSeni
ulohy s takovymi pocatecnimi hodnotami spliuje

lim (1 — 210)% " =

lim 2(t) = & — ;
—00

=1_1 1
t—00 22 2

Pro zg € {0,1} at >ty je (1 — 23:0)?%0 = 1, nebot ¢islo 2t7% je sudé. Proto feseni tilohy
(3.25) s pocateéni podminkou xy € {0,1} spliiuje rovnost x(t) = 0 pro kazdé ¢ > t.
Pro xzyp > 1 nebo zg < 0 je |1 — 2x0| > 1 a proto tlim x(t) = —o0.
— 00

Pro zy = 3 je FeSeni tilohy (3.25) rovno z = 1 v souladu s (3.24). Toto feseni je definovano
na celé mnoziné 7Z, jak jiz bylo predeslano.

Pripad a = 4: Nejprve budeme hledat nezdporné feseni pocatecni tlohy
z(t+1) =4z(t)(1 —z(t), =z(to) = zo. (3.29)
To znamend, ze budeme ptredpokladat, ze xg € [0, 1] a zavedeme substituci
z(t) =y()? b y(t) = V(). (3.30)

Po dosazeni do rekurentni formule v (3.29) dostaneme

e+ 12 = ay(0)* (1= y(t?) = (2000 T 402 )

tedy
y(t+1) =2y(t)v1—y(t)>.

Pocéteéni podminka bude y(tg) = /g > 0. Jedna se tedy o rovnici tvaru (3.21) s nezdpornou
pocatecni hodnotou, kterou fesime substituci

y(t) = |sin z(t)]. (3.31)
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Podle (3.23) dostaneme FeSeni ve tvaru

y(t) = |sin (27" arcsiny/zo) | -

Zpétnou substituci dostaneme feseni x(t) = y(¢)? tlohy (3.29) vyjadiené formuli

z(t) = [sin (27" arcsiny/zg) | 2. (3.32)
Pfimym vypoctem muZeme ovétit, ze tato posloupnost je skuteéné fesenim tulohy (3.29).

Postup hledani feseni tvaru (3.32) pocatecni tlohy (3.29) s z¢ € [0, 1] pomoci substituci
(3.30) a (3.31) muzeme opét zformulovat ve zhusténé podobé: Substituci

Va(t) = |sinz(t)|
najdeme FeSeni ulohy (3.29) s 2 € [0,1] ve tvaru

Va(t) = |sin (27 arcsiny/zo) | -

Kuvalitationi vlastnosti fesent ulohy (3.29) s xo € [0,1].
Nejprve ukazeme, Ze logisticka rovnice s parametrem a = 4 ma periodicka reseni libovolné
periody. Bud tedy n libovolné ptirozené ¢islo a polozime

2n71 2
zg = | sin Tl .
(n37)

Dosazenim do (3.32) dostaneme

2

on—1 2 gn—1 2
x(to +mn) = |sin | 2" arcsiny [ | sin s = |sin | 2" T =
2n 41 2n 41

2n71 2 2n71 2 2n71 2
= |sin{(2"+1-1) T = [sin (2" 17 — T = | —sin T =xg.
2n 41 2n 41 2n 41

Pron=1je
2n—1 2 2
<sin ST 17r> = (sin %71)2 = <73) = %
v souladu s (3.24).

V ptipadé rovnice (3.25) libovolné feseni s poc¢ateéni hodnotou xy € (0,1) konvergovalo
ke konstantnimu nenulovému Feseni. Rovnice (3.29) tuto vlastnost nemd, periodicka FeSeni
samoziejmé nekonverguji. Ovsem existuji takova feseni, ktera ke % konverguji. Uvazme feSeni

s pocatecni hodnotou
1 2
xo = | sin T
a bud k € Ny libovolné. Pak plati

N k>,
x(to+ k) = |:SiIl <2k 1n77>] - ) ="
32 [sin(g_% )] £3  k<n.
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Toto Teseni tedy konverguje ke % a to tak, ze po n krocich této hodnoty dosdhne a zlstane
konstantni.

Pocéatecni tloha pro logistickou rovnici s parametrem a = 4 ma také feSeni, které je
nenulové pouze pro koneéné mnoho indexu, tj. reseni, které ,po konecné mnoha krocich
vymizi“. Bud opét n € N libovolné ¢islo a polozme

TN\2
Ty = (sin 2—n> .
Pro libovolné k € Ny plati

2 2
x(to+ k) = {sin (2’?21”)} = {sin (2’?7"%)] .

To znamend, ze x(to + k) =0 prok >0 a z(to + k) > 0 pro k € {0,1,...,n —1}.

Nyni hledejme feseni tlohy (3.29) s pocateéni hodnotou x( spliujici nerovnost zyg > 1
nebo xy < 0, tj. ‘xo — %‘ > %

Nejprve si vSimnéme, Ze pro zg > 1 je z(tg + 1) = 4xo(1l — ) < 0. Déle pro z(t) < 0 je
také

w(t+1) = da(t) (1 — z(t)) = —4lz(t)[(1 + |z(t)]) <0,

coz znamena, ze pokud v néjakém ¢; je FeSeni tlohy (3.29) zaporné, pak je zaporné pro kazdé
t > t1. Celkem tak dostavame, ze pro pocatecni hodnotu xg spliujici nerovnost {xo — %| > %,
feseni ulohy (3.29) spliiuje nerovnost z(t) < 0 pro vSechna ¢t > ty+ 1. Budeme tedy fesit ilohu

z(t+1) =4a(t)(1—=z(t)), =z(to+1) =21 <0. (3.33)
Ponévadz feseni této tlohy je zdporné, mtizeme pouzit substituci
() =~y G Jy(t)] = V=2(0). (3.34)
Dosazenim do rovnice v (3.33) dostaneme

yt+ 1) = —z(t+1) = —da(t) (1 — z(t)) = y()* (1 + y(t)?),

ly(t+1)> = 2|y()|v/1 + [y(t) 2.

To je diferenéni rovnice tvaru (3.19) pro posloupnost |y|. P¥islusnd pocéteéni podminka je
y(to + 1)| = v/—x1. Tuto tlohu Fesime substituci |y(t)| = sinh z(¢) a podle (3.20) dostaneme
jeji reseni ve tvaru

ly(t)| = sinh (27" argsinh |y(to + 1)|) = sinh (27"~ ! argsinh /= z7) .

Zpétnou substituci (3.34) napiSeme FeSeni tlohy (3.33) ve tvaru

z(t) = — [sinh (27" argsinh v/=27) | 2 (3.35)

Tento vysledek muzeme jesté upravit. Nejprve vyuzijeme skutecnosti, ze —x1 = 4xg(zo — 1)

neboli

a proto

argsinh /—z; = argsinh \/435% —4xg =In <\/4x3 —4dxg + \/4xg —4xg + 1) =
—In (\/(2;c0 T2 14 /(200 — 1)2> —In <|1 — 2| + /(270 — 1)2 — 1) -

= argcosh |1 — 2x¢;
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déle vyuzijeme vzorec pro hyperbolicky sinus polovi¢niho argumentu

.. a2 cosha-—1
(smh —) =
2 2

a po dosazeni dostaneme
z(t) = —3 (cosh (2% argcosh [1 — 2z¢[) — 1) .

Odtud vyjadiime
1 — 2z(t) = cosh (2" argcosh |1 — 2z]) . (3.36)

Reseni tilohy (3.29) s po¢ateéni hodnotou zg, splitujici nerovnost {:Co — %{ > % jsme pro t > tg
dostali v implicitnim tvaru (3.36). Jiz snadno ovéfime, Ze rovnosti

|1 — 2z(t)| = cosh (2'" argcosh |1 — 2z¢)) (3.37)

je dano Feseni ulohy (3.29) s poéateéni hodnotou spliujici |x0 — %| > % pro kazdé t > tg.
Primym vypoctem mizeme také ukazat, ze substituci

|1 —2xz(t)| = cosh z(t)

dostaneme feseni tlohy (3.29) s po¢atecéni hodnotou x splitujici nerovnost ‘x - %‘ > % ve
tvaru (3.37).

Kualitativni vlastnosti teseni ulohy (3.29) s pocdtecni hodnotou xy splriiujici nerovnost
‘xo — %‘ > % Z vyjadieni feSeni ve tvaru (3.35) vidime, Ze pro libovolné Feseni x ulohy plati

lim = —o0
t—o0
a posloupnost x je ryze klesajici.
Piipad a = —2: Budeme fesit podétecni tlohu
z(t+1) = —=2z(t)(1 —z(t)), =z(to) = zo. (3.38)
Nejprve zavedeme substituci
y(t) = 2(t) — 3, ti- 2(t) = y(t) + 3 (3.39)

Po dosazeni dostaneme
yt+ 1) =zt +1)—3=-2xt)(1-2t) - s=-2@yO+H (1-yO)-1) -1 =
=20y +3) (- +3) —3=2(1" - 1) - 3= -1
Posloupnost y je tedy FeSenim pocatecni tlohy
y(t+1) =2y(t)> -1, ylto) =0 — 3.

To je prvni z rovnic fesitelnad goniometrickou nebo hyperbolickou substituci, viz 3.4.1. Reseni
rovnice hledame pro rtizné pocate¢ni hodnoty riznymi substitucemi.
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Necht nejprve y(tg) = xo — % €[-1,1], tj. xp € [—%, %] Substituci
y(t) = cos z(t) (3.40)
dostaneme feseni ve tvaru y(t) = cos (2’5*’50 arccos yo). Zpétnou substituci dostaneme feSeni
puvodni tulohy
z(t) = 3 + cos (2" arccos (z9 — 1)) .
Pokud |y(to)| = ‘xo — %‘ > 1, tj. xg < —% nebo xg > %, pouZzijeme substituci

y(t) = cosh z(t) (3.41)

a dostaneme FeSeni ve tvaru

z(t) = 1 + cosh <2tt0 In (\xo — 3+ 4/ (w0 — %)2 - 1>> .

Reseni logistické rovnice s parametrem a = —2 pomoci substituci (3.39) a (3.40) nebo
(3.41) muzeme opét shrnout:
Resen{ tlohy (3.38) s podateni podminkou z(tg) = o € [—1, 3] najdeme substituc

z(t) — 1 = cos 2(t)

ve tvaru
x(t) — % = cos (2t7t0 arccos (330 - %)) ;

feseni tlohy (3.38) s podateni podminkou |29 — 3| > 1 najdeme substituci
z(t) — 3 = cosh z(t)
ve tvaru

z(t) — 5 = cosh (27" argcosh (zg — 1)) .

,Zobecnujici“ poznamka: Logistickou rovnici
z(t+1) = az(t)(1 — z(t))

lze pro nékteré hodnoty parametru a a nékteré pocatecni hodnoty x( resit substituci

kterou dostaneme feSeni logistické rovnice v implicitnim tvaru

F(@®) = o (200 (f@0))).

Hodnoty parametru a a pocateéni hodnoty xzg, pro které jsme timto postupem nasli FeSeni
logistické rovnice jsou shrnuty v tabulce 3.1.



3.5. CVICENI

parametr | po¢atecni hodnota () ©(Q)
a=2 o €R 1—2¢ ¢

a=4 xo € [0,1] VE | sin €|
a=4 xo > 1 nebo z9 < 0 |1 —2¢| | cosh(
a=-2 |mz€[-3, 3] £—3 cos ¢
a= -2 m0<—% neboxo>% 5—% cosh ¢
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Tabulka 3.1: Hodnoty parametru a pocate¢ni podminky, pro které je feseni diskrétni logistické
rovnice z(t+ 1) = az(t)(1 —z(t)) s po¢atecni podminkou z(tg) = xo implicitné dano rovnosti

F(@®) = o (200 (f(@0))).

3.5

Cvicdeni

V tlohach 1-6 najdéte obecné fesSeni rovnice.

L oa(t+1)2 = 2+t)z(t+ Da(t) — 2tz(t)2 =0

2. z(t+1)z(t) —x(t+1)+x(t) =0

3. a(t+ Da(t) — 2a(t+ 1) + sa(t) = 5

4. z(t +

5. x(t +

6. x(t+

1) = x(t)?
1) =2x(th/1 — x(t)?
1)=3 <:U(t) - —

V tlohach 7-10 najdéte Feseni rovnice s poc¢ateéni podminkou z(0) = zp.

11.

12.

z(t+1)% — 2z(¢ ;r Dax(t) — 3z(t)?2 =0 0. 2(t+1) = ig; j:clz 00
x(t—|—1):5—x— 2

0 10. z(t+1) = 1 _f()t))
Reste pocatecni tlohu z(t + 2) = M, z(0) =z, z(1) = 2.

(1)

Ukazte, Ze k libovolnému kladnému pfirozenému ¢islu n existuje hodnota zg = xo(n)
takova, ze TeSeni ulohy

ma periodu n.

z(t+1) =2x(t)(z(t) — 1), x(0)
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Vysledky:
t t—t 4 Czt
1. 2%¢, x(to)(—=1)t o H 1,
i=to 5. sin2fc
1
2. , 6. v/a cotg 2tc
c—t
5-2(—6)
3. %, —3

6(1+ c(—6)")’

7. .Z‘ogt, .Z’o(—l)t
3xg—6 2x0+ 6

> o — 2+ (w0 + 3) (%)t $0+3+($0*2)(%)t
o sz ro V) (L+v/a)' + (w0 —v/a) (1 —Va)'
" (0 +va) (L +va) — (20 —v/a) (1 —ya)

10. 1 — cotg (2" arccotg(l — o))

. 2t—1
11. x (—1)
Zo

2
12. Napriklad zg = % + cos T

2n —1
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