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Uvod

Cilem této diplomové prace je uzit nastrojii funkciondlni analyzy ke kon-
strukci obecnych numerickych algoritmi.

Text je ¢lenén do tif kapitol. Prvni slouzi jako ivod pro zavedeni symboliky
a obsahuje formulaci a dikaz obecné véty o pevném bodé, na kterou se v
dalgim textu odkazuji. V zaveérecné ¢asti prvni kapitoly jsou popsany konver-
gencni faktory.

Druhé kapitola se vénuje Newtonové metodé pro hledani kofent operatoro-
vych rovnic. Zde je dokédzéna véta o lokalni kovergenci spolu s existenénim
tvrzenim Kantorovicovy véty, jejiz predpoklady nezéavisi na kofeni rovnice.
Posledni kapitola obsahuje navrh algoritmu uzivajiciho Newtonovu metodu
pro hledani kofenti systémil rovnic v prostoru R™. Tohoto algoritmu je v
zaveérecné ¢asti uzito k vyfeseni okrajové tlohy diferencialnich rovnic.



Obsah

1 TIteracni proces
1.1 Pseudometrické prostory . . . . .. ..o
1.2 Tteracni proces . . . . . .. .o
1.3 Vétaopevném bodé . . . ... ... ... L.
1.4 Rychlost konvergence . . . . .. .. ..o oL
1.5 Vztahy a vlastnosti konvergencnich faktord . . . . . . . .. ..
1.6 Rychlost konvergence pfi zméné normy . . . . . .. ... ...

2 Newtonowa metoda
2.1 Diferencialni pocet pro nelinedrni operatory . . . . .. .. ..
2.2 Newtonovametoda . . . . ... .. ... ... ...
2.3 Aplikace Newtonovy metody . . . . . . ... .. ...

3 Implementace Newtonovy metody
3.1 Zakladni algoritmus . . . . . ... Lo Lo
3.2 Zptsoby hleddni Newtonova kroku . . . . . .. .. ... ...
3.3 Implementace Newtonovy metody . . . . . ... .. ... ...
3.4  Numerické feseni okrajového problému . . . .. .. ... ...

24
24
26
32



Kapitola 1

Iteracni proces

1.1 Pseudometrické prostory

V vodu je definovan pseudometricky prostor, konvergence v pseudometric-
kém prostoru a dalsi pojmy, které uzijeme zejména v pti formulaci a ditkazu
véty o pevném bodé. Vice podrobnosti 1ze najit naptiklad v [5].

Definice 1. MnozZina H se nazyva ¢astecné usporadana, je-li na ni definovan
relace <, splitujici

1. h < h pro libovolné h € H.
2. Jestlize je f < gag<h,pakijei f <h.
3. Jestlize je f < gag<h,pakijeig=f.

Tato relace nemusi byt definovana pro libovolné dva prvky z H. Pokud je H
vektorovy prostor nad polem K, pak pozadujme, aby relace < navic spliiovala

1. Je-li Oy < h, pak pro libovolné o € K vétsi jak Ok, je 0y < ah
2. Pokud h1 S kl a hg S k’g, pak hl + hg S kl + kg,
kde symbolem 6y oznacujeme nulovy prvek ve vektorovém prostoru V.

Definice 2. Prostor U nazveme pseudometrickym, je-li kazdé dvojici u,v € U
pfifazena pseudometrika o(w,v) , ktera je prvkem linedrniho ¢astecné uspo-
fadaného prostoru H nad polem K. Navic na o(u,v), klademe nasledujici
podminky :

1. Plati o(u,v) = 0y pro u = v.

2. Pro libovolné u,v,w € U plati o(u,v) < o(u, w) + o(v,w).



Déle oznacujme pseudometricky prostor pismenem U, pseudometriku ¢ a
pismenem H prislusny c¢astecéné usporadany linearni prostor, ktery vzhledem
k jeho tcelu, budeme nazyvat prostor pseudovzdalenosti.

Nasledujici véta nam zarucuje symetrii ¢ a v jistém smyslu nezapornost.

Véta 1.1.1. Pro libovolné dva u,v € U plati
1. o(v,u) = oluv).
2. o(u,v) > 0g.

Diikaz. 1. Polozme u = w, pak z trojihelnikové nerovnosti dostaneme

o(u,v) < o(u,u) + (v, u),

odtud je vidét, Ze o(u,v) < o(v,u). Dale poloZme v = w, pak

o(v,u) < o(v,v) + o(u, v),
tedy o(v,u) < o(u,v). A to dokazuje o(v,u) = o(u,v).

2. 7 v = w dostévame

Q(uau> < Q(%U) + Q(U7U> = 2@(%7})7

odtud 0y = o(u,u) < 20(u,v).
0

Nasledujici definice umozni definovat konvergenci v pseudometrickém pro-
storu.

Definice 3. Rekneme, 7e posloupnost {f,} prvki z H konverguje k f, zna-
¢ime f, — f, jestlize splituje nasledujici podminky

1. Plati-li Vo f, =g, pak f =g.

2. Jestlize f, — f, pak pro libovolnou vybranou posloupnost f,  plati

Jom — [
3. Pokud f, — fag,— g, pak fu+g9.— f+g.
4. Pokud f, — fac, — ¢ kde ¢,,c € K, pak ¢, f, — cf.
5. Pokud f, — fa f, >0y, pak f > 0p.

6. Jestlize 0 < fr < gn & gn — O, pak f, — Op.



Definice 4. Rekneme, %e posloupnost {u,} € U konverguje k prvku u € U,
konverguje-li posloupnost vzdalenosti o(w,,u) k prvku 0y € H. Znacime
Up, — U

Pro vektorovy prostor U, navic pozadujme

1. Pokud u, — uw a v, — v, pak u, + v, — u+v.
2. Jestlize u,, — v a ¢, — ¢, kde ¢,,c € K, pak c,u,, — cu.

Definice 5. Posloupnost {u,} nazveme cauchyovskou, jestlize plati

lim oy, un) = 0p. (1.1)

n,1M—00

Definice 6. Necht 1" je operator, definovany 7' : H — S, kde H i S jsou
Castecné uspofadané prostory. Rekneme, Ze T je pozitivni, jestlize plati

f> 0y implikuje Tf > 0s. (1.2)

1.2 Iteracni proces

Necht U je Gplny pseudometricky prostor a necht 7' je operator definovany
na neprazdné podmnoziné D C U.
Budeme se zabyvat feSenim operatorové rovnice

u="Tu, (1.3)
které oznacime u* a nazveme pevny bod operatoru 7.

Definice 7. Vhodnou numerickou metodou feseni rovnice (1.3) je metoda
tzv. postupnych aproximaci

U1 =Tu,, n=0,1,2,..., (1.4)

kde pro ug € D dostavame prvky wuy, us, . ... Tyto prvky se nazyvaji iterace
a postup, pomoci kterého je vytvarime, se nazyva iteracni proces.
Iteracni proces budeme oznacovat stejné jako prislusny operator T'.

V této kapitole budeme sledovat, za jakych podminek lze iteracéni pro-
ces provést bez omezeni a kdy bude posloupnost {u,} konvergovat k u*. To
obecné zavisi na volbé pocateéniho prvku wug, proto mnozinu vsech prvki,
pro které odpovidajici posloupnost {u,} konverguje k u* nazveme pocatec-
nim oborem u*.



Definice 8. Oznacujme C'(7T', «*) mnozinu v8ech itera¢nich posloupnosti pro-
cesu 1" konvergujicich k pevnému bodu u*.

Pozndmka. Definice 7 je specidlni pripad obecnéjsiho pristupu k itera¢nim
procestim. Neobsahne napfiklad proces, ktery k vypoctu nasledujici iterace
potiebuje vice nez jednu iteraci predchozi, poptipadé proces, u kterého se
tento pocet méni. My v8ak vystacime s vyse uvedenou definici, kterd byva v
literatufe oznacovana jako jednokrokové staciondrni metoda.

1.3 Véta o pevném bodé

V této ¢asti je formulovana a dokazana obecnd véta o pevném bodé€, zaroven
je zde uveden jeji specialni pripad, ktery budeme v textu uzivat pro dikazy
dalgich tvrzeni.

Necht U je pseudometricky prostor.

Véta 1.3.1 (Obecna véta o pevném bodé).
Necht definicni obor D operdtora T lezi v uplném pseudometrickém prostoru
U s prislusnym linedrnim cdstecné usporadanym prostorem H.

1. Necht k operdtoru T existuje spojity, pozitivni operdtor P definovany
na H a pevné dany prvek z € U tak, Ze pro libovolné dva proky v,w € D
plati

o(Tv,Tw) < P(o(v,w) + o(v, 2)) — Po(v, 2) (1.5)

2. Necht pro metriky 0,0 ,0,0 z H spliujci 0 < 0 < ¢ a by <o <o,
kde O je nulovy prvek v H, plati

0y < Plo+0)—Po < P(g +0)—Po. (1.6)
Proo=0 =0y aly <o <o tedy plat{

0 < Po < Po . (1.7)

3. UvaZugme iteraci on11 = So, v prostoru pseudovzdalenosti H, kde na
operdtor S klademe podminky

0o Z Q(’LL(),Z), a1 Z oo+ Q(’LL(),U1>- (18>

4. Emistuje prvek v € H tak, Ze Vv € H plati

Sv = Pv+ 7. (1.9)



5. Predpoklddejme, Ze o,, konverguje k o. Ze spojitosti P a z (1.9) plyne
spojitost operdtoru S. A tedy 1

o= S50. (1.10)

6. Necht koule K proki v, splriiujicich
K ={v,o(v,u1) <o —o1}. (1.11)
lezi v D.

Pak existuje alesporn jedno teseni u* € K rovnice uw = Tu a posloupnost {u,}
sestrojend podle (1.4) konverguje k w*. Navic vSechny proky posloupnosti {u,, }
lezi v K a pro odhad chyby plati

o(u* u,) <o —o0,, n=0,1,2,.... (1.12)

Pokud navic posloupnost prvki v, definovand vztahy vny1 = Sv, pron =
J,7+1,7+2,... (kde j je pevné zvolené ¢islo) konverguje k proku o, pricemz
v; > 05, pak prinik definicniho oboru D s uzavienou kouli K;, kterd je
definovana vztahem

K; =A{v, o(v,u;) <v;—oj}. (1.13)

obsahuje nejvyse jeden pevny bod u* operdtoru T. Specialné, koule K defino-
vand v (1.11) obsahugje prdvé jeden pevny bod.

Diikaz. Dikaz véty je rozdélen do Sesti bod, kde v prvnich péti je ukézana
existence pevného bodu a v poslednim jednoznacnost.

1. Indukef ukdZeme, Ze prvky o, (n = 1,2,3,...) tvoil neklesajici po-
sloupnost. Tedy, ze plati

on < opp1 (n>0). (1.14)

Podle (1.8) plati (1.14) pro n = 0. Pfedpokladejme, 7e (1.14) plati az
do n, pak pron+1z (1.9) az (1.7) mame

On+2 — On+1 :SUnJrl_SUn:Pan+1_7_PO'n+729H-

7 patého predpokladu a z prvni, druhé a paté podminky konvergence
v definici (3) plyne

g <op <o <---<o.



2. Ukézeme, Ze operator T zobrazuje kouli K do sebe. Tedy, ze prowv € T
plati
o(ur, Tv) < o — o1. (1.15)

Z trojahelnikové nerovnosti a z (1.8) plati
o(uo,v) < o(uo,u1) + o(ur,v) <o1—00+0 —0o1 <o —o0o.  (1.16)

Potom z (1.5), (1.16) a (1.9) dostavame

o(ur, Tv) = o(Tug, Tv) < P(o(uo,v) + 0(uo, z)) — Po(uo, 2)
< P(oc — a9 —0¢) — P(oo) =S(0) —v—S(00) +v=0—01.

Tedy plati (1.15), a proto Tv € K.

3. Nyni ukdZeme platnost nerovnosti

O(Um,Up) < 0p —0, pro 0<m<n, kde n=0,1,... (1.17)

o(tn,2) <o, pro n=0,12... (1.18)

Dokézme nejpve (1.17) indukci. Pro n =0 an =1 plati (1.17) z (1.8).
Necht (1.17) plati do n > 0, ukaZeme, Ze plati i pro n + 1. Pozadujme
navic, aby 1 < m < n+ 1, kde platnost pro m = 0 ukédzeme nasledné.
Podle iteracniho pfedpokladu plati o(u,, tm—1) < 0, — 0m_1. Pedpo-
kladejme jesté, ze plati

0(tm-1,2) < Om-1, (1.19)

kde platnost tohoto pfedpokladu se vysvétli v pribéhu diikazu nerov-
nosti (1.18).
Podle (1.5) plati

(U1, um) = 0(Tun, Ttim—1)
< P(Q(Umum—l) - Q(um—laz» - PQ(um—bZ)
< Plop, —0m1+0m1) — Popy
= Po, — Pomn_1

=S50, — SO0m_1=0ni1— Om.
Necht nyni je m = 0, pak podle trojihelnikové nerovnosti a (1.8) mame

0(uo, Uny1) < 0(uo, ur) + o(ur, Upy1) < 01 — 00 + 0(U1, Un1),



a tedy podle pravé dokazaného plati
Q(u07un+1> < 01—00+0nt1 — 01 =0nt1 — 00

Odtud za pfedpokladu (1.19) plati (1.17).

Abychom ukazali platnost (1.19), provedeme prvni ¢tyii kroky indukee
pro (1.18) pfimo a indukeéni krok pak bude ziejmy.

Pro n = 0 plati (1.18) z (1.8). Pro n = 1 je o(u1, 2) < o(uy,uo) +
o(ug, 2) < 01— 09 + 09 = 07.

Dale na zakladé symetrie ¢ a trojuhelnikové nerovnosti pro n = 2 plati

o(uz, 2) < o(uz,u1) + o(u, 2)
< o(Tuy, Tug) + o1 < o(Tug, Tur) + 04
< P(o(uo, ur) + o(uo, 2)) — Po(uo, 2) + 01
S P(01—00+Uo>—P(Uo>+Ul
= S(O'1> - S(O'()) + 01 = 09.
Nyni pro n = 3 dostavame
o(us, z) = o(us, uz) + o(uz, 2)
< o(Tug, Tuy) + 02 < o(Tuy, Tug) + 09
< P(Q(ubu?) + Q(U1,2>> - PQ(U17Z> + 02.
Zde vystupuje vzdalenost o(ug,uz), kterou na zakladé (1.17) miizeme
odhadnout rozdilem oy — ¢;. K tomuto vypoétu bylo potfeba odhadu
o(ug, 2) < 09, ktery vak uz méame spocitan. Proto pro pifslusné indexy
m mizeme pfedpokladat platnost (1.19) v dikazu (1.17).

Tedy
Q(Ug,Z) S P(O’g — 01 +O'1> — P(O'1> + 09 = 03.

Indukéni krok se pak provede podobné jako krok pro n = 3, proto plati
(1.18).

. Z o, — o az (1.17) vime, %e posloupnost {u,} je cauchyovska. Z
Uplnosti U plyne, Ze existuje limitni prvek u* € U této posloupnosti.
Pron > m z (1.17) a trojuhelnikové nerovnosti dostaneme, 7e plati

o(u* um) < o(u* uyn) + 0(tm, wn) < o(u*,un) + 0p — om. (1.20)
Necht n — oo, pak u, — u*, 0, — o a
o(u*,u,) — Op. (1.21)

Proto pro pevné m a n — oo z (1.20) a (1.21) plati tvrzeni (1.12).
Navic pro m = 1 dostavame o(u*,u;) < o — o1, neboli u* € K.

8



5. Déle ukdZzeme, Ze u* je pevny bod operatoru 7'
Protoze u* € K je Tu* definovano. Proto podle (1.6) mame

o(Tup, Tu") < P(o(tn, ") + o(tn, 2)) — Poluy, 2),
odtud a vzhledem k (1.18), (1.12), (1.10) a (1.9) dostéavame
o(Tup, Tu*) < P(o—op+0,)—Po, = Po—Po, = So—S0, = 0—0,41.
(1.22)
Uzitim (1.23) a (1.21) pro n — oo plati

o(u*, Tu*) < o(tg1, Tu") + 0(tngr, u*)
Q(T’(,Ln,TU*> + Q(un+1; ’LL*> S QH)

a tedy vzhledem k definici pseudovzdalenosti v U plati u* = Tu*.

6. Dlkaz jednoznacnosti. Poznamenejme, Ze pro v; = o; ma koule K
polomeér rovny 0y a obsahuje pouze u;. Odtud v «* nemusi lezet zadny
pevny bod Kj.

Predpokladejme, Ze w* je pevny bod operatoru T' lezici v K; N D. To
znamena, ze o(w*, u;) < v; — ;. Indukel ukdzeme, Ze

o(w* u,) <v,—o, pro n=jj+1,... . (1.23)

Pron = j je zfejmé (1.23) splnéno. Necht o(w*, u,,) < v,,—0, je splnéno
pro n > j. Pak pro n + 1 mame

o(w*, up 1) = o(Tw*, Tu,) < Plo(w*, up,) + o(uy, 2)) — Po(un, 2).
Déale uzitim indukcéniho pfedpokladu dostavame
o(w*, upy1) = P(vy, — 0, + 0,) — Po,, = Sty — S0y = Up1 — Ony1

Tedy (1.23) plati.

Pro n — oo mame u, — u*, v, — ¢ a 0, — 0, a tedy z predchoziho
o(w*,u*) < o — o0 = 0. A proto z definice pseudovzdélenosti dosta-
vame, 7e u* = w*.

Pokud navic zvolime v; = o, potom pro j = 1 dostaneme kouli K z
vztahu (1.11). ProtoZe z patého predpokladu této véty plyne, ze K C D
dostavame, ze K obsahuje pravé jeden pevny bod.

[l



K uziti pfedchozi véty bylo potfeba oveérit vsech Sest, respektive sedm predpo-
kladii zajigtujicich existenci, respektive jednozna¢nost pevného bodu. Casto
vsak vystac¢ime pouze s jejim specidlnim pfipadem, kdy prostor U je Bana-
chliv a operdtor P je linearni. Ziskdme tak nésledujici vétu.

Véta 1.3.2 (Banachova véta o pevném bodé). Predpoklddejme, 7e K je
neprazdnd mnozina v Banachové prostoru U a Ze T : K — K je kontraktivni
zobrazent s konstantou 0 < o < 1.

Pak existuje u* € K spliugict rovnici w = T(u) a zdroven pro libovolné
uy € K posloupnost definovand vztahem w, 1 = T(u,) pron = 0,1,2, ...
konverguje k u*. Pro odhad chyby plati

O/’L

0(Unm, Up,) < o(uy, ug). (1.24)

-«
Diikaz. Ukazeme, Ze jsou splnény predpoklady véty 1.3.1.

1. Definujme Px := ax. Vzhledem k tomu, %e nésobeni realnym nezapor-
nym ¢islem « predstavuje spojity, linearni a pozitivni operator.
A protoze plati

o(Tu, Tw) < ap(u,w) = a(o(u, w) + o(v, 2)) — ap(v, 2).

Dostavame, Ze je splnén prvni predpoklad véty 1.3.1, ktery plati pro
libovolné z € U. Volme déle z = ug.

2. Ziejmé pro 0y < 0 < ¢ aly < o < ¢ plati
0 <alo+o0)—ac<ald +0)—a.
Tedy je splnén i druhy predpoklad.
3. Definujme operator S nasledovné
Se=ag+7, kde v =o(up, u).

Volme navic oy = 0. Pak plati

Q(Uo, Z) < 0o

o1 = Sog = aog +v = Or + Q(UO;U1>;

tedy
o1 > 0o + 0(uo, ur).

10



4. Plyne pfimo z volby S.

5. 7 definice S dostavame, 7e

o1 = qog + 7y
oy = alacy + ) + .

Plati tedy o, = Zg‘;ol a’7y. Vzhledem k tomu, ze 0 < o < 1 tato fada
konverguje, a proto {o,} konverguje.

6. Sestd podminka ve vété 1.3.1 zarucuje, e prvky u, le#i v kouli K.
Vzhledem k tomu, Ze operator 1" je zobrazeni z K do K, neni potfeba
ji ovérovat.

Pokud bychom na operatoru T' tuto podminku nepozadovali, pak by
bylo nutné navic predpokladat, ze K je koule prvki v, pro které plati

Q
o(v,ur) < EQ(UO,UO)-

Pak plati

a
1—
= (1 — ) o(ug, ur) — o(uo, ur)-

Q(U7u1> < O[Q(UO’UO

Navic vime, Ze fada Z]Oio o?x konverguje Va € R, proto plati

(1-a)'y=> o'y, kde 7= p(uo,um).

=0
Podrobnosti lze najit v [5, strana 93]. Nakonec plati
o(v,ur) < (1 —a)™ olug, ur) — ou, u1)
=(l-a)y=v=> y-y=0-oa1.
=0

Tim jsme dokazali existenci. Jednoznacnost pak vyplyvad z poznamky na
konci ditkazu 1.3.1. Zbyva ukazat platnost (1.24). Protoze T je kontraktivni
zobrazeni, dostavame

0(Un1,Un) < 00U, Up—1) < -+ < ap(ur, uo).

A tedy plati

O/’L

1 —

Q(umyun> < Q(unJerrl)unJrj) < a@(u17u0>-

11



1.4 Rychlost konvergence

V nasledujicim jsou uvedeny tzv. konvergencni faktory, které jsou do jisté
miry métitkem kvality metody.

Necht U je normovany prostor s pevné zvolenou normou ||-|| a necht I znaci
interval I = (1,00) C R.

Definice 9. Mé&jme {u,} C U posloupnost konvergujici k «* a necht je p € I,
pak dcislo
lim supy o [lux — w|[F prop=1

Rp{uk} = {

1
lim sup,_, o ||ux — v*||**  prop > 1.
nazyvame R-faktorem posloupnosti {uy}.

Definice 10. Mé&jme iteracni proces t, 1 = 1T, s pevnym bodem u*. Cislo
Ry(T,vw*) = sup{Rp{ur},{ux} € C(T,u*)}, kde C(T,u*) je definované v
definici 8, nazyvame R-faktorem iterac¢niho procesu T v bodé u*.

Uvazujme {uy}, posloupnost z C(T,u*), pak existuje index ko takovy, Ze
pro véechna k > ko je 0 < |lugp — u*|| < 1. Pak zfejmé plati 0 < Ry{ux} < 1la
tedy 1 0 < R,(T,u*) <1 pro v8echna p € I.

Véta 1.4.1. Méyme iteracni proces T s pevnym bodem w*. Pak plati prave
jedno z ndsledujicich tvrzent

1. Ry(T,u*)=0 VYpel.
2. R,(I'u*)=1 Vpel.
3. BExistuje po € I tak, Ze
Vpel;, plati R,(T,u")=1i i=0,1, (1.24)
kde In = (1,p0) a I1 = (po, ).
Diikaz. Dikaz rozdélime do tii krok.

1. UkéZeme, Ze pro libovolnou posloupnost {u,} plati, Ze pokud existuje
po € I tak, 7e 0 < Ry{uy} < 1, pak plati

pro pel: p<py Ry{ur} =0
pro pel: p>py Ry{u} =1

12



M¢jme tedy libovolné, ale pevné, posloupnost {u.} a pg € I takové, Ze
0 < Rp{ur} < 1. Oznacme ¢ = |Jur — u*|.
Predpokladejme, Ze py > 1, ukdzeme, Ze

Vg <po platl R {ug} =0. (1.25)
Necht ¢ > 0 je takové kladné ¢islo, Ze
Ry{urt +e=r <1, (1.26)

pak 7 definice 9 a z (1.26) plyne, Ze existuje index ko takovy, Ze pro
vsechny indexy k > k¢ plati

o:r"‘

el <. (1.27)

Proto pro ¢ = 1 plati

1 e .
R {up} = limsup(e}) = limsup(e,° ) # < klim r'E =0
k—oo k—oo —00
apr01<q<p0je%’>1ap1ati
1
1 1 #
. P . PEN\ oF . (RO )k
R {uy} =limsup(e] ) = limsup(e,’ ) < khm rva’ = 0.
k—oo k—oo —00

Tim jsme dokazali (1.25).
Zbyvé ukéazat, Ze pro po < q je Ry{ur} = 1.
Necht je ¢ > 0 takové kladné ¢islo, e plati

0 < Rp{ur}—e=r<1. (1.28)

Vzhledem k definici 9 a (1.28) bude pro libovolny index ko existovat
index ki > ko takovy, Ze plati

1

ki
P
€ 2T Po>1

1
el >r po=1

Pro po = 1 plati

1
L 1 & k.
R{u} = limsup(e{" ) = limsup(ef) * > limsupre =1
k—oo k—oo k—o0
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a pro po > 0, je %0 < 1, proto plati

‘H
lQ
‘H‘ ;V‘H

1
Ry{u} = limsup(e!") = limsup(e0) * > limsupr

k—o0 k—o0 k—oo

[=Fy
[=Ey

1

2. Nyni ukézeme, 7e pokud neplati 1. ani 2. tvrzeni véty, pak plati 3.
tvrzeni. Oznacme

po =inf{p € I, R,(T,u*) =1}. (1.29)
ukazeme, ze plati nasledujici

Ry(T,u*) =1 Vp>po
Ry(T.u) =0 p < o

Predpokladejme opak
dp>po: Ry(T,u") <1, (1.30)

odtud plati Ry{wux} <1 VYug € C(T,u").

Z definice ¢isla po plyne existence ¢ € (po, p) takového, ze R (T, u*) = 1.
Pak existuje {vi} tak, ze R {vy} > 0. Odtud vzhledem k ¢ < p a prvni
casti ditkazu dostéavame, ze R,{vc} = 1, ale to je spor s (1.30).
Podobné by se ukazalo tvrzeni i pro p < po.

3. Nyni ukazeme, Ze plati pravé jedno z uvedenych tvrzeni véty. Uz vime,
7e 1. a 2. neplati praveé tehdy kdyz, plati 3.
Predpokladejme tedy, Ze neplati 1. a 3., odtud z neplatnosi 1. mame
Ipo : Ry (T, u*) > 0. To vzhledem na prvni ¢ast dikazu dava R, (T, u*) =
1, protoze jinak by platilo 3. Provede-li se stejnd tivaha pro libovolné
p € I, dostaneme 2.
Zrejmé naopak z platnosti 2. dostdvame neplatnost 1.1 3.
Stejné se ukaze ekvivalence neplatnosti 2. a 3. a platnosti 1.

O

Uvazujme dva iterac¢ni procesy
Unp+1 = Tlun (131)
Unp+1 = Tgun, (132)

se stejnym pevnym bodem u*.
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Definice 11. Rekneme, e iterac¢ni proces (1.31) je R-rychlej§i v u*, nez (1.32),
jestlize existuje po € I takové, ze Ry, (11, u*) < Ry, (1o, u*).

Véta 1.4.1 ndm zarucuje, Ze nenastane si- r[ o || 1
tuace, kdy by jeden itera¢ni proces byl R-
rychlejsi, nez druhy a zaroven by platil opak. Ll o || !

Toho si miizeme vSimnout na obrazku 1.1,
kdy neexistuje p; € [ takové, Ze by platilo
R, (T1,u*) > R, (Ty,u*), proto predchozi de- Obrazek 1.1:
finice dava smysl.

1 o

Definice 12. Méjme iteracni proces u,;1 = Tu,, s peviym bodem u*. Pak
¢islo

00, jestlize R,(T,u*)=0 Vpel

Tout) =
Qr(T ) {inf{pel,Rp(T,u*)zl} jinak,

(1.33)

nazveme R-fadem iterac¢niho procesu T' v u*.
Ziejmé proces (1.31) je R-rychlejsi nez (1.32) v u* pravé tehdy, kdyz
QR(TD U*> > QR(TQ, ’LL*)

Déle definujeme Q-faktor, resp. Q-fad, jejichz vlastnosti budou podobné R-
taktortim, resp. R-fad@m.

Definice 13. Nechf {u,} je konvergentni posloupnost s limitou u* a p € I.
Pak ¢islo

0, jestlize wux =u* pro Vk > kg
Qp{ur} = ¢ imsup;,_, w, je-li  wg # u*  Vk anavic je tato limita vlastni
00 ve vsech ostatnich pfipadech

(1.34)
nazveme Q-faktorem posloupnosti {u*}.

Poznamenejme, %e Q-faktor {u;} nabude hodnoty oo jednak pokud nee-
xistuje prislusna vlastni limita, nebo pokud existuji indexy ko a k; takové,
7e ko < ki, up, = u* a zaroven ug, # u*.

Definice 14. Je-li T itera¢ni proces s pevihym bodem u* a p € I, pak ¢islo

Qp(T', u*) = sup{Qp{ux}, {ur} € C(T,u)} (1.35)

nazveme Q-faktorem iterac¢niho procesu T' v bodé u*.
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Podobné jako pro R-faktory plati nasledujici véta.

Véta 1.4.2. Méyme iteracni proces T s pevnym bodem w*. Pak plati prave
jedno z ndsledujicich tvrzent

1. Qp(T,u*)=0 Vpel
2. Qp(Tu*) =00 Vpel.
3. BExistuje po € I tak, Ze
Vpel;, plati Q,(Tu*)=1i i={0,00} (1.36)
kde Iy = (1,po) a s = (po, >0).
Diikaz. Dikaz se provede podobné jako v 1.4.1. O
MuzZzeme tedy zavést nasledujici definice.

Definice 15. Rekneme, e iterac¢ni proces (1.31) je Q-rychlejsi v u* nez (1.32),
jestlize existuje po € I takové, ze Q,(T1,u*) < Qp(Ta,u*).

Podobné jako u R faktortt véta 1.4.2 ndm 7| o || x
zarucuje, ze predchozi definice dava smysl (viz
obrazek 1.2).

TQ‘ OH x

1 o

Obrazek 1.2:

Definice 16. Méjme iterac¢ni proces un11 = Tuy, s pevnym bodem u*. Pak
¢islo
. 00, jestlize Qu(T,u*) =0 Vpel
Qo(T,ut) =4 * i 00
inf{p e I,Q,(T,u*) =0} jinak

(1.37)

nazveme Q-faddem iteracniho procesu T v u*.

Podobné jako u R-f4du je proces (1.31) Q-rychlejsf nez (1.32) v u* prave
tehdy, kdyz
Qo(Th,u’) > Qo(T,u’).
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1.5 Vztahy a vlastnosti konvergencnich fak-
toru

Véta 1.5.1. Necht {u} C U je posloupnost, kterd konverguje k u*, pak
Ri{u} < Qi{ug}. (1.38)
Pokud T’ je iteracni proces s pevnym bodem u*, pak
Ry(T,u*) < Qi(T,u"). (1.39)

Diikaz. Ziejmé staci dokazat (1.38) pro Qi{ur} < oo. PoloZme proto ¢ =
lup — v*|| & a = Q1{ur} + ¢, kde € > 0 je libovolné.
Z definice limity bude pro dané ¢ > 0 existovat ko : k > ko, plati

|H —Q{u} <<
Odtud dostavame
H <e+Qfut =a
Proto
e Hnukﬂ —u'|| < aflup—1 — v = agg_1.

Uzitim indukce a vhodnou volbou kg dostaneme

er Sagy <o < Mg VE 2> ko,

tedy
1
Ri{uy} =limsupef
k—oo
1 EEE L < o gim e ) L
= lll;cn_)soljp(a e JE < aln;n_)solip(ako )
=a=Q{ur} +e¢.
Protoze ¢ bylo libovolné, plati (1.38) O

Véta 1.5.2. Necht' T je iteracni proces s pevnym bodem u*. Pak plati
Qo(T,u*) < Qr(T,u"). (1.40)
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Diikaz.

Na obrézku 1.3 je vidét, 7e pokud Qo (T, u*) = 1,
pak vzhledem k pfedchozi vété plati Q (T, u*) > IEN x
1, a tedy je splnéno (1.40).

e 1= Qo(T.u)

Lo | 1

(T, u’“)j\ /& Qr(T w) =1
Obrazek 1.3:
Nechf p > 1 ukdzeme, Ze plati
Qp{ur} < oo implikuje R,{ug} < 1. (1.41)

PoloZzme, podobné jako v dikau predchozi véty, e = |lug — u*|| Vk a a =
Qp{ur} + ¢, pro libovolné £ > 0. Nasledné, 7 definice limity, opét dospéjeme
k tomu, 7e Ve > 0 ko, takové, ze Vk > ko plati

2 cefpR—Ro—1 _pk—ko
ep Sag_y SatPel_, <ttty 5z0 ;

odtud plyne

k—ko—1 1

3 Lipt-tp ko
&, S a P ko -
Pro k > ky dostédvame
Lipt . iph—kot1 pFRo_1 4 ko 1 L (pkfkoil)
o pF —q P 1 pF = -1k = (aﬁ) P .
Vzhedem k tomu, ze k > ko, plati
? ?
pk_ko -1 < 1
k - 9
p pre
proto dostavame
T 1
k 0 0 —
p p p — —
er <af ep, kde a;=max(l,arT).

1

Zrejme lze ko zvolit tak, aby platilo (Ozlé?ko)pTo < 1, tedy

1 1

R,{ux} = limsup 5,’? < limsup(ageg, )P < 1.

k—oo k—oo
To dokazuje implikaci (1.41) a tedy i (1.40) O

Na nésledujicim piikladé je vidét, Ze existuje proces, u kterého je @) fad
ostfe mensi, nez R rad.
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Priklad. Uvazujme iteracni proces T': R — R, ktery generuje jedinou po-
sloupnost {u} definovanou predpisem

2P k — sudé
L S (1.42)
ozp) pro k — liché,
kde0<a<lal<g<np.
1
Ziejmé plati Ry{ur} = limsupk_)ooH(ozg)pk — 0]|»F = a1, kde 0 < ar < 1.

Odtud, vzhledem k vété 1.4.1, je

Qr(T,0) = (1.43)
Spocitame dale
@ a2\ o
g1 — O _ W = <2—,’,’> — 0 pro k liché,
[k — 0] ((’;))’:i1 — 2qu =5 B pro k sudé.

Zrejmé tedy Q,(1,0) = oo, a proto Qu(1,0) < g

Prestoze R a @) tady popisuji chovani procest pro dostatecné velkd k, je
mozné nahlédnout na jejich rozdily a vlastnosti pii zobrazeni konecného po-
¢tu prvki posloupnosti (1.42).

0sr

08f

07r

0BF

P y . ! !
TR ety
¢t .

04F ,*

03F

02r

o1F

+e
+ i
. vy,

o=099,4=101 p=1 04

0=099,¢=101 p=1 08

0ar

03F

n2r

o1p

0sr

nar

07r

06F

+ e=0.99,1.1 p=1.11

* ee099,g=1+1070 p=1 11

70

a0

100

Obrazek 1.4: Obrazek 1.5:

Na obrazku 1.4 je vidét, Ze zvySeni hodnoty p, ktera podle (1.43) znamen4

zvyseni R Tadu, zptlsobilo zrychleni konvergence. Da se Tici, ze R tad vyja-
dfuje celkovou rychlost zmensovani chyby.
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Naproti tomu ) tad vyjadiuje zavislost chyby iterace na iteraci pfedchozi.
Obréazek 1.5 tuto situaci vystihuje, zaroven je mozné dojit ke stejnému za-
véru z definice ) Tadd posloupnosti, kde v prislusné limité vystupuje pomeér
nasledujici iterace k mocniné iterace pfedchozi.

Na zavér je zde uvedeno vhodné kritérium, na urcovani rada.

Véta 1.5.3. Necht'I' je iteracni proces s pevnym bodem u*. Predpoklddejme,
Ze existuje p € I a konstanta 3 takovd, Ze pro vsechny posloupnosti {uy} €
C(T,u") plati

laers =t < Bllwx — |7 = ko, (1.44)

kde ko zdvisi na {ug}. Pak
OrlT.0") = QoI ") = p. (1.45)

Jestlize navic existuje konstanta o > 0 a posloupnost {uy} € C(T,u*) takovd,
Ze plati
|lugrr — u*|| > al|lue —u*||P >0 VEk > ko, (1.46)

pak Qo(T,u*) < Qr(T,u*) < p. Odtud také plyne, Ze pokud (1.44) a (1.46)
plati soucasné, pak se oba rady rovnaji cislu p.

Diikaz. Pokud Jko : ug, = u*, pak by muselo vzhledem k (1.44) platit u, = u*
pro Vk > ko. Proto by Qp{ux} = 0.
Necht u, # u* Vk, pak Wﬁf*li_“” < B, tedy i Qu(T,u*) € (0,8). Proto

—ur||P
vzhledem k vété 1.4.2 dostéwékme ”(1.45).
Pfepokladejme, Ze (1.46) plati pro néjakou posloupnost {ug} € C(T,u*), pak
plati
& = ||Uk — ’LL*H >0 Vk> ko.

Z (1.46) také dostavame, ze

bpk—ko ph—kotl
Epp1 > o TPEHP ko , p> 1Yk > ko

k—ko+1 _k—ko+1
0

€k+1ZOZ € , p=1 k>k0.

Necht je nyni p = 1, pak

Rifu} > lim (" Fo et e = agy, > 0.

Necht p > 1, pak podobné jako v dikazu véty (1.5.2) plati

1 1 1 -

. == . N 7
e p k+1 k ko+1
R{uy} = limsupef | > limsup(a?™™ » rotter ™)
k—o0 k—oo

3 1
> lim (min(1,a#)ef,") = min(l, a1 )e” > 0.
k—oo 0 0
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Protoze pro p > 1ip = 1 plati R{ur} > 0, je i R,(T,u*) > 0, a tedy

Aplikujeme-li vétu 1.5.3 na posledni pfiklad, pak se nam zfejmé podaii
najit

a tim splnit podminku (1.46). Takové a’ je rovno

k+1 q P
. S\ ar
min — i
ar 3

1.6 Rychlost konvergence pri zméné normy

k+1

Na zacatku predchoziho paragrafu jsme uvedli, Ze normu, se kterou budeme
pracovat, mame pevné zvolenou. Tim jsme se vyhnuli ivaham o tom, jestli
definované charakteristiky iteracnich procestt budou mit stejnou hodnotu i
pfl zméné normy.

V této c¢asti ukdzeme, Ze pro ekvivalentni normy maji Q, respektive R rady
stejnou hodnotu a také, ze Q-faktory posloupnosti se obecné v riiznych nor-
mach nerovnaji.

Véta 1.6.1. Necht {uy} C U je konvergentni posloupnost s limitou u*. Pak
pro libovolné p € (1,00) je Ry{w} nezdvisly na volbé normy v U.

Diikaz. Uvazujme ekvivalentni normy |-|| a ||-||'. Nechf tedy existuji kon-
stanty co > ¢; > 0, takové Ze

caflul < flull < cfjul (1.47)
Pak pro p = 1 dostavame
. * 1 . w1’ 1
Ri{up}y = limsup(|lugp — u*||)* < limsup(co|jur — u*| )*
—00 k—oo

, 1
< limsup [Jue — u*||"* = Ri{ue}yy-

k—oo

Podobné se ukaze

Rl{uk}||~|| > Rl{uk}”.”’
a tedy, ze pro p = 1 plati tvrzeni véty. Déle pro p > 1 je postup dikazu
témér stejny. O
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Disledkem predchozi véty je, ze R faktory a R tady iterac¢nich procest
zachovavaji hodnotu pii ekvivalentnich normach.

Priklad. V R? uvazujme posloupnost

pro k — liché,

U =

_= o= O N

pro k — sudé,

a soucasné dvé normy
]| oo := i

=12
a
1
P
Jully = <Z|ui|p> .
i=1,2
Ziejmé u* = <8> a pro Q{ug}... dostdvime
@ 1
ur1 — ' floo (3%)@ =3 pro k — liché
T — e Y@ ,
e — u*f|oo e = 5 pro k —sudé,
3
tedy Q1{us}.. = 2. Déle pro Q {u}y., plati
() RN, c 1
s —wlle _ ) iy =% pro. bl
" 1\2k+2 1/2 i
e — w2 GGy 0) 7 _ 2 pro k — sudé,

tedy Q1{ue}, = ?

Odud je vidét, Ze analogie véty 1.6.1 se ndm pro @ faktory posloupnosti
nepovede dokazat. Lze ale ukézat nasledujici.

Véta 1.6.2. Uvazuyme Q,(T, u*), pak relace Q,(T,u*) =0 0 < Q,(T,u*) <
o0 a Qp(T,u*) = 0o jsou zachovdny v ekvivalentnich normach.

Diikaz. Uvazujme dvé ekvivalentni normy s vlastnosti (1.47) a posloupnost
{ug} konvergujici k u*.
Pokud u; = u* pro nejaké k, pak Q,{ur} = 0, nebo Q,{ux} = oo v libovolné
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normeé. Necht tedy u; # u*  Vk.
Plati

, [k — v
ug by = lilmsup —m———
QP{ k}” Il k—>oop ||Ulc _ u*”p

. Collup —ut] e
< limsup ] T ng{uk}”,”/ (1.48)

k—oo

Podobné se ukdze Qp{us} ) < %Qp{uk}”.”.

1. Pokud Qu(T,u*)j = 0, pak V{u*} € C(T,u*) je Qp{ur}y = 0. Proto
Qpluntyy =0, a tedy Qp(T',u")yy = 0.
2. Jestlize 0 < Qu(T,u*)j < oo, pak existuje {ux} € C(T,u*) takova, Ze

Qp{ur by > 0, proto Qp{ukt . >0, atedy Qp(T,u*) > 0.
Zérovei existuje ¢islo K takové, ze Qp{ur }y| < K proV{ux} € C(T,u*).

Odtud je Qp{ux ) < %K pro V{ug} € C(T,u*),atedy Qp(T,u*)) )y <
0.

3. Necht Q,(T,u*)), = oo, pak pro libovolné ¢islo K existuje posloupnost
{ur} € C(T,u*) takova, Ze Qp{uw}y| > 9K, Ziejmé pak z (1.48) plati

Cc2

‘A &
—Qplutyy 2 Qpluyy > K,
2 Co

tedy Qp{Uk}””/ > K, a tedy QP(T7 ’LL*)””/ = Q.
0

Dusledek 1. Z predchozi véty vyplyva, 7e ) Ffady iterac¢nich procesi jsou
zachovany v ekvivalentnich norméch.
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Kapitola 2

Newtonowa metoda

2.1 Diferencialni pocCet pro nelinearni opera-
tory

V celé této kapitole se budeme vénovat Newtnove metodé v Banachovych
prostorech.

K tomu 0celu jsou v této Gvodni ¢asti sepsany definice a jejich vlastnosti, na
které se v dalgim textu odkazuji. Vétsina dikazli zde uvedena neni, ale vidy
je odkazano na pfislusnou literaturu.

Necht F' je operator mezi Banachovymi prostory U a V, a necht L(U,V)
oznacuje mnozinu vsech ohranic¢enych linedrnich operéatorti z U do V.

Definice. Nechf X je oteviend podmnoZina v U. Rekneme, 7e F je diferen-
covatelny v Fréchetové smyslu v bod€ ug, jestlize existuje ohraniceny linearni
operator A € L(U,V) tak, ze

Fug+ h) — F(ug) = Auh + o(||R]]) h—0.
Pak A,, se nazyva F-derivace, resp. silna derivace v bodé .

Definice. Necht X je oteviend podmnozina v U. Operator F' se nazyva dife-
rencovatelny v Gateauxové smyslu v bodé ug € X, jestlize existuje ohranic¢eny
linearni operator A € L(U, V) tak, Ze
. Flug+th) — F(u

L Fluo o+ th) — F(u)

t—0

=Ah VheV,|h||=1.

Pak A se nazyvi Gateauxovou resp. slabou derivaci F' v uyg.

Plati, 7e pokud operdtor F' mé silnou derivaci v ug, pak mé i slabou
derivaci v tomto bodé. Opak obecné neplati, aby tomu tak bylo, musi byt
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slabé derivace v ug spojita v u.
Oznacme I = (ug, uo + Au) := {Aug + (1 — A)(uo + Au)|A € [0, 1]} Gsecku v
U.

Véta 2.1.1. Necht X C U je oteviend mnozina. Necht plati [ = (uo, uo+ Au)
alF:U—V ma G-derivaci Vu € I. Pak plati

1#(uo) = F(uo + Au)|| < Oiugl{HF/(uO +vAu)|[[[Aul}.

Diikaz. Dikaz je uveden v [8, strany 519- 520]. O

Necht je nyni U redlna osa a V' Banachiv prostor. Pak ' : U — V se
nazyva abstraktni funkce.
Je-li I definovéna na intervalu (a,b), pak definujme integral F' pres {(a,b)

nasledovné
n—1

b
/ F(t)dt .= (lsii% F(&) (k1 — te),
a k=0

kde
a=ty<t1 < <tp1<t,=b €€ (te, tryr)

ad= manzl...n_1|tk+1 — tk|.

Zobecnime-li ivahy pro funkce nabyvajici skalarnich hodnot, ukazuje se, ze
integral z abstraktni funkce existuje a Ze méa podobné vlastnosti jako Riema-
ntv integral. Napfiklad plati nerovnost

|| / F(t)dt] < / |F (). (2.1)

Necht jsou U,V Banachovy prostory a necht BCpyy znadl mnoZinu vsech
spojitych ohranic¢enych zobrazeni z U do V.

Uvazujme tsecku I = (ug,up + Auy C U a F : I C U — BCyy, pak pro
peviné Au je F(uy + tAu)Awu abstraktni funkei z [0,1] do V. Mizeme tedy
definovat integral abstraktni funkce pfes Gsecku. Proto

uo+Au 1
/ Fu)du = / Fuo + tAu)Audt.
U 0

0
Véta 2.1.2 (Newton-Leibnitz). Méjme F : U — V a I = (up,uo + Au)
a necht F'(u) existuje na I a je spojitd vzhledem k u. Pak ziejmé F'(u) €
L(U,V)C BCyy tan. F' : I — BCpy.
A plati
uwo+Au
/ F (w)du = F(uo + Au) — F(uo).

0
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Diikaz. Dikaz lze najit v [8, strany 524-525]. O
Daéle uZijeme nasledujici vétu.

Véta 2.1.3 (Véta o poruchach).

Necht U a W jsou normované prostory, z nichZ alespori jeden je Banachiiv.
Necht A € L(V,W) md ohranicenou inverz, tedy necht |A™Y| < a. Jestlize
|A—B|| <8 apa<l, pak B je bijekce a plati

a
1—apf’
Dikaz. Dikaz lze najit v [12, strana 45]. M

A7 <

(2.2)

2.2 Newtonova metoda

V této ¢asti se budeme vénovat Newtonové metodé pro hledani feseni ope-
ratorové rovnice

F(u) = 0. (2.3)

Je zde uvedena véta o lokdlni konvergenci spolu s Kantorovi¢ovou vétou,
kterd mé vyznam zejména pro dalsi rozbor.

Motivace pro vznik Newtonovy metody

Uvazujme dostatené hladké zobrazeni F(x) : R — R”, se soufadnicemi
F(x) = (fi(x)). Jednim ze zptisobd, jak odvodit pfedpis pro Newtonovu
metodu, je geometricky néhled na hledani kofene rovnice F'(z) = 0 pomoci
teénych nadrovin!. My viak vyuZijeme rozvoje Taylorova polynomu funkci
fi(x) v okoli bodu ¢, ktery je dostatecné blizko jejiho kofene z*.
Oznacujme x(;), i tou soufadnici vektoru . Necht je

¥ =20+ €o, (2.4)
pak
_ dfi(xo) d fi(xo)
f,(l’o + 80) = f,(l’o) + 81’(1) €o(1) + + 81’(“) 50(n) +

ITento nahled je pro funkci jedné proménné znam a je zobrazen na obrizku 3.1 v
posledni kapitole. Mame-li zobrazeni v R™, pak za nésledujici aproximaci volime prinik
te¢nych nadrovin funkci z = f; a nadroviny z = 0.
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a tedy

dfi(xo) dfi(xo)
dr e €oy + -+ D on €o(n)>

0= fi(xo +€0) = fixo) +

v maticovém zapisu pak
0~ F(l’o) + F/ (l’o)éfo,
kde I(x,) je Jacobiho matice standardné definovand

(F @0)is = 5@,

Za predpokladu, %e v potiebngch bodech je F' () regularni, Ize £y odhadnout
pomoci

Eg ~ —[F ($0>]_1F(l’0>,
7 (2.4) dostévame, Ze 21 = wo— [ (20)] ™" F(wo) je bod, ktery je bliz ke kofenu
x*. Opakovanim postupu pak dostaneme pfedpis pro Newonovu metodu

Tnp1 = Tn — [F (20)] " F (2,). (2.5)

Dale zobecnime tuto metodu pro operatorové rovnice a najdeme podminky;,
za kterych uvedena metoda konverguje.

Newtonova metoda pro operatory

Definice 17. Necht F' : U — V je operator mezi Banachovymi prostory
U,V , diferencovatelny ve Fréchetové smyslu a necht wg € U. Pak iteracni
proces

U1 =ty — [F ()] 7" F (), (2.6)
se nazyva Newtonova metoda a {u,} se nazyva Newtonova posloupnost.
Nasledujici véta zarucuje lokalni konvergenci Newtonovy metody v okoli

feSeni rovnice F'(x) = 0. Toto je ale soucasné jeji nedostatek, protoze pred-
poklady zavisi na kofenu, ktery neznéme.

Véta 2.2.1 (Véta o lokalni konvergenci).

Necht u* je koven rovnice (2.3) a necht [ (u)]™' ewistuje na okoli N(u*)
a v u* je spojity linedrni operdtor z V. do U. Predpoklidejme, %e F'(u) je
lipschitzovsky spojitd v u*, tedy

|F ()= F @)l < Llu—vl, Yuoe N(u), (2.7)
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kde L > 0 konstanta. Pak existuje § > 0 takové, Ze pro ug spliujict ||ug —
u*|| < 6 je Newtonova posloupnost definovdna a konverguje k u*. Zdroven
pro néjakou konstantu M plati

lemer — 0l < Ml — | (2.8)

’ (Mo)?
Lt < L 2.9
o~ < 50 (2.9)

Diikaz. Definici N (u*) uvedeme pozdéji.
Oznacme ¢y = SUP,en(yr [F'(u)]~Y| < oo. Definujme

T(u) =u— [F (w)]"'F(u), Yue N(u"). (2.10)

Z F(u*) = 0 dostaneme, Ze u* je pevnym bodem T’ (u), odtud pro u € N(u*)
mame

/

T(u) = T(W") =w—[F ()] Fu) —u*
= [F ()™ F () (u — ) = [F' ()] " F(w)
= [F' ()] (F(u') = Fu) = F(u)(u —u")).

Podle véty 2.1.2 a z definice abstraktni funkce je predchozi rovno
1
[F’(u)]—l(/ F (w4 t(u* — w)(u* —w)dt — F' (u)(u— u*)) (2.11)
0
1
— [F ()] / F (4t — ) — F' ()] de(u— ).
0

Podle nerovnosti (2.1) pro normu vektoru ||7'(u) — T'(u*)|| plati

1

WVO—TWUHSMF@MAHAHUWU+KW—UD—F@MHﬁM—UW,
(2.12)

odtud z podminky (2.7) dostaneme, %e pfedchozi je mensi nebo rovno

1
1F @ / Lt tu — tu — ul deffu— |
, 1
— IF @] / Lt — | deflu — '],
odtud pak vzhledem k ||[F" (u)] 7| < co méme
C()L

1T () = Tl < <l —w]” (2.13)
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Uvazujme kouli B = B(u*,d < %) C N(u*), pak Vu € B je G lu—u*| < 1,
a tedy vzhledem k (2.13) je zobrazeni T" kontrakci na B.
Proto na zakladé Banachovy véty o pevném bodé 1.3.2 mé& T jediny pevny
bod v ||lu — u*|| < ¢ a Newtonova posloupnost {u,} konverguje k u* pro
vsechny uy € B.
Oznacime-li M = %, pak pro odhad chyby v kouli B z (2.13) plati (2.8),
tedy

lthnsr — ] < M — o]

Induci pak
Ml 1=t < MPJup—2 > < MPM? [ty —u*[[* < oo < MP fJug—u*[|*

tedy
My — || < (Mlluo — u*[[)™,

a to dokazuje nerovnost (2.9). O

Dusledek 2.
Uvazujme operator T' z predchozi véty, pak vzhledem k (2.8) podle 1.5.3,
plati Qr(T,u%) > Qq(T,u*) > 2

Jak bylo uvedeno vyse, nedostatky predchozi véty odstranuje Kantorovi-
¢ova véta, jejichz predpoklady nezéavisi na u*.

Véta 2.2.2 (Kantorovic). Predpoklidejme, Ze operdtor F' : D(IF) CV — U
je diferencovatelny na oteviené konvezni mnoziné D(F) a Ze je zde lipschit-
zouvsky spojity, tzn.

|F'(u) — F' (v)|| < Llju—v|, Yu,ve D(F). (2.14)

Navic pro néjaké uo € D(F) predpoklddejme, %e [I (uo)]™" existuje a je spo-

jity operdtor z V do U takovy, 2e h = BLa < 1 pro a > ||[F (u)]7']|| a
B2 [F ()] F(uo)].

Oznacme

11— (1-2n)'? e L (1 —2h)'/2
B al ’ B al '
Predpoklddejme, Ze S := {ul|lu—wo|| < t*} C D(F). Pak Newtonova posloup-
nost {u,} utvorend podle (2.6) je dobie definovand, lezi v S a konverquje k
reseni u* € S. Toto TeSend je jedin€ v D(F) N{ul|||w —uo|| < t**}. Navic, je-li
h < %, pak posloupnost konverguje kvadraticky.

t*

(2.15)

Kompletni ditkaz Kantorovicovy véty lze najit v [1]. Zde je ukdzdna pouze

existence v kouli B(ug,t*) € D(F') a pro prehlednost je uzito nésledujicich
tii lemat.
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Lemma 2.2.3. Necht {v.} je posloupnost v U a necht ty, je posloupnost
redlnych nezapornych cisel takovych, Ze

||Uk+1 — Uk” S tk+1 — tk k= 0, 1, 2, e (2.16)

atly —t* < 0.
Pak existuje v* € U takove, Ze vy — v* a

o — ol <t' —t k=12,... (2.17)
Posloupnost {t;} se nazjvd majoranta posloupnosti {vy}.

Diikaz. Ziejmé z (2.16) je t; neklesajici posloupnost. Plati
[vetp — Vel = [[ktp = Vkap-1 + Vkip-1+ -+ = Ve + Ve — v (2.18)

r r
< vakﬂ' — Uizt < Z(thrz’ — thtio1) = tipp — L
=1 =1

Odtud dostavame, Ze vy, je cauchyovska, tedy konverguje ke své limité a (2.17)
vyplyva z platnosti (2.18) pro libovolné p. O

Necht pro nasledujici dve lemata plati predpoklady Kantorovicovy véty.

Lemma 2.2.4. Uvazujme u € Q = {ul|u—uo| < L }ND(F), pak [F (u)]™!
existuje pro vSechna u € V a plati

o

I @ < { oo (2.19)
Zdrover pokud v a T (u) :=u — [F'(u)] 7' F'(u) ndlei do Q, pak
1 Lllu—-T 2
T T < Grm (2.20)

Diikaz. Ziejmé pro Vu € Q) plati
7 7 1
17 () = 17 (o)l < Lfju — uol| < —.

Odtud, vzhledem k vét& o poruchéch 2.1.3, dostaneme, Ze [£ (u)]~! existuje
pro Yu € V a plati (2.19).
Déle uvazujme normu

/

17T (w) = T = T(u) = ()] F(T(w) =T, (221)
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to vzhledem k (2.19) je mensi nebo rovno nez

8%
I aLluo— T(w)]

17T (),

a protoze I'(u) — F'(u)(T(u) — u) = 0, dostavame

« ’

I < T a7 ) )= F (T (=),
(2.22)

I7(T(w) =T (u)

Podobné jako v (2.11) a (2.12) bude platit
| F(w) = F(v) = F'(w = v)| < ||/0 [ (tw + (1 =)o) = F' (o)) (w — v)dt|

1
< ||w—v||/ L||(tw + (1 — t)v) — v||dt
0

L
< Zw — w2
5 lw =l

Odtud a z (2.22) dostaneme (2.20). O

Lemma 2.2.5. Newtonova posloupnost {ug} je dobre definovand a je majo-
rizovand posloupnosti

()i — bk +
OéLtk —1

terr = tp — k=0,1,... t,=0. (2.23)

Navic {ty} monotiné konverquje k t*, které je definované v (2.15).
Diikaz. Je vidét, Ze {tx} je Newtonova posloupnost pro polynom (%)ti —
tr + [ s kofeny t* a t** a pocatecni aproximaci tg = 0. Pro h < % jsou
t* a t** rizné a tedy podle Fourierovych podminek, uvedenych naptiklad
v [6][ strana 35] konverguje {¢} monoténé a () fad konvergence je vétsi nebo
roven dvéma. Poznamenejme, 7e Fourierovy podminky lze odvodit nezévisle
na predchozim a ze v piipadé h = % bude {t;} konvergovat také, ale rychlost
konvergence bude pomalejsi.
Déale budeme pokracovat indukci.

Pro k =1, podobné jako v (2.21), dostavame

lur = woll = I1[F" (1))~ F (uo) |

a to je podle pfedpokladid mensi nebo rovno g, které se z (2.23) rovna ¢;.
Celkové tedy ||ug — uol| < €1 — to < t* a odtud u; € S.
Predpoklddejme, Ze wug ... u, existuje, ndleZi do S a |ju; — wi_1|| < t; — t;iq
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proi=1,2...k.
Ziejmeé S C Q) a tedy podle véty 2.2.4 pro k + 1 plati

1 alfup—y — T'(ue-1)|?
_ = [|T(T(up—1)) — T(up—1)|| < =
trerr = il = 7T (uge-1)) (we)l| < 21— aLllue — T (up—1)||

< LaL(ty — te1)® _ Lalti —t, +p
—2 1-—alt 21— all

= tr11 — k.

Vzhledem k véte 2.2.5 je {{x} majorantou posloupnosti {uy}, jejiz limita je
u* e S 1

Diikaz Kantorovicovy véty.

Diikaz. Lemmata 2.2.3 a 2.2.5 ukazuji, Ze existuje u* € S takové, ze up — u*.
Ukézeme, Ze je i feSenim (2.3).
Ze vztahu

/ /

Flug) = F (ug)ugin — F (ug)ug,

dostavame

1 Cu) | = 1F () (e — )| < [I1F (o) |+ 15" (o) — F (i) etk — |
< 11E (wo) | + Ltk — -

Vzhledem k tomu, %e je posloupnost {u,} cauchyovskd a operator F'(uo)
ohraniceny dostédvame, ze I'(u*) = 0.

Z rychlosti konvergence {tx} a z (2.17) plyne, Ze {u,} konverguje alespori
kvadraticky pro h < % O

Zéavérem shriujeme, ze predchozi véta tvrdi, Ze za predpokladi kladenych
na operéator F'(u) bude Newtonova metoda konvergovat jednoznacné v kouli
B(ug, t*) a u* je jediny kofen F' v kouli B(ug, t**).

2.3 Aplikace Newtonovy metody

Newtonova metoda nebo jeji modifikace nachéazeji uplatnéni pfi feseni velké
gkaly problémi, ve kterych je zapotfebi najit kofen operatorovych rovnic.
Jak je vidét na nasledujicim obecném postupu, v prostoru R” lze pribéh
vypoctu jednotlivych iteraci do znacné miry zjednodusit.

Uvazujme Newtonovu metodu pro zobrazeni F' z motivacni ¢asti, tedy

Tnp1 = Tn — [F (20)] " F (2,). (2.24)
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P¥edpokladdme, Ze [F'(1,)]~! existuje pro x,. Zaroveti vzhledem k tomu,
ve F'(x,) lze v R™ vyjadiit jako matici, miizeme pro kazdy krok prevést
rovnici (2.24) na systém linearnich rovnic

F (2n)0nt1 = —F(x,), kde 641 =Tnp1 — xn. (2.25)
Vektor 0,11 se nazyva Newtontiv krok.

Analogii tohoto postupu nyni uZijeme na nasledujicim piikladé TeSeni neli-
nearnich integralnich rovnic.

Nelinearni integralni rovnice

Necht u e U = C[0,1] a k € C([0, 1] x [0.1] X R) je funkce, spojita v posledni
proménné.
Uvazujme integralni rovnici

u(t):/o k(t,s,u(s))ds (2.26)

F(u(t)) :=u(t) — /0 k(t,s,u(s))ds, (2.27)
rovnici (2.26) lze pTfepsat ve tvaru
F(u(t)) = 0.

Abychom mohli uZit Newtonovy metody, je zapotiebi urcit F' : U x U — U.
Proto

F (o, 0)(0) = Jim = [F(u+ ho) (1) — F () (1))

= lim l[u(t) — ho(t) — u(t) — /0 [k(t,s,u(s) + hv(s)) — k(t, s, u(s))]ds]

h—0 R
ot — }Lii% 0 [k(t, s, u(s) + h;;fz; — k(t, S’U(S»v(s)]ds
=v(t) —/0 Wu(s)ds.

Odtud, podobé¢ jako v (2.25) dostaneme

/

F (Un>6n+1 = —F(Un>, 6n+1 = Upt+1 — Unp,
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tedy

Soin _/0 W%H(s)ds = —u,(t) —|—/0 k(t,s,un(s))ds.

Pii kazdé iteraci fesime linedrni integralni rovnici, konkrétné jde o Fredhol-
movu integralni rovnici prvniho typu.

Metoda strelby

Newtonova metoda miize byt uzita i pro feseni okrajovych tloh diferencidl-
nich rovnic. Uvazujme problém

Y =fty.y), kde yla)=a, yb) =4 (2.28)

a funkce f : {a,b) x R x R — R je spojitd a spojité diferencovatelnd na
intervalu {(a, b).
Tento systém lze Tesit uzitim metody stfelby. K tomuto Gc¢elu uvazujme po-
¢atecni problém

y' =ftyy), ya=a y)=s, (2.29)

kde s je parametr. Hledejme Teseni, které je funkci parametru s, tedy y(t) =

y(t,s). ?
K vyfteseni problému (2.28) je potieba najit takové s*, aby platilo y(b, s*) = £.
Tedy najit kofen rovnice

0= F(s) :==y(bs) — .
Uzijeme-li Newtonovu metodu dostaneme

Sutt = 80— [ (s2)] 7 F (s0)
F (82)0n41 = F(sn), kde 6ni1 = Sny1— sn. (2.30)
V pfedchozi rovnici mfiZe vzniknout problém s uréovanim F'(s), ktery lze

vytesit aproximaci derivace pomoci diferenci. Tedy

F(s) ~ Aiis) _ F(S+A§i_F(S>-

v b4 v z / velZ v e : 2 v Y z : 27 z :
Pripadné urdenim [ (s) uzitim véty o zavislosti feseni diferencidlnich rovnic
Ay(t,s)

Os

na parametru, podle které lze najit jako reseni piislusné variac¢ni tilohy.

2Pro nékteré okrajové tlohy miize byt obtizné nalézt predpis pro funkci y(t, s). Pro
uziti metody stfelby vSak stadi znat hodnoty y(¢, s) pro konkrétni hodnoty s, které ziskdme
vyfeSenim pocatecniho problému (2.29).
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Vice lze najit v [4][strany 519 - 528].

Na obrazku 2.1 je znazornéna metoda
stfelby, kde funkcional F'(s) vyjadiuje chybu
'zadsahu’ hodnoty .

Obrazek 2.1:
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Kapitola 3

Implementace Newtonovy
metody

3.1 Zakladni algoritmus

V této kapitole se budeme zabyvat zplisoby implementace Newtnovy metody
v prostoru R”.
Tedy metody

/

Tpy1 = Tp — F (2,) 7 Fx,). (3.1)
Jednotlivé iterace lze vypocitat pomoci nasledujiciho postupu

1. Vyhodnotit F(x,) a otestovat, zda je dosazeno pozadované presnosti.

2. Vyfesit rovnici
F(xp)0n41 = —F(x,). (3.2)

3. Zkonstruovat nasledujici iteraci.
Vzhledem k tomu, Ze vypocetné nejnarocnéjsi je nalezeni Newtonova kroku,
jednotlivé pristupy se lisi zejména v této ¢asti. Vsechny vsak fesi nasledujici
problémy.

Nalezeni pocatecni aproximace.

Z druhé kapitoly vyplyva, Ze konvergenci Newtonovy metody lze lokélné
zarucit, jestlize plati

1. Rovnice F(x) = 0 mé feseni v x*.

2. F'(z) je regularni matice v okoli ||z — 2*|| < 0.
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3. F': U C R* — L(R™ R") je lipchitzovsky spojita.

P¥i volbé pocatecni aproximace jsme tedy omezeni na okoli ||x — z*| < 4,
které miize byt obtizné urcit.

Na nasledujicim ptikladeé je vidét, co se stane, zvolime li poc¢atecni aproximaci
libovolné.

Ptiklad. Uvazujme funkei f(z) := x'/® a volme pocateéni aproximaci zy =
10. Pak Newtontiv krok mé délku
101/3
61 =1 — Tg = 10 — W = —20. (33)
Zrejmée se daldi iterace nepomérné vzdali od kofene, prestoze smér kroku je
spravny.

Uvazme, ze misto kroku délky s urceného v (3.3) uzijeme krok stejného
smeéru, ale potifebné kratsi, aby se priblizil ke kofenu F. Metody, které timto
zplsobem upravuji krok jsou tzv. line search metody, jelikoz hledame iteraci
na piimee [z, x, + s].

Pro dalgi Gcely definujme Newtontiv smér d predpisem

d=—F(x,)F(x,). (3.4)

Konkrétni metodou je napiiklad tzv. Armijovo pravidlo, pfi kterém se v
prvnim kroku uréi Newtoniv smér d a poté nejmensi prirozené ¢islo m =
0,1..., takové, ze plati

1 (z + 27 d)|| < (1= a27") | F () - (3.5)

Nasledné za Newtonlv krok zvolime vektor s = 27"d. Konstanta « je para-
metrizaci podminky (3.5) a standardné se voli 107,

Ukoncdeni iterace.

Na zakladée véty 2.2.1 o lokdlni konvergenci, lze odhadnout chybu iterace vy-
razem (2.9). Pfesnost takového odhadu je zavisla na volbé poloméru 4, a tedy
klade naroky na pfibliznou znalost hodnoty kofene.

Vyhodnéjsi zptisob ukoncovani iterace, zalozeny na heuristickych metodach,
je ukondit iteraci pfi splnéni podminky

IE @) < xr [ F(20) | + Xa, (3.6)

kde v, je parametr relativni chyby a v, je parametr chyby absolutni. Uvazime-
li pfipad, kdy je pocatecni iterace blizko kotene x*, pak volbou y, = 0 je
téméf nemozné splnit podminku 3.6. Proto je vhodné nevynechévat abso-
lutni chybu.
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3.2 Zpusoby hledani Newtonova kroku

Newtontv krok lze urcit riznymi zplisoby, nejjednodussi pro implementaci
je pfimo pomoci Jacobiho matice. Tento vypocet, i pfes vyhody stability,
je naro¢ny na pamétové prostiedky a vykon pocitace, kdy pfi kazdé iteraci
vyhodnocujeme Jacobiho matici, pfipadné ji aproximujeme pomoci diferenci.
Nasledné je nutné vytesit systém linearnich rovnic k uréeni Newtonova sméru.

vvvvv z

Pro slozitéjsi problémy mizeme pouzit méné narocné algoritmy.
Modifikovana Newtonova metoda.

Jednim ze zptsobt jak urcit Newtontv krok, je urcit Jacobiho matici v po-
¢atecni iteraci xg a uzit tento vysledek i pro dalsi iterace. Za predpokladu,
7e pocateini aproximace je dostatecné blizko kofenu z*, bude ) fad této
metody roven jedné.

Broydens method

Tato metoda vedle iteraci posloupnosti {x,} vytvaii i iteraci Jacobiho ma-
tic B,.
Jejl tvar je

Tyl = Tn — M By F(2,),

kde A, je Gpravou délky kroku pro smér
d, = —B; F(x,).
Déle se pak urdi iterace Jacobiho matice

(y - BnS>ST

BnJrl = Bn "
S*S

kde y = F(xpy1) — F(xn) a s = Tpy1 — 2 = Aud.

Jestlize existuje 05 > 0 takové, Ze || Bo — I (x*)|| < dp a zaroveti jsou splnény
predpoklady lokalni konvergence, pak je posloupnost {x,} dobfe definovani
a plati

N T el

lim = (.
n—oo ||x, — x|

Newtonova-Krylova metoda

Tato metoda patfi do skupiny tzv. neexaktnich metod, které vypocet Jaco-
biho matice obchéazeji a za Newtontiv krok uziji vektor spliujici podminku

1E" ()5 + F )| < nllF ()l (3.7)

38



kde parametr 1 urcuje rychlost konvergence a zarovei slozitost viypoctu. Pod-
minka (3.7) je ovéfovana na zdkladé urceni pfiblizné hodnoty soudinu

F(x,)s. (3.8)

Piikladem neexaktni metody je naptiklad Newton Krylova metoda, ktera
fesi 3.8 na zékladé Krylovych metod pro feseni linedrnich rovnic. Vice lze
najit v [7][strany 27-50].

3.3 Implementace Newtonovy metody

Ukolem této ¢asti je, v programu Matlab, vytvorit zdrojovy kéd algoritmu,
ktery bude uzivat Newtonovu metodu pro hledani kotene funkci n promé-
nych.

Navrh algoritmu

NEWTON(Xy, F, x», Xa)

Vyhodnotit F(x) a x| F(z)] + xoa — X

Pokud || F(z,)|| > x, pak
1. Urd F'(2).
2. Vyie§ I'(x)d = — F(x) pomoci Gausovy eliminace.
3. Najdi Newtontiv krok uzitim Armijova pravidla.
4. Ur¢i nasledujici iteraci.

Konec pokud.

Casti vypoctu

Jacobiho matice F'(z) je uréena pomoci diferenci. Toto Te§eni je vhodné i
pro problémy, kde neni explicitné urcena funkce f.

Gausova eliminace pro nalezeni Newtonova sméru je fesena uzitim rozkladu
Jacobiho matice J na horni a dolni trojihelnikovou matici L a U a fesenim
systému

Ly = —F(x)
Ud=xz, kde LU= (3.9)

Vyhodou tohoto postupu je usetfeni poc¢tu operaci, kdy k rozkladu je zapo-
trebi 22 + O(N?) operaci a k vyfeSeni rovnic N? + O(N?).

Ne vzdy je rozklad na trojihelnikové matice mozny, pak lze matici J rozlozit
na J = PLU, kde P je tzv. pertrubac¢ni matice.

Rozklad je v algoritmu fesen pomoci ptikazu [L, U] = lu(.J), implementova-
ného v Matlabu, kdy pfipadnd pertrubacni matice je obsazena v matici L.
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Vice o rozkladech matic lze najit v [6][strany 77-93].

Zdrojovy kod funkce Newton

function [reseni,hist]=newton(x,f,chyba,par);

o

% Ur&i koten funkce F s po&atedni aproximaci x.

o

% Jacobiho matice J je urdovana pomoci diferenci a
% systém nelinearnich rovnic pro urdeni Newtonova

% sm&ru je tfeSen rozkladem J na L,U matice.

% P¥i urlovani Newtonova kroku je uZito Line search
% metody - Armijo rule.

t

#Vstupni parametry

yA feSeni...aproximace kofene

pA hist..... historie iteraci

t

#Vystupni parametry

%  POVINNE

yA x...Vektor polatelni aproximace

pA f.. .Funkce

%  NEPOVINE

yA chyba...Vektor toleranci chyby

yA chyba(l)...absolutni chyba-implicitné=1.d-6
yA chyba(2)...relativni chyba-implicitne=1.d-6
yA par...Vektor parametr

yA par(1l).. .maximdlni podet iteraci implicitné&=10
yA par(2)...parametr alfa p¥i Armijo rule

yA implicitné=1.d-4

yA par(3)...Maximdlni polet iteraci Armijo rule.
yA implicitn&=10

% Inicializace Y%

if nargin==
chyba=[1.4-6,1.4-6];
par=[10,1.4-4,10];
end;

if nargin==
par=[10,1.4-4,10];
end;

n=length(x);
iterace=0;
maxiter=par(1);
h=eye(n)*1.d-7;
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if nargout==2
hist=[];
end;

if size(x,1)==
X=x.";
end;

% Kontrola vstupnich parametrij

if maxiter <=0
error (’Chyba : Podet iteraci musi byt v&t3i jak 0.°)
end;

if length(chyba)~“=2
error (’Chyba : Vektor chyb, musi obsahovat dve hodnoty.’)
end;

if length(par)~=3
error (’Chyba : Vektor parametrd musi mit t¥i slozky.’)
end;

#Ur&eni chyby %
fx=feval(f,x);
tol=chyba(2)*norm(£fx) + chyba(l);

if nargout==2
hist=[hist’;[x]’]’;
end;

%Ur&eni iteraciy,
while norm(fx) > tol & iterace < maxiter

% Inicializace Y%
fx=feval (f,x);
iterace=iterace+1;

#VypoZet Jacobiho matice pomoci diferenci
J=zeros(n,n);

for i=1:n;
x1=x;
x1=x+h(:,1);
fi=feval (f,x1);
J(C:,1)=(f1-fx)*h(i,i)"-1;
end;

%Nalezeni rozkladu Jacobiho matice}
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[L,U]=1u(D);

%Ur&eni Newtonova sméru %
y = - L\fx;
d = U\y;

#Armijo rule
m=0;
while norm(feval(f,x + d.*2"-m))>=norm((l-par(2)*2°-m)*fx) & m<par(3)
m=m+1;
end

%#Test na selhani Armijo rule
if m==par(3)
error(’Chyba : Polet iteraci Armijo rule p¥esdhl dany limit.’)
end;

%Newtontiv krok %
X=X + d*27-m;

if nargout==2
hist=[hist’;[x]’]’;
end;

end;

hvisledky
reseni=x;

3.4 Numerické rfeseni okrajového problému
V paragrafu 2.3 byl uveden ptiklad uziti Newtonovy metody pro feseni okra-

jovych dloh diferencidlnich rovnic. V této zavérecné ¢asti je uzito algoritmu
newton popsaného v predchozi ¢asti k vyfeseni konkrétniho piikladu.

Priklad. Uvazujme okrajovy problém
1" 1 ’
y = §(32 +20° —yy), l<ax<3, yl)=17, y(3)=15. (3.10)

Resme proto pocatecni tillohu, kde je FeSeni zavislé na parametru s, tedy

4

1 /
Y ($7S> = §(32 + 22° — y($75>y ($75>>7
kde 1<xz<3, y(l,8)=17, ¢(x,s)=s. (3.11)
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Na obrazku 3.1 je zobrazena funkce chyby F'(s) = y(3,s) — 14 a iterace al-
goritmu newton, urcené s pocatecni aproximaci sg = 10.
Posloupnost iteraci a Newtonovych krokii je vidét na nasledujici tabulce.

Sp, O,
10.0000 —
—18.7795 —28.7795

—13.5726 5.2069223
—12.8511 0.7214852
—12.8413 | 0.9758908¢e — 2
—12.8413 | 0.1709421e — 5

Uk WD = O3

Na obrazku 3.2 jsou vidét FeSeni rovnice (3.11), pro pifslusnd s. Pribliz-
nym feSenim tlohy (3.10) je TeSeni rovnice (3.11) pro hodnotu parametru
s = — 12.8413.

Chyba

—— Funkce chyby

— Teény Newtonovy metody|

T35 -20 -15 -10 -5 1} 5 10 15 20 25

Obrazek 3.1:

43



y(x)

26

24

22

20

y(-3.10)
—y(3.-18.7)
¥(-3.13.9)
—y[-3.-12.8)

v(3,12.8) =15

Obrazek 3.2:
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