1 Prirehled pojmi z funkcionalni analyzy

V' - linearni prostor

Q) C R? - oteviena mnozina v R¢

C(€) - prostor funkei spojitych na

C(Q) - prostor funkei spojitych na uzaviené mnoziné Q

Obdobné pro prostory funkei se spojitymi derivacemi do fadu m vcetné.
Linedrni obal: sp{vy,...,v,} = {d 1 v oy € Kji=1,...,n}, kdev; € V
a K je mnozina skalari (redlnd nebo komplexni ¢isla)

Definice 1.1. Linearni prostor V' se nazyva konecné dimenziondlni, jestlize

existuje koneénd maximélni mnozina nezavislych vektort {vq,...,v,}, tj.
mnozina {vy, ..., v,} je linedrné nezavisla, ale mnozina {vy, . .., Uy, V41 } je li-
nearné zavisla pro libovolny vektor v, 11 € V. Mnozina {vy, ..., v,} se nazyva

baze prostoru V. Jestlize takovd mnozina neexistuje, je prostor V nekonecné
dimenzionalni.

Véta 1.1. Pro konecné dimenzionalni linedrni prostory obsahuje kazdad baze
stegny pocet prvki. Toto cislo se nazyva dimenze V.

1.1 Normované prostory

Definice 1.2. Necht V' je linearni prostor, norma ||*|| je funkce z V do R
s nasledujicimi vlastnostmi:

L v >0 proVYv eV a|v]| =0« v=o,
2. ||av|| = |a ||v|| pro Vv € V, Va € K,

3. [lu+ vl < Jlull + [[o]| pro Vu,v € V.
Pak V' je normovany linedrni prostor.

Definice 1.3. Necht V' je linedrni prostor, seminorma |*| je funkce z V' do
R s vlastnostmi normy, kromé toho, 7e |v| = 0 nemusi implikovat v = o.

Definice 1.4. Rekneme, Ze dvé normy ||| (1), ||*||(2) jsou ekvivalentni, jestlize
existuji kladné konstanty ci,cy takové, ze c|lul|qy < [|ull@) < coflully, pro
VueV.

Pozndmka. Pro ekvivalentni normy plati: posloupnost {u,, } konverguje v jedné
normé prave tehdy, kdyz konverguje v druhé normé.

Véta 1.2. Pro kaZdy konecné dimenzionalni prostor plati, Ze kaZdé dve normy
jsou ekvivalentni.

Poznamka. V nekonecné dimenzionalnich prostorech toto tvrzeni neplati.



1.2 Banachovy (aplné) prostory

Definice 1.5. Rekneme, Ze normovany prostor je dplny, jestlize kazda cau-
chyovska posloupnost konverguje k prvku tohoto prostoru.

P¥iklad. Necht Q € R? je oteviend, omezena mnozina. Pro v € C(Q) a
1 < p < oo definujme p - normu

ol = ([ ot ac) "

kde r = (z1,...,24)7,dx = (dxy,...,dzg). Definujme dale co - normu nebo
maximalni normu
[0]|oc = max [v(z)].
e
Prostor C'(Q) s ||*||e je Banachiiv prostor, tj. stejnomérna limita posloup-
nosti spojitych funkci je rovnéz spojita funkce.

Piiklad. Prostor C(€2) s p-normou 1 < p < oo neni Banachtv prostor:
Clo,1]

1 1
0 0§x§§_2na
— 1 1 1 1 1
up(x) = nx—g(n—l) 37, ST S5+ 50,
1 1
1 st szl

Necht

0 0<z<i
(@) =1, -0
§<ZL‘§1

Pak |u, —ul/, — 0,n — oo, tj. posloupnost {u,} konverguje k u v normé
||*%||,. Ale zfejmé, bez ohledu na to, jak definujeme u(1/2), limitni funkce u
neni spojita.

Piiklad. C[—1,1], u,(z) = 277, (z, ¥z, /7, V7, ...), un € C[—1,1]

-1 —-1<z<0,
uz) =<0 x=0,
1 O<z<1.

Je ziejmé, ze u & C[—1,1].

ol = [ foalo) e = [

1 -1

e o 2 v 5 1
= 2/ [x?n—l — 1] dx = 2/ [x?n—l — 22T 4 1] dx
0 0

=2 +1]

-9 = 0
2n+1 2n n(2n+1)

1

[:L'Tl—l - u(x)} ’ dx




= U, — u, ||*||2, ale u € C[—1,1] = C[—1, 1] neni Banachiv prostor.

1.3 Uplny obal normovaného prostoru

Veéta 1.3. Necht V je normovany prostor. Pak existuje uplny normovany
prostor W s témito vlastnostma:

(a) Eristuje podprostor V.C W a linedrni bijekce I: V — V takovd, e
[Tvllw = llvllv, YveV
Funkee I se nazjvd isometricky isomorfismus prostori V a V.

(b) Podprostor 1% je husty v W, t5. pro kazde w € W existuje posloupnost
{v,} CV takovd, zZe

|lw —Op|lw — 0 pron — oo.

Prostor W se nazyjva uplng obal (zaplnéni) prostoru V a je definovdn jedno-
znacné aZ na isometricky isomorfismus.

Pozndmka. Prostory V a V jsou obecné identické.
Piiklad. Prostor C™[a,b] s normou
m upl /P
=]
i=0 8

Prostor C"™]a, b] neni uplny s touto normou. Jeho aplny obal se znaci W™P(a, b)
a je to priklad Sobolevova prostoru.

1.4 Prostory se skalarnim souc¢inem

Definice 1.6. Necht V' je linearni prostor nad K. Skaldrni soucin (*,*) je
formaz V x V do K s témito vlastnostmi:

L (u,u) >0 YueV, (u,u) =0< u=o,
2. (u,v) = (v,u) Yu,veV,
3. (au+ pv,w) = a(u,w) + f(v,w) Yu,v,w eV, a,peK.

Pak V' je prostor se skalarnim soucinem.



Véta 1.4 (Schwarzova nerovnost).

|(u,v)] </ (u,v)(u,v), Yu,veV.
Rovnost plati < u,v jsou linedrné zdvislé (u = tv).
Definujeme normu: ||u|| = v/ (u,u),Vu € V.

Véta 1.5. Skalarni soucin je spojita funkce vzhledem k indukované norme.
Jingmi slovy: jestlize ||x| je norma definovand ||u| = \/(u,u), pak ||u, —
ul| = 0 a ||v, — || = 0 pron — oo implikuje (u,,v,) — (u,v). Zejména,
jestlize u, — u, pak pro kazZdé v: (u,,v) — (u,v).

Véta 1.6 (Polarizaéni identita).
(t,0) = 5 (lu+ ol = u—o])
(%U%=3WU+UW—HU—MV+NW+4MV—MU—“M%
pro redlny, resp. komplexni pripad.
Diikaz. Dokazeme pro realny ptipad.
lu+v|> = |Ju—2|* = (u+v,u+v) — (u—2v,u—0)
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v)

- [(ua u) - (ua U) - (Uau) + (U,’U)]
= 4(u,v).

1.4.1 RovnobéZnikové pravidlo

Véta 1.7. Norma ||*|| na V je indukovana skaldrnim soucinem < spliuje
rovnobéznikové pravidlo':

Ju+o)* + [Ju— ol = 2[ull® + 2[v]]*, Vu,veV.
Diikaz. Dokazeme to pouze pro realné prostory.
= Necht [|*]| = y/(x,*) pro néjaky skalarni soucin (x,x*). Pak pro kazdé
u,v € V plati:
|u+v]? + |Ju—v|]* = (u+v,u+v) + (u—v,u—0)
= 2(“7“) + 2(/07 U) + (ua U) + (U,U) - (U,’U) - (Ua U)
=2 (Jlull® + [lv]?)

'Rovnobéznikové pravidlo je zobecnénim Pythagorovy véty pro trojthelniky.
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< Predpokladejme, Ze norma ||*|| spliuje rovnobéznikové pravidlo. Pro
u,v € V definujme

(llw+ol* = flu = v]*).,

A~ =

(u7 U) =

a ukazeme, ze je to opravdu skalarni soucin.
(w,u) = 1l2ul? = u> > 0a (uv,u) =0 u=0
(u,v) = ¢ (lu+vl” = lu—v[?) = (v, u)
linearita:

(u+v,w) = (u,w) + (v,w),Yu,v,w € V

a (au,v) = a(u,v),Yu e V,a € R

(t,0) + (0,0) = § (e + 0l = = ] + o+ wll? ~ flo — w]])
= 5 (et wlP + o+ 0l = (= w]? + o — )
= 1[5 (v +20]? + flu—of?)

— 5 (lutv =200 + Ju— ol?)]
= < (-t v+ 20]” ~ flut v — 2u]?)

Zavedeme substituci U = u 4+ v + w, pak

U +w|* + |U —w|®> =2 (|U]]> + [Jw]]?)
U +w|* =2 (U] + Jw]|*) = U — w]|
=2 (||u +ou+w|*+ ||w||2) — J|u+ v

Podobné pro V = u + v — w dostaneme
IV —wl* =2 (lu+v—wl|®+wl*) — u+ |
Celkem tedy
() + (v,0) = 5 [2 (Ju v+ 0]+ o) — flu+ o]
=2 (Jlu+v = wl? + fwl?) + fu+of?]

1
=7 (lu+v+w|* = Jlu+v—w|?)
= (u+v,w

( , W)



Ditkaz vztahu (au,v) = a(u,v) viz [Atkinson, str. 21 a déle].
Definujme funkci f(a) = [Jau + v||* — ||ou — v||?. Ukdzeme, ze f(a) je
linearni funkei a.

fla) = £(B) = low+v[* — [law — v|* — [[Bu + v[* + [|u — v]*
= llow+v|* +[1Bu — v[* = (low = v|* + [|u + v]|*)

= 2+ B)ull + (e — Bju + 201)

1

— 5 (I +B)ull® + [I(a — B)u — 2v])

1
=5 (ll(a - u+%W—Ma—)u—%W)
:%( u+v 2—22 %u—v 2)

1.5 Hilbertovy prostory

Definice 1.7. Uplny prostor se skalarnim sou¢inem se nazyva Hilbertiv pro-
stor.

Piiklad. Priklady Hilbertovych prostori:

o L2(0,1) [ u(z)v(z)dx

0

o 12(Q) [yu(x)v(z)dx

e w(x) je kladna funkce na :
L2,(Q) = {v - méfitelnd; [, w(z)|v(z )|2dx < oo} je Hilbertiiv prostor
se skaldrnim soucinem (u,v), = [, w( (x) dx. Prostor L*(Q)
s vahou (vaZeny prostor LZ(Q) )

e Prostor C¢ (uspotadanych d-tic komplexnich &sel): (z,y) = Zle ;.

1.6 Ortogonalita

Uhel mezi dvéma vektory:

(u,v)
= arccos
o]



w, v jsou ortogondlni: (u,v) = 0 Prvek v € V je ortogonélni k podmnoziné
U CV, jestlize (u,v) = 0,Vu € U.

Definice 1.8. V - kone¢né dimenzionalni prostor se skalarnim soucinem:
ortogondlni baze {vy,...,v,} : (v;,v5) = 0,4 # j. Bdze ortonormdini: ||v;|| =
lLi=1,....n

Definice 1.9. V - nekonecné dimenzionalni normovany prostor, V ma spo-
cetnou bazi, jestlize existuje posloupnost {v;}32, C V, pro kterou plati: pro
kazdé v € V existuji skalary {a,;}7,n =1,2,... takové, ze

n
v — Z%,ﬂ%” — 0, pron — oo.
i=1

- SV - AT Sva bz
Tako rostor se nazyva separabilni. Posloupnost {v;};>1 se nazyva bazi,
jestlize kazda konec¢na podmnozina této posloupnosti je linedrné nezavisla.
Je-li V prostor se skaldrnim soucinem a jestlize posloupnost {v;};>1 spliiuje

(UZ‘,U]‘) :5ija Z,j Z ]_,
pak {v;} je ortonormalni baze pro V.

Definice 1.10. Rekneme, ze nekonec¢né dimenzionalni prostor V méa Schau-
derovu bazi {v,}n>1, jestlize pro kazdé v € V' je mozné psat v =Y 7| v,
jako konvergujici fadu ve V' s jednoznacnou volbou skalari a,.

1.7 Prostory spojité diferencovatelnych funkci

Definice 1.11. Necht © je otevienad mnozina v RY, z = (z1,...,24)T € RY,
a = (ay,...,aq) (a; - nezaporné celd ¢isla) je multiindex délky o] = 327, a;.
Vyraz
olal
DaU(ZL‘) U(l’)

= ol (e %]
al'l ° a{L‘d

nazyvame derivace rddu |a.

Pyiklad.
ov
— =D" =(1.0.....0
axl U a{ (77 7)
0%
— = D° =(1,1,...,1
07 0m v a=(1L1,...,1)



Mnozina vSech derivaci fadu m funkce v muze byt zapsana ve tvaru
Ay J—

{D v; |Oé| - mi
Prostor C'(2)

[vlle@) = sup{lv(z)]; = € @} = max{[|v(z)[; 2 € Q}.
Je C(Q) C C(Q) a index je vlastni. Nebot existuji funkce v € C(Q), které
nemohou byt rozsifeny na spojité funkce na €, piikladem je funkce f(z) =
1/x na (0,1).
Necht Z je mnozina nezapornych celych ¢isel. Pro kazdé m € Z.., C™(Q)
je prostor funkci spojitych se spojitymi derivacemi az do radu m vcetné.

Cm(Q) ={v e C(Q); D € C(Q),|a] < m}

Cm(Q) = {v e C[@Q); D% € C(Q),|a| <m}

C™(€) je Banachtiv prostor s normou

||U||Cm(§) = |H‘1 X||D%||c

ﬂcm )={veC(Q),veC™(),YmeZ,}

ﬂom )={veC(Q),veC™Q),Vme Z,}

Nosi¢ funkce: nosi¢ v = {x € Q;v(z) # 0}. Rikdme, 7e v m4 kompaktni
nosic, jestlize nosi¢ v je vlastni podmnozina €2, tj. nosi¢ v C €.

1.8 Holderovy prostory

Funkce v definovana na €2 je lipschitzovsky spojitd, jestlize pro néjakou kon-
stantu c plati
lv(z) —v@)| < cllz —yll Vz,y e

V tomto vztahu je ||z — y|| standardni euklidovskd norma. Nejmensi kon-
stanta v této nerovnosti se nazyva Lipschitzova konstanta a znac¢ime ji L(v).
Lipschitzova konstanta je charakterizovana vztahem

[v(z) = v(y)|

L(v) :SUP{ e =l ,x,yEQ,x#y}-



Funkce v se nazyva hélderovsky spojitd s exponenetem 3 € [0, 1], jestlize
pro néjakou konstantu ¢ plati

o(x) = v(y)| < cllz —yl”, Va,y Q.
Hélderiv prostor C%#(Q) je definovan jako podprostor C'(Q2). S normou
[v(z) —v(y)| }
V|| oy = V]| e +sup{—;x7éy
[ollcos@ = llvllc@ T
je prostor C%?(Q) Banachovym prostorem.
Pro § =1 = prostor lipshitzovsky spojitych funkci.
Prom € Z, a 3 € (0,1] — Holdertv prostor:
C™P(Q) = {v e C™(Q), D*v € C*P(Q) pro viechna a, || = m}

S normou

Dv(z) — D*v
lelomagn = lollog + 3 sup {220 = 200

lz —yll?

|a)l=m

je to Banachtv prostor.

1.9 L? prostory

LP(Q) je linedrni prostor méfitelnych funkei v:

1/p
ol = { [oopac) < o0
Q

L>(Q) = {[v]; v méfitelnd na Q, ||v]|. < oo}, kde [v] = {w; w méFitelnd na Q,v =
w(a, e)}? [Atkinson, str. 14]

v méritelna na €2:

|v]|o = esssup|v(x)]
zeN

inf sup ||v(x
meas(Q)=0 xeﬂ{)ﬂ’” ( )”

meas()) = 0, tj. Q' je méfitelnd s mirou = 0

V|| ooy =  inf sup |v(z)| < oo
[0] £ () me‘ls(ﬂ')zoxeﬂ\ﬂf| ()]

Vlastnosti: (2 je oteviend mnoZzina v RY)

2a,e = almost, everywhere



(a) Pro p € [1,00) je LP(2) Banachtv prostor.

(b) Pro p € [1,00) z kazdé cauchyovské posloupnosti v LP(Q2) lze vybrat
podposloupnost, kterd konverguje bodové a. e. na €.

() 1<p<g<oo= LI(Q) CLr(Q)
[v]| ooy < meas(Q)5 4 o]l Loy, Vo € LUQ)
Jollze = lim oy, Vo € ()
(Je-li ¢ = oo bere se % =0.)
(d) Jestlize 1 < p <r < ¢ < oo, vybereme 6 € [0, 1] takové, 7e

1 6 1-4

r p q
7 toho plyne

loller@) < 0o 10l ey, Vv € LU(Q)

Vlastnost (d) se nazyva interpolacni vlastnost LP prostori.

Holderova nerovnost: u € LP(QQ),v € L1(Q), p,q > 1, zla + é =1

[ lute)ota) do < ellsey loloxe,
Minkovského nerovnost:

||u—|—v||Lp(Q) < ||u||Lp(Q) + ||U||Lp(Q), pE [l,oo], u,v € LP(Q).

Véta 1.8. Necht Q C R? je oteviend mnozina, 1 < p < oo. Pak prostor
CR(Q) je husty v LP(K2), tj. pro kazdé v € LP(2) ezistuje posloupnost {v,} €
C5e () takovd, Ze ||v, — vy — 0 pro n — oo.

CyP () ={v € C*(Q); nosic v C 2}

1.10 Kompaktni mnoziny

Definice 1.12. (a) Necht S je podmnozina v normovaném linedrnim pro-
storu V. Rekneme, ze S mé oteviené pokryti systémem otevienych mno-
zin {U,; a € A, A je mnozina indexi}, jestlize

Sc U
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Rekneme, Ze S je kompaktni mnoZina, jestlize z kazdého pokryti S lze
vybrat konec¢né pokryti

{lﬁw;j ::17~~~a7n} g;{lﬂx;a S A}'

(b) Ekvivalentné, S je kompaktni, jestlize z kazdé posloupnosti {z;} C S
lze vybrat konvergentni posloupnost {z;, } konvergujici k prvku z € S.

(¢) Jestlize S je mnozina, pro kterou je S kompaktni, ifkame, ze S je pre-
kompaktni.

Véta 1.9 (Heine-Borel). Necht V je koneéné dimenziondlni normovany
linedarni prostor a S je podmnozina V. Pak S je kompakini < S je ohranicend
a uzavrend.

Véta 1.10 (Arzela-Ascolli). Necht S C C(D), D C R? je uzaviend a ohra-
nicend. Necht funkce f € S splnuje podminky

® sup sl flleo < 00 (stejnomérné ohranicend),
o |f(z) = f)l <cs(e), prollz—yl| <eVfeS acs(e) =0 proe—0
(rovnomocné spojitd).

Pak S je prekompakini v C'(D).

1.11 Linearni operatory na normovanych prostorech

V, W - mnoziny, operator T: V — W

D(T) = {v € V; T'(v) je definovano} definicni obor (je to oblast/podmnozina
V', kde je operator definovan),

R(T) ={w € W; w =T (v) pro n&aké v € D(T)} obor hodnot.

Nulovd mnoZina N(T) ={v e V; T(v) = 0}.

Priklad. Priklad linearniho operatoru.
V=W =Cla,b], [[v]|lc = maxaczsp|v(z)]
Necht k € C ([a, b] X [a,b]). Operator K : Cla,b] — Cl|a, b

(Kw<m:=/’uxwﬁmwdy

K - linedrni integralni operator, k(x,*) - jidro integralniho operatoru
Za uvedenych predpokladi je integralni operator spojity z Cla,b] do Cla, b]
a plati

b
HMZmM/MmMy

a<z<b
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Definice 1.13. Operator T je
o injektivni: vy # ve = T'(v1) # T (va),

o surjektivni: R(T) = W,

e bijekce (tj. injektivni a surjektivni) z V na W, mizeme definovat in-
verzni operator T-1: W — V, kde v = T~ (w) & w = T(v).
Priklad. Necht V je linearni prostor, identicky operator I: V' — V je defi-
novan
I(v)=v, YveVW
Je to bijekce z V' do V' a navic inverze je také identicky operator.
Priklad. Diferencidlni operator = z V = C[0,1] do W = C[0, 1] definovan

takto p

pl -, ved[0,1].
Defini¢éni obor operatoru D(%) je C'[0,1], coz je vlastni podprostor C|0, 1].
Tento operator je ziejmé surjektivni, nebot R(%) = (0, 1]. Ale neni injek-
tivni, nebot vy =k # vy = ko = %vl = %Ug = 0, tedy neplati %vl =+ %'02.
Nulovd mnozina N (T) je mnoZina vSech konstantnich funkei.

1.11.1 Spojité linearni operatory

V, W - linearni prostory, linearni operator L: V — W
L(alvl + OZQUQ) = oy Lv + OZQLUQ, Vvl, Vo € ‘/, \V/Oél, ay € K

Definice 1.14. Necht V a W jsou normované prostory. Operator T': V. — W
je spojity v bodé v € D(T), jestlize

{v,} CD(T)av, »vveV=Tv, —TvveW.
Operator T' je spojity, jestlize je spojity na celé oblasti D(T').

1.11.2 Ohraniceny operator

Ohranicenost: ||Lul|lw < v|v|v, Vv € V
Operator je ohraniceny, jestlize pro kazdé r > 0 existuje R > 0 takové, ze

v e D(T), [lv] <r=|Tv| <R.

Véta 1.11. Necht'V a W jsou normovan€ prostory, L: V — W je linedrni
operator. Pak L je spojity (na V') pravé tehdy, kdyz je ohraniceny na V.

Oznaceni: L(V, W) = mnozina véech spojitych linedrnich operdtort z nor-
movaného prostoru V' do normovaného prostoru W. V pripadé, ze V = W
piseme L(V) misto L(V, V).
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1.11.3 Norma operatoru

L
||L||V,W = sup ” UHW
0£veV HUHV

— operatorova norma

Jinak
| Lllv,w = sup || Lv||w
vEB]
= sup |[Lv||w

v [Jofly =1

1
=—- sup |Lv||lw

Ty [|v]lv=r

Pozndmka. V predchozim je uzito linearity:

[ Lolw v

[v]lv

= HL||v||vHW

By je jednotkova koule ve .

Pozndamka. || L||yvw Je-li By jednotkova koule ve V' vzhledem k normé || ||y
maximalni velikost ... obrazu ve V.

Véta 1.12. Mnozina L(V, W) je linedrnim prostorem — normovany prostor
— vySe uvedend norma.

Pozndmka. Je-1i operatorem matice, pak jde o souhlasnost norem [viz pred-
naska Numerické metody IJ.

Plati:
[Lollw < ILlvwllvllv,  VoeV

Véta 1.13. Necht U, V, W jsou normovane prostory, S: U -V, T:V — W
jsou spojité operdtory. Pak sloZeny operdtor T'S: U — W, definovany

TS(w)=T(Sw)), Yvel,
je spojity linedrni operdator a plati
1TSluw < [ISlluv I T[lv,w-
Disledek. Multiplikativnost:

L7 < L]
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1.12 Prostor L(V, W)

Véta 1.14. V normovany prostor, W Banachiv prostor = L(V,W) je Ba-
nachiv prostor.

Definice 1.15. Operdtor L se nazyva nesinguldrni, jestlize N'(L) = {0}.
V opac¢ném ptipadé je L singuldrni.

Véta 1.15 (Vé&ta o geometrické fadé). Necht V' je Banachiv prostor,
L e L(V), predp. ||L|| < 1. Pak I—L je bijekce na'V' (I je identicky operdtor).
Jeho inverze je ohraniceny linedarni operator a plati

1

I =07 <
1—|[IL]

Diikaz. Pouzijeme: M = (I — L)™' =57 L™, 0O

n=0

Véta 1.16 (Véta o poruchdch). (A perturbation result, Atkinson, str. 50)
Necht' V- a W jsou normované prostory, z nichZ alespon jeden je Banachiov.
Necht L € L(V,W) md ohranicenou inverzi L™': W — V. Necht M €
L(V,W) spliuje
I - L) <
L]

Pak M:V — W je bijekce, M—t € LW, V) a

- 2o
1M < - :
L= ([ L[ L = M|
Navic i
HLfl _Mfl” < HL H ||L_M|| )
— 1= [LHIL = M

Vétu lze parafrazovat takto: Operator, ktery je blizky operatoru s ohra-
nicenou inverzi, bude mit také ohranic¢enou inverzi.

Tato véta je dilezita pri vySetfovani rovnic, které jsou blizké rovnicim se
znamym resenim.

Pro feSeni rovnic Lv; = w, Mvy, = w mame odhad

lor — ol < IMTHII(L = M) v (%)
Odhad (*) mize byt uzit jak pro a priori, tak pro a posteriori odhady chyb.

Rovnice Lv = w — presny problém. (L méa inverzi = pro dostate¢né velka
n, ma L, také inverzi.) Mame posloupnost pfibliznych problémi L, v, = w.

14



Predpokladéme, ze { L, } konverguje k L. Podle predchozi véty pro dostateéné
velkd n ma L,v, = w jediné feSeni v,, a mame odhad

lv = vall < (L3 IICL = L) ]l
Konzistence je definovana takto:
I(L = L) v]| =0
Stabilita je definovana podminkou:
{IIL M vele je stejnomérné omezend
Konzistence + stabilita = konvergence
[0 = vnl| =0

Diikaz. Dikaz véty o poruchach (o perturbaci).
Jestlize W je Gplny prostor, piSeme

M=[I—-(L—-M)L L,
jestlize V' je uplny prostor, piSeme

M = L[I — L™YL — M)].
Dokéazeme vysledek pro W tplny.

Operator
(L— MLt e L(W)
splnuje
I(L =MLY < |[L - MIIL7' <1
Aplikujeme vétu o geometrické fadé — podle této véty existuje
(I —(L—M)L™")"" a plati
1 < 1
L= [[(L = ML = 1= [[LHIL — M|

(= (L= M)L™H)H| <

Pak existuje (L~' dle predpokladu a zavorka podle predchoziho)
M =LY — (L - M)L™H),

tedy

Iy
1= [|L=H[| L — M|
Abychom dostali dalsi vyraz, zapiSeme L™ — Mt = M~Y(M — L)L™! a uZi-
jeme predchoziho vztahu.
vy =L 'w,vo=M'w=v—v=(L"'"-MNYw=M"'M-L) L 'w=
MM — Lyvy = [joy = vof| < [|M7H|[[(M — L)v. . O

I = LM = (L= ML) <

15



Véta 1.17 (Véta o rozsiteni). Necht V je normovany prostor a necht V je
jeho dplng obal. Necht W je Banachiv prostor. Predpokladejme L € LV, W).
Pak ezistuje jeding operdtor L € L(V, W) s vlastnosti

Lv=1Lv, WYwevV,

L0 w = ILlvw-
Operdtor L se nazyvd rozsireni operdtoru L.

Véta 1.18. Necht v a W jsou Banachovy prostory. Jestlize L € L(V, W) je
bijekce, pak L=" € L(W,V).

Pozndmka. Problém stability: Lv = w, Lo =, tj. v — 0 = L™ (w — 0) =
lv =l < 1Ll flw — @]l

Relativni chyba

lo = oIl o N7 llw =@l _ gy gy 1o = @]
< = e
o] o] Lol
Protoze ||w|| < |[L]|||v|| dostaneme
lv = ol - lw — ]
< LML
o] ]l

IL7Y|IL|| = cond(L) - ¢islo podminénosti rovnice
1 < cond(L) (dobra a $patnd podminénost)

1.12.1 Princip stejnomérné ohranicenosti

Véta 1.19 (Banach-Steinhaus). Necht'V a W jsou Banachovy prostory,
L, L, € L(V,W), n = 1,2,.... Necht Vy je husty podprostor ve V. Pak
k tomu, aby L,v — Lv, Yv € V, je nutné a staci, aby

(a) Ly,v — Lv, Yv € Vj,
(b) sup,||Ln|| < oo (stejnomérnd ohranicenost).

Aplikace Banach-Steinhausovy véty. Kvadraturni formule
L,v = Z w ™oz,
i=0
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kde 0 < 28" < 2 < .. 2" <1 je délen intervalu [0,1], w!™ jsou koefici-
enty kvadraturni forrnule a L, je linedrni funkciondl na C[O, 1]. Plati3

|Zall = "™
1=0

Diikaz. 7 definice operatorové normy plyne

1Lall <D™ Dollen < D lwi™l,
i=0 1=0
neboli )
> o|w;™]
[Ln|| < &=——.
o]
Zvolme napt. polynom stupné < n, pro ktery plati
1
Py =sgnw™ ———
1Pllcro,

Pak

Zl’w |

O

Necht kvadraturni formule je pfesnad pro polynomy st. d(n), tj. L,v =
Lv, Yv € Py, kde Py, je prostor polynomi stupné < d(n).
Predpokladejme d(n) — oo, pak podle Banachovy-Steinhausovy véty plati
L,v — Lv pro kazdé v € C[0, 1] pravé tehdy, kdyz

sup Z|wz(n)| < 0.
i=0

Nebot mnozina vsech polynomi je husta v C[0, 1]. Jestlize dodatec¢né pied-
pokladame, 7e wgn) > 0, pak L,v — Lv pro kazdé v € C[0, 1]. Jsou-li totiz
vahy kladné, je L1 = ngn) = konst., nebot se predpokladal stupen pies-
nosti d(n) > 0 = podminka sup > |w™| < cc je splnéna.

Zadejme na intervalu [0, 1] funkci @, (z):

o) = sgnwl™ a |pn(2)| <1 = Lop =Y _|wl")]

(n)

Takovou funkci mizeme zadat v bodech x; a pak ji dodefinovat jako linearni

mezi témito body a event. konstantou na intervalech [O,x(()")], [x%"),l] =

lpll = 1.

3L, funkciondl, ||L,| = max,cv | Lnv||
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1.13 Linearni funkcionaly

Rozumime pouze omezené linearni funkcionaly [. [: V' — K, protoze K je
tplny prostor, je £(V,K) Banachtiv prostor — znaéi se V' a nazyva se dudlni
prostor.

Véta 1.20 (Hahn-Banach). Necht' Vy je podprostor normovaného prostoru
Voal: Vo — K je linedrni omezeny funkciondl. Pak existuje rozsitent | € V!
takové, Ze l(v) = l(v), Yv € Vi a ||l = |II]]-

Poznamka. Vi nemusi byt husty, pak rozsiteni neni jediné.
Definice 1.16. Funkciondl p na readlném prostoru V' se nazyva sublinedrni,
jestlize
p(u+v) <p(u)+pv), VuveV
plau) = ap(u), Vo >0

Véta 1.21 (Zobecnénd Hahn-Banachova véta). Necht V' je linedrni
prostor Vo €V podprostor. Necht p: V — R sublinedrni funkciondl al: Vo —
R je linedrni funkciondl takovy, Ze l(v) < p(v), Yo € V. Pak | miZe byt
rozsiren na 'V tak, Ze l(v) < p(v) pro Vv e V.

Pozndmka. Necht p(v) = c||v|]y, ¢ je kladné konstanta = p je sublinedrni
funkcional na V. S touto volbou funkciondlu p dostaneme ptvodni Hahn-
Banachovu vétu.

Dusledek. Necht V je normovany prostor. Pro kazdé vy € V existuje [ € V'
tak, ze ||I|| =1, {(vo) = ||vo]|-

Diikaz. vy € V — uvazujme mnozinu {tvy}, t reélné ¢islo, tvy C V' (podpro-
stor) generovany prvkem vy. Definujme funkcional I: v = tvg = lv = t||ve|| =
[(vo) = [lvoll & [[Tv]l = [lllvoll = [[v]l = {12l = 1. 0

Véta 1.22 (Rieszova véta o reprezentaci). Nechl'V je Hilbertiv prostor,
[ € V'. Pak existuje jediny prvek w € V', pro ktery
l(v) = (v,u),Yv eV

120 = Il
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1.14 Adjungované operatory

Zobecnime pojem transponované matice.
A € R™*™ — linearni spojity operator z R” do R™. Pak

y Az = (Az,y)rm, 2" ATy = (z,ATy)rs, VzeR", yeR”

a1 ... Qip T Y1
=1 : reR"yeR”
o ¢ Ty, Um

Protoze y? Az je redlné ¢islo, je yr Ax = (y? Ax)T = 2T ATy,
Vsimnéme si, ze transpozice je jednoznacné definovina vlastnosti

(Az,y)rm = (2, ATy)gn, Vo € R", y € R™.

Zobecnénim transpozice (na nekone¢né dimenzionalni pfipad) jsou adjungo-
vané operatory.
V, W Hilbertovy prostory, L € L(V,W), L*: W — V je takovy operator,
ze plati
(Lv,w)w = (v, L*w)y, Yv eV, Yw e W.

L* se nazyva adjungovany operator.

L* je linearni ||L*|| = ||L|| a omezeny (L*)* = L.

V pripadé, ze V =W a L = L*, pak L je samoadjungovany.

Poznamka. L samoadjungovany operator z R"™ do R" — je reprezentovan

symetrickou matici.

V nazyvéame reflerivni, jestlize plati V = (V')"

Definice 1.17. Necht V, W jsou normované prostory. Rekneme, 7e posloup-
nost {L,} linearnich operatori z V' do W je silné konvergentni k operatoru
L, jestlize ||L, — L|| — 0, zna¢ime L, — L. Posloupnost {L,} konverguje
slabé k operatoru L, jestlize lim,, ., L,(v) = L(v) Yv € V, zna¢ime L,, — L.

Véta 1.23. Necht'V je reflexivni Banachiv prostor, pak kazZdd omezend po-
sloupnost ma slabé konvergentni podposloupnost.

4V’ je dudlni prostor k prostoru V.

19



2 Teorie aproximaci

2.1 Teorie interpolace

Necht V' je normovany vektorovy prostor nad polem K. Abstraktni problém
interpolace je formulovan takto: Necht V,, je n dimenzionalni podprostor V
s bazi {vy,...,v,}. Necht L, € V', i =1,... n jsou spojité linearni funkcio-
naly na V. Je dano n ¢isel b; € K, 1 < i < n, naleznéte u,, € V,, tak, ze jsou
splnény interpola¢ni podminky

Otazky: Méa tento ptoblém feseni? Jestlize ano, je toto feSeni jediné? Co se
da tict o chybé interpolace?

Definice 2.1. Rekneme, ze funkciondly L;, + = 1,...n, jsou linedrné nezd-
visle na V,, jestlize

ZaiLi(v):Q VvoeV,=a,=0,i=1,...n.

i=1

Lemma 2.1. Linedrni funkcionaly jsou linedrné nezdvislé na 'V, prave tehdy,

kdyz

L1U1 cee len

anl e Ln/Un
Diikaz. Ly, ..., L, jsou linearné nezavislé na V,, < > a,L;(v;) = 0,5 =
L...,n=a=0,i=1,...,n & det(L;v;) #0. O

Véta 2.2. Nasledugici tvrzeni jsou ekvivalentni:
1. Interpolacni problém mda jedin€ reseni.
2. Funkciondly Ly, ..., L, jsou linedrné nezdvislé na V,.

3. Jediny prvek u, € V,, pro ktery plati Lyu, = 0,7 = 1,...,n, je prvek
U, = 0.

4. Pro kazdy soubor hodnot {b;}!'_, ezistuje jediny prvek u, € V,, tak, Ze
Liun = bZ,Z = ]_,...,’I’L.

Pozndmka. V linearni algebfe se to tykd matice A € K™*™ a jsou nasledujici
tvrzeni ekvivalentni:
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1. Systém Az = b ma jediné feseni x € K" pro kazdé b € K".

2. det A # 0.

3. Jestlize Ax =0 =z =o.

4. Pro kazdé b € K" ma systém Az = b pravé jedno feSeni x € K.

Diikaz. Dikaz véty (2.2) se provadi zobecnénim vysledki z linedrni algebry
pro matice A € K"*", O

Nyni, pro dané u € V' je jeho interpolant u, = ., a;v; z V,, definovan

interpolacnimi podminkamsi
L, =Liu, 1<i<n.

Koeficienty {a;}! ; mohou byt nalezeny feSenim soustavy linearnich rovnic

L1U1 s Ll’Un aq Llu
L,vy --- L,v, an L,u
Tato soustava ma jediné tfeSeni za predpokladu, ze funkcionaly Lq,..., L,

jsou linearné nezavislé na V,,.

2.1.1 Lagrangeova polynomidlni interpolace

Necht f je spojita funkce definované na uzavieném kone¢ném intervalu [a, b].
Necht A:a <zp <z <--- <z, <b je déleni intervalu [a,b]. V = Cla, b
je prostor spojitych funkci, f: [a,b] — K. Za V1 vybereme P,, coz je
prostor polynomii stupné nejvyse n. Pak Lagrangeuv interpolant stupné n je
definovan podminkami

pn(xz):f(xl)a i:0,...,n,pn€73n.

Interpola¢ni linedrni funkciondly jsou tvaru®

det(Lyv;) ity ey = | [ (5 = 2:) # 0.

j>i

PLipn(x) = pulai) = 25— f(2i) Lj®i(x) = 3o0_ 0 flai)®i(x)) = f(z:)
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Pak existuje jediny Lagrangetv interpolacni polynom. Da se zapsat ve tvaru

pal) = Y S, () = [ )

i (@ —x5)

kde ®; jsou Lagrangeovy bdzové funkce s vlastnosti ®;(z;) = 0,5,4,j =
0,...,n. Vztah (1) ukazuje rovnéz p¥imo existenci feSeni Lagrangeova inter-
polacniho problému. Jednoznac¢nost je ziejma. Obecné vSak neni jednoduché
najit takovou jednoduchou formuli jako je (1).

Chyba interpolace: f € C"'[a, b]

W (l’) n
F(@) = pale) = GE ), 2)
kde ¢ = £(x).
Poznamka. > ®;(x) = 1 = vazeny prumér dat, nebo také barycentrické

soutadnice (funkce) polynomu p,.

pula) =3 gy A

(& = zj)wp (7)) (& = ;) Wy (7))

Polozme w; = %() Protoze pro f(z) = 1 plati, ze p,(x) = 1, plyne odtud

wn+1 T

W; 1
L= wnn() 0 s = (@) =
— w;
i (z—wj)

2.1.2 Po castech polynomialni interpolace

Zameérime se na po ¢astech linearni interpolaci.

Necht f € C|a,b] a necht
Ata<zy<n <--<x,<b

je déleni intervalu [a, b]. Ozna¢me h; = z;—x;_1,i = 1,...,nah = maxi<;<, h;.
Po ¢astech linearni interpolant Il f je definovan dvéma pozadavky.
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e Prokazdé : =1,...,n je Il flz,_, o, linearni.
e Proi=1,....,nHaf(x;) = f(x:).

Lze snadno ukazat, ze

Maf(x) =

f(.%'l), x € [.CL'Z‘,l,JZ'i], 1 S 7 S n.

Pro f € Cla,b] plati

max | f(z) — Haf(x)| < w(f,h),

z€[a,b]
w(f, h) je modul spojitosti f na |a, b

w(fh) < max [f(z) = f(y)|

lz—y|<h
a<z,y<b
Diikaz
F(@) = Ta f |—)f Z; f(xi_1)+x_h7“’1f(a:i)
= (@) = Fe) T+ () = f )
<1f(@) = flain)| = ;; S 1) = )

= na intervalu [z, 1, x;] je | f(z) — Haf(x)| < w(f, h)
= maxX,<q<p|f(z) — Haf(2)] <w(f,h). O

Piedpoklddejme f € C?[a,b]. Pak ze vztahu (2) pro chybu interpolace
plyne (za n dosadime 1)

*)

(o) T f ) = C I8 e & ’; 7€,

(*) ma‘XfEE[Iiilyzi”wQ(x” = ma‘XfEE[Iiflyzi”(x —zi)(x —x)| =
2

max|f( ) HAf( )| < h_ max‘f//(fz)‘

z€la,b 8 a<z<b
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Necht nyni f € H?*(a,b). H*(a,b) je prostor® spojité diferencovatelnych
funkei, jejichz druhd derivace existuje a patif do L?(a,b) a

111720 =/ (£ @)+ [ @) + ()] do (< 00).

Chyba v L? je

b
||f—HAf||%2<a,b>=/|f( CMaf(e |2das—2/ af(2) de.

i=1 v Ti—1

UkaZzeme si tvar chyby pro interval [0,1]. Necht f € H2(0,1) a IIf je line4rni
interpolant tvaru

(&) =1-9f0)+&f(1), 0<¢<L,
Pouzijeme Tayloriiv vzorec (v okoli bodu &) s integralnim tvarem zbytku:
@ FO)=F©)+0-f) - /5 (1) dt
® )= fO+0-af©)+ /g (1= )" (t) .

Dosazenim do linearniho interpolantu

(&) = (1—€)f(0) +£f(1)
=(1-OFO)+EfO+1 - () +E1-9F(©)

0 1
—(1—§)/ tf"(t) dt+§/ (1—t)f"(t)dt

+£/ t)dt — ( 1—{)/£0tf”(t)dt
5/ t)dt — ( 1—5)/£0tf”(t)dt

6Je to piiklad Sobolevova prostoru.

dostaneme
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Pak mizeme chybu omezit

£
tf"(t) dt’
0

1
/ tf"(t) dt’
0

17 (¢) |<§/"1—t £ de] +(1-¢)

<¢

A(L%) D] + (19

(uzitim Holderovy nerovnosti)

gf(/ (1-1)2d /|f” ([ dt)"
+(1—£)/0t2dt /|f” P )’
= ([19wra) “le([a-mra) v a-o( [ #a)"]
—c([vrora)”
Tedy dostavame
/|f - Tife \2d§<c/\f” (6 dt.

Vratime se k pivodnimu integrélu ptes interval [x;_1, z;] a zavedeme substi-
tuci
r=ux;1+E&h;, dr=h;d§:
T; 1 N
/ [f (@) = Taf(2)|* dz = h; / |f (@imy + €ha) — TLf (i1 + Ehy) | dE
X1 0

L g2 . ) (2
S Chz/ d f(xzfl + ghz)
0

e
1
= Ch?/o |f" (im1 + Eha) |? d€

dg

Vysledny tvar chyby je’

TN Z / (@) de

< Ch4||f”||L2(a,b)

"Pii zpétné substituci se jedno h; zkrati.
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2.2 Problém nejlepsi aproximace

Nejlepsi aproximace - jaka je nejmensi moznda chyba pro aproximaci z dané
tiidy funkci? Jde-li o polynomy, pak se snazime minimalizovat nejvétsi od-
chylku polynomu od aproximované funkce, tj.

min max |f(z) — P(z)].

PePy a<z<b

Ptiklad. Mezi polynomy jsou nejlepsi aproximaci funkce f(z) = 0 Cebyse-
vovy polynomy:

T,(z) = 2" " cos(narccosz), =€ [—1,1].

Reseni zavisi na funkci f, na tiidé aproximujicich funkci a na normé,
v jaké je chyba méfena. Stejnomérnd aproximace - ||*||qo-

V dal$im budeme ptedpokladat, ze V' je linearni redlny nebo komplexni
prostor.

Definice 2.2. Je dan prostor V a podmnozina K C V. Rekneme, 7e mnozina
K je konvexni, jestlize

uve K= u+(1-NveK, VAe(01).
Indukei
i=1 i=1

Poznamka. Je-li definice uvedena bez predpokladu \; > 0, pak K je afinni
mnozina.

Definice 2.3. Necht K je konvexni mnozina v linedrnim prostoru V. Funkce
f: K — R se nazyva konvezrni, jestlize plati

fAu+ (1 —=XNv) < Af(u)+ (1 —A)f(v), Yu,veV,VAel0,1].

Funkce se nazyva ryze konvexni, kdyz plati ostrd nerovnost prou #v a A €
(0,1).

Poznamka. Jensenova nerovnost:
f (Z)\zuz> Sz)\if(uz’)a Ai >0, Z)\izl-
i=1 i=1 i=1

26



Definice 2.4. Necht V' je normovany prostor. Mnozina K C V je uzaviend,
jestlize {v,} € K a v, — v implikuje v € K. Mnozina K se nazyva slabé
uzaviend, jestlize {v,} C K a v, — v® implikuje v € K.

Definice 2.5. Necht V' je normovany prostor, K C V. Funkce f: K — R
je (sekvencné) zdola polospojitd [(sequentially) lower semicontinuous - Ls.c.],
jestlize {v,} C K, v, — v € K implikuje

f(v) < liminf f(v,).

Funkce je slabé (sekvencné) zdola polospojitd nebo slabé polospojitd [w.l.s.c.
- weakly lower semicontinuous], jestlize tato nerovnost plati pro kazdou po-
sloupnost {v,} C K, v, =~ v € K.

Pozndmka. Spojitost implikuje polospojitost zdola. Opak neplati, nebot po-
lospojitost zdola dovoluje nespojitost. Je ziejmé, ze jestlize f je w.l.s.c., pak
je také [.s.c..

Piiklad. V - normovany prostor = norma je w.[.s.c. funkce.

Nebot {v,} C V slabé konvergentni posloupnost v, — v € V. Podle diisledku
zobecnéné Hahn - Banachovy véty pro kazdé v € V existuje [ € V' tak, ze
L) = ||| a |ll] = 1. = U(vy) < [|U|||vall = ||val| [Atkinson, str. 106]. Tedy

|v]| = l(v) = limI(v,) < liminf||v,||.
n—oo
Pro prostor se skalarnim soucinem
loll* = (v,v) = lim(v, va) < lim inflv]|[[on]
|v|| < lim inf||v,]|.
n—oo
Nyni uvedeme uzitec¢ny vysledek o geometrické funkcionalni analyze od-

vozeny ze zobecnéné Hahn - Banachovy véty a tykajici se separace konvexnich
mnozin.

Definice 2.6. Necht V' je redlny normovany prostor, A, B neprazdné mno-
ziny ve V. Rikdme, Ze A a B jsou oddélitelné, jestlize existuje nenulovy line-
arni funkciondl [ na V' a ¢islo a € R tak, ze

l(uy<a Yue A a I(v)>a YveB.
Jestlize plati ostré nerovnosti, jsou mnoziny A, B strikine oddélitelné.

Véta 2.3. Necht' V' je redlny normovany prostor, A, B dvé neprazdné dis-
Junktni podmnozZiny V' takove, Ze jedna z nich je kompaktni a druhad je uza-
vrend. Pak mnoziny A, B jsou strikiné oddélitelné.

Diikaz. Dikaz plyne ze zobecnéné Hahn - Banachovy véty. O

8 znaéi slabou konvergenci.
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2.3 Abstraktni existen¢ni vysledky

V' redlny prostor, K C V podmnozina, f fukcional f: K — R
Uvazujme problém nalezeni "minimizatoru” u pro vyraz

inf f(v u = arg inf ’U].

inf f(v) g inf f(0)
Klasickd Weierstrassova véta rika: Redlnd spojita funkce f na uzavieném

omezeném intervalu [a,b] (—oo < a < b < 00) md maximum a minimum.

a = inf f(x),
inf f (z)
tedy podle definice infima existuje posloupnost {x,} C [a, b] tak, 7e f(x,) —
a pro n — 00. ProtoZe uzavieny interval [a, b] je kompaktni, existuje podpo-
sloupnost {x,/} C {x,} a né&jaké z, € [a, b] tak, ze

Ty — Ty pro n' — oo.
O funkci f predpokladame, ze je spojita, takze

lim f(zn) = f(zo) = o,
n —oo
tj. o realizuje minimum funkce f na [a,b].
Rozsifime tuto myslenku na obecny problém.

e Spojitost funkce je prilis omezujici. Staci zrejmé predpokladat, ze f je
zdola polospojita
f(zo) < liminf f(x,).

'—o0

V tomto piipadé f mize byt i nespojita.

e V nekonecné dimenzionalnim Banachové prostoru V' nemusi omezend
posloupnost obsahovat posloupnost konvergentni. Nicméné, jestlize V'
je reflexivni Banachuv prostor, pak kazda posloupnost obsahuje slabé
konvergentni podposloupnost. Tedy pro feseni nasi minimalizac¢ni tlohy
budeme predpokladat, ze V' je reflexivni, K je omezend a slabé uza-
viend. Posledni podminka zajistuje, ze slaba limita slabé konvergentni
podposloupnosti v K lezi v K. O podmince

f(zo) < liminf f(z,)

n/—oo

se predpokladé, ze plati pro libovolnou podposloupnost {z, }, ktera
konverguje slabé ... (doplnit).
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Uvedené tivahy miizeme formulovat v nasledujici vétu

Véta 2.4. Necht V' je reflexivni Banachiv prostor a K C 'V je omezend
a slabe uzaviend. Jestlize f: K — R je w.l.s.c., pak minimalizacni problém

inf f(v)

veEK
mda Tesent.

Diikaz. Oznacme o = inf,cx f(v). Podle definice infima existuje posloupnost
{u,} C K s vlastnosti

f(up,) — a pro n— oo.

Protoze K je omezend, {u,} je omezend posloupnost v protoru V. Protoze V'
je reflexivni, existuje podposloupnost {u, } C {u,}, kterd konverguje slabé
k u € V. Protoze K je slabé uzaviend, je u € K, a protoze f je w.l.s.c.,
mame

f(u) < liminf f(u,).

n’—oo
Tedy, f(u) = «, a u je feSenim minimaliza¢niho problému. Tento dikaz
rovnéz ukazuje, ze a je konec¢né, tj. a > —oo. O

Pozndmka. Ve vété se predpoklada, ze K je omezend. Casto se ale vyskytuje
pripad, 7ze K je neomezena. Miuzeme upustit od predpokladu omezenosti K
a nahradit tento predpoklad predpokladem koercivity f na K.

Definice 2.7. Necht V' je normovany prostor, K C V. O realném funkcionalu
f na V tikdme, ze je koercivni na K, jestlize

f(v) = oo pro |v| oo, vekK

Véta 2.5. Necht'V je reflexivni Banachiv prostor, K C 'V je slabé uzaviend.
Jestlize f: K — R je w.l.s.c. a koercivni na K, pak dany minimalizacni
problém ma resent.

Diikaz. Vybereme vy € K libovolné a definujeme

Ko ={v e K;f(v) < f(vo)}.

Protoze f je koercivni, Kj je omezena. Protoze K je slabé uzaviena a f je
w.l.s.c., vidime, 7e K, je slabé uzaviena. [u,,u € K ,u, = u = f(u) <
liminf f(u,) < f(vo) = u € Kj] Dany minimaliza¢ni problém je tedy ekvi-
valentni problému

inf (),

veKy
ktery méa podle predchozi véty alespon jedno resSeni. O
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Pozndamka. Tyto vysledky jsou velmi obecné. V aplikacich neni vhodné ové-
fovat podminky pro slabou konvergenci. Nahradime tyto podminky podmin-
kami, které lze snadno ovérit.

Diilezity vysledek konvexni analyzy.
Véta 2.6 (Mazur). Necht V' je normovany prostor a necht {v,}n,>1 je po-

sloupnost konvergugici slabé k u € V. Pak existuje posloupnost {u,}n>1 kon-
veznich kombinaci proki {v, }n>1,

N(n) N(n)
un =3 A, YA =1, A7 >0, n<i < N(n),

kterd silné konverguje k proku w.
Uvedeme pro informaci nékteré dusledky.
Disledek. Jestlize K je konvexni a uzaviend, pak je slabé uzaviena.

Dusledek. Jestlize f je konvexni a l.s.c. (nebo spojita), pak je w.l.s.c.

2.4 Varianty véty o existenci

Véta 2.7. Necht'V je reflexivni Banachiv prostor, K C 'V je konvexni a uza-
viend a f: K — R je konvexni a l.s.c. Jestlize bud

(a) K je omezend
nebo

(b) f je koercivni na K,
pak dangy minimalizacni problém ma reseni. Jestlize navic [ je ryze konverni,
pak toto Teseni je jediné.
Diikaz. Prvni ¢ast plyne z predchozich vét, zbyva dokazat jednoznacnost pii
striktni konvexité. Dikaz povedeme sporem. Predpokladejme, ze existuji dva
minimizatory u, ug, u; # ug a f(u1) = f(ug). Protoze K je konvexni, je také
% € K. Dale f je ryze konvexni, tedy

£ (M) < S () + Fwa) = fm).

Coz je spor s predpokladem, Ze u; je minimizator. O

Pozndamka. V jistych aplikacich prostor V neni reflexivni (napt. prostor C/a, b]).
V takovych ptipadech nelze aplikovat predchozi véty. Nicméné, reflexivita
V slouzi pouze k tomu, aby se vybrala slabé konvergentni podposloupnost
z omezené posloupnosti v K. Také si vSimnéme, Ze potiebujeme pouze tpl-
nost podmnoziny K a ne celého prostoru V. Predchozi vétu tedy mizeme
modifikovat takto.
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Véta 2.8. Necht V' je normovany prostor, K C V je konvexni, uzaviend
konecne dimenziondlni podmnoZina a f: K — R je konvexni a l.s.c. Jestlize
bud

(a) K je omezend
nebo

(b) f je koercivni na K,
pak dany minimalizacni problém ma reseni. Navic, je-li f je ryze konvexnt,
je toto resent jediné.

2.5 Existence nejlepsi aproximace

Predchozi vysledky budeme aplikovat na problém nejlepsi aproximace. Necht
u € V, chceme najit takové prvky z K C V, které jsou nejblize prvku v mezi
vSemi prvky z K, tj. feSime minimaliza¢ni problém

inf ||v — ul|.
veK

Tento problém je ekvivalentni minimaliza¢nimu problému z predchoziho od-
stavce pro f:

fw) = lu—wvl|.

Je ziejmé f koercivni a spojitda (a tedy také ls.c.). Navic f je koercivni,
jestlize K je neomezena. Mizeme tedy formulovat véty o existenci nejlepsi
aproximace.

Véta 2.9. Necht K C V je uzaviend, konverni podmnoZina reflexivniho
Banachova prostoru V. Pak existuje prvek u € K takovy, Ze

lu — af| = infoex |u = vl

Véta 2.10. Necht K C V' je konvexni a uzaviend konecné dimenzionalni
podmmnozina normovanéeho prostoru V. Pak existuje prvek u € K tak, Ze

lu —al| = infoex||u —vl|.

Véta 2.11. Necht K je konecné dimenziondlni podprostor” normovaného
prostoru V. Pak existuje takovy prvek u € K, Ze

lu —al| = infoex||u —vl|.

9Zejména kone¢né dimenzionalni podprostor je jak konvexni, tak uzavieny.
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Poznamka. Vztah prostori Cla,b] a L*[a,b].
L>(Q) = {[v]; v méfitelna na Q, ||v|| < 00},
kde [v] = {w; w méfitelnd na D,v = w(a.e.)} je t¥ida ekvivalentnich funkei.

|v]| = esssup|v(z)| =  inf sup |v(x)]
z€Q meas(Q))=0 TEQ\QY

Prostor L>(Q) je rovnéz Banachiiv prostor, ale mnohem $irsi nez C'(Q) s nor-
mou
[v]log@y = max|v(z)].

C'(€2) Banachiv prostor; je to vlastni podprostor L>(€2).

Priklad. Necht V' = Cla,b] (nebo LP(a,b), p > 1), K = P,, P, je prostor
vSech polynomu stupné < n. Podle predchoziho tvrzeni pro kazdou funkci
f € Cla,b] (L*(a,b)) existuje polynom f,, € P, takovy, ze

- P(a,b) — inf — 4n||Lr(a,b)-
f = fallLe(an) q;anHf G|l L7 (a,d)

Pro p = oo se f, nazyva nejlepsi stejnomeérnou aproximaci funkce f.

Poznamka. Vétu o existenci nejlepsi aproximace v konec¢né dimenzionalnim
podprostoru lze dokézat pfimo takto: f(v) = ||u — v|| je nezdpornd, spo-
jita (redlnd) funkce na omezené podmnoziné R™ nebo C". Pouzije se Heine-
Borelova véta: Necht V' je koneéné dimenzionalni normovany linearni prostor
a S je podmnozina V. Pak S je kompaktni < S je ohrani¢end a uzaviena.

2.6 Jednoznacnost nejlepsi aproximace

Podle jedné z piedchozich vét!? 1ze snadno dokazat tuto vétu o jednoznac-
nosti.

Véta 2.12. Necht'V je normovanyj prostor. Predpoklidejme, Ze funkce f(v) =
|v]|P je ryze konvexzni pro néjaké p > 1. Necht K je konverni a uzaviend pod-
mnozina V. Pak pro kaZdé w € V' je nejlepsi aprorimace 4 € K jedina.
Diikaz. Ditkaz je zaloZen na faktu, Ze f(v) = ||v||?, p > 1 je koercivni. O

Jestlize V je prostor se skalarnim souinem, pak f(v) = |[v|?
konvexni — jednoznacnost nejlepsi aproximace.

je ryze

105351 nékde kolem koercivnosti
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Ptiklad. V prostoru se skaldrnim soucinem je ||u||? ryze konvexni.
f(u) = ||u]|* = (u,u) Chceme dokazat, ze plati nasledujici nerovnost

[Au 4 (1= X)o]]? < AJul?+ 1 =N)oll>, 0< A< 1.
Tuto nerovnost upravime nasledovné
M ull?+ 201 = X)(at,0) + (1= V2ol < Al + (1 = X) ol
2A(1 = A)(u,v) < A(L = M) [Jull® + (1 =1+ A) (1= N
= 2(u,0) < [lul® + [[o*.
A protoze pro u # v plati
0 < [lu—v[* = (u—v,u—v) = (u,u) =2(u,v) +(v,v) = [lul]* = 2(u, v) +[]v]|>
Odkud plyne 2(u,v) < ||ul|* + ||v||®. Tedy ||u||* je ryze konvexni funkce.

Ryzi konvexita normy je dostatecnou, ale nikoliv nutnou podminkou pro
jednoznacnost nejlepsi aproximace. Napf. ||*|| 1o (4, neni ryze konvexni, ale
da se ukazat jednoznac¢nost nejlepsi aproximace pro dilezité tiidy aproximu-
jicich funkei. Jeden z nejznaméjsich vysledki je nasledujici:

Véta 2.13 (Cebysevova véta o alternant8). Necht f € Cla,b], [a,b] je
konecny interval a necht n > 0 je celé cislo. Pak existuje jediny polynom
Dn € P, ktery minimalizuje velicinu

on(f) = }E;ﬂ”f — Plloo-

Tento polynom ma nasledugici charakteristickou vlastnost. Eristuje mnozina
n+ 2 cisel
a<xy<T < <Tpy1 <Db

(ne nutné jedind), pro kterou plati
T =41 nebo —1. Body xy, ..., Tp1 se nazjvaji Cebysevova alternanta.

Pozndmka. CebySevovy polynomy 1. druhu maji nejmensi odchylku od nuly,
jsou tedy nejlepsi aproximaci funkce f(z) = 0.
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2.7 Nejlepsi aproximace v prostorech se skalarnim sou-
¢inem
Budeme prepokladat, ze V' je redlny prostor se skalarnim soucinem.

Lemma 2.14. Necht K je konverni podmnoZina redlného prostoru se ska-
larnim soucinem V. Prou € V je u € K nejlepsi aproximaci v K, kdyz a jen
kdyz plati

(u—a,v—1u) <0, YveK.

Diikaz. Necht u € K je nejlepsi aproximace pro u. Necht v € K je libovolné.
Pak, protoze K je konvexni, je u+ A(v—1u) € K, X € [0, 1]. Definujme funkci

p(A) = [lu —[a+ Ao —a)]|?, Xelo,1]
o) = [[u— a2 — 2M(u — @, v — @) + A2||v — a)?
Pro A €[0,1]: ¢(0) = [[u — 4[> = minp,1 p(N).
¢'(\)
¢'(0)

—2(u — G,v — ) + 2\||v — 4|

2
—2(u — u,v — )

@ je rostouci v bodé z = 0 = ¢'(0) > 0 = —2(u —w,v —u) > 0 =
(u—a,v—1u) <0.
Opacné:
lu—ol* = flu—a— (v—a)|*
= llu—all* =2 (u—a,v —a) +ljv —al?
<0
> flu—alf*

O

Pozndmka. Geometricky vyznam: tthel mezi vektory u — 4, v — @ lezi v in-
tervalu (5, ).

Disledek. Necht K je konvexni mnozina v prostoru se skaldrnim souc¢inem
V. Pak pro kazdy prvek u € V je jeho nejlepsi aproximace jedina.

Diikaz. Necht uq, 5 jsou nejlepsi aproximace. Pak z predchoziho lemmatu

plyne
(U—ﬂl,v—fbl) S 0.

Tedy pro us = v plati
(U - 7:L1,’112 — UAl) S 0.
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Podobné
(U — lALQ,IALI - 7?62) S 0.

Sec¢tenim téchto nerovnosti dostaneme

(U—’&l,TALQ—TALl)—l-(U—TALQ,’&l—TALQ) SO,
(U—fbh% —ﬂ1) - (u—ﬁg,sz —fbl) <0,
(g — g, U — uy) < 0.
Odkud plyne ||y — ]| < 0 = @y = Gy, O

Z odstavce (2.3) plyne nasledujici véta.

Véta 2.15. Necht K C V je uzaviend, konvexni podmmnoZina Hilbertova
prostoru V. Pak existuje jediny prvek u € K takovy, Ze

|lu —a|| = inf ||u — v]|.
veK

Prvek @ se nazyva projekce prvku w na K a piSeme 4 = Pg(u). Pk
nazyvame projekcni operdtor, obecné je nelinearni.

Véta 2.16. Necht K C V je uzavrend, konvexni podmnozZina Hilbertova
prostoru V. Pak projekcéni operdator

(a) je monotonni, tj.
(Pk(u) — Px(v),u—v) >0, Yu,veV,
(b) a neni expanzivni, tj.
1Pk (u) = P (0)l| < [lu—oll, Vu,veV.
Diikaz. Py(u) =, (u—u,v—u)<0,u€ K.
(a) Tedy mame
(u—tu,0—u)<0 a (v—0,a4—0)<0.

Jejich sec¢tenim a dalSimi Gpravami dostaneme



(b)
li— o < (Pre(u) — Pre(v),u—v) = (i — 0,0~ v) < [[a— ] - u— o]
coZz pro . # v dava
[ = 0| = | Pk (u) = Pr(v)[| < [lu—vl].
]

Véta 2.17. Necht K je uplny podprostor realneho nebo komplexniho prostoru
se skalarnim soucinem V. Pak existuje jediny prvek u € K takovy, Ze

lu =4l = inf flu - o].
Dusledek. Plati (u—u,v) =0, Vv € K.

Diikaz. Plyne z lemmatu 2.14. o(\) = |lu — (@ + Aw)]||?, kde w € K lib.,
4+ Aw € K a A libovolné.

p(A) = llu = all* = 2M(u — @, w) + A |Jw]]*.
Minimum: ¢'(\) = 0,
¢'(A) = =2(u — @,w) + 2\[Jw]* = 0,

tedy

O

Véta 2.18. Predpokladejme, Ze K je tuplny podprostor redlného nebo kom-
plexniho prostoru se skalarnim soucinem V. Pak ortogondlni projekcéni ope-
rator P : V. — V je linedrni samoadjungovany, tj.

(Pgu,v) = (u, Pxv), Yu,vé€ K.

Navic
[o]|*> = || Pxol” + [l — Pxoll*, YveV

[Pl = 1.
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Tato véta ma dulezity disledek. Oznacme V,, = sp{¢1,...,p.}, kde
{@n}n>1 je ortonormalni baze prostoru V. K = V,, je uplny podprostor.
P,u € V je minimizator

min|ju — v||.
veEVn

Najdeme tento minimizator minimalizaci nezaporné funkce
n
f(bla R bn) = Hu - Z bigoi"Zv
i=1
coz je ekvivalentni minimalizaci na V,,. Pfimo se ziské identita
n n
Flbn - ba) =l = ) )+ DI = (0
i=1 i=1

Minima se dosédhne pro b; = (u,¢;), i =1,...,n, tedy

n

i=1
|lu — Pyu|| = inf,ey, ||u — v|| — 0 pro n — co. Méme rozvo]
n o0
u= nhj{}o Z(U, ©i) i = Z(Ua ©i) Pi-
i=1 i=1

Piiklad. Necht V = L?*(-1,1), V,, = P,(—1,1), dimenze prostoru V,, je
n + 1; bazové prvky - Legendreovy polynomy (ortonorméalni)

m+1 1 d .
Lofe) = /T o[ — 1))

Nejlepsi aproximace ve smyslu metody nejmensich ¢tverci:

n

Pou(z) = (u, L) o<1 Li(x),

i=0
konvergence
lim ||u — Pyul|2—1,1) = 0.
n—oo

lullZe10y = M [|PpullEa )
= lim > |, L)l
=1
— < 2
= Z|(U, Li)L2(71,1)| )
=1

37



coz je vztah znamy jako Parsevalova rovnost. Déle

w= Jim S L)l = s L
i=0 i=0

ve smyslu L?(—1, 1) normy.
Priklad nejlepsi aproximace.

Priiklad. Aproximace trigonometrickymi polynomy
pa(@) = 3 + ;[aj cos(j) + b sin(ja)]. (3)

Aproximace f € L*(0,2r), V,, = 7,, - mnoZina viech trigonometrickych poly-
nomt stupné < n. Nejlepsi aproximace vzhledem k normé L?(0,27) je déna
¢astecnym souc¢tem Fourierovy fady (3) s koeficienty

1 2

o= | f@eostinds, =0,
T Jo
1 27

bj = —/ f(z)sin(jz)dz, j > 1.
T Jo

2.7.1 Projekéni operatory

Definice 2.8. Necht V je linearni prostor, V4, V4 jsou podprostory V. Rek-
neme, ze V je primy soucet Vi a Vo a piSeme V = V) @ V;, jestlize kazdy
prvek v € V miize byt jednoznacné vyjadien ve tvaru

V=01 +vg, v € Vi,v9 € V5.
Déle, je-li V' prostor se skalarnim soucinem a (vi,vy) = 0 pro Yu; € 1}
a Yuy € V5, pak se V nazyva ortogondlnim primym souctem Vi a Vs.

Veéta 2.19. Necht V' je linedrni prostor. Pak V = Vi & V5, prave tehdy,
kdyz existuje linedrni operdtor P:V — V, P? = P takovy, Ze v rozkladu
v=uv+uvyjevy=Pv,va=(I—-PvaVy=PV), Vo= (- P)V).

Definice 2.9. Necht V je Banachtiv prostor. Operator P € L(V), P?> = P,
se nazyva projekcni operdtor. Podprostor P(V') se nazyva prislusny projekéni
prostor. Ptimy soucet

V=PV)e(l-P)(V)

se nazyva topologicky primy soucet.
Jestlize V' je Hilberttv prostor, P projekéni operatora V= P(V)®([—P)(V)
je ortogonalni ptimy soucet, pak P se nazyva ortogondlni projekcni operdtor.
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Priklad. Lagrangeova interpolace A : a = zq < -+- < x, = b, v € Cla,b],
Lagrangeiv interpolant: Pv = P,. P - linearni operator, V = C|a, b] - Bana-
chtv prostor, V; = P,, - prostor vSech polynomu stupné < n.

Pu(x) = Z P;(z)v(z;)

= P je projekéni operator (plyne z jednoznacnosti interpola¢niho polynomu).
Plati P? = P, nebot

P(Pv(x)) - i () Po(a:) = i ()0 ().

Priklad. V,, - n dimenzionalni podprostor Hilbertova prostoru V', {uy, . .., u,}

- ortonormalni baze V,,.
n

Pv = Z(ui,v) u;

i=1

definuje ortogonalni projekci z V' na V,.
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3 Diferencialni pocet pro nelinearni opera-
tory

3.1 Fréchetova a Gateauxova derivace

Derivace realné funkce. I interval na R, zy vnitini bod intervalu I.
f: I — R je diferencovatelna v xy, kdyz a jen kdyz

f(xo + h) = f(x0)

/ IERT . .
f(xo) = }llll)r(l) . existuje (4)

nebo ekvivalentné, pro néjaké cislo a
f(zo + h) = f(xo) + ah + o(|h]) pro h — 0, (5)

kde f'(x9) = a oznacuje derivaci.
Druhéa definice jasné ukazuje, ze podstatou derivovani je lokalni linerizace.
Navic tato forma muze byt zobecnéna na ptipad obecnych operatort.

K C R%, x; vnitini bod K, f: K — R™.
f je diferencovatelna v bodé x, jestlize existuje matice (tj. linedrni operator)
A € R™*? takova, ze

f(zo +h) = f(xo) + Ah + o(|h|) pro h — 0,h € R%.
A =V f(xg) - gradient/jacobian funkce f v bodé z

Aij:g—lf';’ izl,...,m,jzl,...,d.

Tady je obtiz pro rozsifeni definice (4) derivace. Jak rozsifit vyznam pomérné
diference (f(xog 4+ h) — f(xo)) /h, kdyZ h je vektor?

= derivace ve sméru. Nelinearizujeme funkci ve vSech moznych smérech pro-
ménné x blizicich se xg, ale linearizujeme podél jistého sméru k xy. Presnéji:
Necht h je pevny vektor v R? a uvazujme funkci f(zo + th), t € R (v okoli
nuly). Rekneme, ze f je diferencovatelnd v bodé zy vzhledem k h, jestlize
existuje takova matice A, Ze

 fa -+ th) — fw)

t—0 t

= Ah.

Necht f je operator mezi dvéma Banachovymi prostory V a W, f: K C
V —-W.
Umluva: kdykoliv méame na mysli derivaci v bodé ug, implicitné predpokla-
dame, 7e ug je vnitini bod K:

B(ug,r) ={u € Vi[lu —uol| <7} C K.
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Definice 3.1. Operator f je direncovatelny ve Fréchetové smyslu v bodé uy,
kdyz a jen kdyZ existuje A € L(V, W) tak, ze

fuo + 1) = f(uo) + Ah +o([[n])), h —0.

Zobrazeni A se nazyva Fréchetova derivace f v bodé ug a piseme A = f'(uy).
Veli¢ina df (ug; h) = f'(ug)h se nazyva Fréchetiv diferencial f v bodé wy.
Jestlize f je diferencovatelna ve Fréchetové smyslu ve vSech bodech mnoziny
Ky C K, fikdme, ze f': Ko C K — L(V, W) je Fréchetova derivace f na K.

Definice 3.2. Operator f je diferencovatelny v Gateauxové smyslu v bodé
uo, kdy7z a jen kdy7z existuje A € L(V, W) tak, ze

lim ? (uo +th) — f(uo)
t

t—0

= Ah, YheV,|h|=1 (6)

Zobrazeni A se nazyva Gateauzova derivace f v bodé ug, A = f'(ug). Veli¢ina
df (ug; h) = f'(up)h se nazyva Gateauziv diferencidl funkce f v bodé wy.
Jestlize f je diferencovatelna v Gateauxové smyslu ve vSech bodech mnoziny
Ky C K, tikdme, ze f': Ko C K — L(V,W) je Gateauxova derivace funkce
f na K.

Véta 3.1. Jestlize f'(ug) existuje jako Fréchetova derivace, pak f je spojita

UV Ug.

Ziejmé vztah (6) je ekvivalentni f(ug + th) = f(ug) + tAh + o(|t]). Tedy
Fréchetova derivace je také Gateauxova derivace. Opak neplati! Coz ukazuje
nasledujici priklad.

Piiklad. f: R?2 — R

:21132 ] _]-‘ Y 0’
fay, z9) = {Sl+x2 je-li (z1,x9) #

(ZL‘l, 1'2) = 0

G-derivace neni spojitd v bodé (0,0) a neni tedy F-diferencovatelna v bodé
(0,0).

Véta 3.2. Fréchetova derivace je také Gateaurova derivace. Opacneé, jestliZe
limita v (6) je stejnomérnd vzhledem k h s ||h|| = 1 nebo jestlize Gateauzova
derivace je spojitd v ug, pak Gateauzova derivace v ug je také Fréchetova
derivace v uyg.

Pravidla o derivovani'': o, 8 € K, f,g: K CV — W,
(af + Bg) (uo) = af'(uo) + By’ (uo)-

Vice viz Atkinson str. 148
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3.2 Newtonova metoda v Banachovych prostorech

Necht U a V jsou Banachovy prostory, F': U — V je fréchetovsky diferenco-
vatelna. Uvazujme rovnici

F(u) = 0.
Newtonova metoda: ug € U je pocatecni aproximace,
Unt1 = Un = [F ()] 7 F ().
Vypocet: F'(uy)(tuni1 — ) = —F(Uy), Opt1 = Upy1 — Unp,
F'(tn)0ps1 = —F(uy) Upq1 = Up + Opgr-

Véta 3.3 (Lokalni konvergence). Necht u* je kofen rovnice F(u) = 0 tak,
Ze [F'(u*)]~" existuje a je spojité linedrni zobrazeni 2V do U. Predpokldddme
ddle, Ze F'(u) je lokdlné lipschitzovsky spojitd v u*,

|F () = F'()| < Liju —ol|,  Vu,v e N(u"),

kde N(u*) je okoli u* a L > 0 je konstanta. Pak existuje 6 > 0 tak, Ze pro
|lug —u*|| <9 je Newtonova posloupnost definovana a konverguje k w*. Dale,
pro néjakou konstantu M plati

1 = ul| < My — u*|®

(M6)*

SV
Diikaz. Definici okoli N(u*) uvedeme pozdé&ji. Predpokladejme, ze [F’(u)]™"
existuje na N(u*) a co = sup, ¢y [ (u)]7"|| < co. Definujme

[ =

T(u) = u— [F'(u)] " F(u), u€ Nu).
T(u*) = u*, protoze F(u*) =0 a pro u € N(u*) mame
T(u) —T(u*) =u—u* —[F'(u)] ' F(u)
= [F/(w)] ! [F(u) ~Fw) = F'(w)(u )

=0
1
= [F'(w)]™ / [F'(u+ t(u” = w) = F'(u)] dt (u" = u)
0
Za predpokladu, ze F' je G-diferencovatelnd na konvexni mnoziné:

F(y) - F(z) = / (o + t(y — 2))(y — ) dt.
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Na F se divame jako na funkci jedné realné proménné:

LR+ iy — ) = F'(a + 1y — 2)y — ).

Pfechodem k normé ziskdme
1
1T (u) = T(u)]] < [[F"(u)] 7] /0 [ F'(u+t(u" =) — F'(u)|| dt ||u* — ul
1
<UF@ [ e = e = u].
0

Odtud I
. 5 llu = [& (7)

. c
IT'(u) = T(u)]| < =
iestliie vybereme § < COLL s vlastnosti B(u §) € N(u*), pak T: B(u*,6) —
B(u*,6) je kontrakce s o = L2
bodu méa T jediny pevny bod u* v B(u*,6) a posloupnost {u,} konverguje

k u*. Ozna¢me M = 2. Pak z (7) plyne

< 1. Tedy podle Banachovy véty o pevném

2
[tnt1 —u*l| < Mllu, —u*|*.
Indukei
Mtggr = u*|| < M2 [Jug — w*[|* < MPM[Jup—y — u*[[* < oo < M Jup—y — u*|*"

dostaneme

n

My — | < (Mo — ] )
]

Tato véta ukazuje, ze Newtonova metoda je lokalné kvadraticky konver-
gentni. Hlavnim nedostatkem tohoto vysledku je skutec¢nost, ze predpoklady
zavisi na neznamém kotfenu dané rovnice. Nasledujici Kantorovicova véta
prekonava tento problém.

Véta 3.4 (Kantorovi¢). Predpoklidejme:

(a) F: D(F) CU — V je diferencovatelnd na oteviené konvexni mnoziné
D(F) a derivace je lipschitzovsky spojitd

|F'(u) — F'(v)|| < Lljlu—vl||, Yu,ve€ D(F).
(b) Pro néjaké ug € D(F) [F'(uo)]™! existuje a je spojity operdtor z V.
do U takovy, Ze h = abL < 1/2 pro néjaké a > ||[F'(uo)] 7| a b >
IF ()] F )]
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Oznacme

=

oL (1 —2n)'/? 1+ (1—2h)/2
N al ’ N al )

(¢) uy se vybere tak, Ze B(uy,r) C D(F), kde r = t* — h.

Pak rovnice F(u) = 0 md 7eseni u* € B(uy,r) a feeni je jediné v B(ug, )N
D(F); posloupnost {u,} konverguje k u* a plati

(1—(1—2n)"/%)%"
2"aL ’

lun, —u™]| < n=0,1,2,....

Kantorovicova véta dava postacujici podminku pro konvergenci Newto-

novy metody. OvSem, je velmi obtizné tyto podminky ovérit. Nicméné z hle-
diska teoretického ma tento vysledek velky vyznam.

3.3 Aplikace Newtonovy metody
3.3.1 Nelinearni integralni rovnice

Méjme danu integralni rovnici

1
u(t):/ k(t,s,u(s))ds
0
na prostoru U = C[0, 1], funkce k je z prostoru C ([0, 1] x [0,1] x R) a je

spojité diferencovatelna vzhledem ke tretimu argumentu. Definujme operator
F:U—-U

F(u)(t):u(t)—/o k(t,s,u(s)) ds, € 0,1]

Integralni rovnice mtize byt zapsana ve tvaru F'(u) = 0, Newtonova metoda
pro tento problém
Ung1 = Uy — [F(un)] 7' F ().

[F(u + ho)(t) — F(u)(t)]
= tim + [o(t) - /01 (k(t. 5. u(s) + h(s)) — b{t,5,u(s))) ds]
=o(t) — /1 Ok(t, 5, u(s)) v(s)ds.
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Newtonova formule: F'(u,)0,11 = —F(un), 0pi1 = Uni1 — Up, b

Sir () — /0 W“;’TZ"(S”%H(S) ds = —u,(t) + /0 k(t, s, un(s)) ds,

(. s
~~

_F(un)

Upt1(t) = up(t) + Opy1(t).
V kazdém kroku ovéfujeme linedrni integralni rovnici.

3.3.2 Nelinearni diferencialni rovnice
u'(t) = f(t,u(t)),t €[0,1], u(0)=u(l)=0
f:0,1] x R, f je spojité a spojité diferencovatelnd vzhledem k u (?),

U=C20,1] = {v € C*0,1];v(0) = v(1) = 0},
%]l = 002[0,1]
F(u)(t) = u"(t) — f(t,u(t), t €[0,1]

Fu) )0 =) - L

Na kazdém kroku fesime linearizovany problém.!?

() = OO ) = p gy + 00, )

U 41(0) = Upp1(1) =0

U

2Upravime rovnici: F’(uy)(Uni1(t) — un(t)) = F(uy)(t).
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4 Metoda sdruzenych gradientu

Resime operatorovou rovnici

Au = f. (8)

A je ohraniceny, pozitivné definitni samoadjungovany a invertibilni linearni
operator v Hilbertové prostoru V. Za téchto predpokladi méa rovnice (8)
jediné Feseni
u = A"

Ptredpokladejme pro jednoduchost, ze V' je realny separabilni Hilberttv pro-
stor se spocetnou (ortogonalni) bazi. Metoda sdruzenych gradienti je defi-
novana takto.

Necht ug je poc¢ateéni aproximace u*. Definujme rg = f — Aug a sg = 7y.
Pro k > 0 definujme

Upt1 = Ug + QS Qg = i
(Asg, Sk)
i1 = | — Atgia
_ _ el
Skt+1 = Th1 + Orsk Br = EAE

Umluva: Oznaéme (u,v)4 = (Au,v) a ||v||a = /(v,v) 4.

Véta 4.1. Necht A je ohraniceny, samoadjungovany linedrni operdtor spl-
nujict

vmllvl| < flvlla < VM|, VeV
sm, M > 0."* Pak posloupnost {u} konverguje k u* a plati

M —m
|u™ — upgrlla <

*— k<0
= M—|—m||u ukHA) >~ Y,

coZ znamend, ze u, — u* linedrné.

13Co7 znamend, 7e ||*| 4 a ||*|| jsou ekvivalentni normy.
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