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�	� ������ 
�	������ �� ���
���� ��	���� �
�� 	��� ��	 ��	
�	�! ������ 
� 
�	������  ���
�����  	 �� � m 
"����#
�������� ��	
 $ 
�{v�, . . . , vn} % {

∑n
i�� αivi& αi ∈ K, i % ', . . . , n}, � � vi ∈ V

� K �� ��	���� 
�����( ������� ���	 �	����)�� "�
���

������� ���� *������� ��	
�	� V 
� ����
� ������
 ����������
��+ ��
�����
�)�
���� �	��"�� ��)������ ��	���� ����
�
���� 
���	�( {v�, . . . , vn}, ��#
��	���� {v�, . . . , vn} �� �������� ����
�
��+ ��� ��	���� {v�, . . . , vn, vn��} �� ���
������ ��
�
�� ��	 ���	
	��� 
���	� vn�� ∈ V. ,�	���� {v�, . . . , vn} 
� ����
�
���� ��	
�	�� V # -�
����� ���	
� ��	���� ���)�
����+ �� ��	
�	� V ��������

����������
��#

�	
� ���� ��� ������
 ����������
�� 
������� �������� ���	���� �	��� ����
������ ����� ������ ���� ���
� �� �	���� ������� V �

��� ��������	 
������


������� ���� .���/ V �� �������� ��	
�	�+ ����	 ‖∗‖ �� ������ � V  	 R


 ��
�� ������� 
��
��	
���$

'# ‖v‖ ≥ 0 ��	 ∀v ∈ V � ‖v‖ % 0 ⇔ v % o,

1# ‖αv‖ % |α| ‖v‖ ��	 ∀v ∈ V, ∀α ∈ K,

2# ‖u 3 v‖ ≤ ‖u‖3 ‖v‖ ��	 ∀u, v ∈ V.

4�� V �� ������	�� 
������� �������#

������� ��
� .���/ V �� �������� ��	
�	�+ ��������	 |∗| �� ������ � V  	
R 
 
��
��	
��� �	��!+ ��	�� �	�	+ �� |v| % 0 ����
� ������	
�� v % o.

������� ���� 5������+ ��  
� �	��! ‖∗‖���+ ‖∗‖��� �
	� �����	
�����+ ��
�����
�)�
���� ��� �� �	�
����! c�, c� ���	
�+ �� c�‖u‖��� ≤ ‖u‖��� ≤ c�‖u‖���+ ��	
∀u ∈ V.

�������	� 4�	 ��
�
������� �	��! �����$ �	
�	���	
� {un} �	�
��6��� 
 �� ��
�	��� ���
� ��� !+ � !� �	�
��6��� 
  ���� �	���#

�	
� ���� ��� �	��� ������
 ����������
�� ������� �
	��� �� �	�� ��
 �����
���� �����	
������

�������	� 7 ���	��"��  ������	������� ��	
�	���� �	�	 �
����� �������#

'



��� ��������
 ��
��	� 
������


������� ���� 5������+ �� �	��	
��� ��	
�	� �� !�
��+ ��
����� ��� � ����
��!	

�� �	
�	���	
� �	�
��6��� � ��
�� �	�	�	 ��	
�	��#

�������� .���/ � ∈ Rd �� 	��
����+ 	������ ��	����# 4�	 v ∈ C��� �
' ≤ p ≤ ∞  �8����� p � �	���

‖v‖p %

(∫
�

|v�x�|p dx

)�/p

,

� � x % �x�, . . . , xd�T , dx % �dx�, . . . , dxd�. 9�8�����  ��� ∞ � �	��� ���	
��)������ �	���

‖v‖∞ % ��)
x∈�

|v�x�|.

4�	
�	� C��� 
 ‖∗‖∞ �� :�����(
 ��	
�	�+ ��# 
����	����� ������ �	
�	���
�	
�� 
�	������ ������ �� �	
��� 
�	���� ������#

�������� 4�	
�	� C��� 
 p��	��	� ' ≤ p < ∞ ���� :�����(
 ��	
�	�$
C;0, '<

un�x� %

⎧⎪⎨
⎪⎩
0 0 ≤ x ≤ �

�
− �

�n
,

nx − �
�
�n − '� �

�
− �

�n
≤ x ≤ �

�
3 �

�n
,

' �
�
3 �

�n
≤ x ≤ '.

.���/

u�x� %

{
0 0 ≤ x < �

�
,

' �
�

< x ≤ '.

4�� ‖un − u‖p → 0, n → ∞+ ��# �	
�	���	
� {un} �	�
��6��� � u 
 �	���
‖∗‖p. =�� ������+ ��� 	��� � �� �	+ ���  �8������ u�'/1�+ ������� ������ u
���� 
�	����#

�������� C;−', '<+ un�x� % x
�

�n−� + �x+ �
√

x+ �
√

x+ �
√

x+ # # # �+ un ∈ C;−', '<

u�x� %

⎧⎪⎨
⎪⎩
−' −' ≤ x < 0,

0 x % 0,

' 0 < x ≤ '.

-� ������+ �� u �∈ C;−', '<#

‖un − u‖�� %
∫ �

−�

;un�x�− u�x�<� dx %
∫ �

−�

[
x

�

�n−� − u�x�
]�

dx

% 1
∫ �

�

[
x

�

�n−� − '
]�

dx % 1
∫ �

�

[
x

�

�n−� − 1x
�

�n−� 3 '
]
dx

% 1
[1n − '
1n 3 '

− 1
1n − '
1n

3 '
]
%

1
n�1n 3 '�

n→∞−−−→ 0

1



⇒ un → u+ ‖∗‖�+ ��� u �∈ C;−', '< ⇒ C;−', '< ���� :�����(
 ��	
�	�#

��� �
��� ���� ��������	�� 
�������

�	
� ��
� "�#�$ V �� ������	�� �������� �	� �%������ !�
�� ������	��
������� W � �
���� �
	��������&

�a� '%������ ���������� >V ⊆ W 	 
������� �����#� I $ V → >V �	����� ��

‖Iv‖W % ‖v‖V , ∀v ∈ V

(���#� I �� �	���� ��������#�� ������)���� �������� V 	 >V �

�b� ���������� >V �� ����� � W � ��� ��� �	�� w ∈ W �%������ ���
�������
{?vn} ⊆ >V �	����� ��

‖w − ?vn‖W → 0 ��� n → ∞.

������� W �� �	���� !�
�� ��	
 ��!�
�
��� �������� V 	 �� ��)����� �����*
��	��
 	� �	 ��������#�� ������)�����

�������	� 4�	
�	�! V � >V �
	� 	����� � �������#

�������� 4�	
�	� Cm;a, b< 
 �	��	�

‖f‖ %
[ m∑

j��

∥∥∥f �j�
∥∥∥p

p

]�/p

.

4�	
�	� Cm;a, b< ���� @���� 
 �	��	 �	��	�# -��	 @���� 	��� 
� ���"� W m,p�a, b�
� �� �	 ������ A	�	��
	
� ��	
�	��#

��� �������
 �� ������� � ���!"���

������� ���� .���/ V �� �������� ��	
�	� �� K# +�	
���� ������ �∗, ∗� ��
�	��� � V × V  	 K 
 �����	 
��
��	
���$

'# �u, u� ≥ 0 ∀u ∈ V, �u, u� % 0 ⇔ u % o,

1# �u, v� % �v, u� ∀u, v ∈ V,

2# �αu 3 βv, w� % α�u, w� 3 β�v, w� ∀u, v, w ∈ V, α, β ∈ K.

4�� V �� ��	
�	� 
� 
�������� 
	�"����#

2



�	
� ��� ����������� ��������
 �

|�u, v�| ≤
√
�u, v��u, v�, ∀u, v ∈ V.

,������ �
	�� ⇔ u, v ���� 
������
 �����
 �u % tv��

9�8������ �	���$ ‖u‖ %
√
�u, u�, ∀u ∈ V.

�	
� ���� +�	
���� ������ �� ������� -���#� ���
���� � �������	� ����
�
.����� �
���& ����
��� ‖∗‖ �� ����	 ��)���	�� ‖u‖ %

√
�u, u�� �	� ‖un −

u‖ → 0 	 ‖vn − v‖ → 0 ��� n → ∞ ���
����� �un, vn� → �u, v�. /��� �	�
����
��� un → u� �	� ��� �	�� v& �un, v� → �u, v�.

�	
� ��� ���������!�� ����
�
� �

�u, v� %
'
B

(
‖u 3 v‖� − ‖u − v‖�

)
�u, v� %

'
B

(
‖u3 v‖� − ‖u − v‖� 3 i‖u 3 iv‖� − i‖u − iv‖�

)
��� ���
��� ����� ����
�%�� �0��	��

1��	�� 9	������ ��	 ������ ����� #

‖u3 v‖� − ‖u − v‖� % �u 3 v, u3 v�− �u − v, u − v�

% �u, u� 3 �u, v� 3 �v, u� 3 �v, v�

− ;�u, u�− �u, v�− �v, u� 3 �v, v�<

% B�u, v�.

����� "����#	$�����% &�������

�	
� ��'� "���	 ‖∗‖ �	 V �� ���������	 ��	
����� �������� ⇔ ��
2���
������
������ ��	���
��&

‖u 3 v‖� 3 ‖u − v‖� % 1‖u‖� 3 1‖v‖�, ∀u, v ∈ V.

1��	�� 9	������ �	 �	��� ��	 ������ ��	
�	�!#

⇒ .���/ ‖∗‖ %
√
�∗, ∗� ��	 ������ 
������� 
	�"�� �∗, ∗�# 4�� ��	 ��� �

u, v ∈ V �����$

‖u 3 v‖� 3 ‖u − v‖� % �u 3 v, u3 v� 3 �u − v, u − v�

% 1�u, u� 3 1�v, v� 3 �u, v� 3 �v, u�− �u, v�− �v, u�

% 1
(
‖u‖� 3 ‖v‖�

)
��������������	 
���
��� �� ���������� ����������� ���� 
�� �������������

B



⇐ 4�� �	��� ����+ �� �	��� ‖∗‖ 
��C��� �	
�	������	
� ���
� �	# 4�	
u, v ∈ V  �8�����

�u, v� %
'
B

(
‖u 3 v‖� − ‖u − v‖�

)
,

� �������+ �� �� �	 	���
 � 
������� 
	�"��#
�u, u� % �

�
‖1u‖� % ‖u‖� ≥ 0 � �u, u� % 0 ⇔ u % o

�u, v� % �
�
�‖u 3 v‖� − ‖u − v‖�� % �v, u�

���������$
�u 3 v, w� % �u, w� 3 �v, w�, ∀u, v, w ∈ V
� �αu, v� % α�u, v�, ∀u ∈ V, α ∈ R

�u, w� 3 �v, w� %
'
B

(
‖u3 w‖� − ‖u − w‖� 3 ‖v 3 w‖� − ‖v − w‖�

)
%

'
B

(
‖u3 w‖� 3 ‖v 3 w‖� − �‖u − w‖� 3 ‖v − w‖��

)
%

'
B

['
1

(
‖u 3 v 3 1w‖� 3 ‖u − v‖�

)
− '

1

(
‖u3 v − 1w‖� 3 ‖u − v‖�

)]
%

'
D

(
‖u3 v 3 1w‖� − ‖u 3 v − 1w‖�

)
E�
� ��� 
��
������ U % u 3 v 3 w+ ���

‖U 3 w‖� 3 ‖U − w‖� % 1
(
‖U‖� 3 ‖w‖�

)
‖U 3 w‖� % 1

(
‖U‖� 3 ‖w‖�

)
− ‖U − w‖�

% 1
(
‖u3 v 3 w‖� 3 ‖w‖�

)
− ‖u3 v‖�.

4	 	��� ��	 V % u3 v − w  	
������

‖V − w‖� % 1
(
‖u3 v − w‖� 3 ‖w‖�

)
− ‖u 3 v‖�.

F����� �� !

�u, w� 3 �v, w� %
'
D

[
1
(
‖u 3 v 3 w‖� 3 ‖w‖�

)
− ‖u 3 v‖�

− 1
(
‖u3 v − w‖� 3 ‖w‖�

)
3 ‖u3 v‖�

]
%

'
B

(
‖u 3 v 3 w‖� − ‖u 3 v − w‖�

)
% �u 3 v, w�

G



9(��� 
����� �αu, v� % α�u, v� 
�� ;=����
	�+ 
��# 1' �  ���<#
9�8����� ������ f�α� % ‖αu 3 v‖� − ‖αu − v‖�. H������+ �� f�α� ��
�������� ������ α#

f�α�− f�β� % ‖αu 3 v‖� − ‖αu − v‖� − ‖βu3 v‖� 3 ‖βu − v‖�

% ‖αu 3 v‖� 3 ‖βu − v‖� −
(
‖αu − v‖� 3 ‖βu3 v‖�

)
%

'
1

(
‖�α 3 β�u‖� 3 ‖�α − β�u3 1v‖�

)
− '

1

(
‖�α 3 β�u‖� 3 ‖�α − β�u − 1v‖�

)
%

'
1

(
‖�α − β�u3 1v‖� − ‖�α − β�u − 1v‖�

)
%

'
1

(
1�

∥∥∥α − β

1
u3 v

∥∥∥�

−1�
∥∥∥α − β

1
u − v

∥∥∥�
)

% 1f

(
α − β

1

)

��# $"�������
 
������


������� ��'� I���� ��	
�	� 
� 
�������� 
	�"���� 
� ����
� 3�
������ ���*
����#

�������� 4����� ! J������	
��� ��	
�	�($

• L��0, '�
∫ �

�
u�x�v�x� dx

• L����
∫
�

u�x�v�x� dx

• w�x� �� ��� �� ������ �� �$
L�

w��� % {v � ���������&
∫
�

w�x�|v�x�|� dx < ∞} �� J������(
 ��	
�	�

� 
�������� 
	�"���� �u, v�w %

∫
�

w�x�u�x�v�x� dx. 4�	
�	� L����

 
��	� �
����� ��	
�	� L����#�

• 4�	
�	� Cd ��
�	�� �����  ���� �	����)���� "�
���$ �x, y� %
∑d

i�� xiyi.

��% &���'����"��

I��� ����  
��� 
���	�!$

ϕ % ����	

�u, v�
‖u‖‖v‖

K



u, v �
	� 	��	6	�����$ �u, v� % 0 4�
�� v ∈ V �� 	��	6	����� � �	 ��	����
U ⊆ V + ��
����� �u, v� % 0, ∀u ∈ U.

������� ��(� V � �	��"��  ������	����� ��	
�	� 
� 
�������� 
	�"����$
����4���
�� ���� {v�, . . . , vn} $ �vi, vj� % 0, i �% j. 5��� ���������
��$ ‖vi‖ %
', i % ', . . . , n.

������� ��)� V � ���	��"��  ������	����� �	��	
��� ��	
�	�+ V �� ���*
������ ����+ ��
����� �)�
���� �	
�	���	
� {vi}∞i�� ⊆ V, ��	 ����	� �����$ ��	
��� � v ∈ V �)�
���� 
�����! {αv,i}n

i��, n % ', 1, . . . ���	
�+ ��

‖v −
n∑

i��

αv,ivi‖ → 0, ��	 n → ∞.

L��	
� ��	
�	� 
� ����
� ���	�	��
��# 4	
�	���	
� {vi}i≥� 
� ����
� ����+
��
����� ��� � �	��"�� �	 ��	���� ���	 �	
�	���	
�� �� �������� ����
�
��#
-���� V ��	
�	� 
� 
�������� 
	�"���� � ��
����� �	
�	���	
� {vi}i≥� 
��C���

�vi, vj� % δij , i, j ≥ ',

��� {vi} �� 	��	�	������ ���� ��	 V #

������� ���*� 5������+ �� ���	��"��  ������	����� ��	
�	� V �� +#�	�*
������ ���� {vn}n≥�, ��
����� ��	 ��� � v ∈ V �� �	��� �
�� v %

∑∞
n�� αnvn

���	 �	�
��6����� �� � 
� V 
 �� �	���"�	� 
	��	� 
�����( αn.

��( �������
 �
�)"�* +",��������������� ,���� 

������� ����� .���/ � �� 	��
���� ��	���� 
 Rd+ x % �x�, . . . , xd�T ∈ Rd+
α % �α�, . . . , αd� �αi � �����	��� ���� "�
��� �� ������� �)  ���! |α| %

∑d
i�� αi#

7����

Dαv�x� %
∂|α|v�x�

∂xα�
� · · ·∂xαd

d

����
��� �����	#� 0��� |α|.

��������

∂v

∂x�
% Dαv α % �', 0, . . . , 0�

∂dv

∂x� · · ·∂xd
% Dαv α % �', ', . . . , '�

M



,�	���� 
N���  ���
��� �� � m ������ v �(�� ��� ���
��� 
� �
���
{Dαv& |α| % m}.

4�	
�	� C���

‖v‖C��� % 
��{|v�x�|& x ∈ �} ≡ ��){|v�x�|& x ∈ �}.

-� C��� ⊆ C��� � �� �) �� 
��
���# .��	/ �)�
���� ������ v ∈ C���, �����
���	�	� ��� �	�N����! �� 
�	���� ������ �� �, ������ �� �� ������ f�x� %
'/x �� �0, '�.

.���/ Z� �� ��	���� �����	����� ������ "�
��# 4�	 ��� � m ∈ Z�, Cm���
�� ��	
�	� ������ 
�	������ 
� 
�	������  ���
����� ��  	 �� � m 
"����#

Cm��� % {v ∈ C���&Dαv ∈ C���, |α| ≤ m}

Cm��� % {v ∈ C���&Dαv ∈ C���, |α| ≤ m}
Cm��� �� :�����(
 ��	
�	� 
 �	��	�

‖v‖Cm��� % ��)
|α|≤m

‖Dαv‖C���

C∞��� %
∞⋂

m��

Cm��� ≡ {v ∈ C���, v ∈ Cm���, ∀m ∈ Z�}

C∞��� %
∞⋂

m��

Cm��� ≡ {v ∈ C���, v ∈ Cm���, ∀m ∈ Z�}

"���� -���#�$ �	
�" v % {x ∈ �& v�x� �% 0}. 5�����+ �� v �� �	�������
�	
�"+ ��
����� �	
�" v �� 
��
��� �	 ��	���� �+ ��# �	
�" v ⊂ �.

��- $.�+����
 
������


O����� v  �8�	
��� �� � �� 
���#��������� �������+ ��
����� ��	 �����	� �	��

����� c �����

|v�x�− v�y�| ≤ c‖x − y‖ ∀x, y ∈ �.

7 �	��	 
����� �� ‖x − y‖ 
��� �� �� ����� 	

�� �	���# .�����N� �	��

����� 
 ���	 ���	
�	
�� 
� ����
� *��
�����	
� �	�
����� � ���"��� �� L�v�#
*��
�����	
� �	�
����� �� �����������	
��� 
������

L�v� % 
��

{
|v�x�− v�y�|

‖x − y‖ & x, y ∈ �, x �% y

}
.

D



O����� v 
� ����
� �6
�������� ������� 
 �)�	������� β ∈ ;0, '<+ ��
�����
��	 �����	� �	�
����� c �����

|v�x�− v�y�| ≤ c‖x − y‖β, ∀x, y ∈ �.

36
����� ������� C�,β��� ��  �8�	
�� ���	 �	 ��	
�	� C���# A �	��	�

‖v‖C�,β��� % ‖v‖C��� 3 
��

{
|v�x�− v�y�|
‖x − y‖β

& x �% y

}

�� ��	
�	� C�,β��� :�����	
�� ��	
�	���#
4�	 β % ' ⇒ ��	
�	� ���
����	

�! 
�	������ ������#
4�	 m ∈ Z� � β ∈ �0, '< → JP� ��(
 ��	
�	�$

Cm,β��� %
{
v ∈ Cm���, Dαv ∈ C�,β��� ��	 
N����� α+ |α| % m

}
A �	��	�

‖v‖Cm,β��� % ‖v‖C��� 3
∑
|α|�m


��

{
|Dαv�x�− Dαv�y�|

‖x − y‖β

}

�� �	 :�����(
 ��	
�	�#

��/ Lp 
������


Lp��� �� �������� ��	
�	� ����������� ������ v$

‖v‖Lp��� %

{∫
�

|v�x�|p dx

}�/p

< ∞

L∞��� % {;v<& v ��������� �� �, ‖v‖∞ < ∞}+ � � ;v< % {w&w ��������� �� �, v %
w�a, e�}� ;=����
	�+ 
��# 'B<
v ��������� �� �$

‖v‖∞ % �

 
��
x∈�

|v�x�|

% ���
	
����′���


��
x∈�\�′

‖v�x�‖

���
��′� % 0+ ��# �′ �� ��������� 
 ���	� % 0

‖v‖L∞��� % ���
meas��′���


��
x∈�\�′

|v�x�| < ∞

7��
��	
��$ �� �� 	��
���� ��	���� 
 Rd�

���� � ������� ����������

Q



��� 4�	 p ∈ ;',∞� �� Lp��� :�����(
 ��	
�	�#

��� 4�	 p ∈ ;',∞� � ��� � �����!	

�� �	
�	���	
�� 
 Lp��� ��� 
!����
�	 �	
�	���	
�+ ����� �	�
��6��� �	 	
� �# �# �� �#

��� ' ≤ p ≤ q ≤ ∞ ⇒ Lq��� ⊆ Lp���

‖v‖Lp��� ≤ ���
���
�

p
− �

q ‖v‖Lq���, ∀v ∈ Lq���

‖v‖L∞��� % ���
p→∞

‖v‖Lp���, ∀v ∈ L∞���

�-���� q % ∞ ���� 
� �
q
% 0#�

� � -�
����� ' ≤ p ≤ r ≤ q ≤ ∞+ 
!������ θ ∈ ;0, '< ���	
�+ ��

'
r
%

θ

p
3
'− θ

q
.

E �	�	 ��!��

‖v‖Lr��� ≤ ‖v‖θ
Lp���‖v‖�−θ

Lq���, ∀v ∈ Lq���

7��
��	
� � � 
� ����
� �������
	��� �
	������ Lp ��	
�	�(#
JP� ��	
� ���	
�	
�$ u ∈ Lp���, v ∈ Lq���, p, q > ', �

p
3 �

q
% '∫

�

|u�x�v�x�| dx ≤ ‖u‖Lp���‖v‖Lq���.

,���	

���	 ���	
�	
�$

‖u3 v‖Lp��� ≤ ‖u‖Lp��� 3 ‖v‖Lp���, p ∈ ;',∞<, u, v ∈ Lp���.

�	
� ��(� "�#�$ � ⊆ Rd �� ����0��� ������	� ' ≤ p ≤ ∞� �	� �������
C∞
� ��� �� ����� � Lp���� ��� ��� �	�� v ∈ Lp��� �%������ ���
������� {vn} ∈

C∞
� ��� �	����� �� ‖vn − v‖Lp��� → 0 ��� n → ∞�

C∞
� ��� % {v ∈ C∞���& ����� v ⊂ �}

���0 1��
���� ���2"�


������� ����� ��� .���/ S �� �	 ��	���� 
 �	��	
���� ��������� ��	�

�	�� V # 5������+ �� S �� ����0�� ������� 
!
����� 	��
������ ��	�
��� {Uα& α ∈ R,R �� ��	���� �� �)(}+ ��
�����

S ⊆
⋃
α∈


Uα.

'0



5������+ �� S �� ����	���� ������	+ ��
����� � ��� ��	 �	��!�� S ���

!���� �	��"�� �	��!��

{Uαj
& j % ', . . . , m} ⊆ {Uα&α ∈ R}.

��� S�
�
�������+ S �� ����	����+ ��
����� � ��� � �	
�	���	
�� {xj} ⊆ S
��� 
!���� �	�
��6����� �	
�	���	
� {xjk

} �	�
��6����� � ��
�� x ∈ S#

��� -�
����� S �� ��	����+ ��	 ����	� �� S �	�������+ ������+ �� S �� ���*
����	����#

�	
� ��) �+����,-���� � "�#�$ V �� ������
 ����������
�� ������	��

������� ������� 	 S �� ���������	 V � �	� S �� ����	���� ⇔ S �� ���	������
	 ��	�0����

�	
� ���* �.�����,.������ � "�#�$ S ⊆ C�D�, D ⊆ Rd �� ��	�0��� 	 ���	*
������� "�#�$ -���#� f ∈ S ��
2��� ��������

• 
��f∈S‖f‖∞ < ∞ ��������
��
 ���	��������

• |f�x�− f�y�| ≤ cS�ε�, ��� ‖x − y‖ ≤ ε, ∀f ∈ S 	 cS�ε� → 0 ��� ε → 0
��������#�
 ���������

�	� S �� �������	���� � C�D��

���� 3"����� �
������
 �� ����������� 
���������

V, W � ��	���!+ 	�����	� T $ V → W
D�T � % {v ∈ V & T �v� ��  �8�	
��	} ��)����� ���� ��� �	 	���
�T�	 ��	����
V + � � �� 	�����	�  �8�	
���+
R�T � % {w ∈ W & w % T �v� ��	 ������ v ∈ D�T �} ���� ������#
"�
��� ������	 N �T � % {v ∈ V & T �v� % 0}.

�������� 4����� ���������	 	�����	��#
V % W % C;a, b<+ ‖v‖∞ % ��)a≤x≤b|v�x�|
.���/ k ∈ C �;a, b<× ;a, b<�# ������	� K $ C;a, b< → C;a, b<

�Kv� �x� %
∫ b

a

k�x, y�v�y� dy

K � �������� ����6����� 	�����	�+ k�∗, ∗� � �� �	 ����6������	 	�����	��
E� �
� ����� ��� �	��� ( �� ����6����� 	�����	� 
�	���� � C;a, b<  	 C;a, b<
� �����

‖K‖ % ��)
a≤x≤b

∫ b

a

k�x, y� dy

''



������� ���
� ������	� T ��

• ����������$ v� �% v� ⇒ T �v�� �% T �v��+

• �����������$ R�T � % W +

• �����#� ���# �������
�� � 
�������
��� � V �� W + �(����  �8�	
�� ���

����� 	�����	� T−� $ W → V + � � v % T−��w� ⇔ w % T �v�#

�������� .���/ V �� �������� ��	
�	�+ � ������� 	�����	� I $ V → V ��  �8�
�	
��

I�v� % v, ∀v ∈ V.

-� �	 ������� � V  	 V � ��
�� ��
���� �� ���� � ������� 	�����	�#

�������� 9������������ 	�����	� d
dx

� V % C;0, '<  	 W % C;0, '<  �8�	
��
����	

d

dx
$ v → v′, v ∈ C;0, '<.

9�8��"�� 	�	� 	�����	�� D� d
dx
� �� C�;0, '<+ �	� �� 
��
��� �	 ��	
�	� C;0, '<#

L���	 	�����	� �� ������ 
�������
��+ ���	/ R� d
dx
� % C;0, '<# =�� ���� ������

��
��+ ���	/ v� % k� �% v� % k� ⇒ d
dx

v� % d
dx

v� % 0+ �� ! ������� d
dx

v� �% d
dx

v�#
.��	
� ��	���� N �T � �� ��	���� 
N��� �	�
�������� ������#

������ �&�/�
% ����0��� �&��0
��1

V, W � �������� ��	
�	�!+ �������� 	�����	� L $ V → W
L�α�v� 3 α�v�� % α�Lv� 3 α�Lv�, ∀v�, v� ∈ V, ∀α�, α� ∈ K

������� ����� .���/ V � W �
	� �	��	
��� ��	
�	�!# ������	� T $ V → W
�� ������� � ���
 v ∈ D�T �+ ��
�����

{vn} ⊆ D�T � � vn → v 
� V ⇒ Tvn → Tv 
� W.

������	� T �� �������+ ��
����� �� 
�	���� �� ���� 	���
�� D�T �#

������ 2�����!��3 �&��0
��

������"��	
�$ ‖Lu‖W ≤ γ‖v‖V , ∀v ∈ V
������	� �� ���	������+ ��
����� ��	 ��� � r > 0 �)�
���� R > 0 ���	
�+ ��

v ∈ D�T �, ‖v‖ ≤ r ⇒ ‖Tv‖ ≤ R.

�	
� ����� "�#�$ V 	 W ���� ������	� ��������� L $ V → W �� 
�������
��������� �	� L �� ������� ��	 V � ����
 ������ ���� �� ���	������ �	 V �

����"���$ L�V, W � % ��	���� 
"��� 
�	������ ���������� 	�����	�( � �	��
�	
����	 ��	
�	�� V  	 �	��	
����	 ��	
�	�� W # 7 ����� �+ �� V % W
��N��� L�V � ��
�	 L�V, V �#

'1



�����
 4��5� �&��0
��6

‖L‖V,W % 
��
���v∈V

‖Lv‖W

‖v‖V
→ 	�����	�	
� �	���

-����

‖L‖V,W % 
��
v∈B�

‖Lv‖W

% 
��
v � ‖v‖V ��

‖Lv‖W

%
'
r


��
v � ‖v‖V �r

‖Lv‖W

�������	� 7 ��� ��	��� �� ����	 ��������!$

‖Lv‖W

‖v‖V

%
∥∥∥L

v

‖v‖V

∥∥∥
W

B� �� �� �	��	
� �	��� 
� W #

�������	� ‖L‖V,W -���� B� �� �	��	
� �	��� 
� V 
���� �� � �	��� ‖∗‖V,W

��)������ 
����	
� # # # 	����� 
� V #

�	
� ����� 7�����	 L�V, W � �� 
�������� ��������� → ������	�� �������
→ ��8� ������� ����	�

�������	� -���� 	�����	��� ������+ ��� � � 	 
	����
�	
� �	��� ;
�� ��� �
��N�� .�������� ���	 ! U<#

4����$
‖Lv‖W ≤ ‖L‖V,W‖v‖V , ∀v ∈ V

�	
� ���
� "�#�$ U, V, W ���� ������	� ��������� S $ U → V � T $ V → W
���� ������ ���������� �	� �
����� �������� TS $ U → W � ��)���	��

TS�v� % T �S�v�� , ∀v ∈ U,

�� ������� 
������� �������� 	 �
	��

‖TS‖U,W ≤ ‖S‖U,V ‖T‖V,W .

�7������� ,�����������
�	
�$

‖Ln‖ ≤ ‖L‖n

'2



���� ������� L�V, W �

�	
� ����� V ������	�� �������� W 5	�	#��� ������� ⇒ L�V, W � �� 5	*
�	#��� ��������

������� ����� ������	� L 
� ����
� �����4�
����+ ��
����� N �L� % {0}#
7 	��"��� ����� � �� L ���4�
����#

�	
� ���� ��	
� � 8��5�
����% ���	 � "�#�$ V �� 5	�	#��� ��������
L ∈ L�V �� �0���� ‖L‖ < '� �	� I−L �� �����#� �	 V �I �� ������#�� ����������
.��� ������� �� ���	������ 
������� �������� 	 �
	��

‖�I − L�−�‖ ≤ '
'− ‖L‖ .

1��	�� 4	�������$ M % �I − L�−� %
∑∞

n�� Ln#

�	
� ���� ��	
� � &��6��0�� � �9 �������	���� ����
�� 9�������� ���� :;�
"�#�$ V 	 W ���� ������	� ��������� � ��#�� 	
����2 ����� �� 5	�	#����
"�#�$ L ∈ L�V, W � �� ���	������� ������� L−� $ W → V � "�#�$ M ∈
L�V, W � ��
2���

‖M − L‖ ≤ '
‖L−�‖ .

�	� M $ V → W �� �����#�� M−� ∈ L�W, V � 	

‖M−�‖ ≤ ‖L−�‖
'− ‖L−�‖‖L − M‖ .

"	��#

‖L−� − M−�‖ ≤ ‖L−�‖�‖L − M‖
'− ‖L−�‖‖L − M‖ .

7��� ��� ��������	
�� ����	$ ������	�+ ����� �� ������ 	�����	�� 
 	����
��"��	� ��
����+ �� � ��� ���� 	�����"��	� ��
����#

L��	 
��� ��  (������ ��� 
!N���	
��� �	
���+ ����� �
	� ������ �	
����� 
�
������ ��N����#

4�	 ��N��� �	
��� Lv� % w+ Mv� % w ���� 	 �� 

‖v� − v�‖ ≤ ‖M−�‖‖�L − M� v�‖ �∗�

� �� �∗� �(�� ��� ���� ��� ��	 V ���	��+ ��� ��	 V �	
����	�� 	 �� ! ��!�#
W	
���� Lv % w → ���
�� ��	����# �L �� ��
���� ⇒ ��	  	
����"�� 
����
n+ �� Ln ���� ��
����#� ,��� �	
�	���	
� ����������� ��	����( Lnvn % w#

'B



4�� �	��� ���+ �� {Ln} �	�
��6��� � L# 4	 �� ��� ��	�� 
��! ��	  	
����"��

���� n �� Lnvn % w �� ��� ��N��� vn � ���� 	 �� 

‖v − vn‖ ≤ ‖L−�
n ‖‖�L − Ln� v‖.

<��������#� ��  �8�	
��� ����	$

‖�L − Ln� v‖ → 0

+�	��
��	 ��  �8�	
��� �	 ����	�$

{‖L−�
n ‖}n �
��� �� 
����	����� 	������

X	���
����� 3 
�������� ⇒ �	�
��6����

‖v − vn‖ → 0

1��	�� 9(��� 
��! 	 �	������� �	 �����������#
-�
����� W �� @���� ��	
�	�+ ��N���

M % ;I − �L − M�L−�<L,

��
����� V �� @���� ��	
�	�+ ��N���

M % L;I − L−��L − M�<.

9	������ 
�
�� �� ��	 W @����#
������	�

�L − M�L−� ∈ L�W �


��C���
‖�L − M�L−�‖ ≤ ‖L − M‖‖L−�‖ < '

=��������� 
��� 	 6�	�������� �� � → �	 �� ���	 
��! �)�
����
�I − �L − M�L−��−� � �����

‖�I − �L − M�L−��−�‖ ≤ '
'− ‖�L − M�L−�‖ ≤ '

'− ‖L−�‖‖L − M‖ .

4�� �)�
���� �L−�  �� ��� �	��� � � ��
	��� �	 �� ��� ��	���	�

M−� % L−��I − �L − M�L−��−�,

�� !

‖M−�‖ % ‖L−�‖‖�I − �L − M�L−��−�‖ ≤ ‖L−�‖
'− ‖L−�‖‖L − M‖ .

=�!��	�  	
����  ��N� 
����+ ����N��� L−�−M−� % M−��M −L�L−� � ����
���� ��� ��	���	 
�����#
v� % L−�w+ v� % M−�w ⇒ v� − v� % �L−� −M−��w % M−��M −L�L−�w %
M−��M − L�v� ⇒ ‖v� − v�‖ ≤ ‖M−�‖‖�M − L�v�‖.

'G



�	
� ���' ��	
� � ���9����� � "�#�$ V �� ������	�� ������� 	 ��#�$ ?V ��
���� !�
�� ��	
� "�#�$ W �� 5	�	#��� �������� �0�����
������ L ∈ L�V, W ��
�	� �%������ ������ �������� ?L ∈ L� ?V , W � � �
	�������

?Lv % Lv, ∀v ∈ V,

	
‖?L‖ �V ,W % ‖L‖V,W .

=������� ?L �� �	���� ���8�0��� ��������� L�

�	
� ���(� "�#�$ v 	 W ���� 5	�	#���� ��������� .���
��� L ∈ L�V, W � ��
�����#�� �	� L−� ∈ L�W, V ��

�������	� 4�	���� 
�������!$ Lv % w, L?v % ?w+ ��# v − ?v % L−��w − ?w� ⇒

‖v − ?v‖ ≤ ‖L−�‖‖w − ?w‖.

W�����
�� ��!��

‖v − ?v‖
‖v‖ ≤ ‖L−�‖‖w − ?w‖

‖v‖ % ‖L−�‖‖L‖ ‖w − ?w‖
‖L‖‖v‖

4�	�	�� ‖w‖ ≤ ‖L‖‖v‖  	
������

‖v − ?v‖
‖v‖ ≤ ‖L−�‖‖L‖ ‖w − ?w‖

‖w‖

‖L−�‖‖L‖ % �	� �L� � "�
�	 �	 �����	
�� �	
����
' ≤ �	� �L� � 	��� � N����� �	 �����	
��

������ ������& �
�/��5	��% ������!����
�

�	
� ���) �-�����,�
�����6� � "�#�$ V 	 W ���� 5	�	#���� ���������
L, Ln ∈ L�V, W �� n % ', 1, . . . � "�#�$ V� �� ����� ���������� �� V � �	�
� ����� 	�� Lnv → Lv� ∀v ∈ V � �� ���� 	 ��	��� 	��

�a� Lnv → Lv, ∀v ∈ V�,

�b� 
��n‖Ln‖ < ∞ ��������
��� ���	����������

.&������ -�����,�
�����6���1 �	
1� X
� ������� �	�����

Lnv %
n∑

i��

w
�n�
i v�x�n�

i �,

'K



� � 0 ≤ x
�n�
� < x

�n�
� < . . . x

�n�
n ≤ ' ��  ����� �����
��� ;0, '<+ w

�n�
i �
	� �	�8���

���! �
� ������� �	����� � Ln �� �������� ������	��� �� C;0, '<# 4�����

‖Ln‖ %
n∑

i��

|w�n�
i |.

1��	�� E  �8���� 	�����	�	
� �	��! ��!��

‖Ln‖ ≤
n∑

i��

|w�n�
i | ‖v‖C��,�� ≤

n∑
i��

|w�n�
i |,

���	��

‖Ln‖ ≤
∑

|w�n�
i |

‖v‖ .

E
	��� ����# �	�!�	� 
����� ≤ n+ ��	 ����� �����

P �x�n�
i � % 
6�w

�n�
i

'
‖P‖C��,��

.

4��

‖LnP‖ %
∑

|w�n�
i |

‖P‖C��,��

‖P‖C��,�� %
n∑

i��

|w�n�
i |.

.���/ �
� ������� �	����� �� ���
�� ��	 �	�!�	�! 
�# d�n�+ ��# Lnv %
Lv, ∀v ∈ Pd�n�+ � � Pd�n� �� ��	
�	� �	�!�	�( 
����� ≤ d�n�#
4�� �	��� ���� d�n� → ∞+ ��� �	 �� :�����	
!�A�������
	
! 
��! �����
Lnv → Lv ��	 ��� � v ∈ C;0, '< ���
� ��� !+ � !�


��
n∑

i��

|w�n�
i | < ∞.

.��	/ ��	���� 
N��� �	�!�	�( �� ��
�� 
 C;0, '<# -�
�����  	 ���"�� ��� �
�	��� ���+ �� w

�n�
i ≥ 0+ ��� Lnv → Lv ��	 ��� � v ∈ C;0, '<# -
	���� �	���


��! ��� ��+ �� L' %
∑

w
�n�
i % konst.+ ���	/ 
� ��� �	��� �� 
����C ���
�

�	
�� d�n� ≥ 0 ⇒ �	 ����� 
��
∑

|w�n�
i | < ∞ �� 
������#

E� ���� �� �����
��� ;0, '< ������ ϕn�x�$

ϕ�x�n�
i � % 
6�w

�n�
i � |ϕn�x�| ≤ ' ⇒ Lnϕ %

∑
|w�n�

i |.

L��	
	� ������ �(���� �� �� 
 �	 ��� x
�n�
i � ��� ��  	 �8�	
�� ���	 ��������

���� �����	 �	 ! � �
���# �	�
����	� �� �����
����� ;0, x�n�
� <+ ;x�n�

n , '< ⇒
‖ϕ‖ % '#

�Ln  !���
��"�� ‖Ln‖ � ��#v∈V ‖Lnv‖

'M



���� 3"����� ,����"����


W	������ �	��� 	������ �������� ������	���! l# l $ V → K+ ��	�	�� K ��
@���� ��	
�	�+ �� L�V, K� :�����(
 ��	
�	� → ���"� 
� V ′ � ����
� 
� ���
��
�������#

�	
� ���* �+���,-����� � "�#�$ V� �� ���������� ������	� �� ��������
V 	 l $ V� → K �� 
������� ������� -���#����
� �	� �%������ ���8�0��� ?l ∈ V ′

�	��� � �� ?l�v� % l�v�� ∀v ∈ V� 	 ‖?l‖ % ‖l‖�

�������	� V� ����
� ��� ��
��+ ��� �	�N����� ���� �� ���#

������� ����� O�����	��� p �� ������� ��	
�	�� V 
� ����
� ���
�������+
��
�����

p�u3 v� ≤ p�u� 3 p�v�, ∀u, v ∈ V

p�αu� % αp�u�, ∀α ≥ 0

�	
� ���� �:�#���	�0 +���,-�������� �	
� � "�#�$ V �� 
�������
������� V� ⊆ V ����������� "�#�$ p $ V → R ���
������� -���#����
 	 l $ V� →
R �� 
������� -���#����
 �	����� �� l�v� ≤ p�v�� ∀v ∈ V�� �	� l ���� ���
���8�0�� �	 V �	�� �� l�v� ≤ p�v� ��� ∀v ∈ V �

�������	� .���/ p�v� % c‖v‖V + c �� ��� �� �	�
����� ⇒ p �� 
����������
������	��� �� V # A �	��	 
	��	� ������	���� p  	
������ �(
	 �� J����
:�����	
� 
���#

�7������� .���/ V �� �	��	
��� ��	
�	�# 4�	 ��� � v� ∈ V �)�
���� l ∈ V ′

���+ �� ‖l‖ % '+ l�v�� % ‖v�‖#

1��	�� v� ∈ V → �
������ ��	���� {tv�}+ t ������ "�
�	+ tv� ⊂ V ��	 ��	�

�	�� 6����	
��� ��
��� v�# 9�8����� ������	��� l$ v % tv� ⇒ lv % t‖v�‖ ⇒
l�v�� % ‖v�‖ � ‖lv‖ % |t|‖v�‖ % ‖v‖ ⇒ ‖l‖ % '#

�	
� ���� �"������� �	
� � ��&�����
��� � "�#�$ V �� 3�
������ ��������
l ∈ V ′� �	� �%������ ������ ����� u ∈ V � ��� �����

l�v� % �v, u�, ∀v ∈ V

	
‖l‖ % ‖u‖.

'D



���� 4+)��'����	 �
������


E	������� �	��� ����
�	�	
��� ������#
A ∈ Rm×n → �������� 
�	���� 	�����	� � Rn  	 Rm# 4��

yT Ax % �Ax, y�Rm, xT AT y % �x, AT y�Rn, ∀x ∈ R
n, y ∈ R

m

⎛
⎜⎝a�� . . . a�n

###
# # #

###
am� . . . amn

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎝x�

###
xn

⎞
⎟⎠ %

⎛
⎜⎝y�

###
ym

⎞
⎟⎠ x ∈ R

n, y ∈ R
m

4�	�	�� yTAx �� ������ "�
�	+ �� yTAx % �yTAx�T % xT AT y#
7N������ 
�+ �� ����
�	���� �� �� �	���"��  �8�	
��� 
��
��	
��

�Ax, y�Rm % �x, AT y�Rn, ∀x ∈ R
n, y ∈ R

m.

E	�������� ����
�	���� ��� ���	��"��  ������	����� ����� � �
	� � ���6	�

��� 	�����	�!#

V, W J������	
! ��	
�	�!+ L ∈ L�V, W �+ L∗ $ W → V �� ���	
� 	�����	�+
�� �����

�Lv, w�W % �v, L∗w�V , ∀v ∈ V, ∀w ∈ W.

L∗ 
� ����
� 	����4��	�� 	�����	�#
L∗ �� �������� ‖L∗‖ % ‖L‖ � 	������ �L∗�∗ % L#
7 ����� �+ �� V % W � L % L∗+ ��� L �� �	��	����4��	��#

�������	� L 
��	� ���6	
��� 	�����	� � Rn  	 Rn → �� ���������	
��

!�������	� ������#

V ����
��� ��>�%����+ ��
����� ����� V % �V ′�′�

������� ���'� .���/ V, W �
	� �	��	
��� ��	
�	�!# 5������+ �� �	
�	���
�	
� {Ln} ���������� 	�����	�( � V  	 W �� ��
�
 ������4����� � 	�����	��
L+ ��
����� ‖Ln − L‖ → 0+ ���"��� Ln → L# 4	
�	���	
� {Ln} ������4���
�
	�
 � 	�����	�� L+ ��
����� ���n→∞ Ln�v� % L�v� ∀v ∈ V + ���"��� Ln ⇀ L#

�	
� ���
� "�#�$ V �� ��>�%���� 5	�	#��� �������� �	� �	��� ������� ��*
�
������� �� �
	�
 ������4����� ������
��������

�V ′ �� �!"��� 
������ � 
������! V �

'Q



� ������ ������
���

��� 5���"� "����
�����

.���/ V �� �	��	
��� 
���	�	
� ��	
�	� �� �	��� K# =�
������� ��	����
������	���� �� �	����	
�� ����	$ .���/ Vn �� n  ������	����� �	 ��	
�	� V

 ���� {v�, . . . , vn}# .���/ Li ∈ V ′+ i % ', . . . , n �
	� 
�	���� �������� ������	�
���! �� V # -�  ��	 n "�
�� bi ∈ K+ ' ≤ i ≤ n+ ��������� un ∈ Vn ���+ �� �
	�

�����! ������	��"�� �	 ����!

Liun % bi, i % ', . . . n.

�����!$ ,� ����	 ��	���� ��N���Y -�
����� ��	+ �� �	�	 ��N��� �� ���Y F	 
�
 � ���� 	 ��!�� ������	����Y

������� ���� 5������+ �� ������	���! Li+ i % ', . . . n+ �
	� 
������
 ����*
���
 �� Vn+ ��
�����

n∑
i��

aiLi�v� % 0, ∀v ∈ Vn ⇒ ai % 0, i % ', . . . n.

;�55� ���� �������� -���#����
� ���� 
������
 �������
 �	 Vn ����
 ������
����

 ���Livj� %

∣∣∣∣∣∣∣
L�v� · · · L�vn
���

� � �
���

Lnv� · · · Lnvn

∣∣∣∣∣∣∣ �% 0.

1��	�� L�, . . . , Ln �
	� �������� ����
�
�� �� Vn ⇔
∑n

i�� aiLi�vj� % 0, j %
', . . . , n ⇒ ai % 0, i % ', . . . , n ⇔  ���Livj� �% 0#

�	
� ���� "��
�����#� ������� ���� �����	
�����&

?� @������
	��� ����
 � �� ����� 0�8����

A� (���#����
� L�, . . . , Ln ���� 
������
 �������
 �	 Vn�

B� .����� ����� un ∈ Vn� ��� ����� �
	�� Liun % 0, i % ', . . . , n� �� �����
un % 0�

C� ��� �	��� ������ ������ {bi}n
i�� �%������ ������ ����� un ∈ Vn �	�� ��

Liun % bi, i % ', . . . , n�

�������	� 7 �������� ��6���� 
� �	 ���� ������ A ∈ Kn×n � �
	� ��
�� �����
�
����� ��
�
�������$

10



'# A!
��� Ax % b �� �� ��� ��N��� x ∈ Kn ��	 ��� � b ∈ Kn#

1#  ��A �% 0#

2# -�
����� Ax % 0 ⇒ x % o#

B# 4�	 ��� � b ∈ Kn �� 
!
��� Ax % b ���
� �� �	 ��N��� x ∈ Kn#

1��	�� 9(��� 
��! �1#1� 
� ��	
� � �	�������� 
�
�� �( � �������� ��6���!
��	 ������ A ∈ Kn×n#

.!��+ ��	  ��� u ∈ V �� ���	 �������
	�� un %
∑n

i�� aivi � Vn  �8�	
��
�������
	����� �������	��

Liun % Liu, ' ≤ i ≤ n.

X	�8�����! {ai}n
i�� �	�	� ��� �������! ��N���� 
	�
��
! ���������� �	
���⎛

⎜⎝L�v� · · · L�vn
###

# # #
###

Lnv� · · · Lnvn

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎝a�

###
an

⎞
⎟⎠ %

⎛
⎜⎝L�u

###
Lnu

⎞
⎟⎠ .

L��	 
	�
��
� �� �� ��� ��N��� �� ��� �	��� �+ �� ������	���! L�, . . . , Ln

�
	� �������� ����
�
�� �� Vn#

����� ;�8���8���� &��1��5�0��� ��
��&�����

.���/ f �� 
�	���� ������  �8�	
��� �� ���
����� �	��"��� �����
��� ;a, b<#

.���/ Z $ a ≤ x� < x� < · · · < xn ≤ b ��  ����� �����
��� ;a, b<# V % C;a, b<
�� ��	
�	� 
�	������ ������+ f $ ;a, b< → K# E� Vn�� 
!������ Pn+ �	� ��
��	
�	� �	�!�	�( 
����� ���
�N� n# 4�� �	4�	�4��� �������
	�� �����
 n ��
 �8�	
�� �	 �������

pn�xi� % f�xi�, i % 0, . . . , n, pn ∈ Pn.

U�����	��"�� �������� ������	���! �
	� �
����

Lif % f�xi�, i % 0, . . . , n.

E� ���� 
	���� ��
�! vj�x� % xj , j % 0, . . . , n& Livj % xj
i #

 ���Ljvj��n���×�n��� %
∏
j>i

�xj − xi� �% 0.

�Lipn$x% � pn$xi% �
∑n

j�� f$xi%Lj&i$x% �
∑n

j�� f$xi%&i$xj% � f$xi%

1'



4�� �)�
���� �� ��� *�6���6�(
 ������	��"�� �	�!�	�# 9� 
� ���
�� 
� �
���

pn�x� %
n∑

i��

f�x�[i�x�, [i�x� %
∏
j ��i

�x − xj�
�xi − xj�

, �'�

� � [i �
	� �	4�	�4���� ����� -���#� 
 
��
��	
�� [i�xj� % δij, i, j %
0, . . . , n# 7���� �'� ������� �	
��� ����	 �)�
����� ��N��� *�6���6�	
� ������
�	��"���	 ��	�����# -� �	���"�	
� �� ������# ������ 
N�� ���� �� �	 ����
����� ���	
	� �� �	 ���	� �	����� ���	 �� �'�#

F�!�� ������	����$ f ∈ Cn��;a, b<

f�x�− pn�x� %
ωn���x�
�n 3 '�\

f �n����ξ�, �1�

� � ξ % ξ�x�#

�������	�
∑

[i�x� % ' ⇒ 
����� ��(���  ��+ ���	 ���� �	��#�����#� 
���0	���#� �������� �	�!�	�� pn#

pn�x� %
n∑

j��

ωn���x�
�x − xj�ω′

n���xj�
f�xj� % ωn���x�

n∑
j��

f�xj�
�x − xj�

'
ω′

n���xj�

4	�	��� wj % �
ω′

n���xj�
# 4�	�	�� ��	 f�x� ≡ ' �����+ �� pn�x� ≡ '+ ��!�� 	 �� 

' % ωn���x�
n∑

j��

wj

�x − xj�
⇒ ωn���x� %

'
n∑

j��

wj

�x−xj�

� �� ��!��+ ��

pn�x� %
n∑

j��

wjf�xj�
x − xj

/
n∑

j��

wj

x − xj
.

����� �� !0�
��� &��1��5�0��� ��
��&�����

E������� 
� �� �	 "�
���� �������� ������	����#
.���/ f ∈ C;a, b< � ����/

Z $ a ≤ x� < x� < · · · < xn ≤ b

��  ����� �����
��� ;a, b<# ����"�� hi % xi−xi−�, i % ', . . . , n � h % ��)�≤i≤n hi#
4	 "�
���� �������� ������	���� ]�f ��  �8�	
��  
��� �	�� �
�!#
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• 4�	 ��� � i % ', . . . , n �� ]�f�xi−�,xi� ��������#

• 4�	 i % ', . . . , n ]�f�xi� % f�xi�#

*�� 
�� �	 ������+ ��

]�f�x� %
xi − x

hi

f�xi−�� 3
x − xi−�

hi

f�xi�, x ∈ ;xi−�, xi<, ' ≤ i ≤ n.

4�	 f ∈ C;a, b< �����

��)
x∈�a,b�

|f�x�− ]�f�x�| ≤ ω�f, h�,

ω�f, h� �� ����
 ���������� f �� ;a, b<

ω�f, h� ≤ ��)
|x−y|≤h
a≤x,y≤b

|f�x�− f�y�|

1��	��

|f�x�− ]�f�x�| %
∣∣∣f�x�− xi − x

hi
f�xi−�� 3

x − xi−�

hi
f�xi�

∣∣∣
%

∣∣∣�f�x�− f�xi−���
xi − x

hi
3 �f�x�− f�xi��

x − xi

hi

∣∣∣
≤ |f�x�− f�xi−��|

xi − x

hi
3 |f�x�− f�xi�|

x − xi

hi

≤ ω�f, h�
�xi − x� 3 �x − xi−��

hi
% ω�f, h�.

⇒ �� �����
��� ;xi−�, xi< �� |f�x�− ]�f�x�| ≤ ω�f, h�
⇒ ��)a≤x≤b|f�x�− ]�f�x�| ≤ ω�f, h�#

4�� �	��� ���� f ∈ C�;a, b<# 4�� �� 
����� �1� ��	 ��!�� ������	����
��!�� ��� n  	
� ��� '�

f�x�−]�f�x� %
�x − xi−���x − xi�

1\
f ′′�ξi�

�∗�
≤ h�

D
|f ′′�ξi�|,

�∗���)x∈�xi−�,xi�|ω��x�| % ��)x∈�xi−�,xi�|�x − xi−���x − xi�| % �
�
.

��)
x∈�a,b�

|f�x�− ]�f�x�| ≤ h�

D
��)
a≤x≤b

|f ′′�ξi�|.

12



.���/ �!�� f ∈ H��a, b�# H��a, b� �� ��	
�	�� 
�	����  �������	
��������
������+ �������  ����  ���
��� �)�
���� � �����  	 L��a, b� �

‖f‖�H��a,b� %
∫ b

a

[
|f�x�|� 3 |f ′�x�|� 3 |f ′′�x�|�

]
dx �< ∞�.

F�!�� 
 L� ��

‖f −]�f‖�L��a,b� %
∫ b

a

|f�x�−]�f�x�|� dx %
n∑

i��

∫ xi

xi−�

|f�x�− ]�f�x�|� dx.

H������ 
� �
�� ��!�! ��	 �����
�� ;0, '<# .���/ ?f ∈ H��0, '� � ?] ?f �� ��������
������	���� �
���

?] ?f�ξ� % �'− ξ� ?f�0� 3 ξ ?f�'�, 0 ≤ ξ ≤ '.

4	������� L�!�	�(
 
�	��� �
 	�	�� �	 � ξ� 
 ����6������ �
���� ��!���$

�a� ?f�0� % ?f�ξ� 3 �0− ξ� ?f ′�ξ�−
∫ �

ξ

t ?f ′′�t� dt,

�b� ?f�'� % ?f�ξ� 3 �'− ξ� ?f ′�ξ� 3
∫ �

ξ

�'− t� ?f ′′�t� dt.

9	
������  	 ���������	 ������	�����

?] ?f�ξ� % �'− ξ� ?f�0� 3 ξ ?f�'�

% �'− ξ� ?f�ξ� 3 ξ ?f�ξ� 3 �'− ξ��−ξ� ?f ′�ξ� 3 ξ�'− ξ� ?f ′�ξ�

− �'− ξ�
∫ �

ξ

t ?f ′′�t� dt3 ξ

∫ �

ξ

�'− t� ?f ′′�t� dt

% ?f�ξ� 3 ξ

∫ �

ξ

�'− t� ?f ′′�t� dt − �'− ξ�
∫ �

ξ

t ?f ′′�t� dt

 	
������

?] ?f�ξ�− ?f�ξ� % ξ

∫ �

ξ

�'− t� ?f ′′�t� dt − �'− ξ�
∫ �

ξ

t ?f ′′�t� dt.

�'� �� 
(����� )��������� 
������!�
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4�� �(���� ��!�� 	�����

|?] ?f�ξ�− ?f�ξ�| ≤ ξ
∣∣∣∫ �

ξ

�'− t� ?f ′′�t� dt
∣∣∣ 3 �'− ξ�

∣∣∣∫ ξ

�

t ?f ′′�t� dt
∣∣∣

≤ ξ
∣∣∣∫ �

�

�'− t� ?f ′′�t� dt
∣∣∣ 3 �'− ξ�

∣∣∣∫ �

�

t ?f ′′�t� dt
∣∣∣

������� JP� ��	
! ���	
�	
���

≤ ξ
(∫ �

�

�'− t�� dt
)�/�(∫ �

�

| ?f ′′�t�|� dt
)�/�

3 �'− ξ�
(∫ �

�

t� dt
)�/�(∫ �

�

| ?f ′′�t�|� dt
)�/�

%
(∫ �

�

| ?f ′′�t�|� dt
)�/�[

ξ
(∫ �

�

�'− t�� dt
)�/�

3 �'− ξ�
(∫ �

�

t� dt
)�/�]

% C
(∫ �

�

| ?f ′′�t�|� dt
)�/�

L� !  	
��
��� ∫ �

�

| ?f�ξ�− ?] ?f�ξ�|� dξ ≤ c

∫ �

�

| ?f ′′�t�|� dt.

7������ 
� � �(
	 ���� ����6���� ���
 �����
�� ;xi−�, xi< � ��
� ��� 
��
���
����

x % xi−� 3 ξhi, dx % hi dξ $∫ xi

xi−�

|f�x�− ]�f�x�|� dx % hi

∫ �

�

|f�xi−� 3 ξhi�− ?]f�xi−� 3 ξhi�|� dξ

≤ chi

∫ �

�

∣∣∣d�f�xi−� 3 ξhi�
dξ�

∣∣∣� dξ

% ch�
i

∫ �

�

|f ′′�xi−� 3 ξhi�|� dξ

7�
�� �� �
�� ��!�! ���

‖f − ]�f‖�L��a,b� %
n∑

i��

∫ xi

xi−�

|f�x�− ]�f�x�|� dx

≤ ch�‖f ′′‖�L��a,b�

��(
 �
���	 �!���
�!�
 �� ����� hi ���"���
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��� �����	� ��)��
6 �
��7"����

.�����N� ���	)����� � ���� �� ������N� �	��� ��!�� ��	 ���	)����� �  ���
��� ! ������Y - ���� 	 �	�!�	�!+ ��� 
� 
������ ���������	
�� ���
��N� 	 �
��!��� �	�!�	�� 	 ���	)��	
��� ������+ ��#

���
P∈Pn

��)
a≤x≤b

|f�x�− P �x�|.

�������� ,��� �	�!�	�! �
	� ������N� ���	)����� ������ f�x� ≡ 0 ^��!N��

	
! �	�!�	�!$

Tn�x� % 1�−n �	
�n ����	
 x�, x ∈ ;−', '<.

5�N��� ��
�
� �� ������ f + �� ��� � ���	)��������� ������ � �� �	���+

 ���� �� ��!�� ������# A����	����� ���	)����� � ‖∗‖∞#

7  ��N�� �� ��� ��� �	��� ��+ �� V �� �������� ������ ���	 �	����)��
��	
�	�#

������� ���� -�  �� ��	
�	� V � �	 ��	���� K ⊆ V # 5������+ �� ��	����
K �� �����%��+ ��
�����

u, v ∈ K ⇒ λu 3 �'− λ�v ∈ K, ∀λ ∈ �0, '�.

U� ����

ui ∈ K, ' ≤ i ≤ n ⇒
n∑

i��

λiui ∈ K, ∀λi ≥ 0,
n∑

i��

λi % '.

�������	� -����  �8���� �
� ��� ��� ��� �	��� � λi ≥ 0+ ��� K �� 	)���
��	����#

������� ��
� .���/ K �� �	�
�)�� ��	���� 
 ��������� ��	
�	�� V # O�����
f $ K → R 
� ����
� �����%��+ ��
����� �����

f�λu3 �'− λ�v� ≤ λf�u� 3 �'− λ�f�v�, ∀u, v ∈ V, ∀λ ∈ ;0, '<.

O����� 
� ����
� ���� �����%��+ � !� ����� 	
��� ���	
�	
� ��	 u �% v � λ ∈
�0, '�#

�������	� -��
��	
� ���	
�	
�$

f

(
n∑

i��

λiui

)
≤

n∑
i��

λif�ui�, λi ≥ 0,
n∑

i��

λi % '.
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������� ���� .���/ V �� �	��	
��� ��	
�	�# ,�	���� K ⊆ V �� ��	�0���+
��
����� {vn} ⊆ K � vn → v ��������� v ∈ K. ,�	���� K 
� ����
� �
	�

��	�0���+ ��
����� {vn} ⊆ K � vn ⇀ v� ��������� v ∈ K.

������� ���� .���/ V �� �	��	
��� ��	
�	�+ K ⊆ V # O����� f $ K → R

�� ���������
� ���
	 ��
�������� ;�
�_��������!� �	`�� 
����	�����	�
 � 
���#�<+
��
����� {vn} ⊆ K+ vn → v ∈ K ���������

f�v� ≤ ��� ���
n→∞

f�vn�.

O����� �� �
	�
 ���������
� ���
	 ��
�������� ���	 �
	�
 ��
�������� ;D�
���#�
� `����! �	`�� 
����	�����	�
<+ ��
����� ���	 ���	
�	
� ����� ��	 ��� 	� �	�

�	���	
� {vn} ⊆ K+ vn ⇀ v ∈ K#

�������	� A�	���	
� ��������� �	�	
�	���	
� � 	��# ���� �������+ ���	/ �	�
�	
�	���	
� � 	��  	
	���� ��
�	���	
�# -� ������+ �� ��
����� f �� D�
���#�+ ���
�� ���� 
���#�#

�������� V � �	��	
��� ��	
�	� ⇒ �	��� �� D�
���#� ������#
.��	/ {vn} ⊆ V 
���� �	�
��6����� �	
�	���	
� vn ⇀ v ∈ V # 4	 ��  (
�� ��
�	������� J��� � :�����	
! 
��! ��	 ��� � v ∈ V �)�
���� l ∈ V ′ ���+ ��
l�v� % ‖v‖ � ‖l‖ % '# ⇒ l�vn� ≤ ‖l‖‖vn‖ % ‖vn‖ ;=����
	�+ 
��# '0K<# L� !

‖v‖ % l�v� % ��� l�vn� ≤ ��� ���
n→∞

‖vn‖.

4�	 ��	
�	� 
� 
�������� 
	�"����

‖v‖� % �v, v� % lim�v, vn� ≤ ��� ���
n→∞

‖v‖‖vn‖

‖v‖ ≤ ��� ���
n→∞

‖vn‖.

.!�� �
� ��� �����"�� 
�
�� �� 	 6�	�������� ������	����� ������� 	 �

	���� �� �	������� J��� � :�����	
! 
��! � �������� 
� 
������� �	�
�)����
��	���#

������� ���� .���/ V �� ������ �	��	
��� ��	
�	�+ A, B ������ �� ��	�
���! 
� V # 5�����+ �� A � B �
	� ���

���
� + ��
����� �)�
���� �����	
� �����
���� ������	��� l �� V � "�
�	 α ∈ R ���+ ��

l�u� ≤ α ∀u ∈ A � l�v� ≥ α ∀v ∈ B.

-�
����� ����� 	
��� ���	
�	
��+ �
	� ��	���! A, B �������
 ���

���
� #

�	
� ��
� "�#�$ V �� ���
�� ������	�� �������� A, B ��
 �������� ���*
������� ���������� V �	��� � �� ����	 � ��#� �� ����	���� 	 ����� �� ��	*
�0���� �	� ������� A, B ���� �������
 ���

���
� �

1��	�� 9(��� ��!�� �� �	������� J��� � :�����	
! 
��!#
	⇀ ���*� �����! ����������
�

1M



��� 4�������� �7"����!� �����+�


V ������ ��	
�	�+ K ⊆ V �	 ��	����+ f �����	��� f $ K → R

H
������ ��	���� �������� a���������	��a u ��	 
����

���
v∈K

f�v�
[
u % ��6 ���

v∈K
f�v�

]
.

X��
���� b����
���

	
� 
��� ����$ W����� 
�	���� ������ f �� ���
�����
	������� �����
��� ;a, b< �−∞ < a < b < ∞� �� ��)���� � �������#

α % ���
�a,b�

f�x�,

�� ! �	 ��  �8���� ��8�� �)�
���� �	
�	���	
� {xn} ⊆ ;a, b< ���+ �� f�xn� →
α ��	 n → ∞# 4�	�	�� ���
���� �����
�� ;a, b< �� �	�������+ �)�
���� �	 �	�

�	���	
� {xn′} ⊆ {xn} � ������ x� ∈ ;a, b< ���+ ��

xn′ → x� ��	 n′ → ∞.

� ������ f ��� �	��� ���+ �� �� 
�	����+ �����

���
n′→∞

f�xn′� % f�x�� % α,

��# x� ��������� ������� ������ f �� ;a, b<#
W	�N����� ���	 �!N����� �� 	����� ��	����#

• A�	���	
� ������ �� �����N 	��������# A��"� ������ ��� �	��� ��+ �� f ��
� 	�� �	�	
�	����

f�x�� ≤ ��� ���
n′→∞

f�xn′�.

7 �	��	 ����� � f �(�� ��� � ��
�	����#

• 7 ���	��"��  ������	������ :�����	
� ��	
�	�� V ����
� 	������
�	
�	���	
� 	�
��	
�� �	
�	���	
� �	�
��6�����# .������+ ��
����� V
�� ��c�)�
�� :�����(
 ��	
�	�+ ��� ��� � �	
�	���	
� 	�
����� 
����
�	�
��6����� �	 �	
�	���	
�# L� ! ��	 ��N��� ��N� ����������"�� @�	�!
�� ��� ��� �	��� ��+ �� V �� ��c�)�
��+ K �� 	������ � 
���� ����

����# 4	
�� �� �	 ����� ����N/���+ �� 
���� ������ 
���� �	�
��6�����
�	 �	
�	���	
�� 
 K ���� 
 K# � �	 �����

f�x�� ≤ ��� ���
n′→∞

f�xn′�


� ��� �	��� �+ �� ����� ��	 ���	
	��	� �	 �	
�	���	
� {xn′}+ �����
�	�
��6��� 
���� # # # � 	������#
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H
� ��� @
��! �(���� �	����	
�� 
 ��
�� ����� 
���

�	
� ���� "�#�$ V �� ��>�%���� 5	�	#��� ������� 	 K ⊆ V �� �������
	 �
	�
 ��	�0���� .���
��� f $ K → R �� D�
���#�� �	� �����	
��	��� ����
 �

���
v∈K

f�v�

�� 0�8����

1��	�� ����"�� α % ���v∈K f�v�# 4	 ��  �8���� ��8�� �)�
���� �	
�	���	
�
{un} ⊆ K 
 
��
��	
��

f�un� → α ��	 n → ∞.

4�	�	�� K �� 	������+ {un} �� 	������ �	
�	���	
� 
 ��	�	�� V # 4�	�	�� V
�� ��c�)�
��+ �)�
���� �	 �	
�	���	
� {un′} ⊆ {un}+ ����� �	�
��6��� 
����
� u ∈ V # 4�	�	�� K �� 
���� ���
����+ �� u ∈ K+ � ��	�	�� f �� `#�#
#�#+
����

f�u� ≤ ��� ���
n′→∞

f�un′�.

L� !+ f�u� % α+ � u �� ��N���� ����������"���	 ��	�����# L���	  (���
�	
��� �������+ �� α �� �	��"��+ ��# α > −∞#

�������	� 7� 
��� 
� ��� �	��� �+ �� K �� 	������# ^�
�	 
� ��� 
!
�!����
����� + �� K �� ��	������# ,(���� ���
��� 	 ��� �	��� � 	�����	
�� K
� ����� �� ����	 ��� �	��� ��� �	��� �� �	����
��! f �� K#

������� ��'� .���/ V �� �	��	
��� ��	
�	�+ K ⊆ V # � ������� ������	����
f �� V ������+ �� �� ����#���� �	 K+ ��
�����

f�v� → ∞ ��	 ‖v‖ → ∞, v ∈ K.

�	
� ���� "�#�$ V �� ��>�%���� 5	�	#��� �������� K ⊆ V �� �
	�
 ��	�0����
.���
��� f $ K → R �� D�
���#� 	 ����#���� �	 K� �	� �	�� �����	
��	���
����
 � �� 0�8����

1��	�� 7!������ v� ∈ K ���	
	��� �  �8������

K� % {v ∈ K& f�v� ≤ f�v��}.

4�	�	�� f �� �	����
��+ K� �� 	������# 4�	�	�� K �� 
���� ���
���� � f ��
`#�#
#�#+ 
� ���+ �� K� �� 
���� ���
����# ;un, u ∈ K, un ⇀ u ⇒ f�u� ≤
��� ��� f�un� ≤ f�v�� ⇒ u ∈ K�< 9��� ����������"�� ��	���� �� �� ! ��
��

������� ��	�����

���
v∈K�

f�v�,

����� �� �	 �� ��� ��	�� 
��! ���
�	C �� �	 ��N���#
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�������	� L!�	 
�
�� �! �
	� 
���� 	�����# 7 ���������� ���� 
�	 �� 	
��
�	
�� �	 ����! ��	 
���	� �	�
��6����# .���� ��� �!�	 �	 ����! �	 ����
����+ ����� ��� 
�� �	 	
����#

9(������ 
�
�� �� �	�
�)�� ������!#

�	
� ��� �<��6� � "�#�$ V �� ������	�� ������� 	 ��#�$ {vn}n≥� �� ��*
�
������� ������4���#� �
	�
 � u ∈ V � �	� �%������ ���
������� {un}n≥� ���*
��%��#� ������	#� ����� {vn}n≥��

un %
N�n�∑
i�n

λ
�n�
i vi,

N�n�∑
i�n

λ
�n�
i % ', λ

�n�
i ≥ 0, n ≤ i ≤ N�n�,

����� ��
�
 ������4��� � ����� u�

H
� ��� ��	 ���	����� �������  (
�� �!#

�7������� -�
����� K �� �	�
�)�� � ���
����+ ��� �� 
���� ���
����#

�7������� -�
����� f �� �	�
�)�� � �#
#�# ����	 
�	�����+ ��� �� `#�#
#�#

��� 8��"���
 �*�
 � �7"�����"

�	
� ��'� "�#�$ V �� ��>�%���� 5	�	#��� �������� K ⊆ V �� �����%�� 	 ��	*
�0��� 	 f $ K → R �� �����%�� 	 
���#� .���
��� ��E
�a� K �� �������

����
�b� f �� ����#���� �	 K�

�	� �	�� �����	
��	��� ����
 � �� 0�8���� .���
��� �	��# f �� ���� �����%���
�	� ���� 0�8��� �� ����� �

1��	�� 4�
�� "�
� ��!�� � ��� ��	���� 
��+ ���
�  	����� �� �	���"�	
� ���

������� �	�
�)���# 9(��� �	
� ��� 
�	���# 4�� �	��� ����+ �� �)�
����  
�
���������	�! u�, u�, u� �% u� � f�u�� % f�u��# 4�	�	�� K �� �	�
�)��+ �� ����
u��u�

�
∈ K# 9��� f �� �!�� �	�
�)��+ �� !

f
(u� 3 u�

1

)
<

'
1
�f�u�� 3 f�u��� % f�u��.

F	� �� 
�	� 
 ��� �	��� ��+ �� u� �� ���������	�#

�������	� 7 ��
���� ���������� ��	
�	� V ���� ��c�)�
�� �����# ��	
�	� C;a, b<�#
7 ���	
��� ����� ��� ����� �����	
�� ��� ��	�� 
��!# .������+ ��c�)�
���
V 
�	��� �	��� � �	��+ ��! 
� 
!����� 
���� �	�
��6����� �	 �	
�	���	
�
� 	������ �	
�	���	
�� 
 K# L��� 
� 
N������+ �� �	��������� �	��� @���
�	
� �	 ��	���! K � �� �����	 ��	
�	�� V # 4�� ��	�� 
��� �� ! �(����
�	 �8�	
�� ����	#
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�	
� ��(� "�#�$ V �� ������	�� �������� K ⊆ V �� �����%��� ��	�0���
������
 ����������
�� ���������	 	 f $ K → R �� �����%�� 	 
���#� .���
���
��E
�a� K �� �������

����
�b� f �� ����#���� �	 K�

�	� �	�� �����	
��	��� ����
 � �� 0�8���� "	��#� ��*
� f �� ���� �����%���
�� ���� 0�8��� ����� �

��# 97"������ ��)��
6 �
��7"����

4�� ��	�� 
�
�� �! �� ��� �����	
�� �� ��	���� ���
��8� 	���%��	#�# .���/
u ∈ V + ������ ����� ���	
� ��
�! � K ⊆ V + ����� �
	� �������� ��
�� u ����

N��� ��
�! � K+ ��# ��N��� ����������"�� ��	����

���
v∈K

‖v − u‖.

L���	 ��	���� �� ��
�
������� ����������"���� ��	����� � ��� ��	���	 	 �

��
�� ��	 f $

f�v� % ‖u − v‖.
-� ������ f �	����
�� � 
�	���� �� �� ! ���� �#
#�#�# .�
�� f �� �	����
��+
��
����� K �� ��	������# ,(���� �� ! �	����	
�� 
��! 	 �)�
����� ������N�
���	)�����#

�	
� ��)� "�#�$ K ⊆ V �� ��	�0���� �����%�� ���������	 ��>�%������
5	�	#���	 �������� V � �	� �%������ ����� ?u ∈ K �	����� ��

‖u − ?u‖ % infv∈K‖u − v‖.

�	
� ���*� "�#�$ K ⊆ V �� �����%�� 	 ��	�0��� ������
 ����������
��
���������	 ������	� �� �������� V � �	� �%������ ����� ?u ∈ K �	�� ��

‖u − ?u‖ % infv∈K‖u − v‖.

�	
� ����� "�#�$ K �� ������
 ����������
�� ����������� ������	� ��
�������� V � �	� �%������ �	���� ����� ?u ∈ K� ��

‖u − ?u‖ % infv∈K‖u − v‖.

+���	�� ����*�� �
����
��"��� 
��
������ �� ��� �����#��� ��� !���(��,�

2'



�������	� 7���� ��	
�	�( C;a, b< � L∞;a, b<#

L∞��� % {;v<& v ��������� �� �, ‖v‖∞ < ∞},

� � ;v< % {w&w ��������� �� D, v % w�a.e.�} �� ��� � ��
�
��������� ������#

‖v‖ % �

 
��
x∈�

|v�x�| % ���
meas��′���


��
x∈�\�′

|v�x�|

4�	
�	� L∞��� �� �	
��� :�����(
 ��	
�	�+ ��� ��	��� N��N� ��� C��� 
 �	��
�	�

‖v‖C��� % ��)|v�x�|.

C��� :�����(
 ��	
�	�& �� �	 
��
��� �	 ��	
�	� L∞���#

�������� .���/ V % C;a, b< ����	 Lp�a, b�+ p ≥ '�+ K % Pn+ Pn �� ��	
�	�

N��� �	�!�	�( 
����� ≤ n# 4	 �� ��� ��	���	 �
����� ��	 ��� 	� ������
f ∈ C;a, b< �Lp�a, b�� �)�
���� �	�!�	� fn ∈ Pn ���	
�+ ��

‖f − fn‖Lp�a,b� % ���
qn∈Pn

‖f − qn‖Lp�a,b�.

4�	 p % ∞ 
� fn ����
� ���
��8� �������
���� 	���%��	#� ������ f #

�������	� 7��� 	 �)�
����� ������N� ���	)����� 
 �	��"��  ������	������
�	 ��	
�	�� ���  	����� ����	 ����	$ f�v� % ‖u − v‖ �� �����	���+ 
�	�
���� �������� ������ �� 	������ �	 ��	���� R

n ���	 C
n# 4	����� 
� J�����

:	���	
� 
���$ .���/ V �� �	��"��  ������	����� �	��	
��� �������� ��	
�	�
� S �� �	 ��	���� V # 4�� S �� �	������� ⇔ S �� 	�����"��� � ���
����#

��% :�+��;��!���� ��)��
6 �
��7"����

4	 �� �� �� � ��� ��	���� 
���� ��� 
�� �	  	����� ���	 
��� 	 �� �	���"�
�	
��#

�	
� ����� "�#�$ V �� ������	�� �������� �0�����
������� �� -���#� f�v� ≡
‖v‖p �� ���� �����%�� ��� �
�	� p ≥ '� "�#�$ K �� �����%�� 	 ��	�0��� ���*
������	 V � �	� ��� �	�� u ∈ V �� ���
��8� 	���%��	#� ?u ∈ K �������

1��	�� 9(��� �� ���	��� �� �����+ �� f�v� % ‖v‖p+ p ≥ ' �� �	����
��#

-�
����� V �� ��	
�	� 
� 
�������� 
	�"����+ ��� f�v� % ‖v‖� �� �!��
�	�
�)�� → �� �	���"�	
� ������N� ���	)�����#

����
 ����� ����� �����
�����
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�������� 7 ��	
�	�� 
� 
�������� 
	�"���� �� ‖u‖� �!�� �	�
�)��#
f�u� % ‖u‖� % �u, u� F�����  	�����+ �� ����� ��
�� ����� ���	
�	
�

‖λu3 �'− λ�v‖� < λ‖u‖� 3 �'− λ�‖v‖�, 0 < λ < '.

L��	 ���	
�	
� ����
��� ��
�� 	
��

λ�‖u‖� 3 1λ�'− λ��u, v� 3 �'− λ��‖v‖� < λ‖u‖� 3 �'− λ�‖v‖�

1λ�'− λ��u, v� < λ�'− λ�‖u‖� 3 �'− ' 3 λ��'− λ�‖v‖�

⇒ 1�u, v� < ‖u‖� 3 ‖v‖�.
= ��	�	�� ��	 u �% v �����

0 < ‖u−v‖� % �u−v, u−v� % �u, u�−1�u, v�3�v, v� % ‖u‖�−1�u, v�3‖v‖�.

� �� ��!�� 1�u, v� < ‖u‖� 3 ‖v‖�# L� ! ‖u‖� �� �!�� �	�
�)�� ������#

W!�� �	�
�)��� �	��! ��  	
����"�	�+ ��� ���	��
 ����	� �	 ����	� ��	
�� �	���"�	
� ������N� ���	)�����# .���# ‖∗‖L∞�a,b� ���� �!�� �	�
�)��+ ���
 � 
� ������ �� �	���"�	
� ������N� ���	)����� ��	  (������ ��� ! ���	)����
������ ������# -� �� � ���������N��� 
�
�� �( �� ��
�� �����$

�	
� ���
 �=�#19����� �	
� � ��
�����
	 � "�#�$ f ∈ C;a, b<� ;a, b< ��
������� ������	
 	 ��#�$ n ≥ 0 �� #�
 ���
�� �	� �%������ ������ ��
����
?pn ∈ Pn� ����� �����	
����� ��
�����


n�f� % ���
p∈Pn

‖f − p‖∞.

����� ��
���� �� ���
�����#� #�	�	��������#��� �
	������� '%������ ������	
n 3 1 ����


a ≤ x� < x� < · · · < xn�� ≤ b

��� ����
 �������� ��� ������ �
	��

f�xj�− ?pn�xj� % τ�−'�j
n�f�, j % 0, ', . . . , n3 ',

τ % 3' ���� −'� 5��� x�, . . . , xn�� �� �	���	�� F���8����	 	
����	��	�

�������	� ^��!N�
	
! �	�!�	�! '.  ���� ���� ������N� 	 ��!��� 	 ���!+
�
	� �� ! ������N� ���	)����� ������ f�x� ≡ 0#
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��( ��)��
6 �
��7"���� � 
��������� �� ������� � ���<
!"���

:� ��� ����	��� ��+ �� V �� ������ ��	
�	� 
� 
�������� 
	�"����#

;�55� ����� "�#�$ K �� �����%�� ���������	 ���
� �� �������� �� ��	*

����� �������� V � ��� u ∈ V �� ?u ∈ K ���
��8� 	���%��	#� � K� ���� 	 ���
���� �
	��

�u − ?u, v − ?u� ≤ 0, ∀v ∈ K.

1��	�� .���/ ?u ∈ K �� ������N� ���	)����� ��	 u# .���/ v ∈ K �� ���	
	���#
4��+ ��	�	�� K �� �	�
�)��+ �� ?u3λ�v− ?u� ∈ K+ λ ∈ ;0, '<# 9�8����� ������

ϕ�λ� % ‖u − ;?u 3 λ�v − ?u�<‖�, λ ∈ ;0, '<

ϕ�λ� % ‖u − ?u‖� − 1λ�u − ?u, v − ?u� 3 λ�‖v − ?u‖�

4�	 λ ∈ ;0, '< $ ϕ�0� % ‖u − ?u‖� % �����,�� ϕ�λ�#

ϕ′�λ� % −1�u − ?u, v − ?u� 3 1λ‖v − ?u‖�

ϕ′�0� % −1�u − ?u, v − ?u�

ϕ �� �	
�	��� 
 �	 � x % 0 ⇒ ϕ′�0� ≥ 0 ⇒ −1�u − ?u, v − ?u� ≥ 0 ⇒
�u − ?u, v − ?u� ≤ 0#
���"��$

‖u − v‖� % ‖u − ?u − �v − ?u�‖�

% ‖u − ?u‖� − 1 �u − ?u, v − ?u�︸ ︷︷ ︸
≤�

3‖v − ?u‖�

≥ ‖u − ?u‖�

�������	� d�	�������� 
�����$ @��� ���� 
���	�! u − ?u+ v − ?u ���� 
 ���
���
��� �π

�
, π�#

�7������� .���/ K �� �	�
�)�� ��	���� 
 ��	
�	�� 
� 
�������� 
	�"����
V # 4�� ��	 ��� � ��
�� u ∈ V �� ���	 ������N� ���	)����� �� ���#

1��	�� .���/ ?u�, ?u� �
	� ������N� ���	)�����# 4�� � ��� ��	���	 �������
��!��

�u − ?u�, v − ?u�� ≤ 0.

L� ! ��	 ?u� % v �����
�u − ?u�, ?u� − ?u�� ≤ 0.

2B



4	 	���
�u − ?u�, ?u� − ?u�� ≤ 0.

A�"����� �����	 ���	
�	
��  	
������

�u − ?u�, ?u� − ?u�� 3 �u − ?u�, ?u� − ?u�� ≤ 0,

�u − ?u�, ?u� − ?u��− �u − ?u�, ?u� − ?u�� ≤ 0,

�?u� − ?u�, ?u� − ?u�� ≤ 0.

� �� ��!�� ‖?u� − ?u�‖ ≤ 0 ⇒ ?u� % ?u�#

E 	 
��
�� �1#2� ��!�� ��
�� ����� 
���#

�	
� ����� "�#�$ K ⊆ V �� ��	�0���� �����%�� ���������	 3�
������	
�������� V � �	� �%������ ������ ����� ?u ∈ K �	����� ��

‖u − ?u‖ % ���
v∈K

‖u − v‖.

4�
�� ?u 
� ����
� ������#� ��
�� u �� K � ��N��� ?u % PK�u�# PK

����
��� ��������� ��������+ 	����� �� ����������#

�	
� ����� "�#�$ K ⊆ V �� ��	�0���� �����%�� ���������	 3�
������	
�������� V � �	� ��������� ��������

�a� �� ���������� ���

�PK�u�− PK�v�, u − v� ≥ 0, ∀u, v ∈ V,

�b� 	 ���� �%�	������� ���

‖PK�u�− PK�v�‖ ≤ ‖u − v‖, ∀u, v ∈ V.

1��	�� PK�u� % ?u+ �u − ?u, v − ?u� ≤ 0+ ?u ∈ K#

�a� L� ! ����

�u − ?u, ?v − ?u� ≤ 0 � �v − ?v, ?u − ?v� ≤ 0.

-����� 
�"����� �  ��N��� @���
���  	
������

�u − ?u, ?v − ?u� 3 �v − ?v, ?u − ?v� % �u − ?u, ?v − ?u�− �v − ?v, ?v − ?u� %

�u − ?u − v 3 ?v, ?v − ?u� % �u − v − �?u − ?v�, ?v − ?u� %

�u − v, ?v − ?u�− �?u − ?v, ?v − ?u� ≤ 0.

F�����

0 ≤ �?u − ?v, ?u − ?v� ≤ �u − v, ?u − ?v� % �PK�u�− PK�v�, u − v�.

2G



�b�

‖?u− ?v‖� ≤ �PK�u�−PK�v�, u− v� % �?u− ?v, u− v� ≤ ‖?u− ?v‖ · ‖u− v‖,

�	� ��	 ?u �% ?v  �
�

‖?u − ?v‖ % ‖PK�u�− PK�v�‖ ≤ ‖u − v‖.

�	
� ���'� "�#�$ K �� !�
�� ���������� ���
� �� ���� ����
�%���� ��������
�� ��	
����� �������� V � �	� �%������ ������ ����� ?u ∈ K �	����� ��

‖u − ?u‖ % ���
v∈K

‖u − v‖.

�7������� 4���� �u − ?u, v� % 0+ ∀v ∈ K#

1��	�� 4�!�� � ������� 1#'B# ϕ�λ� % ‖u − �?u 3 λw�‖�+ � � w ∈ K ���#+
?u 3 λw ∈ K � λ ���	
	���#

ϕ�λ� % ‖u − ?u‖� − 1λ�u − ?u, w� 3 λ�‖w‖�.

,������$ ϕ′�λ� % 0+

ϕ′�λ� % −1�u − ?u, w� 3 1λ‖w‖� % 0,

�� !

λ %
�u − ?u, w�

‖w‖� ⇒ �u − ?u, w� % 0, ∀w ∈ K.

�	
� ���(� �0�����
������� �� K �� !�
�� ���������� ���
� �� ���� ���*
�
�%���� �������� �� ��	
����� �������� V � �	� ����4���
�� ��������� ���*
����� PK $ V → V �� 
������� �	��	����4��	��� ���

�PKu, v� % �u, PKv�, ∀u, v ∈ K.

"	��#
‖v‖� % ‖PKv‖� 3 ‖v − PKv‖�, ∀v ∈ V

	
‖PK‖ % '.
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L��	 
��� ��  (������  (
�� ��# ����"�� Vn % 
�{ϕ�, . . . , ϕn}+ � �
{ϕn}n≥� �� 	��	�	������ ���� ��	
�	�� V # K % Vn �� @���� �	 ��	
�	�#
Pnu ∈ V �� ���������	�

���
v∈Vn

‖u − v‖.

.�� ��� ����	 ���������	� ������������ �����	��� ������

f�b�, . . . , bn� % ‖u −
n∑

i��

biϕi‖�,

�	� �� ��
�
������� ������������ �� Vn# 4���	 
� ��
�� � ������

f�b�, . . . , bn� % ‖u‖� −
n∑

i��

|�u, ϕi�|� 3
n∑

i��

|bi − �u, ϕi�|�.

,����� 
�  	
���� ��	 bi % �u, ϕi�+ i % ', . . . , n+ �� !

Pnu %
n∑

i��

�u, ϕi�ϕi.

‖u − Pnu‖ % ���v∈Vn‖u − v‖ → 0 ��	 n → ∞# ,��� �	�
	�

u % ���
n→∞

n∑
i��

�u, ϕi�ϕi %
∞∑
i��

�u, ϕi�ϕi.

�������� .���/ V % L��−', '�+ Vn % Pn�−', '�+  ������ ��	
�	�� Vn ��
n 3 '& ���	
� ��
�! � *�6�� ��	
! �	�!�	�! �	��	�	�������

Ln�x� %

√
1n 3 '

1
'

1nn\
dn

dxn
;�x� − '�n<.

.�����N� ���	)����� 
� 
�!
�� ���	 ! ������N��� "�
���($

Pnu�x� %
n∑

i��

�u, Li�L��−�,��Li�x�,

�	�
��6����
���

n→∞
‖u − Pnu‖L��−�,�� % 0.

‖u‖�L��−�,�� % ���
n→∞

‖Pnu‖�L��−�,��

% ���
n→∞

n∑
i��

|�u, Li�L��−�,��|�

%
∞∑
i��

|�u, Li�L��−�,��|�,

2M



�	� �� 
���� ����� ���	 4��
�
��	
� �	
�	
�# 9���

u % ���
n→∞

n∑
i��

�u, Li�L��−�,��Li %
∞∑
i��

�u, Li�L��−�,��Li


� 
�!
�� L��−', '� �	��!#
4����� ������N� ���	)�����#

�������� =��	)����� ���6	�	���������� �	�!�	�!

pn�x� %
a�
1
3

n∑
j��

;aj �	
�jx� 3 bj 
���jx�<. �2�

=��	)����� f ∈ L��0, 1π�+ Vn % Tn � ��	���� 
N��� ���6	�	���������� �	�!�
�	�( 
����� ≤ n# .�����N� ���	)����� 
���� �� � �	��� L��0, 1π� ��  ���
"�
��"��� 
	�"��� O	�����	
! �� ! �2� 
 �	�8�����!

aj %
'
π

∫ �π

�

f�x� �	
�jx� dx, j ≥ 0,

bj %
'
π

∫ �π

�

f�x� 
���jx� dx, j ≥ '.

��'�� ���/��!�� �&��0
��1

������� ��(� .���/ V �� �������� ��	
�	�+ V�, V� �
	� �	 ��	
�	�! V # 5���
����+ �� V �� �0��� ������ V� � V� � ��N��� V % V� ⊕ V�+ ��
����� ��� �
��
�� v ∈ V �(�� ��� �� �	���"�� 
!�� ��� 
� �
���

v % v� 3 v�, v� ∈ V�, v� ∈ V�.

9���+ ����� V ��	
�	� 
� 
�������� 
	�"���� � �v�, v�� % 0 ��	 ∀v� ∈ V�

� ∀v� ∈ V�+ ��� 
� V ����
� ����4���
��� �0���� ������� V� � V�#

�	
� ���)� "�#�$ V �� 
������� �������� �	� V % V� ⊕ V� ����
 ������
���� �%������ 
������� �������� P $ V → V � P � % P �	����� �� � ����
	��
v % v� 3 v� �� v� % Pv� v� % �I − P �v 	 V� % P �V �� V� % �I − P ��V �.

������� ��)� .���/ V �� :�����(
 ��	
�	�# ������	� P ∈ L�V �+ P � % P +

� ����
� ��������� ��������# 4	 ��	
�	� P �V � 
� ����
� �0��
�8�� ���������
�������# 4���� 
	�"��

V % P �V �⊕ �I − P ��V �


� ����
� ����
�4�#�� �0��� ������#
-�
����� V �� J������(
 ��	
�	�+ P ��	���"�� 	�����	� � V % P �V �⊕�I−P ��V �
�� 	��	6	����� ����� 
	�"��+ ��� P 
� ����
� ����4���
�� ��������� ��������#

2D



�������� *�6���6�	
� ������	���� Z $ a % x� < · · · < xn % b+ v ∈ C;a, b<+
*�6���6�(
 ������	����$ Pv % Pn# P � �������� 	�����	�+ V % C;a, b< � :����
��(
 ��	
�	�+ V� % Pn � ��	
�	� 
N��� �	�!�	�( 
����� ≤ n#

Pv�x� %
n∑

i��

[i�x�v�xi�

⇒ P �� ��	���"�� 	�����	� ���!�� � �� �	���"�	
�� ������	��"���	 �	�!�	���#
4���� P � % P + ���	/

P
(
Pv�x�

)
%

n∑
i��

[i�x�Pv�xi� %
n∑

i��

[i�x�v�xi�.

�������� Vn � n  ������	����� �	 ��	
�	� J������	
� ��	
�	�� V + {u�, . . . , un}
� 	��	�	������ ���� Vn#

Pv %
n∑

i��

�ui, v� ui

 �8���� 	��	6	����� ��	����� � V �� Vn#
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� ��
���������� ����� ��� ���������� ����� 

����

��� =�	������� � >?�����7��� +��"����

9���
��� ������ ������# I �����
�� �� R+ x� 
������ �	 �����
��� I#
f $ I → R ��  �������	
������ 
 x�+ � !� � ��� � !�

f ′�x�� % ���
h→�

f�x� 3 h�− f�x��
h

�)�
���� �B�

���	 ��
�
�������+ ��	 ������ "�
�	 a

f�x� 3 h� % f�x�� 3 ah 3 o�|h|� ��	 h → 0, �G�

� � f ′�x�� % a 	���"���  ���
���#
9����  �8���� ��
�� �������+ �� �	 
���	�  ���
	
��� �� �	����� ����������#
.�
�� ���	 �	��� �(�� ��� �	������� �� ����� 	������� 	�����	�(#

K ⊂ Rd+ x� 
������ �	 K+ f $ K → Rm#
f ��  �������	
������ 
 �	 � x�+ ��
����� �)�
���� ������ ���# �������� 	�����	��
A ∈ Rm×d ���	
�+ ��

f�x� 3 h� % f�x�� 3 Ah 3 o�|h|� ��	 h → 0, h ∈ R
d.

A % ∇f�x�� � 6�� ����T���	���� ������ f 
 �	 � x�

Aij %
∂fi

∂xj
, i % ', . . . , m, j % ', . . . , d.

L� ! �� 	���� ��	 �	�N�����  �8���� �B�  ���
���# -�� �	�N���� 
����� �	�����
 �������� �f�x� 3 h�− f�x��� /h+ � !� h �� 
���	�Y
⇒  ���
��� 
� 
����# .�������������� ������ 
� 
N��� �	����� 
������ ��	�
����� x ��������� 
� x�+ ��� ������������� �	 �� ��
���	 
���� � x�# 4��
����$
.���/ h �� ��
�� 
���	� 
 Rd � �
������ ������ f�x� 3 th�+ t ∈ R �
 	�	��
���!�# 5������+ �� f ��  �������	
������ 
 �	 � x� 
���� �� � h+ ��
�����
�)�
���� ���	
� ������ A+ ��

���
t→�

f�x� 3 th�− f�x��
t

% Ah.

.���/ f �� 	�����	� ����  
��� :�����	
��� ��	
�	�! V � W + f $ K ⊆
V → W #
I���
�$ � !�	��
 ���� �� �!
��  ���
��� 
 �	 � u�+ ���������� ��� �	����
 ���+ �� u� �� 
������ �	 K$

B�u�, r� % {u ∈ V & ‖u − u�‖ ≤ r} ⊆ K.
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������� 
��� ������	� f ��  �����	
������ 
� O������	
� 
�!
�� 
 �	 � u�+
� !� � ��� � !� �)�
���� A ∈ L�V, W � ���+ ��

f�u� 3 h� % f�u�� 3 Ah 3 o�‖h‖�, h → 0.

E	������� A 
� ����
� (� #�����	 �����	#� f 
 �	 � u� � ��N��� A % f ′�u��#
7���"��� df�u�& h� % f ′�u��h 
� ����
� (� #����� ��-����#��
 f 
 �	 � u�#
-�
����� f ��  �������	
������ 
� O������	
� 
�!
�� 
� 
N��� �	 ��� ��	���!
K� ⊆ K+ ������+ �� f ′ $ K� ⊆ K → L�V, W � �� O������	
�  ���
��� f �� K�#

������� 
��� ������	� f ��  �������	
������ 
 d?�����)	
� 
�!
�� 
 �	 �
u�+ � !� � ��� � !� �)�
���� A ∈ L�V, W � ���+ ��

���
t→�

f�u� 3 th�− f�u��
t

% Ah, ∀h ∈ V, ‖h‖ % '. �K�

E	������� A 
� ����
� GH	��	�%��	 �����	#� f 
 �	 � u�+ A % f ′�u��# 7���"���
df�u�& h� % f ′�u��h 
� ����
� GH	��	�%�� ��-����#��
 ������ f 
 �	 � u�#
-�
����� f ��  �������	
������ 
 d?�����)	
� 
�!
�� 
� 
N��� �	 ��� ��	���!
K� ⊆ K+ ������+ �� f ′ $ K� ⊆ K → L�V, W � �� d?�����)	
�  ���
��� ������
f �� K�#

�	
� 
��� .���
��� f ′�u�� �%������ �	�� (� #�����	 �����	#�� �	� f �� �������
� u��

E����� 
���� �K� �� ��
�
������� f�u� 3 th� % f�u�� 3 tAh3 o�|t|�# L� !
O������	
�  ���
��� �� ���� d?�����)	
�  ���
���# ���� �������\ F	� �������
��
�� ����� ������ #

�������� f $ R
� → R

f�x�, x�� %

{
x�x��

x�
�
�x�

�

����� �x�, x�� �% 0,

0 �x�, x�� % 0.

d� ���
��� ���� 
�	���� 
 �	 � �0, 0� � ���� �� ! O� �������	
������ 
 �	 �
�0, 0�#

�	
� 
��� (� #�����	 �����	#� �� �	� GH	��	�%��	 �����	#�� =�	��
� ����
���

����	 � �I� �� �������
��� ���
���� � h � ‖h‖ % ' ���� ����
��� GH	��	�%��	
�����	#� �� ������� � u�� �	� GH	��	�%��	 �����	#� � u� �� �	� (� #�����	
�����	#� � u��

4��
� �� 	  ���
	
�����$ α, β ∈ K+ f, g $ K ⊆ V → W +

�αf 3 βg�′�u�� % αf ′�u�� 3 βg′�u��.

��-��� �
� .��
���� ���� /01
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��� ��@������ ����+� � ����������� 
���������

.���/ U � V �
	� :�����	
! ��	
�	�!+ F $ U → V �� �������	

�!  �������	�

������# H
������ �	
����

F �u� % 0.

.�`�	�	
� ���	 �$ u� ∈ U �� �	"���"�� ���	)�����+

un�� % un − ;F ′�un�<
−�F �un�.

7��	"��$ F ′�un��un�� − un� % −F �un�+ δn�� % un�� − un+

F ′�un�δn�� % −F �un� un�� % un 3 δn��.

�	
� 
�
 �;��0��� ������8���� � "�#�$ u∗ �� ��0�� �����#� F �u� % 0 �	��
�� ;F ′�u∗�<−� �%������ 	 �� ������ 
������� ����	���� � V �� U � �0�����
�����
��
�� �� F ′�u� �� 
���
�
 
���#��������� ������� � u∗�

‖F ′�u�− F ′�v�‖ ≤ L‖u − v‖, ∀u, v ∈ N�u∗�,

��� N�u∗� �� ���
� u∗ 	 L > 0 �� �����	��	� �	� �%������ δ > 0 �	�� �� ���
‖u�−u∗‖ ≤ δ �� "�D�����	 ���
������� ��)�����	 	 ������4��� � u∗� 1�
��
��� �
�	��� �����	��� M �
	��

‖un�� − u∗‖ ≤ M‖un − u∗‖�

	

‖un − u∗‖ ≤ �Mδ��
n

M
.

1��	�� 9�8���� 	�	�� N�u∗� �
� ��� �	� ���# 4�� �	��� ����+ �� ;F ′�u�<−�

�)�
���� �� N�u∗� � c� % 
��u∈N�u∗�‖;F ′�u�<−�‖ < ∞# 9�8�����

T �u� % u − ;F ′�u�<−�F �u�, u ∈ N�u∗�.

T �u∗� % u∗+ ��	�	�� F �u∗� % 0 � ��	 u ∈ N�u∗� ����

T �u�− T �u∗� % u − u∗ − ;F ′�u�<−�F �u�

% ;F ′�u�<−�
[
F �u∗�︸ ︷︷ ︸

��

−F �u�− F ′�u��u∗ − u�
]

% ;F ′�u�<−�

∫ �

�

;F ′�u3 t�u∗ − u��− F ′�u�< dt �u∗ − u�

+� 
(��
�����!� �� F �� 23�
 ������������" �� �����#�� ����
��4

F $y% − F $x% �

∫ �

�

F ′$x 5 t$y − x%%$y − x% dt.
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6� F �� ���"�� ���� ��  !���
 ����	 ��"��	 
������	4

d

dt
F $x 5 t$y − x%% � F ′$x 5 t$y − x%%$y − x%.

4����	 �� � �	��� ��
����

‖T �u�− T �u∗�‖ ≤ ‖;F ′�u�<−�‖
∫ �

�

‖F ′�u 3 t�u∗ − u��− F ′�u�‖ dt ‖u∗ − u‖

≤ ‖;F ′�u�<−�‖
∫ �

�

Lt‖u∗ − u‖ dt ‖u∗ − u‖.

� �� 

‖T �u�− T �u∗�‖ ≤ c�L

1
‖u − u∗‖� �M�

-�
����� 
!������ δ < �
c�L


 
��
��	
�� B�u∗, δ� ⊆ N�u∗�+ ��� T $ B�u∗, δ� →
B�u∗, δ� �� �	������� 
 α % c�Lδ

�
< '# L� ! �	 �� :�����	
! 
��! 	 ��
���

�	 � �� T �� ��� ��
�� �	 u∗ 
 B�u∗, δ� � �	
�	���	
� {un} �	�
��6���
� u∗# ����"�� M % c�L

�
# 4�� � �M� ��!��

‖un�� − u∗‖ ≤ M‖un − u∗‖�.

U� ����

M‖un�� − u∗‖ ≤ M�‖un − u∗‖� ≤ M�M�‖un−� − u∗‖� ≤ · · · ≤ M�
n

‖un−� − u∗‖�
n

 	
������

M‖un − u∗‖ ≤
(
M‖u� − u∗‖

)�n

.

L��	 
��� �������+ �� .�`�	�	
� ���	 � �� �	����� �
� ������! �	�
���
6�����# J��
��� �� 	
������ �	�	�	 
�
�� �� �� 
����"�	
�+ �� ��� �	��� !
��
�
� �� �������� �	����  ��� �	
����# .�
�� ����� X���	�	
�"	
� 
���
����	��
� ����	 ��	����#

�	
� 
�� �>��
�����! � �0�����
������&

�a� F $ D�F � ⊆ U → V �� ��-����#��	��
�� �	 ����0�� �����%�� ������

D�F � 	 �����	#� �� 
���#��������� �������

‖F ′�u�− F ′�v�‖ ≤ L‖u − v‖, ∀u, v ∈ D�F �.

�b� ��� �
�	� u� ∈ D�F � ;F ′�u��<−� �%������ 	 �� ������� �������� � V
�� U �	����� �� h % abL < '/1 ��� �
�	� a ≥ ‖;F ′�u��<−�‖ 	 b ≥
‖;F ′�u��<−�F �u��‖�
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=��	���

t∗ %
'− �'− 1h��/�

aL
, t∗∗ %

' 3 �'− 1h��/�

aL
.

�c� u� �� ������ �	�� �� B�u�, r� ⊆ D�F �� ��� r % t∗ − h�

�	� �����#� F �u� % 0 �� 0�8��� u∗ ∈ B�u�, r� 	 0�8��� �� ����� � B�u�, t
∗∗�∩

D�F �J ���
������� {un} ������4��� � u∗ 	 �
	��

‖un − u∗‖ ≤ �'− �'− 1h��/���
n

1naL
, n % 0, ', 1, . . . .

X���	�	
�"	
� 
���  �
� �	
��"����� �	 ����� ��	 �	�
��6���� .�`�	�
�	
! ���	 !# �
N��+ �� 
���� 	������ �!�	 �	 ����! 	
����# .������ � ����
 �
�� ��	��������	 �� ����	 
�
�� �� 
���� 
�����#
. . .

��� 4
�"���� ��@�����
 ����+



�
�� 4�����0��� ��
�8�0��� �������

,����  ��� ����6����� �	
����

u�t� %
∫ �

�

k�t, s, u�s�� ds

�� ��	
�	�� U % C;0, '<+ ������ k �� � ��	
�	�� C �;0, '<× ;0, '<× R� � ��

�	����  �������	
������ 
���� �� �� ������� ��6������# 9�8����� 	�����	�
F $ U → U

F �u��t� % u�t�−
∫ �

�

k�t, s, u�s�� ds, t ∈ ;0, '<.

U���6����� �	
���� �(�� ��� ���
��� 
� �
��� F �u� % 0+ .�`�	�	
� ���	 �
��	 ����	 ��	����

un�� % un − ;F ′�un�<
−�F �un�.

F ′�u��v��t� % ���
h→�

'
h

[
F �u 3 hv��t�− F �u��t�

]
% ���

h→�

'
h

[
hv�t�−

∫ �

�

(
k�t, s, u�s� 3 hv�s��− k�t, s, u�s��

)
ds

]
% v�t�−

∫ �

�

∂k�t, s, u�s��
∂u

v�s� ds.
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.�`�	�	
� �	�����$ F ′�un�δn�� % −F �un�+ δn�� % un�� − un+ ��#

δn���t�−
∫ �

�

∂k�t, s, un�s��
∂un

δn���s� ds % −un�t� 3
∫ �

�

k�t, s, un�s�� ds︸ ︷︷ ︸
−F �un�

,

un���t� % un�t� 3 δn���t�#
7 ��� �� ��	�� 	
������� �������� ����6����� �	
����#


�
�� 4�����0��� ��?������0��� �������

u′′�t� % f�t, u�t��, t ∈ ;0, '<, u�0� % u�'� % 0

f $ ;0, '<× R+ f �� 
�	���� � 
�	����  �������	
������ 
���� �� � u �Y�+

U % C�
� ;0, '< % {v ∈ C�;0, '<& v�0� % v�'� % 0},

‖∗‖ % CC���,��

F �u��t� % u′′�t�− f�t, u�t��, t ∈ ;0, '<

F ′�u��y��t� % y′′�t�− ∂f�t, u�t��
∂u

y�t�

.� ��� �� ��	�� ��N��� ��������	
��� ��	����#��

u′′
n���t�−

∂f�t, un�t��
∂u

un���t� % f�t, u�t�� 3
∂f�t, un�t��

∂u
un�t�

un���0� % un���'� % 0

��7
������ ����
�
4 F ′$un%$un��$t% − un$t%% � F $un%$t%�

BG



! "����� #���$����� %��������

5�N��� 	�����	�	
	� �	
����
Au % f. �D�

A �� 	�����"���+ �	����
��  �8����� 
��	� ���6	
��� � ��
��������� ��������
	�����	� 
 J������	
� ��	
�	�� V # E� �����	 ��� �	��� ( �� �	
���� �D�
�� ��� ��N���

u∗ % A−�f.

4�� �	��� ���� ��	 �� �	 ���	
�+ �� V �� ������ 
���������� J������(
 ��	�

�	� 
� 
�	"���	� �	��	6	������ ����# ,��	 � 
 �������� 6�� ����( ��  �8�
�	
��� ����	#

.���/ u� �� �	"���"�� ���	)����� u∗# 9�8����� r� % f − Au� � s� % r�#
4�	 k ≥ 0  �8�����

uk�� % uk 3 αksk αk %
‖rk‖�

�Ask, sk�

rk�� % f − Auk��

sk�� % rk�� 3 βksk βk %
‖rk��‖�
‖rk‖�

I���
�$ ����"�� �u, v�A % �Au, v� � ‖v‖A %
√
�v, v�A#

�	
� ���� "�#�$ A �� ���	������� �	��	����4��	�� 
������� �������� ��
*
2���#� √

m‖v‖ ≤ ‖v‖A ≤
√

M‖v‖, ∀v ∈ V

� m, M > 0��� �	� ���
������� {uk} ������4��� � u∗ 	 �
	��

‖u∗ − uk��‖A ≤ M − m

M 3 m
‖u∗ − uk‖A, k ≤ 0,

#�� ��	����� �� uk → u∗ 
������
�

��8�� ������"� �� ‖∗‖A � ‖∗‖ ���! ���
�������� ������
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