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Dynamické systémy na varietach




1. kapitola Dynamické systémy na varietach

Co se naucime:

m zopakovat si zakladni pojmy teorie dynamickych systém a
rozsifit je na variety
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1. kapitola Dynamické systémy na varietach

Co se naucime:

m zopakovat si zakladni pojmy teorie dynamickych systém a
rozsifit je na variety

m zopakovat Grobmanovu-Hartmanovu vétu
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1. kapitola Dynamické systémy na varietach

Definice

Dynamickym systémem rozumime trojici {T, X, ¢'}, kde T je ¢iselnd
mnozina (Cas), X je metricky prostor, ktery nazyvdme fazovym
prostorem, a ¢' je parametricky systém evolucnich operdtorti

s parametrem t € T definovanych jako zobrazeni ¢': X — X, které
zobrazuje poldtecni stav xq € X na néjaky stav x; = ¢'xg € X.
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1. kapitola Dynamické systémy na varietach

Definice

Dynamickym systémem rozumime trojici {T, X, ¢'}, kde T je ¢iselnd
mnozina (Cas), X je metricky prostor, ktery nazyvdme fazovym
prostorem, a ¢' je parametricky systém evolucnich operdtorti

s parametrem t € T definovanych jako zobrazeni ¢': X — X, které
zobrazuje poldtecni stav xq € X na néjaky stav x; = ¢'xg € X.

Definice

Deterministickym dynamickym systémem rozumime systém {T, X, ¢'}
splriujici podminku

kde id je identita na X, tj. Vx € X: idx = x. Tato vlastnost fikd, Ze
systém spontdnné neméni svij stav.
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1. kapitola Dynamické systémy na varietach

Invariantni mnozinou S rozumime podmnoZzinu X splriujici

X0€S = ¢'xgeS VteT.

Definice
Invariantni mnozina S se nazyvd stabilni, jestlize
m YU D S libovolné malé okoli invariantni mnoZiny existuje okoli
V O S takové, Ze ¥x € V a V't > 0 plati ¢p'x € U (tento typ stability
nazyvdme ljapunovskou stabilitou),
m existuje okoli Uy O S takové, Ze o(¢p'x,S) — O prox € Ug a
t — oo, kde o je metrikou ve fdzovém prostoru. Tento typ stability
nazyvdme asymptotickou stabilitou.
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1. kapitola Linearni systém

Definice
Linearnim autonomnim systémem m diferencidlnich rovnic rozumime

systém

x = Ax, (1)
kde matice A € R™ ™ g x € R™ je vektor stavovych proménnych, které
jsou funkcemi &asu, tj. x = x(t) = (x1(t), ..., xm(t))’, kde pFitom
xi:R—Rproie{l,...,m}.
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1. kapitola Linearni systém

Linearnim autonomnim systémem m diferencidlnich rovnic rozumime
systém

x = Ax, (1)

kde matice A € R™ ™ g x € R™ je vektor stavovych proménnych, které
jsou funkcemi &asu, tj. x = x(t) = (x1(t), ..., xm(t))’, kde pFitom
xi:R—Rproie{l,...,m}.

Poznamka

Resenim (1) rozumime vektorovou funkci x(xo, t) splriujici pocdtecni
podminku x(0) = xq. Dynamicky systém reprezentovany rovnici (1) je
tedy ddn evolucnim operdtorem neboli tokem ¢', pro ktery plati

¢'(x0) = X(xo, t).
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1. kapitola Linearni systém
Ptipomenrme, ze maticova exponencialni funkce je definovana

nekonec¢nou fadou

eA =T+ tA+ A . BA
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1. kapitola Linearni systém

Ptipomenrme, ze maticova exponencialni funkce je definovana
nekonecnou fadou

eA =T+ tA+ A . BA

Tato fada konverguje pro libovolné t € R. Zkuste si sami ovéfit, Ze

Resenim rovnice (1) s pocdtecni podminkou x(0) = xq je

#'(%0) = X(xo,t) = exg

jako vektorovd funkce v proménné t.
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1. kapitola Linearni systém

Pokud ma A m linearné nezavislych vlastnich vektord v/ s vlastnimi
Cisly A, je
X(t)y=eMV, proje{l,...m}
m nezavislych vektorovych funkci, které jsou feSenim rovnice (1)
s pocatecni podminkou
X (0) = V.
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1. kapitola Linearni systém
Pokud ma A m linearné nezavislych vlastnich vektord v/ s vlastnimi
Cisly A, je
X(t)y=eMv, proje{l,...m}
m nezavislych vektorovych funkci, které jsou feSenim rovnice (1)
s pocatecni podminkou
X (0) =Vv.

Obecné feseni rovnice (1) splhujici poatecni podminku x(0) = xq tak

lze napsat jako

=1

m m
x(t) =Y () => Mgy,
j=1

kde koeficienty ¢; jsou soufadnice vektoru xg v bazi tvofené vlastnimi
vektory, protoze

m
x(0) = Z cjvj = Xo.
j=1
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1. kapitola Linearni systém

V pripadé nasobnych vlastnich ¢isel mdze byt nezavislych vlastnich
vektorl méné a lze definovat zobecnéné vlastni vektory (viz Braun
1978 a PiF:M6201 Nelinearni dynamika a jeji aplikace) a m linearné

nezavislych feseni rovnice (1). Tato feSeni tvofi tzv. fundamentalni
matici feSeni rovnice (1)
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1. kapitola Linearni systém

V pripadé nasobnych vlastnich ¢isel mdze byt nezavislych vlastnich
vektorl méné a lze definovat zobecnéné vlastni vektory (viz Braun
1978 a PiF:M6201 Nelinearni dynamika a jeji aplikace) a m linearné
nezavislych feseni rovnice (1). Tato feSeni tvofi tzv. fundamentalni
matici feSeni rovnice (1)

Ziejmé plati
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1. kapitola Linearni systém

Rovnici (1) mGzeme fesit také transformaci x = Ty spliujici
J=TAT,

ktera matici A prevadi do Jordanova kanonického tvaru a rovnici do
tvaru
y =lJy.

Matice T je po sloupcich tvofena vlastnimi vektory v/, pfipadné
zobecnénymi vlastnimi vektory.
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1. kapitola Linearni systém

Rovnici (1) mGzeme fesit také transformaci x = Ty spliujici
J=TAT,

ktera matici A prevadi do Jordanova kanonického tvaru a rovnici do
tvaru

y=1Jy.
Matice T je po sloupcich tvofena vlastnimi vektory v/, pfipadné
zobecnénymi vlastnimi vektory.

Ovéfte si, ze plati
e =TT 1.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 10/ 344



1. kapitola Linearni systém

Matice e™ reprezentuje zobrazeni ¢': R™ — R™. Kazdy bod xo € R™
je zobrazen do bodu ¢'(xq) = x(xo,t) = exq. Operator e tak nese
informaci o mnoziné vSech feSeni rovnice (1) a definuje tok
generovany vektorovym polem Ax na R™. V teorii Lieovych grup je
tento operator zakladnim spojenim mezi Lieovou algebrou a
odpovidajici Lieovou grupou?.

!Lieova grupa je grupa, ktera je zaroven diferencovatelnou varietou.
Lieova algebra je vektorovy prostor doplnény bilinearni antisymetrickou
operaci, ktera se nazyva Lieova zavorka (ta predstavuje zjednodusené
zménu vektorového pole vzhledem k jinému), ktera splhuje Jacobiho
identitu. Cela ta véc velmi dobfe slouzi k popisu infinitezimalnich zmén
vektorového pole, které je dano systémem diferencialnich rovnic. O tom
asi jinde pozdéji.
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1. kapitola Linearni systém

Tok e”: R™ — R™ je také mnoZinou fedeni rovnice (1), pfitom
néktera feSeni maji vyznamné vlastnosti. Rovnovaha 0 je prvni takové
vyznamné fedeni. Je invariantni vzhledem k operatoru e®. Jsou ale i

jiné podmnoziny - vektorové podprostory R™ — invariantni vzhledem
k operatoru etA.
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1. kapitola Linearni systém

Tok e”: R™ — R™ je také mnoZinou fedeni rovnice (1), pfitom
néktera feSeni maji vyznamné vlastnosti. Rovnovaha 0 je prvni takové
vyznamné fedeni. Je invariantni vzhledem k operatoru e®. Jsou ale i
jiné podmnoziny - vektorové podprostory R™ — invariantni vzhledem

k operatoru etA.

Kazdy vlastni vektor v/ generuje vektorovy podprostor, ktery je
invariantni vzhledem k operatoru e*. Je jim samozfejmé jeho linearni
obal span{v/}. Pro fedeni rovnice (1) totiz plati

x(¢v/,t) = ey € span{v/}.

Podobné jsou vyznamné a invariantni také vektorové podprostory
z nasledujici definice:
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1. kapitola Linearni systém

Definice

Stabilnim podprostorem operdtoru (toku) e nebo rovnice (1) rozumime
E° = span{v',... v},

kde vt, ... v™~ je m_ vlastnich vektorii (pfipadné zobecnénych), jejichz
vlastni Cisla maji zdpornou redlnou Cdst. Podobné nestabilnim
podprostorem rozumime

EY = span{u®,... u™},

kde u', ... u™ je m, vlastnich vektort (pfipadné zobecnénych), jejich?
vlastni &isla maji kladnou redlnou cdst a centralnim podprostorem
rozumime

E = span{w!,... ,w™},

kde wt, ..., w™ je mq vlastnich vektort (pfipadné zobecnénych), jejich?
vlastni &isla maji nulovou redlnou ¢dst. Plati m_ + m, + mg = m.
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1. kapitola Nelinearni systém

Autonomnim systémem diferencialnich rovnic rozumime systém

x = f(x), (2)

kde x € X = R™ a vektorovd funkce f: R™ — R™ je dostatecné hladkd.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 14/ 344



1. kapitola Nelinearni systém

Autonomnim systémem diferencialnich rovnic rozumime systém

x = f(x), (2)

kde x € X = R™ a vektorovd funkce f: R™ — R™ je dostatecné hladkd.

Poznamka

Resenim (2) rozumime vektorovou funkci x(xo, t) splriujici pocdtecni
podminku x(0) = xq. Pro dynamicky systém reprezentovany rovnici (2)
muzeme alespori v okoli t = O lokdlné definovat tok ¢*, pro ktery plati

#'(x0) = Xx(x0, t).

KFivku ~v(t) = ¢'(xo) pak nazyvdme trajektorii.
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1. kapitola Nelinearni systém

Pro systém (2) s konstantnim fesenim neboli rovnovahou x(xg,t) = X
se linedrni systém

x = Df(xo)x (3)

s tokem ef(x0) nazyvd linearizaci systému (2) v okoli rovnovdhy xq.
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1. kapitola Nelinearni systém

Definice

Pro systém (2) s konstantnim fesenim neboli rovnovahou x(xg,t) = X
se linedrni systém

x = Df(xo)x (3)

s tokem ef(x0) nazyvd linearizaci systému (2) v okoli rovnovdhy xq.

Poznamka
RovnovdzZzné body autonomniho systému (2) splriuji systém rovnic

f(x)=0.
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1. kapitola Nelinearni systém

Definice
Dynamicky systém Dy = {T,R™, @'} se nazyvd topologicky ekvivalentni
dynamickému systému D, = {T,R™ a)'}, jestliZze existuje
homeomorfismus h: R™ — R™, které zobrazuje trajektorie systému D,
na trajektorie systému D, pficemZ zachovdvd jejich orientaci. Casto

v takovém pripadé mluvime také o (topologicky) ekvivalentnich fdzovych
portrétech.
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1. kapitola Nelinearni systém

Definice
Dynamicky systém Dy = {T,R™, @'} se nazyvd topologicky ekvivalentni
dynamickému systému D, = {T,R™ a)'}, jestliZze existuje
homeomorfismus h: R™ — R™, které zobrazuje trajektorie systému D,
na trajektorie systému D, pficemZ zachovdvd jejich orientaci. Casto

v takovém pripadé mluvime také o (topologicky) ekvivalentnich fdzovych
portrétech.

Definice

Dynamicky systém Dy = {T,R™ ¢'} se nazyvd lokdlné topologicky
ekvivalentni v okoli O bodu x{ dynamickému systému

D, = {T,R™ «"} v okoli O, bodu x3, jestliZe existuje homeomorfismus
h: Oy — O,, které zobrazuje trajektorie systému Dy v okoli O1 na
trajektorie systému D; v okoli O,, pficemZ zachovdvd jejich orientaci.
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1. kapitola Nelinearni systém

Rovnovdha xq systému (2) se nazyvd hyperbolicka, jestlize centrdlni
vektorovy podprostor jeho linearizace v jejim okoli md dimenzi mg = O.
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1. kapitola Nelinearni systém

Rovnovdha xq systému (2) se nazyvd hyperbolicka, jestlize centrdlni
vektorovy podprostor jeho linearizace v jejim okoli md dimenzi mg = O.

Véta (Grobmanova-Hartmanova véta, véta o linearizaci)

Systém (2) x = f(x) je v okoli své hyperbolické rovnovdhy xq lokdlné
topologicky ekvivalentni se svou linearizaci (3).
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1. kapitola Nelinearni systém

Grobmanova-Hartmanova véta zaruCuje, Zze v okoli hyperbolické
rovnovahy existuje homeomorfismus h, ktery zobrazuje trajektorie
nelinearniho toku ¢! na trajektorie linearniho toku e®f(*o), Tento
homeomorfismus jako spojité a invertibilni zobrazeni zarucuje
lokalné také existenci stabilni a nestabilni variety v okoli U
hyperbolické rovnovahy, pro které plati

S X0)=h"YE) = {xeU]|pi(x) = xoprot — oo
ag(x)eU Vvt:t>0},
foc(x0) =h (") = {xeU|g¢'(x) > xoprot— —occ

agi(x)eU vt:t<0}.
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1. kapitola Nelinearni systém

Predpoklddejme, Ze systém (2) x = f(x) md hyperbolickou rovnovdhu x.
Pak existuje lokdlné stabilni varieta W;,.(Xo) dimenze m_ tend v bodé
Xo k podprostoru E° linedrniho toku e®f(*0) a nestabilni varieta Wi, .(xo)

dimenze m.. te¢nd v bodé xq k podprostoru EY linedrniho toku e®f(xo),

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 19 /344



1. kapitola Nelinearni systém

Predpoklddejme, Ze systém (2) x = f(x) md hyperbolickou rovnovdhu x.
Pak existuje lokdlné stabilni varieta W;,.(Xo) dimenze m_ tend v bodé
Xo k podprostoru E° linedrniho toku e®f(*0) a nestabilni varieta Wi, .(xo)
dimenze m.. te¢nd v bodé xq k podprostoru EY linedrniho toku e®f(xo),

Lokalni stabilni a nestabilni varieta jsou invariantni mnoziny a stejné
jako podprostory E° a EY maji v ryzim okoli hyperbolické rovnovahy
prazdny prlnik. Pravé pfipadny prlnik stabilnich a nestabilnich variet
vede ke slozitému - komplexnimu - chovani dynamickych systémd.
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1. kapitola Nelinearni systém

Metricky prostor X = R™, ve kterém jsme doposud pracovali

s dynamickym systémem, mlzeme nahradit m-rozmérnou (hladkou)
varietou. Naprosto analogicky totiz mizeme vsechny predchozi
lokalni pojmy definovat na varieté M. Hladka varieta je totiz opatfena
atlasem map - lokalnimi zobrazenimi (difeomorfismy) do R™. Protoze
lokalni difeomorfismus je také homeomorfismus, mlizeme definovat
lokalni pojmy skrze te¢né m-rozmérné vektorové prostory

na tzv. tetném bandlu variety M.
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1. kapitola Nelinearni systém

Metricky prostor X = R™, ve kterém jsme doposud pracovali s
dynamickym systémem, m{zeme nahradit m-rozmeérnou (hladkou)
varietou. Naprosto analogicky totiz mizeme vSechny predchozi
lokalni pojmy definovat na varieté M. Hladka varieta je totiz opatfena
atlasem map - lokalnimi zobrazenimi (difeomorfismy) do R™. Protoze
lokalni difeomorfismus je také homeomorfismus, mizeme definovat
lokalni pojmy skrze te¢né m-rozmérné vektorové prostory na tzv.
te¢ném bandlu variety M.
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1. kapitola Nelinearni systém

Torus z Uvodniho obrazku kapitoly je pfikladem 2-rozmérné variety a
na ném vidime vektorové pole pFedstavujici tok ¢'. Zobrazeny tok je
na toru velmi jednoduchym zobrazenim (linearnim), pfestoze ve
3-rozmérném prostoru bychom jej popisovali velice slozité. Pro
hyperbolickou rovnovahu na hladké varieté plati
Grobmanova-Hartmanova véta ([Irw01], str. 113).

\xxvz;fy

i /’{M =

//
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1. kapitola Nelinearni systém

Na tok ¢’ nelinearniho systému nebo e* linearniho systému
diferencialnich rovnic je mozné nahlizet také jako na zobrazeni.
Pokud zvolime napfiklad fixni t = 7, je konstantni matice B = e
matici diferen¢niho systému

x(n+1) = Bx(n), (4)

ktery reprezentuje diskrétni dynamicky systém indukovany spojitym
tokem. Stejné tak mluvime o iteracich zobrazeni x — Bx.
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1. kapitola Nelinearni systém

Na tok ¢’ nelinearniho systému nebo e* linearniho systému
diferencialnich rovnic je mozné nahlizet také jako na zobrazeni.
Pokud zvolime napfiklad fixni t = 7, je konstantni matice B = e
matici diferen¢niho systému

x(n+1) = Bx(n), (4)

ktery reprezentuje diskrétni dynamicky systém indukovany spojitym
tokem. Stejné tak mluvime o iteracich zobrazeni x — Bx.

ProtoZe je tok ¢! hladka vektorova funkce, je takto definované
diskrétni zobrazeni difeomorfismus. DalSim prikladem, kdy tok
indukuje diskrétni zobrazeni, je Poincarého zobrazeni (viz PfF:M6201
Nelinearni dynamika a jeji aplikace).
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1. kapitola Nelinearni systém

S linearnimi zobrazenimi x — Bx umime pracovat. Zname pojem
vlastniho Cisla a vektoru, Jordanlv kanonicky tvar matice zobrazeni,
atd. Podobné jako v predchozim pfipadé mizeme i pro diskrétné
definovany dynamicky systém s nulovou rovnovahou definovat
stabilni vektorovy podprostor

E* = span{v?,...,v"},
kde v1,...,v™ je m_ vlastnich vektor(i (pfipadné zobecnénych),

jejichz vlastni ¢isla maji velikost mensi nez 1. Podobné nestabilnim
podprostorem rozumime

E" = span{ul,... u™},
kde ul, ..., u™ je m, vlastnich vektor( (pfipadné zobecnénych),
jejichz vlastni ¢isla maji velikost vétsi nez 1 a centralnim
podprostorem rozumime

E¢ = span{wl, co, Wy
kde wl,...,w™ je mg vlastnich vektor( (ptip. zobecnénych), jejichz

vl. ¢isla maji jednotkovou velikost. Plati m_ + m, + mg = m.
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1. kapitola Nelinearni systém

Véta (Grobmanova-Hartmanova véta, véta o linearizaci)

Necht G: R™ — R™ je (C1) difeomorfismus a xq je jeho hyperbolicky
pevny bod®. Pak existuje homeomorfismus h definovany na néjakém okolf
Xo tak, Ze plati

ho G = DG(xp) o h.

Mluvime o topologicky konjugovanych zobrazenich G a jeho linearizaci
DG(xg) v okoli pevného bodu x.

“Rovnovaha je hyperbolicka, jestlize centralni vektorovy
podprostor linearizovaného systému v jejim okoli ma dimenzi my = 0.
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1. kapitola Nelinearni systém

Predpoklddejme, Ze G: R™ — R™ je (C?) difeomorfismus a xq je jeho
pevny bod (rovnovdha). Pak existuje lokdlné stabilni varieta Wi,.(xo)
dimenze m_ te¢nd v bodé xq k podprostoru E° zobrazeni DG(xo) a
nestabilni varieta Wi, (xo) dimenze m,. te¢nd v bodé xq k podprostoru
EY zobrazeni DG(xg).
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Redukce na centralni varietu




2. kapitola Redukce na centralni varietu

Co se naucime:

m porozumét pojmu centralni varieta
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2. kapitola Redukce na centralni varietu

Co se naucime:

m porozumét pojmu centralni varieta
m umét redukovat dynamicky systém na centralni varietu
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2. kapitola Redukce na centralni varietu

Véta (Véta o centralni varieté)

Necht xo = 0 je rovnovdha systému (2) x = f(x) pro f € C" (r > 2), kterd
neni hyperbolickd (tj. poclet vlastnich Cisel Df (xq) s nulovou redlnou cdsti
mg # 0). Pak v okoli pocdtku existuje hladkd invariantni varieta Wi,.(0),
kterd je lokdlné ddna grafem funkce v : R™ — R™- x R™+, kterd splriuje
v(0) = 0 a Dv(0) = 0. Varietu W{,.(0) nazyvdme centrdlni varietou.

Dikaz této véty je zalozen na Banachové vété o kontrakci. Lze jej
nalézt napft. v Chicone: Ordinary Differential Equations with
Applications, Springer 1999 str. 286-297.
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2. kapitola Redukce na centralni varietu

Véta (Véta o centralni varieté)

Necht xo = 0 je rovnovdha systému (2) x = f(x) pro f € C" (r > 2), kterd
neni hyperbolickd (tj. poclet vlastnich Cisel Df (xq) s nulovou redlnou cdsti
mg # 0). Pak v okoli pocdtku existuje hladkd invariantni varieta Wi,.(0),
kterd je lokdlné ddna grafem funkce v : R™ — R™- x R™+, kterd splriuje
v(0) = 0 a Dv(0) = 0. Varietu W{,.(0) nazyvdme centrdlni varietou.

DuUkaz této véty je zalozen na Banachové vété o kontrakci. Lze jej
nalézt napft. v Chicone: Ordinary Differential Equations with
Applications, Springer 1999 str. 286-297.

V okoli pocatku existuji stejné jako v hyperbolickém pfipadé také

hladké invariantni variety Wi,.(0) a W{,.(0) dimenze m_ a m_ te¢né
k E°, resp. EY.
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2. kapitola Redukce na centralni varietu

Uvazujme systém (2) s rovnovahou xg a vlastnimi hodnotami Df (xg)
s nekladnymi realnymi ¢astmi (tj. mg # 0, m_ # 0a my = 0)
prevedeny do tvaru

X = ACX + gl(xay)7

y = AsY+gz(XaY)7
kde matice A a As maji mg, resp. m_ vlastnich Cisel s nulovou realnou
¢asti, resp. se zapornou realnou ¢asti, g,(0,0) = 0, g,(0,0) = 0,
Dg,(0,0) = 0, Dg,(0,0) = 0. Nulové feSeni je v takovém pfipadé
stabilni (ne nutné asymptoticky).

()
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2. kapitola Redukce na centralni varietu

Podle véty o centralni varieté existuje v okoli pocatku invariantni
lokalni centralni varieta Wi .(0) dana grafem funkce v: R™ — R™-,
tj. y = v(x). Dynamika na centralni varieté bude v okoli po¢atku dana
rovnici

u=Au+g,(uv(u)), ucR™. (6)

Trajektorie systému (5), které nelezi na centralni varieté, se k ni
exponencialné priblizuji pro t — oco. Chovani takového systému je
tudiz mozné redukovat na chovani na jeho atraktoru, kterym je
invariantni centralni varieta.

Rovnice (6) se nazyvd redukci systému (5) na centrdlni varietu.
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2. kapitola Redukce na centralni varietu

Poznamka

Je evidentni, Ze pokud je stabilni pocdtek redukovaného systému, je
stabilni také rovnovdha xq pivodniho systému (2) s my = 0.

Vzhledem k tomu, Ze centralni varieta je v okoli po¢atku hladka, bude
platit
y = Du(x)x,

tj. dosazenim y = v(x) a pravych stran rovnic systému (5) dostavame
rovnici pro centralni varietu

Asv(X) + gy (x, v(x)) = Dr(x)(Acx + g1 (x, v(x))). (7)
Redeni y = v(x) mGzeme aproximovat Taylorovym polynomem

alespon 2. stupné (pro dostatecné hladkou f mame lokalné zarucenu
dostate¢nou hladkost), navic nutné v(0) = 0 a Dv(0) = 0.
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2. kapitola Redukce na centralni varietu

Obdobné mlzeme vyuzit redukce na centralni varietu i v pfipadé, ze
dynamicky systém zavisi na parametrech.
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2. kapitola Redukce na centralni varietu

Obdobné mlzeme vyuzit redukce na centralni varietu i v pfipadé, ze
dynamicky systém zavisi na parametrech.

Uvazujme rodinu systému

).(:.f(xvs)v (8)

kde x € X = R™ je stavova proménna, ¢ € R¥ je vektor parametr(i a
funkce f: R™ x RK — R™ je dostate¢né hladka.
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2. kapitola Redukce na centralni varietu

Nyni pfedpokladejme, ze (8) ma rovnovahu xg(e) v néjakém okoli

e = 0 aJacobiho matice Df(xp, 0) ma vlastni Cisla s nekladnymi
realnymi ¢astmi (tj. mg # 0, m_ # 0 a my = 0). Posunutim rovnovahy
do pocatku mGzeme prevést systém (8) do tvaru:

).( = ACX+gl(X7Y7 E)a

. )
y= A5y+gZ(X7y7€)7

kde matice Ac a A; maji pro e = 0 mg, resp. m_ vlastnich Cisel

s nulovou realnou &asti, resp. se zapornou realnou ¢asti,

g,(0,0,0) =0, g,(0,0,0) =0, Dg,(0,0,0) = 0, Dg,(0,0,0) = 0.
Doplnénim parametr(i mezi stavové zavislé proménné mizeme vyuzit
predchoziho postupu.
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2. kapitola Redukce na centralni varietu

Dynamiku na centralni varieté systému (9)

ACX + gl(xay7€)7
y = A5y+gZ(X>y15)a
e =0

pak popisuje systém

Au+gi(u,v(u,e)e),
= 0.

kde (u,e) € R™ x RX,
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2. kapitola Redukce na centralni varietu

Obdobné lze redukovat na centralni varietu i dynamiku obecného
systému (2) (resp. systémda (8), které zaviseji na parametrech).

V obecném pripadé maji stabilni i nestabilni variety nenulové
dimenze m_ > 0 a my > 0 a dynamiku na centralni varieté musime
redukovat na rozlozeném systému

X = ACX+gl(X,y,Z),
y = A5y+g2(xayvz)v
2 — Auz+g3(x)yaz)7

kde matice A¢, As a A, maji mg, m_, resp. m vlastnich Cisel s
nulovou, zapornou, resp. kladnou realnou ¢asti, pficemz centralni
varieta pak spliuje:
wc(0) ={(x,y,2) e R™ x R™ x R™ |y = v1(X),z = vy(x),
1/1(0) = 0, 1/2(0) = 0, DV1(0) = 07 Dl/z(O) = 0}
a pro dostatecné hladké funkce v, v; plati
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2. kapitola Redukce na centralni varietu

= Ax + g, (x,v1(x),v2(x)),
y = DV1(X)XZA5V1(X)+92(X7 Vl(X),l/z(X)),
z = Dl/z(X)X:Aullz(X)+93(X7V1(X)7V2(X))7

Lokalni dynamiku na centralni varieté popisuje prvni rovnice,
aproximaci variety v okoli rovnovahy mlzeme vypocitat porovnanim
koeficientll z druhé a tfeti rovnice, pokud funkce v, v, v blizkosti 0
nahradime Taylorovym rozvojem.
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2. kapitola Redukce na centralni varietu

Priklady na redukci na centralni varietu

Vsechny ulohy si vyzkousSejte zobrazit v programech XPPAUT a Maple.

Maple worksheety:
m Vypocet centralni variety v roviné
m Vypocet centralni variety v prostoru

m Vypocet centralni variety pro Lorenziiv systém v okoli vidlickové
bifurkace

Lorenziv model - PiF:M6201 Nelinearni dynamika a jeji aplikace
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2. kapitola Redukce na centralni varietu

Obdobna tvrzeni plati pro zobrazeni (viz napf. [Wig03] str. 257),
uvedeme jen to prvni, ostatni tvrzeni lze analogicky odvodit (pro
m, # 0, parametrizovana zobrazeni).

Véta (Véta o centralni varieté)

Necht G: R™ — R™ je difeomorfismus z C" (r > 2) a xq je jeho pevny

bod, ktery neni hyperbolicky (tj. polet viastnich ¢isel DG(xg)

s jednotkovou velikosti mg # 0). Pak v okoli poldtku existuje hladkd

invariantni varieta Wi,.(0), kterd je lokdlné ddna grafem funkce

v: R™M — R™= x R™, kterd splriuje v(0) = 0 a Dv(0) = 0. Varietu
ioc(0) nazyvdme centrdlni varietou.
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2. kapitola Redukce na centralni varietu

Uvazujme difeomorfismus G: R™ — R™ (C", r > 2) s pevnym bodem
Xo a vlastnimi hodnotami Df (xo) s maximalné jednotkovou velikosti
(tj. mo # 0, m_ # 0a my = 0) a jeho iterace prevedené do tvaru

x(n+1) = Awx(n)+ g1(x(n),y(n)),

y(n+1) = Ay(n) +g,(x(n),y(n)),
kde matice A; a A; maji mg, resp. m_ vlastnich Cisel s jednotkovou
velikosti, resp. s velikosti men3i nez 1, g;(0,0) = 0, g,(0,0) =0,
Dg,(0,0) = 0, Dg,(0,0) = 0. Nulova rovnovaha je v takovém pfipadé
stabilni (ne nutné asymptoticky).

(10)
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2. kapitola Redukce na centralni varietu

Podle véty o centralni varieté existuje v okoli po¢atku invariantni
lokalni centralni varieta W, (0) dana grafem funkce v: R™ — R™-,
tj. y = v(x). Dynamika na centralni varieté bude v okoli po¢atku dana
rovnici

u(n+1) =Au(n) + g,(u(n),v(u(n))), wu(n)eR™.  (11)

Iterace systému (10), které nelezi na centralni varieté, se k ni
exponencialné pfiblizuji pro n — co. Chovani takového systému je
tudiz mozné redukovat na chovani na jeho atraktoru, ktery lezi na
invariantni centralni varieté.

Rovnice (11) se nazyvd redukci systému (10) na centrdlni varietu.
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Normalni formy




3. kapitola Normalni formy

Co se naucime:

m porozumét principu a vyuziti normalnich forem
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3. kapitola Normalni formy

Co se naucime:

m porozumét principu a vyuziti normalnich forem
m umét prevést systém do vhodného tvaru
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3. kapitola Normalni formy

Dynamické systémy, které jsme vidéli, jsou definovany

v kone¢né-dimenzionalnim prostoru R™ nebo na m-rozmérnych
varietach, kde mizeme lokalné prejit do takového prostoru pomoci
zavedeni néjaké soufadné soustavy a zobrazeni na te¢ny prostor
izomorfni s R™. Pro jednoduchost tedy zlistaneme pfimo v R™.
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3. kapitola Normalni formy

Dynamické systémy, které jsme vidéli, jsou definovany

v kone¢né-dimenzionalnim prostoru R™ nebo na m-rozmérnych
varietach, kde mizeme lokalné prejit do takového prostoru pomoci
zavedeni néjaké soufadné soustavy a zobrazeni na te¢ny prostor
izomorfni s R™. Pro jednoduchost tedy zlistaneme pfimo v R™.

Dynamicky systém ale lze i v takovém pfipadé zapsat rdzné -
muUzeme zvolit rlizné soufadné soustavy a mizeme prechazet k zapisu
systému pomoci matice pfechodu od jedné baze k jiné. Vidéli jsme, ze
v okoli rovnovahy je velmi vyhodnym zapisem blokovy Jordandv tvar
linearizace, ve kterém vidime dimenze stabilni, nestabilni a centralni
variety. V pfipadé mg = 0, kdy je rovnovaha hyperbolicka, mame
navic k dispozici Grobmanovu-Hartmannovu vétu a nelinearni
dynamiku si miZeme lokalné ,nahradit” tou linearni.
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3. kapitola Normalni formy

Podivejme se na systém
24y,
y o= x+y—y(xX+y%),

= x—y—x(x

kde x,y € R s trivialni rovnovahou. Matice linearizovaného systému
je matice rotace, vlastni &isla jsou 1 4 /. Po¢atek je nestabilni.
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3. kapitola Normalni formy

Podivejme se na systém

= x—y—x(x*+y?),
y o= x+y—y(+y2),

kde x,y € R s trivialni rovnovahou. Matice linearizovaného systému
je matice rotace, vlastni &isla jsou 1 4 /. Po¢atek je nestabilni.

Zavedenim komplexni proménné z = x + iy dostaneme
F=k4 iy =x+iy+ilx+iy) — (x+iy) (2 +y),

tj.
z7=01+0z —z|z
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3. kapitola Normalni formy

Euler(iv tvar komplexniho &isla z = pe'¥ pak dava polarni tvar

po= p(l-p?),
o

téhoz dynamického systému, ktery byl plvodné zapsan v kartézskych
soufadnicich.
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3. kapitola Normalni formy

Euler(iv tvar komplexniho &isla z = pe'¥ pak dava polarni tvar

po= p(l-p?),
o

téhoz dynamického systému, ktery byl plvodné zapsan v kartézskych
soufadnicich.

V takto zapsaném systému vidime kromé nestability rovnovahy

v pocatku typu ohniska i nelokalni chovani trajektorii. Limitni cyklus
(kruznici) s polomérem p = 1, dokonce vidime, Ze je stabilni
invariantni mnozinou. Mdzeme také najit explicitni feSeni systému.

L. Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 46 / 344



3. kapitola Normalni formy

Mohli bychom to stejné udélat pro parametricky systém

= X—y— sx(x2 +y2),
= x+y—ey(* +y?),

kde € € R je nule blizky parametr?
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3. kapitola Normalni formy
Mohli bychom to stejné udélat pro parametricky systém
= x—y—ex(X +y7),
= x+y—ey(xX*+y?),
kde € € R je nule blizky parametr?
V takovém pfipadé dostaneme polarni tvar
po= p(l- spZ)’
o = 1.

Samoziejmé, Ze lokalné se v okoli pocatku nic neméni, je nestabilnim
ohniskem. Pfesto pro ¢ = 0 dostavame kvalitativné jinou dynamiku
nez v pripadé ¢ > 0.V okoli rovnovahy neexistuje cyklus. Tuto véc
nijak nepostihuje a ani nemuze postihnout Grobmanova-Hartmanova
véta, ale nas samozfejme tato informace velmi zajima.
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3. kapitola Normalni formy

m Umime dynamicky systém vzdy prevést alespon v okoli
rovnovahy do neéjakého jednoduchého tvaru, ktery kvalitativné
zachova dynamiku?
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3. kapitola Normalni formy

m Umime dynamicky systém vzdy prevést alespon v okoli
rovnovahy do neéjakého jednoduchého tvaru, ktery kvalitativné
zachova dynamiku?

m Lokalné nam zarucuje Grobmanova—-Hartmanova véta, ze
muUzeme pfrejit k linearizaci v blizkosti hyperbolické rovnovahy.
Dokazeme najit podobny jednoduchy tvar systému i pro
nehyperbolickou rovnovahu?
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3. kapitola Normalni formy

m Umime dynamicky systém vzdy prevést alespon v okoli
rovnovahy do neéjakého jednoduchého tvaru, ktery kvalitativné
zachova dynamiku?

m Lokalné nam zarucuje Grobmanova—-Hartmanova véta, ze
muUzeme pfrejit k linearizaci v blizkosti hyperbolické rovnovahy.
Dokazeme najit podobny jednoduchy tvar systému i pro
nehyperbolickou rovnovahu?

m Nalezneme néjaky algoritmus, ktery by systém upravil do
.hezkého" tvaru a nalezl tyto vyznamné situace alespon lokalné?
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3. kapitola Normalni formy

m Umime dynamicky systém vzdy prevést alespon v okoli
rovnovahy do neéjakého jednoduchého tvaru, ktery kvalitativné
zachova dynamiku?

m Lokalné nam zarucuje Grobmanova—-Hartmanova véta, ze
muUzeme pfrejit k linearizaci v blizkosti hyperbolické rovnovahy.
Dokazeme najit podobny jednoduchy tvar systému i pro
nehyperbolickou rovnovahu?

m Nalezneme néjaky algoritmus, ktery by systém upravil do
.hezkého" tvaru a nalezl tyto vyznamné situace alespon lokalné?

m Z pfedchoziho pfikladu jsme vidéli, ze i v pfipadé, ze centralni
varieta ma nulovou dimenzi a lokalné se dynamika neméni,

z globalniho pohledu to tak nemusi byt. Pomdze nam ten ,hezky"
tvar k nalezeni néjakych typickych nelokalnich chovani systému?
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3. kapitola Normalni formy

Otazky, které si klademe, nemaji jednoduché odpovédi a uvidite, ze
povedou k dalsim otazkam. Ale zatnéme tak, jak to v minulém stoleti
délalo mnoho tvarch dnedni teorie dynamickych systémi - od
singularni matice linearizace.
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3. kapitola Normalni formy

Otazky, které si klademe, nemaji jednoduché odpovédi a uvidite, ze
povedou k dalsim otazkam. Ale zatnéme tak, jak to v minulém stoleti
délalo mnoho tvarch dnedni teorie dynamickych systémi - od
singularni matice linearizace.

Slovo bifurkace - vétveni — pouZil poprvé Henri Poincaré ve smyslu
rozvétveni variety rovnovah dynamického systému (8)

x =f(x,e)

zavislého na parametru (dnes se nazyva fold bifurkace, transkriticka a
vidlickova bifurkace). Vétveni tedy znamena, Ze rovnovazna varieta

v kritickém rovnovazném bodé xq bifurkace nemdze byt funkci
parametru, tj. neni hladkou varietou implicitné zadanou pfedpisem

fx,e)=0

a nesplnuje podminku regularity matice Df (xg) z véty o implicitné
dané funkci, ale rovnovahy se v kritickém bodé ,vétvi".
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3. kapitola Normalni formy

,Hezky" tvar systému v okoli rovnovahy v pfipadé hyperbolické
rovnovahy a regularni matice Df (xo) zarucuje alespon lokalné
Grobmanova-Hartmanova véta, singularni matice implikuje existenci
nulového vlastniho Cisla a nas napadne, Ze do hry vstoupi asi dalsi
nelinearni ¢leny funkce f v Taylorové rozvoji této funkce v okoli
rovnovahy.
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3. kapitola Normalni formy

,Hezky" tvar systému v okoli rovnovahy v pfipadé hyperbolické
rovnovahy a regularni matice Df (xo) zarucuje alespon lokalné
Grobmanova-Hartmanova véta, singularni matice implikuje existenci
nulového vlastniho Cisla a nas napadne, Ze do hry vstoupi asi dalsi
nelinearni ¢leny funkce f v Taylorové rozvoji této funkce v okoli
rovnovahy.

Fakticky se tak dostavame do algebraické geometrie a teorie
singularit, respektive k teorii katastrof. Pokud se chcete dozvédét vic,
miiZete si zapsat pfedmét doc. Silhana PfF:M4190 Diferencialni
geometrie kfivek a ploch nebo doc. Vokfinka PfF:M8140 Algebraicka
geometrie a PfF:MD140 Teorie singularit nebo se zacist do praci
Reného Thoma ¢i Vladimira Arnolda.
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https://is.muni.cz/auth/predmet/sci/jaro2020/M4190
https://is.muni.cz/auth/predmet/sci/jaro2020/M4190
https://is.muni.cz/auth/predmet/sci/jaro2020/M8140
https://is.muni.cz/auth/predmet/sci/jaro2020/M8140
https://is.muni.cz/auth/predmet/sci/jaro2019/MD140

3. kapitola Normalni formy

V roce 1965 navstévoval Vladimir Arnold seminaf Reného Thoma o
teorii katastrof v Institut des hautes études scientifiques v Pafizi. Tyto
prednasky jej natolik ovlivnily, ze se teorie singularit stala jednou

z vyznamnych védeckych oblasti studia pro né&j i mnoho jeho
studentd. Jednim z jeho vyznamnych vysledkd je klasifikace
jednoduchych singularit v ¢lanku Normal forms of functions near
degenerate critical points, the Weyl groups of Ay, Dy, Ex and Lagrangian
singularities (rusky).
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http://www.mathnet.ru/links/ca9243a67b88065d71c5dab639db4848/faa2531.pdf

3. kapitola Normalni formy

Pro praktické vyuziti ma tato klasifikace obrovsky vyznam. Ukazuje, ze
v pfipadé, Ze ménime parametry systému (v Arnoldové ¢lanku az 5),
muUzeme jak v okoli hyperbolické rovnovahy, tak v pfipadé
nehyperbolickych rovnovah klasifikovat topologicky ekvivalentni
dynamickeé systémy v okoli rovnovah. Navic uvidime, ze ur€uje typické
(generické) chovani systému a mozné zmény tohoto chovani pfi
zméné jednoho ¢i vice parametrd. V realnych dynamickych systémech
tak porozumime typickym jeviim jako jsou zanik rovnovah, hysterese,
vznik oscilaci, zanik oscilaci splynutim cykl( nebo na separatrix sedla
apod., které se objevuji napfi¢ vdemi védnimi obory - od neurond,
pres ekonomické cykly az po biochemické piepinace apod. Vice se
aplikacemi zabyva pfedmét PfF:M6201 Nelinearni dynamika a jeji
aplikace.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 52 /344


https://is.muni.cz/auth/predmet/sci/jaro2020/M6201
https://is.muni.cz/auth/predmet/sci/jaro2020/M6201

3. kapitola Princip transformace

Pro jednoduchost budeme pfedpokladat, Ze je systém (2) jiz ve tvaru
x = JIx + F(x), (12)

kde J = Df(xo) je Jacobiho matice linearizace (2) v okoli jeho
izolované rovnovahy xg a nelinearni ¢ast F(x) ma Taylordv rozvoj
k-tého stupné v okoli pocatku tvaru

F(x) = F2(x) + F3(x) + - - - + Fi(x) + O(||x|/%).
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3. kapitola Princip transformace

Uvazujme nyni lokalni transformaci soufadnic, ktera bude blizka
identité (to mGzeme udélat jak v R™, tak na m-rozmérné varieté), tj.

x=y+hy), (13)

kde h, je polynom 2. stupné, tedy ma nulovou funkéni hodnotu i
prvni parcialni derivace.
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3. kapitola Princip transformace

Uvazujme nyni lokalni transformaci soufadnic, ktera bude blizka
identité (to mGzeme udélat jak v R™, tak na m-rozmérné varieté), tj.

x=y+hy), (13)

kde h, je polynom 2. stupné, tedy ma nulovou funkéni hodnotu i
prvni parcialni derivace.

Dynamicky systém (12) x = Jx + F(x), mGzeme v novych soufadnicich
napsat jako

X = (I+ D)y = ly +Iy(y) + F(y + ho(y). (14
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3. kapitola Princip transformace

Pro dostatetné malé y je matice I + Dh,(y) regularni a existuje k ni
inverzni matice, pro kterou plati

(I+ Dhy(y)) ™" =1 - Dhy(y) + O(|ly[1%),
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3. kapitola Princip transformace

Pro dostatetné malé y je matice I + Dh,(y) regularni a existuje k ni
inverzni matice, pro kterou plati

(I+ Dhy(y)) ™" =1 —Dhy(y) + O(|ly[%).
takze

y = (I+Dhy(y)) " (Jy + Jhy(y) + F(y + hy(y))) =
= (I—Dhy(y) + O(lylI») (Jy +Ihy(y) + F(y + hy(y))) =
= Jy+Jhy(y)+F(y + hy(y)) -
—Dhy(y)(Jy + Jhy(y) + F(y + ha(y))) + O(lly[|*) =
= Jy+Jhy(y) + Fo(y + ha(y)) — Dhy(y)ly + O(|lyl|*)
= Jy+Jhy(y) + Fa(y) — Dha(y)ly + O(lly|*)
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3. kapitola Princip transformace

Volbou h; tak, aby platilo

Fy(y) = Dhy(y)ly — Jhy(y), (15)

se umime zbavit kvadratickych ¢lend a dynamicky systém budeme
umét prevést do mnohem jednodussiho tvaru

y =y +0(ly|*).
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3. kapitola Princip transformace

Volbou h; tak, aby platilo

Fy(y) = Dhy(y)ly — Jhy(y), (15)

se umime zbavit kvadratickych ¢lend a dynamicky systém budeme
umét prevést do mnohem jednodussiho tvaru

y =y +0(ly|*).

Jak najit feSeni tzv. homologické rovnice (15)?
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3. kapitola Princip transformace

Volbou h; tak, aby platilo

Fy(y) = Dhy(y)ly — Jhy(y), (15)

se umime zbavit kvadratickych ¢lend a dynamicky systém budeme
umét prevést do mnohem jednodussiho tvaru

y =y +0(ly|*).

Jak najit feSeni tzv. homologické rovnice (15)?

Ve spravném vektorovém prostoru je to jen linearni algebraicka
rovnice :-)
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3. kapitola Princip transformace

Ve vektorovém prostoru V) polynom( stupné k mizeme kazdy
polynom zapsat jako linearni kombinaci homogennich polynomd,
které tvofi jeho bazi. Stejné tak miZeme najit bazi vektorového
prostoru polynomd{ k-tého stupné. Napfiklad pro dvojrozmérné

systémy, y = <§1 , je prostor
2

el (8).02) () (2)-(5) ()}
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3. kapitola Princip transformace

Ve vektorovém prostoru V) polynom( stupné k mizeme kazdy
polynom zapsat jako linearni kombinaci homogennich polynomd,
které tvofi jeho bazi. Stejné tak miZeme najit bazi vektorového
prostoru polynomd{ k-tého stupné. Napfiklad pro dvojrozmérné

Y

systémy, y = <yl>, je prostor
2

el (8).02) () (2)-(5) ()}

Protoze hy(y) € V; a Dhy(y)Jy — Jhy(y) € V,, FeSime vlastné linearni
Ulohu v prostoru V5.
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3. kapitola Princip transformace

Obecnéji plati, Ze také hy(y) € Vi a

LY(h(y)) = —(Dhi(y)y — Jhi(y)) € Vi,

priCemz operator Lj‘ se nazyva Lieova derivace a znaci se také pomoci
Lieovy zavorky:

[h(y),Jy] = Jhi(y) — Dhy(y)Jy.

Arnold nazyval Lieovu derivaci jako rybarovu derivaci. Transformaci
blizkou identité id + h;, kterou jsme zménili soufadnice v R” na nové
si totiz m0Zeme predstavit jako tok (vektorovy tok) feky, ve které se
pohybuje ryba (dynamicky systém, jiny vektorovy tok). Zvenku rybar
vidi pohyb ryby v toku feky (zména vektorového toku vici jinému).
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3. kapitola Princip transformace

Vratme se nyni k nasi plvodni Uloze

F1(y) = Dhy(y)ly — Jhy(y) = —L2(hy()).

Z linearni algebry vime, Ze vektorovy prostor V5 lze rozlozit na L} (V;)
a jeho komplement W, tedy

Vy = L}(V5) © Ws.

Pokud je Fy(y) € L2(V3), umime h; najit a eliminovat viechny
kvadratické ¢leny. Pokud ne, pak F;(y) = FE'™(y) + F5(y), kde
F&'™(y) lze eliminovat a F(y) € W5 ne. Tyto &leny se nazyvaji
(historicky) rezonancni.
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3. kapitola Princip transformace

Naprosto analogicky pak lze pokraCovat s dalsimi nelinearnimi ¢leny
v prostorech Vj a eliminovat nelinearni ¢leny az na rezonan¢ni ¢leny
v prostoru W.
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3. kapitola Princip transformace

Naprosto analogicky pak lze pokraCovat s dalsimi nelinearnimi ¢leny
v prostorech Vj a eliminovat nelinearni ¢leny az na rezonan¢ni ¢leny
v prostoru W.

Veta (Normalni tvar)

Systém (12), resp. (2), [ze prevést konecnym poctem analytickych
transformaci souradnic v okoli pocdtku do tvaru

y=Jy+Fy(y)+Fi(y) + -+ Fi(y) + O(ly[I“™),  (16)

kde k € NaFi(y) e Wiproie€{2,...,k}.
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3. kapitola Princip transformace

Nékolik poznamek, které by mély byt vyiéeny.
m Rozklad prostoru V, = Lf(Vz) @ Wy neni jednoznacny, a proto ani
normalni tvar systému (12), resp. (2) neni jednoznacné urcen.
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3. kapitola Princip transformace
Nékolik poznamek, které by mély byt vyiéeny.
m Rozklad prostoru V, = Lf(Vz) @ Wy neni jednoznacny, a proto ani
normalni tvar systému (12), resp. (2) neni jednoznacné urcen.

m Pevné je ale dana dimenze prostorl Vi W, a tedy i pocet
rezonancnich nelinearnich homogennich vektorovych polynomd.
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3. kapitola Princip transformace

Nékolik poznamek, které by mély byt vyiéeny.
m Rozklad prostoru V, = Lf(Vz) @ Wy neni jednoznacny, a proto ani
normalni tvar systému (12), resp. (2) neni jednoznacné urcen.
m Pevné je ale dana dimenze prostorl Vi W, a tedy i pocet
rezonancnich nelinearnich homogennich vektorovych polynomd.
m Misto variety v R™ je nékdy vhodné pracovat v prostoru C™/2, jak
uvidime napf. u Hopfovy bifurkace
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3. kapitola Princip transformace

Nékolik poznamek, které by mély byt vyiéeny.

m Rozklad prostoru V, = Lf(Vz) @ Wy neni jednoznacny, a proto ani
normalni tvar systému (12), resp. (2) neni jednoznacné urcen.

m Pevné je ale dana dimenze prostorl Vi W, a tedy i pocet
rezonancnich nelinearnich homogennich vektorovych polynomd.

m Misto variety v R™ je nékdy vhodné pracovat v prostoru C™/2, jak
uvidime napf. u Hopfovy bifurkace

m V pfipadé, Ze linearni zobrazeni z R™ do R™ reprezentované
matici J zachovava néjakou symetrii (mluvime pak o
ekvivariantnim zobrazeni), pak lze W volit tak, aby byly
invariantni vl¢i této symetrii (napf. zaména stavovych
proménnych, rotace apod.).
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3. kapitola Princip transformace

Nékolik poznamek, které by mély byt vyiéeny.

Rozklad prostoru V;, = Lf(Vz) @ Wy neni jednoznacny, a proto ani
normalni tvar systému (12), resp. (2) neni jednoznacné urcen.
Pevné je ale dana dimenze prostorl Vj i Wy, a tedy i poclet
rezonancnich nelinearnich homogennich vektorovych polynomd.
Misto variety v R™ je nékdy vhodné pracovat v prostoru C™/2, jak
uvidime napf. u Hopfovy bifurkace

m V pfipadé, Ze linearni zobrazeni z R™ do R™ reprezentované

matici J zachovava néjakou symetrii (mluvime pak o
ekvivariantnim zobrazeni), pak lze W volit tak, aby byly
invariantni vl¢i této symetrii (napf. zaména stavovych
proménnych, rotace apod.).

Postup lze pouzit i pro parametrické systémy tvaru (8).
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3. kapitola Princip transformace

Nékolik poznamek, které by mély byt vyiéeny.

Rozklad prostoru V;, = Lf(Vz) @ Wy neni jednoznacny, a proto ani
normalni tvar systému (12), resp. (2) neni jednoznacné urcen.
Pevné je ale dana dimenze prostorl Vj i Wy, a tedy i poclet
rezonancnich nelinearnich homogennich vektorovych polynomd.
Misto variety v R™ je nékdy vhodné pracovat v prostoru C™/2, jak
uvidime napf. u Hopfovy bifurkace

m V pfipadé, Ze linearni zobrazeni z R™ do R™ reprezentované

matici J zachovava néjakou symetrii (mluvime pak o
ekvivariantnim zobrazeni), pak lze W volit tak, aby byly
invariantni vl¢i této symetrii (napf. zaména stavovych
proménnych, rotace apod.).

Postup lze pouzit i pro parametrické systémy tvaru (8).
Analogicky postup i tvrzeni o existenci normalni formy plati pro
zobrazeni, pfi¢emz linedrnim operatorem je Jo h — h o J, pfitemz
eliminaci ¢lenl zaru¢ime zobrazenim id + h, kde h je feSenim
homologické rovnice Joh —holJ+ F = 0.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 61/ 344



3. kapitola Priklady

Pfiklady na normalni formy

Normalni formy Hopfovy a Neimarkovy-Sackerovy bifurkace
v programu Maple
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Normalni formy jednoparametrickych lokalnich
bifurkaci - spojité systémy




4. kapitola

Co se naucime:

m zopakovat zakladni jednoparametrické bifurkace rovnovah
spojitych dynamickych systémi
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Co se naucime:

m zopakovat zakladni jednoparametrické bifurkace rovnovah
spojitych dynamickych systémi
m vyuZzit znalosti redukce na centralni varietu

m zopakovat a rozsifit metodiku vypoctu zakladnich bifurkacnich
variet
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4. kapitola

Co se naucime:

m zopakovat zakladni jednoparametrické bifurkace rovnovah
spojitych dynamickych systémi
m vyuZzit znalosti redukce na centralni varietu

m zopakovat a rozsifit metodiku vypoctu zakladnich bifurkacnich
variet

m metodu prlimérovani
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4. kapitola Normalni forma fold bifurkace

Predpoklddejme, Ze jednodimenziondlni jednoparametricky systém
(rovnice)

x=f(x,a), xeR, a€eR, (17)

kde f je hladkd funkce, md pro oo = a rovnovdzny bod x = xg a
A = fx(x0, ag) = 0. Pfedpoklddejme, Ze jsou splnény

fux(X0,0) # 0 podminka nedegenerovanosti,
fa(X0,0) #0 podminka transverzality.

Pak je (17) v okoli rovnovdhy lokdlné topologicky ekvivalentni systému
v normdlni formé fold bifurkace

V= de+y?

v okoli pocdtku.
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4. kapitola Normalni forma fold bifurkace

Normalni forma bifurkace typu fold:

a<0 a=0 a>0
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4. kapitola Normalni forma fold bifurkace

Domaci ukol:

Ovérte podminky nedegenerovanosti a transversality nalezenim
vhodné funkce §(«) tak, aby transformace soufadnic y = x + 6(«)
pfevedla rovnici (17) na jeji normalni formu (tentokrat eliminujeme
linearni ¢leny). Pro¢ se nemusime zabyvat ¢leny O(y>)? Navod viz
[Kuz13] str. 83.
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4. kapitola Normalni forma transkritické bifurkace

Véta
Predpoklddejme, Ze jednodimenziondlni jednoparametrickd rovnice

x=f(x,a), xe€R, aeR, (18)

kde f je hladkd funkce, kterd md pro o = g nehyperbolickou rovnovdhu
x = Xo (A = fx(x0, ag) = 0), kterd lezi na prisecliku dvou vétvi rovnovdh,
tj. plati také f,(xo, ag) = 0. Pfedpoklddejme, Ze jsou navic splnény
podminky

fix (X0, a0) # 0 podminka nedegenerovanosti,
fra(X0,0) #0 podminka transverzality.

Pak je (18) v okoli rovnovdhy xq lokdlné topologicky ekvivalentni systému
v okoli pocdtku v normdlni formé transkritické bifurkace

V= tey +y2.
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4. kapitola Normalni forma transkritické bifurkace

Normalni forma transkritické bifurkace:

4 {
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4. kapitola Normalni forma vidli¢kové bifurkace

Véta
Predpoklddejme, Ze jednodimenziondlni jednoparametrickd rovnice

x=f(x,a), x€R, aeR, (19)
kde f(x — xg) je v okoli pocdtku lichd funkce, kterd md pro a = ay
nehyperbolickou rovnovéhu x = xo (A = fx(Xo0, ap) = 0).
Predpoklddejme, Ze jsou splnény podminky

fox (X0, 0) # 0 podminka nedegenerovanosti,
fra(X0,0) # 0 podminka transverzality.

Pak je (19) v okoli rovnovdhy lokdlné topologicky ekvivalentni systému
v normdlni formé vidlic¢kové bifurkace

y=dey+y’®

v okoli pocdtku.
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4. kapitola Normalni forma vidli¢kové bifurkace

Video prof. Ghrista Vidlickova superkriticka a subkriticka bifurkace
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https://www.youtube.com/watch?v=oirS8vCcTFI

4. kapitola Normalni forma vidli¢kové bifurkace

Video prof. Ghrista Vidlickova superkriticka a subkriticka bifurkace

Normalni forma vidlickové (pitchfork) bifurkace:
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https://www.youtube.com/watch?v=oirS8vCcTFI

4. kapitola Normalni forma vidli¢kové bifurkace

m Co maji spole¢ného tyto typy bifurkaci?
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4. kapitola Normalni forma vidli¢kové bifurkace

m Co maji spole¢ného tyto typy bifurkaci?
m V em se odlisuji?
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4. kapitola Normalni forma vidli¢kové bifurkace

m Co maji spole¢ného tyto typy bifurkaci?
m V em se odlisuji?

m Pro¢ neuvadime dal3i typy normalnich forem, napk. x = ¢ — x*

nebo x = ex — x*?
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4. kapitola Normalni forma vidli¢kové bifurkace

m Co maji spole¢ného tyto typy bifurkaci?
m V em se odlisuji?

m Pro¢ neuvadime dal3i typy normalnich forem, napk. x = ¢ — x*
nebo x = ex — x*?

m Existuji tyto bifurkace pouze v prostoru R1? MlZzeme je nalézt ve
vicerozmérnych prostorech nebo na varietach?
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4. kapitola Normalni forma vidli¢kové bifurkace

Odpoveéd na posledni otazku nam dava aparat, ktery jsme vybudovali
dfive - redukce na centralni varietu. Na jednorozmérné centralni
varieté nalezneme pravé (topologicky vzato) tyto tfi typy lokalnich
jednoparametrickych bifurkaci: fold, transkritickou a vidli¢kovou.
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4. kapitola Normalni forma vidli¢kové bifurkace

Odpoveéd na posledni otazku nam dava aparat, ktery jsme vybudovali
dfive - redukce na centralni varietu. Na jednorozmérné centralni
varieté nalezneme pravé (topologicky vzato) tyto tfi typy lokalnich
jednoparametrickych bifurkaci: fold, transkritickou a vidli¢kovou.

Vysvétlete, pro¢ se fold bifurkaci v R? Fika také bifurkace sedlo-uzel.
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Odpoveéd na posledni otazku nam dava aparat, ktery jsme vybudovali
dfive - redukce na centralni varietu. Na jednorozmérné centralni
varieté nalezneme pravé (topologicky vzato) tyto tfi typy lokalnich
jednoparametrickych bifurkaci: fold, transkritickou a vidli¢kovou.

Vysvétlete, pro¢ se fold bifurkaci v R? Fika také bifurkace sedlo-uzel.

Mlzeme tak jednoduse ovéfit, ze priklad vede opravdu na generickou
vidlickovou bifurkaci s jednorozmérnou stabilni varietou.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 73/ 344



4. kapitola Normalni forma vidli¢kové bifurkace

Odpoveéd na posledni otazku nam dava aparat, ktery jsme vybudovali
dfive - redukce na centralni varietu. Na jednorozmérné centralni
varieté nalezneme pravé (topologicky vzato) tyto tfi typy lokalnich
jednoparametrickych bifurkaci: fold, transkritickou a vidli¢kovou.

Vysvétlete, pro¢ se fold bifurkaci v R? Fika také bifurkace sedlo-uzel.

Mlzeme tak jednoduse ovéfit, ze priklad vede opravdu na generickou
vidlickovou bifurkaci s jednorozmérnou stabilni varietou.

Vypocet centralni variety pro Lorenziiv systém v okoli vidlickové
bifurkace
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4. kapitola Normalni forma Hopfovy bifurkace

Véta
Predpoklddejme, Ze dvoudimenziondlni jednoparametricky systém

X :f(X, O‘)v

kde x € R?, o € R, f = (f1.f2)" je hladkd funkce, md pro o z okoli cvg
rovnovdhu x = xo a Df (x, o©) md vlastni hodnoty A\ ; = p(a) £ iw(a),
kde pu(cg) = 0 a w(ag) = wo > 0. Pfedpoklddejme, Ze jsou splnény
podminky

[1(ag) #0 podminka nedegenerovanosti,
po(co) #0 podminka transverzality.

Pak je (12) v okoli rovnovdzného bodu lokdlné topologicky ekvivalentni
systému v normdlni formé Hopfovy bifurkace

U = eu—v-+sgnl(ag)-u(u”+v?),
Vv = u+ev+sgnly(ag)- v(u? +v2).
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4. kapitola Normalni forma Hopfovy bifurkace

Poznamka

Cislo l1(ag) = Re(cq)/wo se nazyvd prvni Liapunovilv koeficient nebo
prvni Liapunovovo (islo, které jsme odvodili pomoci metody normdlnich
forem. Jeho znaménko urcuje znaménko u nelinedrnich clend

v normdlnim tvaru. V pfipadé, Ze l1 () < O, je systém ekvivalentni
systému se vznikajicim stabilnim limitnim cyklem, mluvime

o superkritické Hopfové bifurkaci. V pfipadé [y (cp) > 0 jde

o subkritickou Hopfovu bifurkaci s nestabilnim limitnim cyklem.
Znaménko u € urcuje podminka transversality.
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https://www.youtube.com/watch?v=CwGPPza9Ulk
https://www.youtube.com/watch?v=0wRw2axOigQ

4. kapitola Normalni forma Hopfovy bifurkace
z =(u+1iz —2zlz|*, resp.proz=pe¥

po= plp—p>),

[ New)

n<0

video prof. Ghrista - fazovy portrét
video prof. Ghrista = ;1 x x x y
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https://www.youtube.com/watch?v=99nu8vlUnIk
https://www.youtube.com/watch?v=CwGPPza9Ulk

4. kapitola Normalni forma Hopfovy bifurkace

Tento typ bifurkace vznika v pfipadé, ze pravé dvé vlastni ¢isla
genericky prechazeji pfes imaginarni osu.
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4. kapitola Normalni forma Hopfovy bifurkace

Tento typ bifurkace vznika v pfipadé, ze pravé dvé vlastni ¢isla
genericky prechazeji pfes imaginarni osu.

Perioda cyklu vznikajiciho v okoli pocatku je T = 577; protoze
vznikajici periodické Fedeni je blizké funkci e“of = coswot + isin wot.
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4. kapitola Normalni forma Hopfovy bifurkace

Tento typ bifurkace vznika v pfipadé, ze pravé dvé vlastni ¢isla
genericky prechazeji pfes imaginarni osu.

Perioda cyklu vznikajiciho v okoli pocatku je T = 577; protoze
vznikajici periodické Fedeni je blizké funkci e“of = coswot + isin wot.

Amplituda oscilaci vznikajicich Hopfovou bifurkaci je Gmérna zméné
parametru s jeho druhou odmocninou.
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4. kapitola Normalni forma Hopfovy bifurkace

Pro nalezeni 1. Ljapunovova Cisla musime provést nasledujici
transformace:

m prevést rovnovahu systému do pocatku
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4. kapitola Normalni forma Hopfovy bifurkace

Pro nalezeni 1. Ljapunovova Cisla musime provést nasledujici
transformace:

m prevést rovnovahu systému do pocatku
m nalézt redukci na dvojrozmérnou centralni varietu
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4. kapitola Normalni forma Hopfovy bifurkace

Pro nalezeni 1. Ljapunovova Cisla musime provést nasledujici
transformace:

m prevést rovnovahu systému do pocatku
m nalézt redukci na dvojrozmérnou centralni varietu
m transformovat do komplexniho tvaru
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4. kapitola Normalni forma Hopfovy bifurkace

Pro nalezeni 1. Ljapunovova Cisla musime provést nasledujici
transformace:

m prevést rovnovahu systému do pocatku

m nalézt redukci na dvojrozmérnou centralni varietu
m transformovat do komplexniho tvaru

m provest transformaci na normalni formu
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4. kapitola Normalni forma Hopfovy bifurkace

Matice J linearizace systému
x = F(x),

pfevedeného na centralni varietu ma podle pfedpokladd dveé ryze
imaginarni vlastni hodnoty A1 ; = +iwg. Jim pfislusné (komplexni)
vlastni vektory v, v jsou také komplexné sdruzené. Matice

T = (2Rev, 2Imv)

1+ (0 —wo
T JT_(wo 0

prevadi
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4. kapitola Normalni forma Hopfovy bifurkace

Matice J linearizace systému
x = F(x),

pfevedeného na centralni varietu ma podle pfedpokladd dveé ryze
imaginarni vlastni hodnoty A1 ; = +iwg. Jim pfislusné (komplexni)
vlastni vektory v, v jsou také komplexné sdruzené. Matice

T = (2Rev, 2Imv)

1+ (0 —wo
T JT_(wo 0

x=Tu

prevadi

a transformace

pak prevadi systém na centralni varieté na systém

U=TYTu+ T1F(Tu). (20)
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4. kapitola Normalni forma Hopfovy bifurkace

Nelinearni cast <P(u1, u2)> = T~1F(Tu) spolu s transformaci
Q(u1, uy)
Z = uq + iuy pak dava realny tvar pro vypocet prvniho Ljapunovova
koeficientu [1(ap) a urCuje stabilitu nebo nestabilitu limitniho cyklu

vznikajiciho v okoli kritické hodnoty Hopfovy bifurkace.
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4. kapitola Normalni forma Hopfovy bifurkace

P(uy,uy)
O(U1,U2)

=<

Nelinearni cast < > = T~1F(Tu) spolu s transformaci

Z = Uy + iup pak dava realny tvar pro vypocet prvniho Ljapunovova
koeficientu [1(ap) a urCuje stabilitu nebo nestabilitu limitniho cyklu
vznikajiciho v okoli kritické hodnoty Hopfovy bifurkace.

Ozna¢me Py11 3. derivaci nelinearni ¢asti prvniho rfadku podle prvni
slozky uq vektoru u = (ug,u;)" v nule, tj.

63P(U1,U2) |LI
1

Py = o3 —0,u;=0-

Podobné napt. Q1 bude znadit 2. derivaci nelinearni ¢asti druhého
fadku podle prvni a druhé slozky vektoru u v nule, tj.

_ 82Q(U1,U2)
Q12 = =530, lu=0,u,=0-
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4. kapitola Normalni forma Hopfovy bifurkace

Prvni Ljapunoviyv koeficient pak vypocteme podle vzorce
li(ag) = %%(Pln + P122 + Q112 + 0222)
+ﬁ[Plz(P11 + P22) — 012(Q11 + Q22) — P11011 + P22023]-
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4. kapitola Normalni forma Hopfovy bifurkace

Prvni Ljapunoviyv koeficient pak vypocteme podle vzorce
li(ag) = %%(Pln + P122 + Q112 + 0222)
+ﬁ[Plz(P11 + P22) — 012(Q11 + Q22) — P11011 + P22023]-

Mizete si ovéfit, ze toto Cislo odpovida realné casti koeficientu

_ Jfwofu iU11|2 B I.ZLfozlz

wo wo 3
u rezonanc¢niho kubického ¢lenu z pfikladu na vypocet normalni
formy Hopfovy bifurkace po vydéleni wg, coz odpovida ¢asové
normalizaci, tj. periodé 27 vznikajiciho cyklu systému v normalni
formé.

1

+ 1
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4. kapitola Normalni forma Hopfovy bifurkace

Prvni Ljapunoviyv koeficient pak vypocteme podle vzorce
li(ag) = %%(Pln + P122 + Q112 + 0222)
+ﬁ[Plz(P11 + P22) — 012(Q11 + Q22) — P11011 + P22023]-

Mizete si ovéfit, ze toto Cislo odpovida realné casti koeficientu

_ Jfwofu iU11|2 B I.ZLfozlz

wo wo 3
u rezonanc¢niho kubického ¢lenu z pfikladu na vypocet normalni
formy Hopfovy bifurkace po vydéleni wg, coz odpovida ¢asové
normalizaci, tj. periodé 27 vznikajiciho cyklu systému v normalni
formé.

1

+ 1

V3ichni jste DU ur¢ité udélali, tak zde je za odménu Maple worksheet
pro kontrolu ...

Odvozeni Ljapunovova prvniho koeficientu.
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4. kapitola Normalni forma Hopfovy bifurkace

Druhou moznost vypoctu nabizi pfimo metoda nalezeni feseni
homologické rovnice v komplexnim tvaru normalni formy. Tento
pristup je vhodny pro obecny zapis algoritmu, ktery pouziva

k vypocCtu napf. Matcont (viz Scholarpedia). V obou pfipadech je dobré
mit k dispozici néjaky software.

Metody vypoctu Ljapunovova koeficientu
Model Bruselator
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http://www.scholarpedia.org/article/Andronov-Hopf_bifurcation

4. kapitola Normalni forma Hopfovy bifurkace

Druhou moznost vypoctu nabizi pfimo metoda nalezeni feseni
homologické rovnice v komplexnim tvaru normalni formy. Tento
pristup je vhodny pro obecny zapis algoritmu, ktery pouziva

k vypocCtu napf. Matcont (viz Scholarpedia). V obou pfipadech je dobré
mit k dispozici néjaky software.

Metody vypoctu Ljapunovova koeficientu
Model Bruselator

Je vhodné poznamenat, ze prvni zminky o této bifurkaci najdeme jiz
kolem roku 1892 v pracech Henriho Poincarého a vétu v
dvojrozmérném pfipadé zformuloval A. A. Andronov v roce 1929.
Obecny n-rozmerny pfipad pak uvedl Eberhard Hopf v roce 1942 (coz
bylo pfed znalosti véty o centralni varieté). Stoji za mnoha jevy v
neurovédé (opakujici se vzruchy neurona), biochemii (biochemické
oscilace), fyzice (piskot), epidemiologii (vlny epidemii), ale také za
vznikem vzor( (Turingova nestabilita) apod.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 82 /344


http://www.scholarpedia.org/article/Andronov-Hopf_bifurcation

4. kapitola Metody hledani bifurka¢nich variet

Metody hledani bifurkacnich variet

Zakladni principy numerickych kontinua¢nich metod a analytickych
metod pro hledani bifurkacnich variet naleznete v 8. kapitole
pfedmétu PfF:M6201 Nelinearni dynamika a jeji aplikace. Zde si
ukazeme spiSe metodiku pfistupu pro vicerozmérné systémy -
pomoci bialternativniho soucinu a pomoci Routhova-Hurwitzova
kritéria.
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4. kapitola Metody hledani bifurka¢nich variet
Nejprve definujeme zvlastni operator a ukazeme si nékteré jeho
vlastnosti.
Definice
Pro matice A,B € C"" s prvky aj, bj, i,j € {1,...,n} (n > 2)

definujeme jejich bialternativni soucin jako matici A ® B € C™™, kde

m= %n(n — 1) a prvky jsou oznaceny multiindexy a splfiuji

. 1 apr aps bpf bps
A©B(pg)(rs) = 2({[3(7, Bl + Agr Ggs| )’

kde multiindexy splriiujin >p >q>1an>r>s>1afadise
lexikograficky prop > qar > s.
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4. kapitola Metody hledani bifurka¢nich variet

Nejprve definujeme zvlastni operator a ukazeme si nékteré jeho
vlastnosti.

Definice

Pro matice A,B € C"" s prvky aj, bj, i,j € {1,...,n} (n > 2)
definujeme jejich bialternativni soucin jako matici A ® B € C™™, kde

m= %n(n — 1) a prvky jsou oznaceny multiindexy a splfiuji

. 1 apr aps bpf bps
A©B(pg)(rs) = 2({[9(” Bl + Agr Ggs| )’

kde multiindexy splriiujin >p >q>1an>r>s>1afadise
lexikograficky prop > qar > s.

Poznamka

Lexikografickym fazenim rozumime fazeni pouzivané pro slova ve
slovniku, tj. (p1,91) < (p2,42), pokud p1 < p; nebo p1 = p, a zdroveri
a1 < q.
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4. kapitola Metody hledani bifurka¢nich variet

Poznamka

Bialternativni soucin reprezentuje antisymetricky operdtor na bivektorech
vektorového prostoru C" (tj. vnéjSich — wedge - soucinech vektort)

(vAw)— (AGB)(vAw) = %(AV/\BW—AW/\BV).

Vnéjsi soucin vektord v, w € C" je definovan jako prvek C" splfujici
(VAW)ij)=VviWj—Vvw; pro n>i>j>1
Plati napf.

VAW=—-WAYV,
VA (W) = A(vAw),
VAU+W)=VvAUu+vAw.
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4. kapitola Metody hledani bifurka¢nich variet

Lemma
Pro jednotkovou matici stejného typu jako A plati

(A®A)(vAw)=Av N Aw

a

QA0 N(vAW)=Av AW+ Vv AAw.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 86 /344



4. kapitola Metody hledani bifurka¢nich variet

Lemma
Pro jednotkovou matici stejného typu jako A plati

(A®A)(vAw)=Av N Aw
a

QA0 N(vAW)=Av AW+ Vv AAw.

Lemma
Plati

AOB=-BGOA,
A® (AB) = \(A®B),
AcG(B+C)=AcB+AGC,
(A®A)(B®B)=AB® AB.
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4. kapitola Metody hledani bifurka¢nich variet

Lemma
Necht P je reqguldrni, pak plati

PoP)y =P lopl,
(PAP~Y)® (PAP~Y) = (POP)AGCA(POP) T,
2PAP~ Yo I=(PoOP)(A0HPEP) L.
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4. kapitola Metody hledani bifurka¢nich variet

Lemma
Necht P je reqguldrni, pak plati

PoP)y =P lopl,
(PAP~Y) ® (PAP~1) = (PO P)AGA(POP) 1,
2PAP~ Yo I=(PoOP)(A0HPEP) L.

Véta (Stéphanos 1900)

Pokud md matice A € C™" viastni ¢isla \y, ..., An, pak matice A © A md
vlastni ¢isla A\;\; a matice 2A © I md vlastni ¢isla i + \;, kde
n>i>j>1
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4. kapitola Metody hledani bifurka¢nich variet

Uvazujme nyni nas parametrizovany dynamicky systém (8)

x = f(x,¢e).
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4. kapitola Metody hledani bifurka¢nich variet

Uvazujme nyni nas parametrizovany dynamicky systém (8)

x = f(x,¢e).

Funkce f(x,e) a det Df(x, €) se nuluji v bodech fold bifurkace,
transkritické bifurkace i vidlickové bifurkace.
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4. kapitola Metody hledani bifurka¢nich variet

Uvazujme nyni nas parametrizovany dynamicky systém (8)

x = f(x,¢e).

Véta
Funkce f(x,e) a det Df(x, €) se nuluji v bodech fold bifurkace,
transkritické bifurkace i vidlickové bifurkace.

Poznamka
Fold bifurkace jako generickd lokdlni bifurkace odpovidad jednondsobnym
kofeniim determinantu, vznikd na ohybu variety rovnovah. Transkritickd a
vidlickovd bifurkace jsou prisecikem dvou variet (Vétvi) rovnovah.
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4. kapitola Metody hledani bifurka¢nich variet

Funkce f(x,e) a det(2Df (x,e) ® I) se nuluji v bodech Hopfovy bifurkace.
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4. kapitola Metody hledani bifurka¢nich variet

Funkce f(x,e) a det(2Df (x,e) ® I) se nuluji v bodech Hopfovy bifurkace.

Poznamka

Je tfeba si uvédomit, Ze uvedend podminka nezarucuje existenci dvou
komplexné sdruZenych opacnych vlastnich Cisel, ale pouze existenci
opacnych vlastnich Cisel. Proto tato implicitné dand varieta mize
obsahovat body, kterym se fikd neutrdlni sedla (\y = —X\; € R) a
bifurkacni hranicni body se dvéma nulovymi vlastnimi Cisly. Timto
pripadem se budeme zabyvat v ndsledujici kapitole o viceparametrickych
bifurkacich. Jde o Bogdanovovu-Takensovu bifurkaci, jejiz normadlni
formy jsme si také jiz odvodili.
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4. kapitola Metody hledani bifurka¢nich variet

Maple worksheet pro vypocet bialternativniho soucinu a nékteré dalsi
vhodné funkce a pfiklady nalezeni bifurkacnich variet najdete jiz na
Maplesoft Application Center (disertacni prace dr. V. Hajnové):

Vypocet bialternativniho soucinu v Maple [Haj19]

Poznamka

V pfipadé Hopfovy bifurkace odpovidd podminka det(2Df (x,e) © I)
vynulovdni jednoho z determinantii v Routhovych-Hurwitzovych
podminkdch (tr Df pro n = 2). Tento postup je historicky starsi a je stdle
bézné pouzivany. Routhovy-Hurwitzovy podminky se ale pouzivaji jako
podminky stability rovnovahy, tedy v pripadé nestabilniho ohniska nejsou
splnény.
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4. kapitola Metody hledani bifurka¢nich variet
Routhovo-Hurwitzovo kritérium
Predpokladejme, Ze Jacobiho matice systému (2) v rovnovaze je tvaru

ai1 012 o Q1p
A= |02 G2 © 0
Gn1  dp2 . Gnn

a charakteristicky polynom

det(M —A) = ag\" + a AN L+ N2+ +a, A +a,. (21)
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4. kapitola Metody hledani bifurka¢nich variet

Definujme Hurwitzovu matici

ay do 0 0
as a4; 4aip Qo

ds as Qs ap

0O 0 0 O an
a jeji hlavni minory
a a O
4 do 1 Qo
Ay =a1, A= 0 a |’ As=|a3 a a |,
3 ds d4 3z
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4. kapitola Metody hledani bifurka¢nich variet

Véta (Routhova—-Hurwitzova)

Koreny charakteristického polynomu (21) (vlastni Cisla A) maji negativni
redlné cdsti pravé tehdy, kdyz jsou vsechny hlavni minory Hurwitzovy
matice H kladné.
m V pfipadé, Ze jsou kladné az na A, = 0, coZ implikuje
an, = det A = 0, lezi rovnovdha na hranici aperiodickeé stability.
m V pripadé, Ze jsou kladné az na A,_1 = 0O, coZ implikuje existenci
ryze komplexnich sdruZenych vlastnich Cisel, leZi rovnovdha na
hranici periodické stability.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 93 /344



4. kapitola Metoda prameérovani

Metoda priimérovani

Uvazujme ulohu
X = ef (x,t,€), (22)

kdex e UCR™ 0 < e <« 1, f je dostatecné hladka T-periodicka
funkce z C". Definujme k f v ¢ase prdmérnou funkci

.
fly) = %/0 fly,t,e)dt.

Pak obdobnou metodou, jako jsme pouzivali pfi hledani normalnich
forem, tj. nalezenim vhodné identité blizké transformace, lze nahradit
periodicky systém priimérnym systémem s obdobnou dynamikou.
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4. kapitola Metoda prameérovani

Existuje w € C' tak, Ze x =y + ew(y, t, ) pfevddi systém (22) na

y =cef(y) +<’g(y, t.¢), (23)

kde g je T-periodickd a feseni x(t) systému (22) a feSeni y(t) systému
(23) s pocdtecni podminkou x(0) = xo, resp. y(0) = y,, splriuji

Ixo — yoll = O(¢) = [|x(t) — y(t)I| = O(e) pro t € (0, ), kde L je
lipschitzovska konstanta f. Je-li y* rovnovdha (23), pak existuje

go > 0: Ve: 0 < e < gq systém (22) md periodické reseni (nebo
konstatni) ~-(t) = y* + O(e) stejného typu stability. Stabilni (nestabilni)
variety feSeni y* a ~.(t) se také liSi maximdlné o ndsobek < pro

t € (0,00).
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4. kapitola Metoda prameérovani

Pokud f zavisi na parametru o, mdze zprdmérovany systém projit
bifurkaci. Pak plati nasledujici tvrzeni:

Necht o = «q je kritickd hodnota fold nebo Hopfovy bifurkace systému
(23). Pak pro dost malé € > 0 a « blizké o prochdzi stejnym typem
bifurkace také Poincarého zobrazeni systému (22).
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4. kapitola Metoda prameérovani

Pokud f zavisi na parametru o, mdze zprdmérovany systém projit
bifurkaci. Pak plati nasledujici tvrzeni:

Necht o = «q je kritickd hodnota fold nebo Hopfovy bifurkace systému
(23). Pak pro dost malé € > 0 a « blizké o prochdzi stejnym typem
bifurkace také Poincarého zobrazeni systému (22).

Ulohy tohoto typu jsou béZné ve fyzice. Typickou ulohou jsou slabé
nelinearni buzené oscilatory s rovnici tvaru

X 4 whx = ef(x, %, 1).

Konkrétni tvar pravé strany s kubickou nelinearitou vede napf. na
znamou Duffingovu rovnici, kterou lze modelovat buzené kyvadlo,
nuceny oscilator nebo takeé vetknuty nosnik. Fold bifurkace

s hysteresi zde vytvafi pfepinal mezi rdznymi frekvencemi oscilaci.
Dynamika ale zahrnuje také chaotické oscilace - video prof. Ghrista.
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Normalni formy viceparametrickych bifurkaci -
spojité systémy




5. kapitola

Co se naucime:

m znat zakladni typy viceparametrickych bifurkaci rovnovah
spojitych systém( a jejich normalni formy
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5. kapitola

Co se naucime:

m znat zakladni typy viceparametrickych bifurkaci rovnovah
spojitych systém( a jejich normalni formy

B seznamit se s typickymi aplikacemi a jevy, které s témito
bifurkacemi souvisi
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5. kapitola

Co se naucime:

m znat zakladni typy viceparametrickych bifurkaci rovnovah
spojitych systém( a jejich normalni formy

B seznamit se s typickymi aplikacemi a jevy, které s témito
bifurkacemi souvisi

m umét vytvorit bifurkacni diagram slozitéjSiho dynamického
systému
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5. kapitola

Co se stane, pokud budeme ménit vice nez jeden parametr
dynamického systému?

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 99/ 344



5. kapitola

Co se stane, pokud budeme ménit vice nez jeden parametr
dynamického systému? V okoli hyperbolické rovnovahy nic moc,
rovnovaha v néjakém okoli z(stane stale hyperbolicka. Pokud ale
budeme sledovat kfivku kritického parametru néjaké
jednoparametrické bifurkace, mize druhy parametr zplsobit
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5. kapitola

Co se stane, pokud budeme ménit vice nez jeden parametr
dynamického systému? V okoli hyperbolické rovnovahy nic moc,
rovnovaha v néjakém okoli z(stane stale hyperbolicka. Pokud ale
budeme sledovat kfivku kritického parametru néjaké
jednoparametrické bifurkace, mize druhy parametr zplsobit

m Ze jeSté dalsi vlastni hodnoty dosahnou kritické hodnoty, coz je
doprovazeno zménou dimenze centralni variety, tedy i zménou
normalni formy
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5. kapitola

Co se stane, pokud budeme ménit vice nez jeden parametr
dynamického systému? V okoli hyperbolické rovnovahy nic moc,
rovnovaha v néjakém okoli z(stane stale hyperbolicka. Pokud ale
budeme sledovat kfivku kritického parametru néjaké
jednoparametrické bifurkace, mize druhy parametr zplsobit

m Ze jeSté dalsi vlastni hodnoty dosahnou kritické hodnoty, coz je
doprovazeno zménou dimenze centralni variety, tedy i zménou
normalni formy

m nebo pouze narusenim nékteré z podminek zarucujicich bifurkaci
daného typu - podminky nedegenerovanosti nebo transversality.
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5. kapitola
Ve spojitém pripadé mize jit napt. o
m bifurkaci typu cusp (bod vratu), kdy je narusena podminka
nedegenerovanosti bifurkace typu fold (sedlo-uzel),
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5. kapitola
Ve spojitém pripadé mize jit napt. o
m bifurkaci typu cusp (bod vratu), kdy je narusena podminka
nedegenerovanosti bifurkace typu fold (sedlo-uzel),
m Bogdanovova-Takensova bifurkace, kdy ryze komplexni vlastni
hodnoty splynou v nule

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 100/ 344


https://www.youtube.com/watch?v=gfiyyuYyIgs
https://www.youtube.com/watch?v=zrfeXV0PHpU

5. kapitola
Ve spojitém pripadé mize jit napt. o

m bifurkaci typu cusp (bod vratu), kdy je narusena podminka
nedegenerovanosti bifurkace typu fold (sedlo-uzel),

m Bogdanovova-Takensova bifurkace, kdy ryze komplexni vlastni
hodnoty splynou v nule

m Bautinova neboli zobecnéna Hopfova bifurkace, kdy je porusena
podminka nedegenerovanosti Hopfovy bifurkace
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5. kapitola
Ve spojitém pripadé mize jit napt. o

m bifurkaci typu cusp (bod vratu), kdy je narusena podminka
nedegenerovanosti bifurkace typu fold (sedlo-uzel),

m Bogdanovova-Takensova bifurkace, kdy ryze komplexni vlastni
hodnoty splynou v nule

m Bautinova neboli zobecnéna Hopfova bifurkace, kdy je porusena
podminka nedegenerovanosti Hopfovy bifurkace

m fold-Hopf bifurkace, kdy vznika kromé ryze komplexniho paru
vlastnich hodnot je3té dalsi nulova vlastni hodnota,
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5. kapitola
Ve spojitém pripadé mize jit napt. o

m bifurkaci typu cusp (bod vratu), kdy je narusena podminka
nedegenerovanosti bifurkace typu fold (sedlo-uzel),

m Bogdanovova-Takensova bifurkace, kdy ryze komplexni vlastni
hodnoty splynou v nule

m Bautinova neboli zobecnéna Hopfova bifurkace, kdy je porusena
podminka nedegenerovanosti Hopfovy bifurkace

m fold-Hopf bifurkace, kdy vznika kromé ryze komplexniho paru
vlastnich hodnot je3té dalsi nulova vlastni hodnota,

m Hopf-Hopf bifurkace se dvéma pary ryze imaginarnich vlastnich
Cisel spojena se vznikem toru a dalsi a dalsi ...
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5. kapitola
Ve spojitém pripadé mize jit napt. o

m bifurkaci typu cusp (bod vratu), kdy je narusena podminka
nedegenerovanosti bifurkace typu fold (sedlo-uzel),

m Bogdanovova-Takensova bifurkace, kdy ryze komplexni vlastni
hodnoty splynou v nule

m Bautinova neboli zobecnéna Hopfova bifurkace, kdy je porusena
podminka nedegenerovanosti Hopfovy bifurkace

m fold-Hopf bifurkace, kdy vznika kromé ryze komplexniho paru
vlastnich hodnot je3té dalsi nulova vlastni hodnota,

m Hopf-Hopf bifurkace se dvéma pary ryze imaginarnich vlastnich
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5. kapitola
Ve spojitém pripadé mize jit napt. o
m bifurkaci typu cusp (bod vratu), kdy je narusena podminka
nedegenerovanosti bifurkace typu fold (sedlo-uzel),
m Bogdanovova-Takensova bifurkace, kdy ryze komplexni vlastni
hodnoty splynou v nule
m Bautinova neboli zobecnéna Hopfova bifurkace, kdy je porusena
podminka nedegenerovanosti Hopfovy bifurkace
m fold-Hopf bifurkace, kdy vznika kromé ryze komplexniho paru
vlastnich hodnot je3té dalsi nulova vlastni hodnota,
m Hopf-Hopf bifurkace se dvéma pary ryze imaginarnich vlastnich
Cisel spojena se vznikem toru a dalsi a dalsi ...
Pti navySovani poctu parametr(i a dimenze stavového prostoru se
dynamika vyrazneé zeslozituje a do hry vstupuji dalsi rezonance a
symetrie. Vznikaji tak jevy jako blue-sky katastrofa, breathing torus
atd.
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5. kapitola
Ve spojitém pripadé mize jit napt. o
m bifurkaci typu cusp (bod vratu), kdy je narusena podminka
nedegenerovanosti bifurkace typu fold (sedlo-uzel),
m Bogdanovova-Takensova bifurkace, kdy ryze komplexni vlastni
hodnoty splynou v nule
m Bautinova neboli zobecnéna Hopfova bifurkace, kdy je porusena
podminka nedegenerovanosti Hopfovy bifurkace
m fold-Hopf bifurkace, kdy vznika kromé ryze komplexniho paru
vlastnich hodnot je3té dalsi nulova vlastni hodnota,
m Hopf-Hopf bifurkace se dvéma pary ryze imaginarnich vlastnich
Cisel spojena se vznikem toru a dalsi a dalsi ...
Pti navySovani poctu parametr(i a dimenze stavového prostoru se
dynamika vyrazneé zeslozituje a do hry vstupuji dalsi rezonance a
symetrie. Vznikaji tak jevy jako blue-sky katastrofa, breathing torus
atd.

Uvedeme si pouze nékteré normalni tvary a nakreslime bifurkacni
diagramy v okoli pocatku.
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5. kapitola Cusp bifurkace

Predpoklddejme, Ze jednodimenziondlni dvouparametricky systém
(rovnice)

x=f(x,a), xeR, a=(a;,m)" € R?

kde f je hladkd funkce, md pro e = 0 rovnovdhu x = 0 a plati
A =fx(0,0) =0, fxx(0,0) = 0. Pfedpoklddejme, Ze jsou splnény
podminky

fox(0,0) # 0 podminka nedegenerovanosti,
(farSfxay = farfxa,)(0,0) # 0 podminka transverzality.

Pak je uvedeny nelinedrni systém v okoli pocdtku lokdlné topologicky
ekvivalentni systému v normdlni formé bifurkace bodu vratu - cusp

y=e1+teyty
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5. kapitola Cusp bifurkace

Na pfikladu této bifurkace cusp (bodu vratu) si ukazeme, jak vypada
bifurka¢ni diagram pro dva parametry.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 102/ 344



5. kapitola Cusp bifurkace

Na pfikladu této bifurkace cusp (bodu vratu) si ukazeme, jak vypada
bifurka¢ni diagram pro dva parametry.

Rovnovazné body rovnice
y=c1+eyty

lezi na varieté
M: e1+ey+y® =0,
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5. kapitola Cusp bifurkace

Na pfikladu této bifurkace cusp (bodu vratu) si ukazeme, jak vypada
bifurka¢ni diagram pro dva parametry.

Rovnovazné body rovnice
y=c1+eyty

lezi na varieté
M: e1+ey+y® =0,

pfitom nulova prvni derivace, tedy podminka pro bifurkaci typu fold
(sedlo-uzel) je splnéna na kfivce spliujici navic

52i3y2 =0.
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5. kapitola Cusp bifurkace

Pokud z téchto dvou rovnic vylou¢ime y, dostaneme kfivku typického
tvaru V
271 +4e3=0 resp. 27e2 —4e5=0

s bodem vratu v pocatku.

Jednotlivé vétve Ty, T, odpovidaji zanikim dvojice rovnovaznych
bodl v ohybech variety M bifurkaci fold.
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5. kapitola Cusp bifurkace

Bifurkace bodu vratu (cusp) implikuje vznik hystereze.

@

Oblasti oznacené 1 a 2 jsou strukturalné stabilni oblasti, ve kterych
ma systém 3, resp. 1, rovnovazny bod. T; a T; odpovidaji
jednoparametrické bifurkaci typu fold, jsou to hranice kodimenze 1 v
2-rozmérném prostoru parametrd. Jejich pranikem je bod vratu, ktery
ma dimenzi 0, tedy kodimenzi 2 v 2-rozmérném prostoru parametrd.
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5. kapitola Cusp bifurkace

Varieta cusp bifurkace
Hysterese

Obecné v k-rozmérném prostoru parametrd bude mit
jednoparametricka bifurkace kodimenzi 1, bude tedy
(k — 1)-rozmérnou varietou. Praniky variet pfislusnych
jednoparametrické bifurkaci budou variety prislusné
viceparametrickym bifurkacim vyssi kodimenze.
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5. kapitola Bautinova (GH) bifurkace

Predpoklddejme, Ze dvoudimenziondlni dvouparametricky systém

x=f(x,a), xecR? acR?

kde f = (f1,f>)" je hladkd funkce, md pro a = 0 rovnovdhu x =0 a
J = Df(0,0) md vlastni hodnoty A1 ; = p(o) £ iw(ex), kde 14(0) = 0,
w(0) = wg > 0 a l1(0) = 0. Pfedpoklddejme, Ze jsou splnény podminky

[(0) # 0,

a — (p(e), ()T jeva =0 reguldrni.

Pak je uvedeny nelinedrni systém v okoli pocdtku lokdlné topologicky
ekvivalentni systému v komplexni normdlni formé Bautinovy bifurkace

z = (e1+ 1)z + e22|2|* + sgn [5(0)z|z|*.
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5. kapitola Bautinova (GH) bifurkace

Cislo [(0) je tzv. druhy Ljapunoviv koeficient a jeho vypocet je
zalozen na podobném principu, jako vypocet prvniho, tj. pfevodu
komplexni normalni formy s nulovym kubickym ¢lenem z2Z do
polarnich soufadnic. VSechny &leny stupné 4 [ze v kritické hodnoté
parametru eliminovat a zbyly rezonantni ¢len v polarnim tvaru
prislusi z3z2. Nebudeme jej zde uvadét, lze jej najit v literature (napf.
[Kuz13] str. 310.), Matcont jej umi numericky spocitat.
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5. kapitola Bautinova (GH) bifurkace

Cislo [(0) je tzv. druhy Ljapunoviv koeficient a jeho vypocet je
zalozen na podobném principu, jako vypocet prvniho, tj. pfevodu
komplexni normalni formy s nulovym kubickym ¢lenem z2Z do
polarnich soufadnic. VSechny &leny stupné 4 [ze v kritické hodnoté
parametru eliminovat a zbyly rezonantni ¢len v polarnim tvaru
prislusi z3z2. Nebudeme jej zde uvadét, lze jej najit v literature (napf.
[Kuz13] str. 310.), Matcont jej umi numericky spocitat.

Bautinova bifurkace zpUsobuje, ze vlivem druhého parametru dochazi
k naruseni podminky nedegenerovanosti u Hopfovy bifurkace.
V polarnich soufadnicich tak dostavame normalni formu ve tvaru

p = pler+ep® £p%),

¢ =1,
Pritom rovnovazna feSeni prvni rovnice odpovidaji limitnim cyklim.
Je zfejmé, Ze p = 0 odpovidajici pocatku je vzdy rovnovaznym bodem.
Kvadraticka rovnice ale mlze mit 0 az 2 feSeni - mohou tedy vznikat
a zanikat limitni cykly.
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5. kapitola Bautinova (GH) bifurkace

Bifurkacni diagram normalni formy superkritické Bautinovy bifurkace
(pfipad sgn [;(0) = —1) ukazuje hrani¢ni kfivku Hopfovy bifurkace

H = {(e1,e2): e1 = 0} a kfivku zaniku dvou limitnich cykld

T = {(e1,€2): €% + 4e1 = 0,e, > 0} rozdélujici parametrickou rovinu
na strukturalné stabilni oblasti spolu s pfisluSnymi fazovymi portréty.
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5. kapitola Bogdanovova-Takensova bifurkace

Predpoklddejme, Ze dvoudimenziondlni dvouparametricky systém

x=f(x,a), xeR?’ aecR? (24)

kde f = (f1,f>)" je hladkd funkce, md pro o = 0 rovnovdhu x =0 a
J = Df(0,0) # 0 md dvé nulové vlastni hodnoty. Pfedpoklddejme, Ze
Jsou splnény podminky

s = sgn(bao(az + b11)) # 0,
(x,a) — (f(x,a),tr Df(x, ), det Df (x, )) je v pocdtku reguldrni.

Pak je systém (24) v okoli pocdtku lokdlné topologicky ekvivalentni
systému v normdlni formé Bogdanovovy-Takensovy bifurkace
no=y
Y2 = erteyi+yi+sny,

v
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5. kapitola Bogdanovova-Takensova bifurkace

Cisla ay0, b11 a by, z podminky nedegenerovanosti jsou pfislusné
koeficienty Taylorovych rozvoj(

Fi(y1,y2) = Saxyt + ...

Fa(y1,y2) = 3baoyi + brayiys + . ..

transformované praveé strany systému (24) transformaci x = Ty na tvar

<Y1> _ (0 1) <Y1> n (Fl(YLYZ))
V2 0 0/ \» Fa(y1,y2)
pomoci matice T slozené z vlastnich vektor( Df(0, 0). Normalni

forma neni jedina, jak jsme odvodili v pfikladu na odvozeni normalni
formy Bogdanovovy-Takensovy bifurkace.
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5. kapitola Bogdanovova-Takensova bifurkace

i = »n
Vo = e1 e+ sy

Bogdanovova-Takensova bifurkace se nékdy nazyva také
double-zero, protoze v kritické hodnoté parametrll e = 0 ma systém
dvé nulové vlastni hodnoty. V okoli € = 0 mohou tedy vlastni hodnoty
ménit znaménko a mohou pfechazet i pfes imaginarni osu. Dochazi

k degenerovani Hopfovy bifurkace i bifurkace sedlo-uzel (fold), coz
zpUsobuje zanik limitniho cyklu na tzv. smycce separatrix sedla.
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5. kapitola Bogdanovova-Takensova bifurkace

yi = y2
Vo = e1 e+ Vi sy

Analyzou systému v normalnim tvaru Bogdanovovy-Takensovy
bifurkace pro s = —1 ziskame bifurka¢ni diagram s hrani¢ni kfivkou
Hopfovy bifurkace H = {(e1,¢3): €1 = 0, e, < 0} a kfivkou zaniku
dvou rovnovaznych bodd T = {(e1,£2): 4e1 — €3 = 0} rozdélujici
parametrickou rovinu na strukturalné stabilni oblasti spolu

s pfislusnymi fazovymi portréty.
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5. kapitola Bogdanovova-Takensova bifurkace

H={(e1,e2): e1 =0, <0}, T ={(e1,62): 4e1 — 5% =0}

Ve tietim kvadrantu musi dojit k nelokalni bifurkaci zaniku smycky
separatrix (jde o tzv. homoklinickou bifurkaci smycky separatrix
sedla), ktera ma v okoli pocatku tvar

P={(e1,62): 61 = —%6% +0(e2),e; < 0.

P @ Vo ®<<
©X ~ f o
@ =

@4,
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5. kapitola Bogdanovova-Takensova bifurkace

Vsechny uvedené jedno a dvouparametrické bifurkace spojitych
systém( byly lokalnimi bifurkacemi v okoli rovnovaznych bodd.

V jejich blizkosti ale obecné vznikaji také nelokalni bifurkace
(zdvojeni limitniho cyklu, smycka separatrix sedla). Dalsi bifurkace
mohou vznikat napf. v okoli homoklinickych a heteroklinickych
trajektorii, tedy trajektorii ,vystupujicich® z jedné rovnovahy a
navracejicich se do jeji blizkosti nebo do blizkosti jiného bodového
atraktoru. Samoziejmé mohou existovat trajektorie ,spojujici i jiné
invariantni mnoziny. Obecny topologicky pfistup k takovym Uloham
nabizi teorie Conleyho indexd, ktera je ovSem jiz nad ramec naseho
uciva.
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5. kapitola Bifurkace cykli

V prfedchozim textu jsme se studiem lokalnim bifurkaci v okoli
rovnovah seznamili s bifurkacemi dalSich zakladnich invariantnich
mnozin - cykld. Zde si shrneme zakladni (jednoparametrické)
bifurkace cykld, které jsou znamy a které maji vyznamné aplikace. Jde
o globalni bifurkace (kromé Hopfovy), a proto nemame jejich
normalni formy. V dalSim textu o diskrétnich bifurkacich ale uvidime,
ze tomu mUze byt jinak v pfipadé popisu jejich Poincarého zobrazeni.
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5. kapitola Bifurkace cykli

V prfedchozim textu jsme se studiem lokalnim bifurkaci v okoli
rovnovah seznamili s bifurkacemi dalSich zakladnich invariantnich
mnozin - cykld. Zde si shrneme zakladni (jednoparametrické)
bifurkace cykld, které jsou znamy a které maji vyznamné aplikace. Jde
o globalni bifurkace (kromé Hopfovy), a proto nemame jejich
normalni formy. V dalSim textu o diskrétnich bifurkacich ale uvidime,
ze tomu mUze byt jinak v pfipadé popisu jejich Poincarého zobrazeni.

Uchylime se zde ke geometrickym pfedstavam - obrazkdm (z knihy
Leonida Shilnikova [Shi01]).

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 115/ 344



5. kapitola Bifurkace cykli

Hopfova bifurkace - vznik cyklu z ohniska

Vznika v blizkosti slabého ohniska. Je pri¢inou vzniku oscilaci -
piskot, chvéni, konvekéni proudéni, vibrace rotortd apod.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 116 / 344



5. kapitola Bifurkace cykli

Fold bifurkace cyklu - zanik dvou cyklii ohybem

5

—
)
;T\

w

i (g 6@6@@% () Qs

Vznika v blizkosti Bautinovy (zobecnéné Hopfovy) bifurkace. Je
pri¢inou skokové zmény z rovnovahy na oscilace - aeroelasticky jev
u letadel, most(, odpovédi neuron( apod.
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5. kapitola Bifurkace cykli

Homoklinicka bifurkace - zanik cyklu na separatrix sedla

Vznika v blizkosti Bogdanovovy-Takensovy bifurkace. Je pfi¢inou
globalni zmény dynamiky systému - vyhynuti populaci, zanik vysilani
vzruchu u neurond, ale také umoznuje stabilitu masivniho rotoru na
magnetickych loZiscich.
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5. kapitola Bifurkace cykli

SNIPER - zanik cyklu vlivem fold bifurkace dvou rovnovah

Vznika v blizkosti fold bifurkace na cyklu. Je pfi¢inou jevu

synchronizace oscilator( (spole¢né oscilace neuron(, vazané rotace
planet apod.).
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5. kapitola Bifurkace cykli

Zdvojeni periody cyklu

Vznika flip bifurkaci Poincarého zobrazeni cyklu. Je pfedstupném
chaotického chovani a objevuje se napfiklad pfi arytmii srdce, vzniku
turbulenci apod.
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5. kapitola Bifurkace cykli

Vznik toru

N\ &)
L\

N/

Vznika v blizkosti Neimarkovy-Sackerovy bifurkace. Dynamika muze
byt periodicka, kvasiperiodicka, je asto pfedstupném chaotického
chovani.
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5. kapitola Bifurkace cykli

Shilnikovova bifurkace

Exoticka bifurkace cyklu, ktery vznika z homoklinicke trajektorie na
sedlo-ohnisku v blizkosti fold—Hopfovy (ZH, zero-Hopf) bifurkace.
Souvisi se vznikem chaotického chovani znamého jako Shilnikov(v

atraktor.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 122/ 344



5. kapitola Bifurkace cykli

Shilnikovova bifurkace a blue-sky katastrofa

Torus vznikajici ze ZH-bodu pro blizké parametry prochazi raznymi
bifurkacemi - napf. fold bifurkace cyklu na toru, zanik toru nebo pravé
Shilnikovova bifurkace. Objevuje se ve slow-fast systémech (napf.

u neuront s hysteresi pfi skoku z rovnovahy do stabilnich oscilaci.
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5. kapitola Bifurkace cykli

Blue-sky katastrofa

L
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5. kapitola Bifurkace cykli

Model neuronu

(obrazky z Andrey Shilnikov [Shi12], [SK08])
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Jednoparametrické bifurkace rovnovah v diskrétnich
systémech




6. kapitola

Co se naucime:

m znat zakladni typy jednoparametrickych bifurkaci rovnovah
diskrétnich systémda
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6. kapitola

Co se naucime:

m znat zakladni typy jednoparametrickych bifurkaci rovnovah
diskrétnich systémda

m zopakovat a rozsifit souvislosti bifurkaci rovnovah diskrétnich
systéma s bifurkacemi cykld spojitych systéma
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6. kapitola

Po spojitych bifurkacich podobné analyzujme diskrétni
jednoparametrické bifurkace. Znovu pljde o situaci, kdy se chovani
systému lokalné kvalitativné méni diky nehyperbolicité pevného
bodu. Za¢neme s bifurkacemi zavislymi na zméné jednoho parametru,
ktera zpUsobi, ze néktera z vlastnich hodnot prechazi pres hranici
jednotkového kruhu v Gaussoveé roviné.
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6. kapitola Normalni forma fold bifurkace

Predpoklddejme, Ze jednodimenziondlni jednoparametricky systém
(rovnice)

x(n+1) =f(x(n),a), x(n)eR, aeR, (25)

kde f je hladkd funkce, md pro o = ag pevny bod x = xg a
A = fx(x0, ap) = 1. Pfedpoklddejme, Ze jsou splnény podminky

fux(X0,0) # 0 podminka nedegenerovanosti,
fa(Xo0,0) #0 podminka transverzality.

Pak je (25) v okoli rovnovdhy lokdlné topologicky ekvivalentni systému
v normdlni formé fold bifurkace

y(n+1) = e +y(n) £ y(n)

v okoli pocdtku.
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6. kapitola Normalni forma fold bifurkace

Normalni forma bifurkace typu fold (xo = 0, ag = 0):

x(n+ 1) = f(x(n), &) = a + x(n) + x(n)?

z(n+1 z(n+1 z(n
R 0+ falm), ) el
fz(n), a
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6. kapitola Normalni forma flip bifurkace

Predpoklddejme, Ze jednodimenziondlni jednoparametricky systém
(rovnice)

x(n+1) =f(x(n),a), x(n)eR, aeR, (26)

kde f je hladkd funkce, md pro o = ag pevny bod x = xg a
A = fx(0,0) = —1. Pfedpoklddejme, Ze jsou splnény podminky

2 (Fx(x0, @0))? + (X0, 0) #0  podminka nedegenerovanosti,
fra(X0,0) #0 podminka transverzality.

Pak je (26) v okoli rovnovdhy lokdlné topologicky ekvivalentni systému
v normdlni formé flip bifurkace

y(n+1) = —(1 +e)y(n) £y*(n)

v okoli pocadtku.
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6. kapitola Normalni forma flip bifurkace

Normalni forma bifurkace typu flip (xo = 0, ag = 0):
x(n+1) = f(x(n), @) = (L + a)x(n) + x(n)?

x(n+1) x(n+1) x(n+1)
f(x(n),a) 7 S f(x(n),a) ~f(x(n), a)
Al A \ Y

AT
7 3 A 7 3 A L :
X=0  x(n) x=0  x(n) X2 X,=0 X1 X(n)
a<O0 a=0 a>0
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6. kapitola Neimarkova-Sackerova bifurkace

Neimarkova-Sackerova bifurkace

Jde o analogii Hopfovy bifurkace pro spojité systémy. Vznika pfi
pfechodu komplexné sdruzenych vlastnich hodnot pres hranici

jednotkoveho kruhu a v jeji souvislosti se objevuje invariantni
smycka.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 133 /344



6. kapitola Neimarkova-Sackerova bifurkace

Neimarkova-Sackerova bifurkace

Jde o analogii Hopfovy bifurkace pro spojité systémy. Vznika pfi
pfechodu komplexné sdruzenych vlastnich hodnot pres hranici

jednotkoveho kruhu a v jeji souvislosti se objevuje invariantni
smycka.

Normalni formu jsme jiZ odvodili a nasli jsme vyjimecné rezonanni
Cleny v prvnich ¢tyfech odmocninach z jedné. V rezonancnich

hodnotach dochazi k jistym symetriim a kvalitativné odliSnému
chovani.
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6. kapitola Neimarkova-Sackerova bifurkace

Neimarkova-Sackerova bifurkace

Jde o analogii Hopfovy bifurkace pro spojité systémy. Vznika pfi
pfechodu komplexné sdruzenych vlastnich hodnot pres hranici
jednotkoveho kruhu a v jeji souvislosti se objevuje invariantni
smycka.

Normalni formu jsme jiZ odvodili a nasli jsme vyjimecné rezonanni
Cleny v prvnich ¢tyfech odmocninach z jedné. V rezonancnich
hodnotach dochazi k jistym symetriim a kvalitativné odliSnému
chovani.

Koeficient c¢; u €lenu z?Z v normalni formé v komplexnim tvaru ma
stejnou funkci jako prvni Ljapunoviv koeficient u Hopfovy bifurkace a
lze jej nalézt v [Kuz13] na str. 134 (nebo spocitat jako dobrovolnou
domaci ulohu).
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6. kapitola Neimarkova-Sackerova bifurkace

Véta
Predpoklddejme, Ze dvojrozmérny jednoparametricky systém

x(n+1) =f(x(n),a), x(n)eR? ack, 27)

kde dostatecné hladkd funkce f md pro o = ag pevny bod x = xg as
viastnimi &isly A+ (o) = e*'%. Predpoklddejme, Ze jsou splnény
podminky
e % £ 1 prok € {1,2,3,4} nenastdvd rezonance,
% #0 podminka transverzality,
Re(ci(ap)e ") #0  podminka nedegenerovanosti

Pak je (27) v okoli rovnovdhy lokdlné topologicky ekvivalentni systému
v normdlni formé Neimarkovy-Sackerovy bifurkace v okoli pocdtku

2(n + 1) = Ma)z(n) + c1(@)z(n)*z(n) + O(||z(n)||*).

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 134 /344



6. kapitola Neimarkova-Sackerova bifurkace

Normalni forma ma v polarnim tvaru z(n) = p(n)e/*(") zapis:

pn+1) = p(n)(1+a+a(a)p’(n) + p*(MR(p(n), o),
p(n+1) = @(n)+0(a)+ pA(n)Qp(n), ),

kde a(a) = Re(cy(a)e~(®)) a R a Q jsou hladké funkce.

2zobrazenim na kruZnici se budeme vice v&novat v kap. 9
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6. kapitola  Neimarkova-Sackerova bifurkace

Normalni forma ma v polarnim tvaru z(n) = p(n)e/*(") zapis:
p(n+1) = p(n)(L+a+a(a)p’(n)+ p*(MR(p(n), @),
p(n+1) = @(n)+0(a)+ p*(MQ(p(n), ),

kde a(a) = Re(cy(a)e~(®)) a R a Q jsou hladké funkce.

Podobné jako v pfipadé Hopfovy bifurkace je pro a(ag) <0 p =0
stabilni pevny bod pro o < ag a nestabilni pro a > ag. Pro a > ag
blizka této kritické hodnoté parametru ma navic zobrazeni stabilni

pevny bod
pol) = ,/—ﬁ +0(a),

ktery odpovida vzdalenosti od pocatku. Vznika tedy stabilni limitni
invariantni mnozina na S, ptitom rotace v pfiblizné vzdalenosti
po(a) od xq je pfiblizné o dhel 6(a)?.

2zobrazenim na kruZnici se budeme vice v&novat v kap. 9
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6. kapitola Neimarkova-Sackerova bifurkace

Normalni forma Neimark-Sackerova bifurkace pro a(ap) < 0:
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6. kapitola Neimarkova-Sackerova bifurkace
Podobné jako ve spojitém pripadé, i dochazi bud k superkritické
bifurkaci (vzniku stabilni limitni smy¢ky) pro a(ag) < 0 nebo
k subkritické bifurkaci (vzniku nestabilni limitni smycky) pro
G(ao) > 0.
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6. kapitola Neimarkova-Sackerova bifurkace

Podobné jako ve spojitém pripadé, i dochazi bud k superkritické
bifurkaci (vzniku stabilni limitni smy¢ky) pro a(ag) < 0 nebo

k subkritické bifurkaci (vzniku nestabilni limitni smycky) pro
G(ao) > 0.

Oproti spojitému systému s Hopfovou bifurkaci, kde bylo mozné &len
0(||z(n)||*) vynechat, v diskrétnim pfipadé tomu tak neni, protoZe i
malé zmény ovliviuji strukturu uzaviené invariantni smycky, ktera
Neimarkovou-Sackerovou bifurkaci vznika, protoze uhel 6(«) rotace
implikuje dva zakladni typy dynamiky na S*. Invariantni smy¢ka tak
muUze byt slozena z periodickych trajektorii nebo je tzv.
kvaziperiodickou trajektorii. Libovolné mala zména parametru miize
zménit jeji topologii, nikoliv vsak jeji existenci a jednoznacnost.
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6. kapitola Neimarkova-Sackerova bifurkace

Podobné jako ve spojitém pripadé, i dochazi bud k superkritické
bifurkaci (vzniku stabilni limitni smy¢ky) pro a(ag) < 0 nebo

k subkritické bifurkaci (vzniku nestabilni limitni smycky) pro
G(ao) > 0.

Oproti spojitému systému s Hopfovou bifurkaci, kde bylo mozné &len
0(||z(n)||*) vynechat, v diskrétnim pfipadé tomu tak neni, protoZe i
malé zmény ovliviuji strukturu uzaviené invariantni smycky, ktera
Neimarkovou-Sackerovou bifurkaci vznika, protoze uhel 6(«) rotace
implikuje dva zakladni typy dynamiky na S*. Invariantni smy¢ka tak
muUze byt slozena z periodickych trajektorii nebo je tzv.
kvaziperiodickou trajektorii. Libovolné mala zména parametru miize
zménit jeji topologii, nikoliv vsak jeji existenci a jednoznacnost.

Asi vas napadne, Ze se tu zatne s dynamikou kromé topologie
potkavat i teorie Cisel a teorie grup (konkrétné unitarni grupa na
jednotkové kruznici) a Ze symetrie a rezonance budou mit néco
spolecného.
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6. kapitola Neimarkova-Sackerova bifurkace

Uvazujme nyni parametrizovany dynamicky diskrétni systém ve
vicerozmérném prostoru

x(n+1) = f(x(n),e).

Pokud na centralni varieté dochazi k predchozim jednoparametrickym
bifurkacim pevnych bodd, pfechazi vlastni ¢islo genericky pfes
jednotkovy kruh.
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6. kapitola Neimarkova-Sackerova bifurkace
Uvazujme nyni parametrizovany dynamicky diskrétni systém ve
vicerozmérném prostoru
x(n+1) = f(x(n), e).

Pokud na centralni varieté dochazi k predchozim jednoparametrickym
bifurkacim pevnych bodd, pfechazi vlastni ¢islo genericky pfes
jednotkovy kruh.

Funkce f(x,e) — x a det(Df (x, €) — I) se nuluji v bodech fold bifurkace
(resp. transkritické bifurkace i vidlickové bifurkace).
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6. kapitola Neimarkova-Sackerova bifurkace
Uvazujme nyni parametrizovany dynamicky diskrétni systém ve
vicerozmérném prostoru
x(n+1) = f(x(n), e).

Pokud na centralni varieté dochazi k prfedchozim jednoparametrickym
bifurkacim pevnych bodd, pfechazi vlastni ¢islo genericky pfes
jednotkovy kruh.

Funkce f(x,e) — x a det(Df (x, €) — I) se nuluji v bodech fold bifurkace
(resp. transkritické bifurkace i vidlickové bifurkace).

Poznamka

Fold bifurkace pevného bodu jako generickd lokdlni bifurkace odpovidd
jednondsobnym kofeniim determinantu, vznikd na ohybu variety
rovnovadh. Transkritickd a vidlickovd bifurkace jsou priisecikem dvou variet
(vétvi) rovnovah.
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6. kapitola Neimarkova-Sackerova bifurkace

Funkce f(x,e) — x a det(Df (x, ) + I) se nuluji v bodech flip bifurkace.
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6. kapitola Neimarkova-Sackerova bifurkace

Funkce f(x,e) — x a det(Df (x, ) + I) se nuluji v bodech flip bifurkace.

Funkce f(x, e)) — x a det(Df (x, ) ® Df (x,e) — I) se nuluji v bodech
Neimarkovy-Sackerovy bifurkace.
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6. kapitola Neimarkova-Sackerova bifurkace

Funkce f(x,e) — x a det(Df (x, ) + I) se nuluji v bodech flip bifurkace.

Funkce f(x, e)) — x a det(Df (x, ) ® Df (x,e) — I) se nuluji v bodech
Neimarkovy-Sackerovy bifurkace.

Maple worksheet pro vypocet bialternativniho soucinu a funkce
k nalezeni bifurkacnich variet i pfiklady najdete na Maplesoft
Application Center (a v disertacni praci dr. V. Hajnové):

Vypocet bialternativniho soucinu v Maple [Haj19]
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6. kapitola Slozita dynamika

Do tohoto okamziku bylo mozné vést prednasku velice kontinualné.
Ale ted dochazi k bifurkacim i v pfipadé vykladu latky. Diskrétni
bifurkace jsou totiz mnohem komplikovanéjsi, nez tomu bylo u
bifurkaci spojitych, kde jsme si stihli ukazat i bifurkace vy3si
kodimenze nez 1. Je ale pravda, Ze jsme se dotkli bifurkaci cykld a
torl i popisu pomoci Poincarého zobrazeni, tedy diskrétnich bifurkaci.
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kodimenze nez 1. Je ale pravda, Ze jsme se dotkli bifurkaci cykld a
torl i popisu pomoci Poincarého zobrazeni, tedy diskrétnich bifurkaci.

K pochopeni komplexni (slozité) dynamiky, ktera se bézné v pfirodé
objevuje, ale musime nejprve velmi dobfe pochopit jevy, které
vznikaji v blizkosti flip a Neimarkovy-Sackerovy bifurkace. Vsechny
spolu ale Uzce souviseji, a proto bude struktura pfednasky nyni
trochu jina.
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Do tohoto okamziku bylo mozné vést prednasku velice kontinualné.
Ale ted dochazi k bifurkacim i v pfipadé vykladu latky. Diskrétni
bifurkace jsou totiz mnohem komplikovanéjsi, nez tomu bylo u
bifurkaci spojitych, kde jsme si stihli ukazat i bifurkace vy3si
kodimenze nez 1. Je ale pravda, Ze jsme se dotkli bifurkaci cykld a
torl i popisu pomoci Poincarého zobrazeni, tedy diskrétnich bifurkaci.

K pochopeni komplexni (slozité) dynamiky, ktera se bézné v pfirodé
objevuje, ale musime nejprve velmi dobfe pochopit jevy, které
vznikaji v blizkosti flip a Neimarkovy-Sackerovy bifurkace. Vsechny
spolu ale Uzce souviseji, a proto bude struktura pfednasky nyni
trochu jina.

Pokusime se na pfikladech &i prototypech dynamik v blizkosti
bifurkaci pochopit, jaké uzasné slozité dynamické chovani nabizeji a
pro¢, a teprve potom alespon trochu zahlédneme obrazek, ktery
pfiroda vytvofila. Uvidime periodické i kvaziperiodické jevy,
synchronizaci i skoro-periodickou intermitentni dynamiku, fraktaly,

chaos i fad.
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Chaos v diskrétnich jednorozmérnych systémech




7. kapitola

Co se naucime:

m zopakujeme a rozsitime znalosti o logistickém zobrazeni a
zdvojovani periody
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7. kapitola

Co se naucime:

m zopakujeme a rozsitime znalosti o logistickém zobrazeni a
zdvojovani periody

m prozkoumame cykly jednorozmérnych zobrazeni

m dokazeme Sarkovského vétu

m pozname Schwarzovu derivaci a kritické body
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7. kapitola Zdvojovani periody a logistické zobrazeni

Logistické zobrazeni

Uvazujme logistickou rovnici
x(n+ 1) = f(x(n),a) = ax(n)(1 — x(n)), (28)

kde a je kladny parametr.
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m pro parametr a = 3 dochazi k flip bifurkaci

m flip bifurkace cyklu délky 1 (rovnovahy) je zaroven fold bifurkaci
2 cyklu

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 143 / 344



7. kapitola Zdvojovani periody a logistické zobrazeni

Logistické zobrazeni

Uvazujme logistickou rovnici
x(n+ 1) = f(x(n),a) = ax(n)(1 — x(n)), (28)

kde a je kladny parametr.
m pro parametr a = 1 dochazi k transkritické bifurkaci
m pevny bod 1 — 1/a ztraci stabilitu proa =3
m pro parametr a = 3 dochazi k flip bifurkaci

m flip bifurkace cyklu délky 1 (rovnovahy) je zaroven fold bifurkaci
2 cyklu

m fold bifurkace 2-cyklu neni genericka a stabilni 2-cyklus vznika
spolu s degenerovanych nestabilnim 2-cyklem, ktery je zaroven
1-cyklem, tedy pevnym bodem (ovérte)
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7. kapitola Zdvojovani periody a logistické zobrazeni

Pokud nyni stabilni vétev rovnovahy zobrazeni f2 zanikne flip
bifurkaci, vznikne cyklus délky 4. Ten ale nespadne z nebe sam, ale
fold bifurkaci zobrazeni f* spolu se svym nestabilnim
degenerovanym bratfickem. Stane se tomu tak pro a = 1 4+ V6 < 4.
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bifurkaci, vznikne cyklus délky 4. Ten ale nespadne z nebe sam, ale
fold bifurkaci zobrazeni f* spolu se svym nestabilnim
degenerovanym bratfickem. Stane se tomu tak pro a = 1 4+ V6 < 4.

Protoze zobrazeni f zobrazuje (0, 1) do (0, §) C (0, 1), bude pro

parametr a o malo vét3i nez 1 + /6 v intervalu (0, ) kromé

stabilniho 4-cyklu také nestabilni degenerovany 4-cyklus (2-cyklus) i
a—1

nestabilni rovnovaha, tj. 1-cyklus x = =
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7. kapitola Zdvojovani periody a logistické zobrazeni

Pokud nyni stabilni vétev rovnovahy zobrazeni f2 zanikne flip
bifurkaci, vznikne cyklus délky 4. Ten ale nespadne z nebe sam, ale
fold bifurkaci zobrazeni f* spolu se svym nestabilnim
degenerovanym bratfickem. Stane se tomu tak pro a = 1 4+ V6 < 4.

Protoze zobrazeni f zobrazuje (0, 1) do (0, §) C (0, 1), bude pro

parametr a o malo vét3i nez 1 + /6 v intervalu (0, ) kromé

stabilniho 4-cyklu také nestabilni degenerovany 4-cyklus (2-cyklus) i
a—1

nestabilni rovnovaha, tj. 1-cyklus x = =

Takto se bude perioda zdvojovat dal a dal a budou vznikat stabilni a
nestabilni vétve véech délek 2. Tomuto jevu se fika zdvojovani
periody.
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7. kapitola Zdvojovani periody a logistické zobrazeni

Pokud si spocitate vSechny cykly délky 4 (coz vede na polynom
stupné 12 v proménné x, coZ je asi posledni rozumné rychle
spocitatelny pfipad, kromé cyklu délky 3), zjistite, Zze v intervalu (0, 1)
pro parametry blizké a = 4 vznikaji jeSté dva cykly délky 4. Tyto cykly
vznikaji generickou fold bifurkaci a zadné cykly délky 2 ve svém okoli
nemaji. Na velmi malém intervalu parametru a < 4 blizko 4 tak
musime nutné najit lokalné stabilni 4-cyklus. Pfitom ale hned
uvidime, Ze pro a = 4 nemUze byt stabilni cyklus zadné délky.
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7. kapitola Zdvojovani periody a logistické zobrazeni

Tent map - stanové zobrazeni

Tent map je nejjednodussi zobrazeni (0, 1) na (0, 1), které zde ma
jediné maximum.

2x xe (0,1
T(x) = <1 2
2-2x x€(3,1)
T :
i T(z)
0 ‘l 1
2
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7. kapitola Zdvojovani periody a logistické zobrazeni

Logistické zobrazeni pro a = 4, tj. f(x) = 4x(1 — x), je konjugované
stanovému zobrazeni, protoze h: x — sin? “7’( je homeomorfismus na
(0, 1) a plati f(h(x)) = h(T(x)).
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Logistické zobrazeni pro a = 4, tj. f(x) = 4x(1 — x), je konjugované
stanovému zobrazeni, protoze h: x — sin? “7’( je homeomorfismus na
(0, 1) a plati f(h(x)) = h(T(x)).

Protoze |DT| = |A| = 2 v kazdém bodé (0, 1) ~ {%}, je nutné kazdy

cyklus libovolné délky stanového i logistického zobrazeni pro a = 4,
nestabilni. Pfesto jsou trajektorie na (0, 1) omezené.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 148 / 344



7. kapitola Zdvojovani periody a logistické zobrazeni

Logistické zobrazeni pro a = 4, tj. f(x) = 4x(1 — x), je konjugované
stanovému zobrazeni, protoze h: x — sin? “7’( je homeomorfismus na
(0, 1) a plati f(h(x)) = h(T(x)).

Protoze |DT| = |A| = 2 v kazdém bodé (0, 1) ~ {%}, je nutné kazdy
cyklus libovolné délky stanového i logistického zobrazeni pro a = 4,
nestabilni. Pfesto jsou trajektorie na (0, 1) omezené.

V pfedmétu PiF:M6201 Nelinearni dynamika a jeji aplikace jsme si
navic ukazali, ze stanové zobrazeni vykazuje citlivost na pocatecni
podminky, topologickou transitivnost a hustotu trajektorii. Vykazuje
zakladni znaky chaotického chovani.
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7. kapitola Zdvojovani periody a logistické zobrazeni

Dal3i zajimavou vlastnosti logistické rovnice (28) je dynamika za
hodnotou a = 4. V takovém pfipadé totiz nékteré hodnoty
zobrazenim f z intervalu (0, 1) ,vypadnou® a jiné ne. Lépe fe¢eno

f((0,1)) £ (0,1).

'}

0 p q 1
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7. kapitola Zdvojovani periody a logistické zobrazeni

Oznatime mnozinu K; = f~1({0,1)) = (0, p) U (g, 1). Plati, Ze
f(K1) €(0,1) = Ko.

'}

0 p q 1
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7. kapitola Zdvojovani periody a logistické zobrazeni

Podobné oznatime mnozinu K, = f~(Ky). Protoze f(K,) C K1 plati,
ze f2)(Ky) C (0,1).

A
z(n+1)=az(n)
f(z) =ax(1—x) P
R IO A I
q ,/’
p :
AL 3 Ay
S0 z 1 -
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7. kapitola Zdvojovani periody a logistické zobrazeni

Podobné budeme definovat spogetné& mnoho mnozin K, = f~1(K,_1)
s vlastnosti, ze f("(K,) C (0,1). ProtoZe jde o kompaktni mnoZiny (do
sebe vnofené), jejich prinik je neprazdny (obsahuji napt. 0 a 1) a tvofi
Cantorovu mnozinu

ZH'LFQOHK
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7. kapitola Zdvojovani periody a logistické zobrazeni

Podobné budeme definovat spogetné& mnoho mnozin K, = f~1(K,_1)
s vlastnosti, ze f("(K,) C (0,1). ProtoZe jde o kompaktni mnoZiny (do
sebe vnofené), jejich prinik je neprazdny (obsahuji napt. 0 a 1) a tvofi
Cantorovu mnozinu

=n":20ﬂK

Mnozina A je invariantni mnoZzinou, je fidka (neobsahuje intervaly),
ale nespocetna a jde o fraktal, tj. mnozinu necelodiselné
(Hausdorffovy) dimenze. K tomu se ale dostaneme pozdéji.
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7. kapitola Zdvojovani periody a logistické zobrazeni

Nejzajimavéjsi dynamické chovani ma ale logisticka rovnice jisté pro
parametr a v intervalu (3, 4). Slouzi jako prototyp jedné z cest

k chaotickému chovani, pficemz zdvojovani periody je zde vlastné jen
zatatek.
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Nejzajimavéjsi dynamické chovani ma ale logisticka rovnice jisté pro
parametr a v intervalu (3, 4). Slouzi jako prototyp jedné z cest

k chaotickému chovani, pficemz zdvojovani periody je zde vlastné jen
zatatek.

Vlastné tézko fict, protoze ve fraktalni strukture bifurkacniho
diagramu je zdvojovani periody vSudypfitomné.
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7. kapitola Zdvojovani periody a logistické zobrazeni
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To, co vidime, jsou atraktory. Cykl( a invariantnich mnozin je tu vic.
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7. kapitola Zdvojovani periody a logistické zobrazeni

Necht f: R — R je spojité zobrazeni. Mezi kazdymi dvéma body cyklu
délky n > 1 existuje periodicky bod cyklu délky m < n.
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7. kapitola Zdvojovani periody a logistické zobrazeni

Necht f: R — R je spojité zobrazeni. Mezi kazdymi dvéma body cyklu
délky n > 1 existuje periodicky bod cyklu délky m < n.

Dukaz:

Necht x; < x; jsou sousedni body n-cyklu f. Uvazujme véechnam < n
takova, ze f™(x;) < x, (takové m musi existovat, protoze vlevo od x;
leZi x41). Podobné najdeme i m takové, ze 1 < m < n a plati

f™(x1) > x1 af™(x2) < x;. Pokud je f™ definované na (x1, x3), pak

z véty o pevném bodé plyne existence ¢ € (x1,x;): f™(c) =c.
Pfedpokladejme, Ze f™ neni nikde na (x1, x;) definované, pak

f(x1) > xz a fM(x2) < x1, spor.
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7. kapitola Sarkovského véta
Sarkovského véta

Jeden z nejvyznamnéjsich a zaroven nejobecnéjsich vysledkd o
jednodimenzionalnich spojitych zobrazenich, jako je tfeba logistické
zobrazeni, zvefejnil na pocatku 70. let 20. stoleti ukrajinsky
matematik Alexandr Nikolajevi¢ Sarkovskij. V té dobé, ale zapadni a
vychodni védecké svéty pfilis nekomunikovaly. Sarkovskij uvefejnil
dlkaz své véty dfive, nez Li a Yorke sv(j slavny ¢lanek ,Perioda 3
implikuje chaos*, ktery je diisledkem Sarkovského véty. A pravé tento
¢lanek publikovali aniz by o Sarkovského vysledku védéli a
odstartovali jim novy zplisob my3leni. Yorke a Sarkovskij se potkali
v roce 1975 na konferenci ve vychodnim Berliné ....
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7. kapitola Sarkovského véta

Sarkovského véta

Jeden z nejvyznamnéjsich a zaroven nejobecnéjsich vysledkd o
jednodimenzionalnich spojitych zobrazenich, jako je tfeba logistické
zobrazeni, zvefejnil na pocatku 70. let 20. stoleti ukrajinsky
matematik Alexandr Nikolajevi¢ Sarkovskij. V té dobé, ale zapadni a
vychodni védecké svéty pfilis nekomunikovaly. Sarkovskij uvefejnil
dlkaz své véty dfive, nez Li a Yorke sv(j slavny ¢lanek ,Perioda 3
implikuje chaos*, ktery je diisledkem Sarkovského véty. A pravé tento
¢lanek publikovali aniz by o Sarkovského vysledku védéli a
odstartovali jim novy zplisob my3leni. Yorke a Sarkovskij se potkali
v roce 1975 na konferenci ve vychodnim Berliné ....

Vétu i dikaz Li a Yorkeho najdete v PfF:M6201 Nelinearni dynamika a
jeji aplikace. Zde si uvedeme Sarkovského vétu a zp(isob jejiho
ddkazu. Pro zvidavéjsi uvadim odkaz na precizni dlikaz v tfihodinové
prednasce prof. Ugur Abdulla (Florida Institute of Technology) .
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7. kapitola Sarkovského véta

Véta (Sarkovského véta)

Necht f: R — R je spojitd funkce, kterd md cyklus délky n. Pak mad také
cyklus délky m, pokud n > m, kde > zna¢i ndsledujici Sarkovského Fazeni
prirozenych Cisel:

357> 2325223225 > ...

2232250 2P 222 1
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7. kapitola Sarkovského véta

Dukaz:
Nejprve pfedpokladejme, n > 1 je liché a f ma cyklus délky n a je to
nejmensi takové n. Cyklus mdZzeme zapsat takto:

< X1 X2 X3 A Xn >

fxa) flx2) f(xs) ... f(xn))’

kde x; < x3 < --- < X (protoze jde o permutaci, mizeme dokonce
pouzit pro zapis jen indexy).
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7. kapitola Sarkovského véta

Dukaz:
Nejprve pfedpokladejme, n > 1 je liché a f ma cyklus délky n a je to
nejmensi takové n. Cyklus mdZzeme zapsat takto:

< X1 X2 X3 . Xn )

fxa) flx2) f(xs) ... f(xn))’

kde x; < x3 < --- < X (protoze jde o permutaci, mizeme dokonce
pouzit pro zapis jen indexy).

Evidentné plati, ze f(x1) > x1 a f(x») < X,. Umime proto najit

nejvétsi / takové, aby f(x;) > x;. Protoze f(xj+1) < Xj+1, musi interval
1 = (i, xj+1) pokryt sam sebe pod f, tj. 1 C f(/1).
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7. kapitola Sarkovského véta

Mame tedy nasledujici situaci:

Sl SN

1 X2 i Ti+1 Tn
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7. kapitola Sarkovského véta

Pritom urcité nemuze /; pokryt POUZE sebe (3lo by o 2 cyklus).
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7. kapitola Sarkovského véta

Umime proto najit /; s jednim stejnym krajnim bodem jako /1, pro
néjz plati h # 1, al, C f(hh).

S avin na

1 T2 ZT; Ti+1 Tn
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7. kapitola Sarkovského véta

Umime proto najit /; s jednim stejnym krajnim bodem jako /1, pro
néjz plati h # 1, al, C f(hh).

/%%?f AT

Z; Ti+1 Tn

Sjednoceni viech takovychto intervald, které jsou pod f(/1) oznatime
0,. Takze Iy € 0y, ale y 7£ 0,.
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7. kapitola Sarkovského véta

Umime proto najit /; s jednim stejnym krajnim bodem jako /1, pro
néjz plati h # 1, al, C f(hh).

/%%?f AT

Z; Ti+1 Tn

Sjednoceni viech takovychto intervald, které jsou pod f(/1) oznatime
0,. Takze I; C 0,, ale Iy # 0,. O3 oznactime sjednoceni viech
intervald tvaru / = (x;, xj1) takovych, Ze jsou pokryty obrazem f
néjakého intervalu z O;.
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7. kapitola Sarkovského véta

Umime proto najit /; s jednim stejnym krajnim bodem jako /1, pro
néjz plati h # 1, al, C f(hh).

/%%?f AT

Z; Ti+1 Tn

Sjednoceni viech takovychto intervald, které jsou pod f(/1) oznatime
0,. Takze I; C 0,, ale Iy # 0,. O3 oznactime sjednoceni viech
intervald tvaru / = (x;, xj1) takovych, Ze jsou pokryty obrazem f
néjakého intervalu z 0,. Oy, 1 oznacime sjednoceni v3ech intervall
tvaru I = (x;, x;+1) takovych, Ze jsou pokryty obrazem f néjakého
intervalu z O,

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 161/ 344



7. kapitola Sarkovského véta

Pro kazdy interval /;;1 C O;;1 tak mame intervaly
/1—>/2—>-"—>/1—>/[+1
spliujici I, C 0y, Is C Os, ..., I; € O, pficemZz mame jen konelny

pocet n bodd, a proto pro néjaké [ obsahuje O, = O, 1 v3echny
intervaly tvaru (X;, Xj1).
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7. kapitola Sarkovského véta

Protoze je n liché, je vpravo nebo vlevo od /; lichy pocet bodd, které
se nemohou zobrazovat samy na sebe (5lo by o cyklus niz3i délky)

AN

Ti+1 e Tn

a ani se nemohou jako v pfipadé sudého n vsechny body pfeskladat
zleva doprava a naopak. Takze v O; nutné existuje jeSté alespon jeden

interval tvaru /| = (x;, xj11) # I1, ktery pokryva Iy, tj. Iy C f(/).
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7. kapitola Sarkovského véta

Dostavame tak kromé smycky /; — /4 (coz diky vété o stiedni hodnoté
implikuje existenci pevného bodu v intervalu /), jesté jednu cestu
z |1 do I, ktera ale nutné musi obsahovat cyklus délky n, tedy projit

vsech n — 1 intervald.

I
Infl [2
/ )
In72 ]5
\ J
I3 1y
S— <
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7. kapitola Sarkovského véta

Protoze jde o nejkratsi cestu, musi byt cyklus fazen jednim ze dvou
zrcadlovych zpGsobi (tzv. StefanGv cyklus):
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7. kapitola Sarkovského véta

Protoze jde o nejkratsi cestu, musi byt cyklus fazen jednim ze dvou
zrcadlovych zpGsobi (tzv. StefanGv cyklus):

To ale nutné znamena, zZe interval /,_, pokryva i vSechny intervaly
napravo od /; (nebo nalevo v zrcadlovém pfipadg). StefanGv cyklus
stale stfida strany, jsou to tedy vsechny /; s lichymi indexy j.
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7. kapitola Sarkovského véta

Dostavame tedy nasledujici cesty:

()

S
8

I //lnl\\f

[n—3 I4

[/
[ 5
n74..‘%

Pevny bod je nutné v intervalu /y — Iy, 2 cyklus v I,_1 — Ih_2 — Ih_q,
4 cyklusjebud l,_1 = lp_a — 13— 1,y —Il,_1nebopron=73
projde cestu Iy — I, — I3 — |1 — 1. Jediné, co nedostaneme jsou
liché cykly nizSich délek nez n, které existovat nemohou.
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7. kapitola Sarkovského véta

Pro cykly sudych délek lze podobné ukazat, Ze existuje nutné pevny
bod a cyklus délky 2. Pron = 2P a1 < q < p je zobrazeni g = f(¥/2)
pro k = 29 spojité a ma cyklus délky 2, ktery je 29 cyklem f. Podobné
lze na predchozi prevést pfipad n = p - 29.

O
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7. kapitola Sarkovského véta

Dasledky Sarkovského véty:

m ,perioda 3 implikuje chaos” - tedy spojité zobrazeni ma cykly
vsech délek, pokud ma cyklus délky 3, coz v omezeném intervalu
muUZze znamenat hodné divny atraktor...
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vsech délek, pokud ma cyklus délky 3, coz v omezeném intervalu
muUZze znamenat hodné divny atraktor...

m pokud ma spojité zobrazeni kone¢ny pocet cykld, jsou sudé
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7. kapitola Sarkovského véta

Dasledky Sarkovského véty:

m ,perioda 3 implikuje chaos” - tedy spojité zobrazeni ma cykly
vsech délek, pokud ma cyklus délky 3, coz v omezeném intervalu
muUZze znamenat hodné divny atraktor...

m pokud ma spojité zobrazeni kone¢ny pocet cykld, jsou sudé

m naopak pokud ma spojité zobrazeni cyklus jiné délky, nez
mocniny 2, pak ma nekone¢né mnoho cykll
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7. kapitola Sarkovského véta

1.0

08 - T
06 4 N\
04 -

0.2

0.0 I [ I I I I I [

24 2.6 2.8 3.0 32 3.4 3.6
a

Perioda 3 implikuje chaos je trochu pfehnané. Vidite ten stabilni 3
cyklus atrahujici interval (0, 1)? Tedy az na ty cykly ostatnich délek -
jenze do nich se vétSinou netrefite, pokud se nebudete opravdu

snazit.
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7. kapitola Sarkovského véta

Domaci ukol:

Najdéte cyklus délky 2 pro
logistické zobrazeni (28)

s parametrem a odpovidajicim
vzniku 3 cyklu (fold bifurkace 3
cyklu). Ukazte, Ze je nestabilni.
Zkuste ho prohnat Maplem a
Matlabem. Jak to zvladne
iterovat symbolicky a numericky
pristup?

»
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7. kapitola Schwarzova derivace

Schwarzova derivace

Definice
Schwarzova derivace je definovdna (i v komplexnim oboru) jako operdtor

_"@ 3 (1'@)?
() =T — 2 (f’(Z)) '

Poznamka

ProtoZe v bodé [xo, «o] flip bifurkace plati f'(xo, o) = —1, je
(5f)(x0, o) # 0 podminkou nedegenerovanosti flip bifurkace. Uvidime,
Ze vlastnost (Sf)(x) < 0 Vx, md jesté zajimavéjsi diisledky.
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7. kapitola Schwarzova derivace

Necht pro kazdé x € R plati (Sf)(x) < 0 a (5g)(x) < 0. Pak
(5(f 2 9))(x) <O.
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7. kapitola Schwarzova derivace

Necht pro kazdé x € R plati (Sf)(x) < 0 a (5g)(x) < 0. Pak
(5(f 2 9))(x) <O.

Dakaz:

(fog)"(x) =f"(9(x)) - (g'(x))* +f(g(x)) - g"(x)
d
(fog)”(x) = f"(g(x))-(g'(x))*+3f"(g(x))-g"(x)-g'(x)+f'(9(x))-g" (x),

tj.
(S(f © 9))(x) = (S)(g(x)) - (¢'(x))* + (Sg)(x) < O.
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7. kapitola Schwarzova derivace

Dusledek

Necht pro kazdé x € R plati (Sf)(x) < 0, pak (Sf(M)(x) < 0.
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7. kapitola Schwarzova derivace

Dusledek

Necht pro kazdé x € R plati (Sf)(x) < 0, pak (Sf(M)(x) < 0.

Poznamka

Vsimnéte si, Ze pro kazdé kvadratické zobrazeni plati (Sf)(x) < O, vcetné
kritického bodu x., pro ktery plati f'(x.) = 0, kde lze definovat

(Sf)(xc) < —o0.
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7. kapitola Schwarzova derivace

Plati dokonce silné&jsi tvrzeni:

Necht P(x) je polynom, x € R. Pokud P'(x) md redlné a izolované koreny
(kritické body), pak Vx € R: (SP)(x) < 0.
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7. kapitola Schwarzova derivace

Plati dokonce silné&jsi tvrzeni:

Necht P(x) je polynom, x € R. Pokud P'(x) md redlné a izolované koreny
(kritické body), pak Vx € R: (SP)(x) < 0.

Dakaz:
Necht P'(x )—H,“l(x—xi) Pak P'(x) = Y, [l 5

X X/
1 (x=x3)
P”/( ) ZJ 1Ek;ﬁj (x— xj)(x X¢) "
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7. kapitola Schwarzova derivace

Plati dokonce silné&jsi tvrzeni:

Necht P(x) je polynom, x € R. Pokud P'(x) md redlné a izolované koreny
(kritické body), pak Vx € R: (SP)(x) < 0.

Dakaz:
Necht P'(x )—H,“l(x—xi) Pak P'(x) = Y, [l 5

X X/
1 (x=x3)
P (x) = zj 1Ek7éj = x,)(x R Odtud

(SP)X) ké e 2 (EN; =) -
_;EN:<X_1X/)2_ (ZN:X_lX/)z <0

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 174 / 344



7. kapitola Schwarzova derivace

Pevny bod x. hladkého zobrazeni f: R — R, ktery je zdroveri kritickym
bodem, tj. f'(x.) = O, se nazyvd superatrahujici. (Stejné tak pro
f:C—=C)
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7. kapitola Schwarzova derivace

Pevny bod x. hladkého zobrazeni f: R — R, ktery je zdroveri kritickym
bodem, tj. f'(x.) = O, se nazyvd superatrahujici. (Stejné tak pro
f:C—=C)

Pokud (5f)(x) < 0 ¥x € R, pak f’(x) nema kladné lok. minimum ani
zaporné lokalni maximum, neboli pokud f”(xp) = 0, pak f"”’(xp) a
f'(xo0) maji opacna znaménka. Po sobé jdouci kritické body f’ tak
implikuji existenci bodu x., pro ktery plati f'(x.) = 0.
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7. kapitola Schwarzova derivace

Predpoklddejme, Ze f md konecné mnoho kritickych bodu a (Sf)(x) < O
Vx € R, pak f md pouze konecné mnoho periodickych bodii periody m
pro kazdé m.
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7. kapitola Schwarzova derivace

Predpoklddejme, Ze f md konecné mnoho kritickych bodu a (Sf)(x) < O
Vx € R, pak f md pouze konecné mnoho periodickych bodii periody m
pro kazdé m.

Dukaz:

Predpokladejme naopak, ze g = f™ ma nekonecné mnoho pevnych
bodu. Tedy ¢g’(x) = 1 pro nekone¢né mnoho x. ProtoZe g neni
konstanta (Sf < 0), mezi tfemi sousednimi body nutné existuje bod
x: g (x) < 1. Protoze ale g’ nemGze mit kladné Llok. minimum, musi
g'(x) < 0, tj. existuje nekone¢né mnoho kritickych bodl f™, spor.
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7. kapitola Schwarzova derivace

Necht p je atrahujici periodicky bod zobrazeni f s periodou m, kde
Oznacme interval W(p) jako tu maximdlni souvislou ¢dst mnoZiny
{x: f(m)(x) — p pro j — oo}, kterd obsahuje p. Mluvime o
bezprostiedni oblasti pritazlivosti bodu p (immediate basin of
attraction).

Pfedchozi vlastnosti (Sf) implikuji, Ze pokud f spliuje (5f)(x) <O
Vx € R a W(p) je omezena, pak obsahuje kriticky bod ([Dev08]). V
pfipadé logistického zobrazeni je jediny, a proto také nejvyse jediny z
kone¢né mnoha cykld délky m je atrahujici a ze jej nalézt iteraci z
kritického bodu.
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7. kapitola Schwarzova derivace

0.84

1=

0.41
. f(x)
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7. kapitola Schwarzova derivace

0.84

0.6

0.41 f(x)

0.2

(2)

f(x)
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7. kapitola Schwarzova derivace

Sarkovského véta tedy zaru¢uje pro logistické zobrazeni v intervalu
(3,4) existenci cykll jistych délek
m pokud jsou lichych délek, je jich nekone¢né mnoho
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7. kapitola Schwarzova derivace

Sarkovského véta tedy zaru¢uje pro logistické zobrazeni v intervalu
(3,4) existenci cykll jistych délek

m pokud jsou lichych délek, je jich nekone¢né mnoho

B 3z na maximalné jeden jsou v8echny nestabilni
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Sarkovského véta tedy zaru¢uje pro logistické zobrazeni v intervalu
(3,4) existenci cykll jistych délek

m pokud jsou lichych délek, je jich nekone¢né mnoho

B 3z na maximalné jeden jsou v8echny nestabilni

B navic mezi kazdymi dvéma body cyklu najdeme jiny cyklus
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7. kapitola Schwarzova derivace

Sarkovského véta tedy zaru¢uje pro logistické zobrazeni v intervalu
(3,4) existenci cykll jistych délek

m pokud jsou lichych délek, je jich nekone¢né mnoho

B 3z na maximalné jeden jsou v8echny nestabilni

B navic mezi kazdymi dvéma body cyklu najdeme jiny cyklus
Ups ...to je docela chaos.
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7. kapitola Schwarzova derivace

Na tomto misté je tfeba poznamenat, Ze zdvojovani periody jako
univerzalni jev u unimodalnich funkci f: R — R popsal poprvé v roce
1976 Mitchell Jay Feigenbaum pomoci techniky zvané renormalizace.
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7. kapitola Schwarzova derivace

Na tomto misté je tfeba poznamenat, Ze zdvojovani periody jako
univerzalni jev u unimodalnich funkci f: R — R popsal poprvé v roce
1976 Mitchell Jay Feigenbaum pomoci techniky zvané renormalizace.

Prepsanim iteraci funkce f jako slozeni zobrazeni, pfi kterém dochazi
ke zméné meéfitka, dostal funkcionalni rovnici

TIf1(x) = —af(F(=3)),

ktera ma pro urcité o pevny bod - tzv. univerzalni funkci. Ta je
feSenim funkcionalni rovnice

9(x) = —ag(g(—%)).
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7. kapitola Schwarzova derivace

Odhad univerzalni zmény méfitka « a rychlosti konvergence §
Feigenbaum udélal linearizaci funkcionalni rovnice v okoli jejiho
pevného bodu, tj. univerzalni funkce g, a nasel tak univerzalni
hodnoty nezavislé na funkci f:

a = 2.5028

a vlastni ¢islo
0 = 4.669,

které se dnes nazyvaji Feigenbaumovy konstanty.
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Mandelbrotova mnozina a logistické zobrazeni




8. kapitola

Co se naucime:

m zakladni vlastnosti rotace na jednotkové kruznici
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8. kapitola

Co se naucime:

m zakladni vlastnosti rotace na jednotkové kruznici
m definujeme Juliovu a Mandelbrotovu mnozinu
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8. kapitola
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m pochopime zakladni vlastnosti téchto fraktall a jejich souvislost
s logistickym zobrazenim
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8. kapitola

Co se naucime:

m zakladni vlastnosti rotace na jednotkové kruznici
m definujeme Juliovu a Mandelbrotovu mnozinu

m pochopime zakladni vlastnosti téchto fraktall a jejich souvislost
s logistickym zobrazenim

m definujeme normalni formu lokalni m-fold bifurkace komplexni
rovnovahy
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8. kapitola

VSechna kvadratickd zobrazeni jsou linedrné konjugovand.
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8. kapitola

VSechna kvadratickd zobrazeni jsou linedrné konjugovand.

Diikaz:
Oznatme Q(2) = az? + Bz + v a Mc(z) = z? + c. Pak linearni funkce
h(z) = az+ % je homeomorfismus mezi zobrazenimi Q a M, tj.

z——Q(2)
h[ lh
w —— Mc(w)

proc=ay+ 182 B),ti. hoQ=Moh.
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8. kapitola

Dynamika logistické rovnice (28) je proto diky topologické
konjugovanosti zobrazeni Q(z) = az(1 — z) aM(2) = 2% + ¢
topologicky ekvivalentni dynamice rovnice

z(n+1) = z(n)? +c, (29)

pficemz ¢ = a(2 —a) ah(z) = —az + §.
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8. kapitola

Dynamika logistické rovnice (28) je proto diky topologické
konjugovanosti zobrazeni Q(z) = az(1 — z) aM(2) = 2% + ¢
topologicky ekvivalentni dynamice rovnice

z(n+1) = z(n)? +c, (29)
pficemz ¢ = a(2 —a) ah(z) = —az + §.

Zobrazeni M.(z) se nazyva Mandelbrotovo zobrazeni. Je vidét, ze
logisticka rovnice ma vzhledem k parametru 2 symetrické Casti
s topologicky ekvivalentni dynamikou v intervalech (—oo, 1) a (1, 00).
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8. kapitola
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8. kapitola Dynamika na kruznici

Dynamika na kruznici

Nejprve si pfedstavime nejjednodussi zobrazeni My(z) pro ¢ = 0. Pro
12| < 1 plati M{"(z) = 2" = 0, pro |z| > 1 plati

IM(2)] = |2|¥" — oo. Body, které lezi na hranici konvergence My(2)
(v tomto pfipadé na kruznici S1) patfi do mnoziny, ktera nese jméno
Gastona Maurice Julia - Juliova mnozina.
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8. kapitola Dynamika na kruznici

Dynamika na kruznici

Nejprve si pfedstavime nejjednodussi zobrazeni My(z) pro ¢ = 0. Pro
12| < 1 plati M{"(z) = 2" = 0, pro |z| > 1 plati

IM(2)] = |2|¥" — oo. Body, které lezi na hranici konvergence My(2)
(v tomto pfipadé na kruznici S1) patfi do mnoziny, ktera nese jméno
Gastona Maurice Julia - Juliova mnozina.

Pro ty, ktefi se pfilis nesetkali iteracemi nad komplexnimi Cisly, natoz
s Juliovou mnozinou, ani s Mandelbrotovou mnozinou, doporucuji na
uvod krasna videa, ve kterych (ve francouzské verzi) projektu
Dimensions popisuje a animuje komplexni iterace pfimo prof. Adrien
Douady: 5. kapitola (ang.) a 6. kapitola (ang.), ktery spolu s Johnem
H. Hubbardem dokazal souvislost Mandelbrotovy mnoziny.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 188 /344


https://www.youtube.com/watch?v=krJCLOMwKJA
https://www.youtube.com/watch?v=0jgMoAJZVXY

8. kapitola Dynamika na kruznici

Zobrazeni My: z — 2% na |z| = 1 mGZeme pFepsat do polarnich
soufadnic z = pe'?™ a dostavame tak na kruznici linearni zobrazeni
- zdvojnasobeni uhli:

w(n+1) = 2¢p(n) mod 1
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8. kapitola Dynamika na kruznici

Zobrazeni My: z — 2% na |z| = 1 mGZeme pFepsat do polarnich
soufadnic z = pe'?™ a dostavame tak na kruznici linearni zobrazeni
- zdvojnasobeni uhli:

w(n+1) = 2¢p(n) mod 1

Je evidentni, Ze pokud ¢(0) = g € Q, dostavame cyklus délky g.
V opa&ném piipadé bude trajektorie husta v S'.
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8. kapitola Dynamika na kruznici

Toto chovani je fakticky natolik blizké stochastickému, Ze jej
nazyvame chaotické (nikoliv nahodné). Pokud ¢(n) zapiSeme ve
dvojkové soustavé p(n + 1) ma tentyz zapis ofezany o prvni cifru a
posunuty vlevo:

p(n) = 0wiwws -+~ = F + % + 5% +.
kde wy jsou cifry O nebo 1.

e(n+1) = 2-0wiwyws... mod 1=
= 2 (3 +3%+5+...)mod1=0wuws....
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8. kapitola Dynamika na kruznici

Toto chovani je fakticky natolik blizké stochastickému, Ze jej
nazyvame chaotické (nikoliv nahodné). Pokud ¢(n) zapiSeme ve
dvojkové soustavé p(n + 1) ma tentyz zapis ofezany o prvni cifru a
posunuty vlevo:

p(n) = 0wiwws -+~ = F + % + 5% +.
kde wy jsou cifry O nebo 1.

e(n+1) = 2-0wiwyws... mod 1=
= 2 (3 +3%+5+...)mod1=0wuws....

Tomuto zobrazeni se fika Bernoulliho posun - shift map
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8. kapitola Dynamika na kruznici

Toto chovani je fakticky natolik blizké stochastickému, Ze jej
nazyvame chaotické (nikoliv nahodné). Pokud ¢(n) zapiSeme ve
dvojkové soustavé p(n + 1) ma tentyz zapis ofezany o prvni cifru a
posunuty vlevo:

p(n) = 0wiwws -+~ = F + % + 5% +.
kde wy jsou cifry O nebo 1.

e(n+1) = 2-0wiwyws... mod 1=
= 2 (3 +3%+5+...)mod1=0wuws....

Tomuto zobrazeni se fika Bernoulliho posun - shift map a modeluje
se jim stochasticky nahodny proces...
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8. kapitola Dynamika na kruznici

Chaoticka trajektorie tak spliuje zakladni vlastnosti chaotické
dynamiky:
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8. kapitola Dynamika na kruznici

Chaoticka trajektorie tak spliuje zakladni vlastnosti chaotické
dynamiky:

m citlivost na pocatecni podminky - predpokladejme, ze zname
pocatetni podminku xo az do N-tého binarniho mista. Uvazujme
(nespocetnou) mnozinu Cisel, ktera maji stejny zacatek binarniho
zapisu, li3i se az od mocniny 2~V a jejich trajektorie. Po N
iteracich se tyto blizké trajektorie stavaji zcela nahodnymi a
neexistuje zadny vztah k poc¢ate¢ni podmince.
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8. kapitola Dynamika na kruznici

Chaoticka trajektorie tak spliuje zakladni vlastnosti chaotické
dynamiky:

m citlivost na pocatecni podminky - predpokladejme, ze zname
pocatetni podminku xo az do N-tého binarniho mista. Uvazujme
(nespocetnou) mnozinu Cisel, ktera maji stejny zacatek binarniho
zapisu, li3i se az od mocniny 2~V a jejich trajektorie. Po N
iteracich se tyto blizké trajektorie stavaji zcela nahodnymi a
neexistuje zadny vztah k poc¢ate¢ni podmince.

m topologicka transitivnost (mixovani) - uvazujme interval
pocatecnich hodnot, které se Lisi poprvé na N-tém binarnim
misté. Po N iteracich dojde k posunu o téchto N mist a interval se
rozprostre na cely (0, 1).
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8. kapitola Dynamika na kruznici

Chaoticka trajektorie tak spliuje zakladni vlastnosti chaotické
dynamiky:

m citlivost na pocatecni podminky - predpokladejme, ze zname
pocatetni podminku xo az do N-tého binarniho mista. Uvazujme
(nespocetnou) mnozinu Cisel, ktera maji stejny zacatek binarniho
zapisu, li3i se az od mocniny 2~V a jejich trajektorie. Po N
iteracich se tyto blizké trajektorie stavaji zcela nahodnymi a
neexistuje zadny vztah k poc¢ate¢ni podmince.

m topologicka transitivnost (mixovani) - uvazujme interval
pocatecnich hodnot, které se Lisi poprvé na N-tém binarnim
misté. Po N iteracich dojde k posunu o téchto N mist a interval se
rozprostre na cely (0, 1).

m husté periodické trajektorie — binarni zapis kazdého
racionalniho Cisla je zakonéen opakujici se skupinou cifer, a
proto generuje periodické trajektorie (vetné pevnych bodu).
Iracionalni ¢isla maji binarni zapis, ktery se neopakuje. Proto
jsou periodické trajektorie husté (jsou libovolné blizko jiné dané

trajektorii) v mnoziné chaotickych trajektorii.
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8. kapitola Juliova a Mandelbrotova mnozina

Nyni se vratme k zobrazeni M.(z) = 2% + c.

Necht |z| > |c| > 2. Pak |M")(2)| — oo pro n — oc.
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8. kapitola Juliova a Mandelbrotova mnozina

Nyni se vratme k zobrazeni M.(z) = 2% + c.

Necht |z| > |c| > 2. Pak |M")(2)| — oo pro n — oc.
Dikaz:
Necht |z| = r > |c|. Mc(z) = Z? + ¢ zobrazuje kruZnici o poloméru r se

stfedem v 0, na niz leZi z na kruznici s polomérem r? a stfedem c.
Protoze r2 > 2r, plati [Mc(z2)| > |z, tj. IM(2)| = oo pro n — oco.
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8. kapitola Juliova a Mandelbrotova mnozina

V8imnéte si, ze M(0) = c a pro |c| > 2 tedy musi Mﬁ")(O) divergovat.

Zaroven ale pro z = 0 plati M.(z) = 0 a pro realné hodnoty ¢ jsme jiz
ukazali, ze je-li takovy bod prvkem cyklu, je to superatrahujici kriticky
bod a cyklus je nutné stabilni. Pro nékteré hodnoty ¢ a z tedy musi byt
dynamika omezena.
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Zaroven ale pro z = 0 plati M.(z) = 0 a pro realné hodnoty ¢ jsme jiz
ukazali, ze je-li takovy bod prvkem cyklu, je to superatrahujici kriticky
bod a cyklus je nutné stabilni. Pro nékteré hodnoty ¢ a z tedy musi byt
dynamika omezena. Ale kde je ta hranice?
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8. kapitola Juliova a Mandelbrotova mnozina

V8imnéte si, ze M(0) = c a pro |c| > 2 tedy musi Mﬁ")(O) divergovat.

Zaroven ale pro z = 0 plati M.(z) = 0 a pro realné hodnoty ¢ jsme jiz
ukazali, ze je-li takovy bod prvkem cyklu, je to superatrahujici kriticky
bod a cyklus je nutné stabilni. Pro nékteré hodnoty ¢ a z tedy musi byt
dynamika omezena. Ale kde je ta hranice?

Hranice mnoziny bodu z € C, pro které plati |M£") (2)] = oo pron — oo
se nazyvad Juliova mnoZzina J..
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8. kapitola Juliova a Mandelbrotova mnozina

V8imnéte si, ze M(0) = c a pro |c| > 2 tedy musi Mﬁ")(O) divergovat.

Zaroven ale pro z = 0 plati M.(z) = 0 a pro realné hodnoty ¢ jsme jiz
ukazali, ze je-li takovy bod prvkem cyklu, je to superatrahujici kriticky
bod a cyklus je nutné stabilni. Pro nékteré hodnoty ¢ a z tedy musi byt
dynamika omezena. Ale kde je ta hranice?

Hranice mnoziny bodu z € C, pro které plati |M£") (2)] = oo pron — oo
se nazyvad Juliova mnoZzina J..

Poznamka

Jo = S* a zobrazeni h(z) = z + L spliuje h o My = M_; o h. Proto
J_5 = h(St) = (=2,2). Zobrazeni h sice neni homeomorfismus (nejde o
bijekci), ale zarucluje spojité zobrazeni invariantni mnoziny Jo naJ_;.
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8. kapitola Juliova a Mandelbrotova mnozina

Pfi prochazce rdznymi body ¢ € C (s pocatecni podminkou z = 0) tak
dostavame rdzné Juliovy mnoziny. Lze ukazat, Ze pro v3echna |c| > 2
je Jc topologicky ekvivalentni Cantorové mnoziné. Lze ukazat, ze

nestabilni cykly nalezi J..
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8. kapitola Juliova a Mandelbrotova mnozina

Pfi prochazce rdznymi body ¢ € C (s pocatecni podminkou z = 0) tak
dostavame rdzné Juliovy mnoziny. Lze ukazat, Ze pro v3echna |c| > 2
je Jc topologicky ekvivalentni Cantorové mnoziné. Lze ukazat, ze

nestabilni cykly nalezi J..

MnozZina bodi ¢ € C, pro kterou zUstdvd ME")(O) omezend, se nazyvd
Mandelbrotova mnozina M. Mnozina bodii ¢ € C, pro které md M,
atrahujici cyklus M’

Mandelbrotova a Juliova mnozina
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8. kapitola Juliova a Mandelbrotova mnozina

Mandlebrotova mnozina nutné obsahuje body ¢ € C, pro které lezi O
v bezprostfedni oblasti pfitaZlivosti stabilnich cykld. Tohoto se
pouziva v algoritmu pro vykresleni M.
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8. kapitola Juliova a Mandelbrotova mnozina

Mandlebrotova mnozina nutné obsahuje body ¢ € C, pro které lezi O
v bezprostfedni oblasti pfitaZlivosti stabilnich cykld. Tohoto se
pouziva v algoritmu pro vykresleni M.

Uvazujme nejprve jedna cyklus (pevny bod) tohoto zobrazeni splhujici
M.(z) = 2> + ¢ = z. Takové body jsou 2, ale stabilni je pouze ten, pro
ktery plati [M/(z)| = 2|z|] < 1. Hranici stability je tedy mnozina
(kardioida)

{c=z-22|z7| =1} = {c =1 — Ll € (0,1)}
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8. kapitola Juliova a Mandelbrotova mnozina

Nyni uvazujme 2-cykly.
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8. kapitola Juliova a Mandelbrotova mnozina
Nyni uvazujme 2-cykly.

Hledame pevné body zobrazeni M.(M.(z)), které nejsou pevnymi
body M,(z).
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8. kapitola Juliova a Mandelbrotova mnozina

Nyni uvazujme 2-cykly.

Hledame pevné body zobrazeni M.(M.(z)), které nejsou pevnymi
body M,(z). Musi tedy platit

Mc(Mc(2)) =2z  (ZZ+c)+c—z

2
= =z4z+14c=0
Mc(2) -z 2Z2+c—z teh i
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8. kapitola Juliova a Mandelbrotova mnozina

Nyni uvazujme 2-cykly.

Hledame pevné body zobrazeni M.(M.(z)), které nejsou pevnymi

body M,(z). Musi tedy platit

Mc(Mc(2)) =2z  (ZZ+c)+c—z
M(2) -z ~—  Z24c—z

Tyto body jsou zase 2:

1 v —=3-4c
Z1p=—7 £ —5—,

ale tentokrat jsou prvky téhoz cyklu, protoze z, = M((z1) a
71 = Mc(2,).
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8. kapitola Juliova a Mandelbrotova mnozina
Pokud |MC(2) (2)| < 1, je cyklus stabilni. Hranici stability je proto
mnozina ¢ spliujicich

1221 - 22;| = |4zM(2)| = |42(2? + ¢)| = |4z(—1 — 2)| = 4|1 + c| = 1.
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8. kapitola Juliova a Mandelbrotova mnozina

Pokud |MC(2)/(Z)| < 1, je cyklus stabilni. Hranici stability je proto
mnozina ¢ spliujicich

1221 - 22;| = |4zM(2)| = |42(2? + ¢)| = |4z(—1 — 2)| = 4|1 + c| = 1.

Jde tedy o kruznici se sttedem v —1 a polomérem %, ktera se v bodé
c= —% dotyka kardioidy. V tomto bodé dvojice bodd cyklu splyva:
Z2+z+1+c=(z+3)?=0a M. ?'(z) = 1 a plati M (1) = -1.
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8. kapitola Juliova a Mandelbrotova mnozina

Pokud |MC(2)/(Z)| < 1, je cyklus stabilni. Hranici stability je proto
mnozina ¢ spliujicich

1221 - 22;| = |4zM(2)| = |42(2? + ¢)| = |4z(—1 — 2)| = 4|1 + c| = 1.

Jde tedy o kruznici se sttedem v —1 a polomérem %, ktera se v bodé
c= —% dotyka kardioidy. V tomto bodé dvojice bodd cyklu splyva:
Z2+z+1+c=(z+3)?=0a M. ?'(z) = 1 a plati M (1) = -1.

V redlném oboru zanika pevny bod flip bifurkaci a vznika 2-cyklus fold
bifurkaci. Pfipomerime, Ze nami v realném oboru studované logistické
zobrazeni je konjugované s Mandelbrotovym, pficemz ¢ = %0(2 —a).

Vznik 2-cyklu flip bifurkaci pro a = 3 a a = —1 odpovida ¢ = —%.
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. kapitola Juliova a Mandelbrotova mnozina
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8. kapitola Juliova a Mandelbrotova mnozina
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8. kapitola Juliova a Mandelbrotova mnozina

0 polynomialnich komplexnich iteracich byly jiz napsany celé knihy,
takze v této prednasce nemuizeme postihnout ani vzdalené, co
vsechno je o Mandelbrotové mnoziné a Juliovych mnozinach znamo.
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8. kapitola Juliova a Mandelbrotova mnozina

0 polynomialnich komplexnich iteracich byly jiz napsany celé knihy,
takze v této prednasce nemuizeme postihnout ani vzdalené, co
vsechno je o Mandelbrotové mnoziné a Juliovych mnozinach znamo.

Jedna dulezita véc se ale zminiuje v literature jen velmi zfidka, ackoliv
Julia i Fatou timto smérem uvazovali jiz na po¢atku 20. stoleti. Jde o
chovani cykl zobrazeni M, které maji vlastni ¢islo v blizkosti
celocCiselnych odmocnin z 1. Flip a fold bifurkace vznikaji pro
celo¢iselné odmocninyz1 - +1a —1.
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8. kapitola Juliova a Mandelbrotova mnozina

0 polynomialnich komplexnich iteracich byly jiz napsany celé knihy,
takze v této prednasce nemuizeme postihnout ani vzdalené, co
vsechno je o Mandelbrotové mnoziné a Juliovych mnozinach znamo.

Jedna dulezita véc se ale zminiuje v literature jen velmi zfidka, ackoliv
Julia i Fatou timto smérem uvazovali jiz na po¢atku 20. stoleti. Jde o
chovani cykl zobrazeni M, které maji vlastni ¢islo v blizkosti
celocCiselnych odmocnin z 1. Flip a fold bifurkace vznikaji pro
celo¢iselné odmocninyz1 - +1a —1.

V literature tuto bifurkaci moc nenajdete. Vyjimkou je napf.
Devaneyho monografie [Dev20] a samoziejmé puvodni ¢lanek
Guckenheimera a McGeheeho s diikazem Mandelbrotovy hypotézy o
bublinach v M’ a hlavné s odvozenim normalni formy m-fold
bifurkace.
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8. kapitola m-fold bifurkace

m-fold bifurkace

S vyuzitim naSich znalosti o normalnich formach mizeme odvozeni
normalni formy z [GM84] velmi zjednodusit.
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8. kapitola m-fold bifurkace

m-fold bifurkace

S vyuzitim naSich znalosti o normalnich formach mizeme odvozeni
normalni formy z [GM84] velmi zjednodusit.

Uvazujme komplexni polynomialni (nebo holomorfni) funkce f zavislé
na komplexnim parametru a iterace

Zpy1 = f(2n, @). (30)

Predpokladejme, ze O je pevny bod zobrazeni f s vlastnim ¢islem
A(«), které pro kritickou hodnotu parametru a = ag nabyva m-té
primitivni odmocniny z 1, tj. m je nejmensi pfirozené ¢islo splnujici
A(ap)™ = 1.V dalsim budeme pro jednoduchost vynechavat
parametr. Plati

f(2) = Az + F(2) + 0(Z*),

kde F = F, + F5s + - - - + Fi zahrnuje vy$3i mocniny z az do k-tého
stupné.
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8. kapitola m-fold bifurkace

V prostorech V; = {7}, j € {2, ...k} budeme postupné eliminovat
jednotlivé mocniny.
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8. kapitola m-fold bifurkace

V prostorech V; = {7}, j € {2, ...k} budeme postupné eliminovat
jednotlivé mocniny.

Konkrétné tedy pro postupnou eliminaci j-té mocniny dostavame tvar
po eliminaci mocniny j — 1 (pro j = 2 jiz v tomto tvaru rovnici mame):

Zn+1 = AZn -+ Fj(Zn) + O(Zj+1).
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8. kapitola m-fold bifurkace

V prostorech V; = {7}, j € {2, ...k} budeme postupné eliminovat
jednotlivé mocniny.

Konkrétné tedy pro postupnou eliminaci j-té mocniny dostavame tvar
po eliminaci mocniny j — 1 (pro j = 2 jiz v tomto tvaru rovnici mame):

Zni1 = AZn + Fi(z) + O(Z ).
Identité blizka transformace
z=w+ hj(w), kde h;je stupnéj
pak prevadi tuto rovnici do tvaru

Zpp1 = Wort + Bi(Wat1) = AWa + bi(Wa)) + Fi(Wn +...) + ..,
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Zpp1 = Wort + Bi(Wat1) = AWa + bi(Wa)) + Fi(Wn +...) + ..,

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 202/ 344



8. kapitola m-fold bifurkace
Dosli jsme tak samoziejmé ke znamému operatoru
hi(z) = L(hj(2)) = Ahj(2) — hi(A2)
a homologickeé rovnici Fj(z) + L(h;(z)) = 0. Re3eni této v prostoru V;

linearni rovnice je jednoznacné a existuje, pokud je operator L
invertibilni.
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Dosli jsme tak samoziejmé ke znamému operatoru
hi(z) = L(hj(2)) = Ahj(2) — hi(A2)

a homologickeé rovnici Fj(z) + L(h;(z)) = 0. Re3eni této v prostoru V;
linearni rovnice je jednoznacné a existuje, pokud je operator L
invertibilni.
To plati pokud proj € 1,...,k

M-z = x1-XN"1HZ+£0

v ryzim okoli z = 0.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 203/ 344



8. kapitola  m-fold bifurkace
Dosli jsme tak samoziejmé ke znamému operatoru
hi(z) = L(hj(2)) = Ahj(2) — hi(A2)

a homologickeé rovnici Fj(z) + L(h;(z)) = 0. Re3eni této v prostoru V;
linearni rovnice je jednoznacné a existuje, pokud je operator L
invertibilni.
To plati pokud proj € 1,...,k

M (MY =x1-N"HZ£0
v ryzim okoli z = 0.

Protoze A je m-ta primitivni odmocnina z 1, plati tato nerovnost pro
kazdou mocninu az do k = m, pficemz pro k = m + 1 dostavame
prvni rezonancni ¢len.
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8. kapitola m-fold bifurkace

Odvodili jsme normalni formu komplexni m-fold bifurkace (30):

Zni1 = Ma)zp + c(@)z™t + 0(2712) (31)

s podminkou nedegenerovanosti c(ag) # 0.
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Odvodili jsme normalni formu komplexni m-fold bifurkace (30):

Zni1 = Ma)zp + c(@)z™t + 0(2712) (31)

s podminkou nedegenerovanosti c(ag) # 0.

Tato bifurkace je ve skute¢nosti vice podobna realné transkritické
bifurkaci, protoze v okoli kritické hodnoty ag vzdy existuje kromé
pevneho bodu z = 0 zobrazeni f také m-cyklus zobrazeni f, které

v kritické hodnoté parametru a = «aq splynou. Toto lze lehce vidét,
protoze pro g(z) = Az + 2™ + 0(z2™+?2) je g\ (2) = A"z 4 O(Z2).
Pro A(«) v ryzim okoli ag tedy existuje nenulové feSeni rovnice
z=gM(2).
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8. kapitola m-fold bifurkace

Odvodili jsme normalni formu komplexni m-fold bifurkace (30):

Zni1 = Ma)zp + c(@)z™t + 0(2712) (31)

s podminkou nedegenerovanosti c(ag) # 0.

Tato bifurkace je ve skute¢nosti vice podobna realné transkritické
bifurkaci, protoze v okoli kritické hodnoty ag vzdy existuje kromé
pevneho bodu z = 0 zobrazeni f také m-cyklus zobrazeni f, které

v kritické hodnoté parametru a = «aq splynou. Toto lze lehce vidét,
protoze pro g(z) = Az + 2™ + 0(z2™+?2) je g\ (2) = A"z 4 O(Z2).
Pro A(«) v ryzim okoli ag tedy existuje nenulové feSeni rovnice
z=gM(2).

Guckenheimer a McGehee ve svém ¢lanku [GM84] také ukazali, ze

podminka nedegenerovanosti m-fold bifurkace v bodé z; je v pfipadé
Mandelbrotova zobrazeni vzdy splnéna.
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8. kapitola m-fold bifurkace

Abychom meéli lepsi predstavu o m-fold bifurkaci, ukazeme si 3-fold
bifurkaci pevného bodu 0 komplexniho logistického zobrazeni

f(z) = az(1 — z) v okoliag = —3 + gi.
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8. kapitola m-fold bifurkace

Abychom meéli lepsi predstavu o m-fold bifurkaci, ukazeme si 3-fold
bifurkaci pevného bodu 0 komplexniho logistického zobrazeni

f(z) = az(1 — z) v okoliag = —3 + gi.

Opravdu dochazi k 3-fold bifurkaci, protoze pevny bod 0 ma vlastni

Eislo f/(0) = ag = —1 + 3/ = V1.
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8. kapitola m-fold bifurkace

Abychom meéli lepsi predstavu o m-fold bifurkaci, ukazeme si 3-fold
bifurkaci pevného bodu 0 komplexniho logistického zobrazeni
f(z) = az(1 — z) v okoliag = —3 + gi.

Opravdu dochazi k 3-fold bifurkaci, protoze pevny bod 0 ma vlastni
Eislo f'(0) =ap = —3 + ?,- — 1.

Protoze neumime zobrazit 4-rozmérny bifurkacni diagram, zobrazime
pouze 3D fez. Prochazime skrz hranici komponenty pfislusné
stabilnimu pevnému bodu 0 kolmo do komponenty pfislusné
stabilnimu 3-cyklu a zobrazujeme v zavislosti na realné slozce
parametru a.
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8. kapitola m-fold bifurkace

.Mandelbrotova“ mnozina logistického zobrazeni je zobrazena v rohu
obrazku, pfitemz plati samozfejmé ¢ = %a(2 — a).

0.5

-
-
-

-~ nestabilni 3-cyklus

Imz

stabilni pevny bod

0.5
0.5

Re z -0.52

05 _os56 -0.54 Req
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8. kapitola m-fold bifurkace

Protoze pro logistické zobrazeni je komponenta M’ pfislusna
stabilnimu pevnému bodu 0 kruZznice o poloméru 1 se stredem v 0 a
f'(0) = a, dotykaji se komponenty pfislusné stabilnim m-cyklim

vznikajicim m-fold bifurkaci ve viech bodech tvaru e'zwg, kde g eQ
je zlomek v zakladnim tvaru, tj. (p, g) = 1. Tyto primitivni odmocniny
z jedné jsou proto okolo kruznice sefazeny v tzv. Fareyho
posloupnosti:

F] > 0 %
A
1
Fy oo > 0 3 T
» A\ ¥
0 1 1 2
Fy oo > 7 3 3 |3 1
X A K
I3 0 i 1 1 2 (3 1
4 ] > ] 1 3 2 3 1 1
L g Yo aly A K
F 0 (1112 132304 1
""" - 1 5 13 5 25 3145 1
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8. kapitola m-fold bifurkace

Vzhledem k tomu, Zze Douady, Hubbard a Sullivan ukazali, ze pro
komponenty M’ pfislusné stabilnim k-cykliim plati, Ze vlastni Cisla
téchto cykll lze jednoznacné konformé zobrazit na jednotkové kruhy
(viz napf. [CG13] str. 134), vyskakuje na kazdé komponenté fraktalni
struktura Mandelbrotovy mnoziny dana pofadim primitivnich
odmocnin z jedné.
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8. kapitola m-fold bifurkace
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8. kapitola m-fold bifurkace

Cykly, které vznikaji 1-fold bifurkaci k-cyklu libovolné délky pak
vytvareji nové a nové vnorené fraktalni struktury. A to jsme stale

v M’ € M. Na hranici Mandelbrotovy mnoziny mezi témito m-fold
body, kde husté vznikaji nové komponenty M’, najdeme jesté
nespocetné mnoho bodd ... Mimochodem, ta hranice 9 M je souvisla
a ma dimenzi 2.

L. Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 210/ 344


https://www.youtube.com/watch?v=ovJcsL7vyrk
https://www.youtube.com/watch?v=ovJcsL7vyrk

8. kapitola m-fold bifurkace

Cykly, které vznikaji 1-fold bifurkaci k-cyklu libovolné délky pak
vytvareji nové a nové vnorené fraktalni struktury. A to jsme stale

v M’ € M. Na hranici Mandelbrotovy mnoziny mezi témito m-fold
body, kde husté vznikaji nové komponenty M’, najdeme jesté
nespocetné mnoho bodd ... Mimochodem, ta hranice 9 M je souvisla
a ma dimenzi 2.

No a tady je nakonec jedno pékné video se slou¢enim Mandelbrotovy
mnoziny a bifurka¢niho diagramu logistické rovnice.
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A dalsi chaos




9. kapitola

Co se naucime:

m prozkoumame nelinearni dynamiku na kruznici
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9. kapitola

Co se naucime:

m prozkoumame nelinearni dynamiku na kruznici
B pozname Anosovovo zobrazeni na toru (a Arnoldovu kocku)
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9. kapitola

Co se naucime:
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®m pozname Hénonovo zobrazeni
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9. kapitola

Co se naucime:

m prozkoumame nelinearni dynamiku na kruznici

B pozname Anosovovo zobrazeni na toru (a Arnoldovu kocku)
®m pozname Hénonovo zobrazeni

m ukazeme si princip Smaleovy podkovy
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9. kapitola Zobrazeni na kruznici

Zobrazeni na kruznici

V této kapitole se budeme zabyvat hladkymi zobrazenimi na kruznici,
které zachovavaji pofadi bodl na kruznici (nevraceji se, tedy nemaji
kritické body). Jedno takové uz zname:
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Zobrazeni na kruznici

V této kapitole se budeme zabyvat hladkymi zobrazenimi na kruznici,
které zachovavaji pofadi bodl na kruznici (nevraceji se, tedy nemaji
kritické body). Jedno takové uz zname:

772
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9. kapitola Zobrazeni na kruznici

Se zobrazenim na kruznici S z — 2% jsme se setkali v pfedchozi
kapitole. Vime, ze je citlivé na pocatecni podminky, transitivni a ma
husté trajektorie, je topologicky ekvivalentni Bernoulliho posunu.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 214 /344



9. kapitola Zobrazeni na kruznici

Se zobrazenim na kruznici S z — 2% jsme se setkali v pfedchozi
kapitole. Vime, ze je citlivé na pocatecni podminky, transitivni a ma
husté trajektorie, je topologicky ekvivalentni Bernoulliho posunu.

Kvadratické zobrazeni v komplexnim oboru jsme vyhodné piepsali na
interval (0, 1) pomoci transformace z = €™ = cos 27X + isin 27x na
linearni zobrazeni E;: x — 2x mod 1. Na kruznici jde tedy o poradi
zachovavajici funkci, ktera nasobi uhel dvéma.
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9. kapitola Zobrazeni na kruznici

Definujme nyni linearni zobrazeni E,: x — mx mod 1, kde m > 1 je
pfirozené Cislo.
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9. kapitola Zobrazeni na kruznici

Definujme nyni linearni zobrazeni E,: x — mx mod 1, kde m > 1 je
pfirozené Cislo.

Na kruznici S* existuje bod €™ takovy, Ze trajektorie {Egk) (x): k € N}
hustd v Cantorové mnoziné K.
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9. kapitola Zobrazeni na kruznici

Definujme nyni linearni zobrazeni E,: x — mx mod 1, kde m > 1 je
pfirozené Cislo.

Na kruznici S* existuje bod €™ takovy, Ze trajektorie {Egk) (x): k € N}
hustd v Cantorové mnoziné K.

Dukaz:

Body Cantorovy mnoziny maji v zapise v trojkové soustaveé pouze cifry
0 a 2. Zobrazeni E5 je Bernoulliho posun na Cantorové mnoziné. K je
Ez-invariantni a husta v (0, 1). Navic plati ho Ez = E; o h, kde h
prepisuje cifry z trojkového zapisu pravidlem

h(0.wiw; ...3) = 0.5t<% .. .,. Toto zobrazeni je monotonni a spojité
h: K — (0, 1), tedy existuje h—1. Pokud tedy vezmeme iracionalni
Cislo x a jeho iterovanou trajektorii £;, ktera je husta v (0,1), jeji vzor
je iterovana trajektorie zobrazeni £5 z h~(x) husta v K.
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9. kapitola Zobrazeni na kruznici

Podobné trajektorie mizeme sestrojit i pro zobrazeni E,, m > 3.

Zobrazeni 7: R — S dané predpisem m(x) = 2™ se nazyvd nakryti.

*resp. (0, 27) pokud S! ztotoZnime s timto intervalem
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Zobrazeni 7: R — S dané predpisem m(x) = 2™ se nazyvd nakryti.

Zobrazeni F: R — R je lift (vyneseni) funkce f: S* — S, jestlize je dané
predpisem wo F = f o .

*resp. (0, 27) pokud S! ztotoZnime s timto intervalem
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9. kapitola Zobrazeni na kruznici

Podobné trajektorie mizeme sestrojit i pro zobrazeni E,, m > 3.

Zobrazeni 7: R — S dané predpisem m(x) = 2™ se nazyvd nakryti.

Zobrazeni F: R — R je lift (vyneseni) funkce f: S* — S, jestlize je dané
predpisem wo F = f o .

Lift vynasi funkci definovanou pGvodné na S* ~ R/Z (tj. mod 1)
z intervalu (0, 1)° na celé R. Lift neni dan pro funkce f jednozna¢né,
mUze se Lisit o celé Cislo.

*resp. (0, 27) pokud S ztotoZnime s timto intervalem
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9. kapitola Zobrazeni na kruznici

V pfipadé zobrazeni Ep,: R/Z — R/Z, které na kruznici reprezentuje
vynasobeni Uhlu mx je tedy liftem libovolna pfimka spliujici
F'(x) = m spliujici F(x) mod 1 = Epy(x mod 1).
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9. kapitola Zobrazeni na kruznici

Necht F je lift f, pak plati F(x + 1) — F(x) € Z a nezdvisi na volbé x ani
F.
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9. kapitola Zobrazeni na kruznici

Necht F je lift f, pak plati F(x + 1) — F(x) € Z a nezdvisi na volbé x ani
F.

Dakaz:

m(F(x+1)) = f(r(x + 1)) = f(m(x)) = 7(F(x))
tedy F(x + 1) a F(x) se mohou li$it pouze o celé ¢&islo. Pokud F je jiny
X

lift, pak m(F(x)) = f(r(x)) = m(F(x)).

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 218/ 344



9. kapitola Zobrazeni na kruznici

Necht F je lift f, pak plati F(x + 1) — F(x) € Z a nezdvisi na volbé x ani
F.

Dakaz:

m(F(x+1)) = f(r(x + 1)) = f(m(x)) = 7(F(x))
tedy F(x + 1) a F(x) se mohou LiSit pouze o celé Cislo. Pokud Fje jiny

1)
lift, pak m(F(x)) = f(r(x)) = m(F(x)).

Cislo deg(f) = F(x + 1) — F(x) se nazyvd stupe f.
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9. kapitola Zobrazeni na kruznici

Difeomorfismus kruznice f zachovavajici pofadi ma stupen 1.
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9. kapitola Zobrazeni na kruznici

Difeomorfismus kruznice f zachovavajici pofadi ma stupen 1.

Zobrazeni f: S* — S se nazyvd expanduijici, jestlize 3¢ > 0a X > 1
takovd, ze Vx,y € R, x # y, pro které |x — y| < e, plati
[F(x) = F(y)| > Alx —y|
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9. kapitola Zobrazeni na kruznici

Pro expandujici hladké zobrazeni plati

1
IF(x +1) — F(x)| = /o F/(X—i-l')dt’ >A>1,

musi byt tedy alespon 2. stupné.
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9. kapitola Zobrazeni na kruznici

Pro expandujici hladké zobrazeni plati

1
IF(x +1) — F(x)| = /o F’(x—i—t)dt’ >A>1,

musi byt tedy alespon 2. stupné.

Kazdé expandujici zobrazeni na kruznici stupné k je topologicky
ekvivalentni zobrazeni Ey.
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9. kapitola Zobrazeni na kruznici

Pro expandujici hladké zobrazeni plati

1
IF(x +1) — F(x)| = /o F’(x—i—t)dt’ >A>1,

musi byt tedy alespon 2. stupné.

Kazdé expandujici zobrazeni na kruznici stupné k je topologicky
ekvivalentni zobrazeni Ey.

Dukaz:
Je konstruktivni, lze jej najit v [KH97] na str. 74 a 75.
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Expandujici zobrazeni na kruznici tedy vykazuji chovani, které
muUzeme pfirovnat ke stochastickému - Bernoulliho posunu.
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Expandujici zobrazeni na kruznici tedy vykazuji chovani, které
muUzeme pfirovnat ke stochastickému - Bernoulliho posunu.

Jak je to s difeomorfismy kruznice, tedy se zobrazenimi, které jsou
stupné 17

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 221/ 344



9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Expandujici zobrazeni na kruznici tedy vykazuji chovani, které
muUzeme pfirovnat ke stochastickému - Bernoulliho posunu.

Jak je to s difeomorfismy kruznice, tedy se zobrazenimi, které jsou
stupné 1?

Budete mozna prekvapeni, ale tak Gplné jednoduché to neni ...
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Prozkoumame chovani zobrazeni na jednotkové kruznici (f méfime

v radianech):
f:0— 0+ 27w+ esind, (32)

vzhledem k parametrim w a . Bude nam slouzit jako prototyp vzniku
Arnoldovych jazyki*, které Uzce souvisi s Neimarkovou-Sackerovou
bifurkaci a jevem synchronizace neboli vazané rotace.

“stejné tak jako objeviteli tohoto jevu Vladimiru Arnoldovi, po némz
nesou jméno
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Prozkoumame chovani zobrazeni na jednotkové kruznici (f méfime
v radianech):
f:0—0+ 21w+ esind, (32)

vzhledem k parametrim w a . Bude nam slouzit jako prototyp vzniku
Arnoldovych jazyki*, které Uzce souvisi s Neimarkovou-Sackerovou
bifurkaci a jevem synchronizace neboli vazané rotace.

Viimnéte si, ze pro ¢ = 0 jde pouze o pootoceni kruznice o Uhel 27rw.
V takovém pfipadé je prow = % € Q kazda trajektorie periodicka

s periodou g a pro w € R\ Q je tzv. kvaziperiodicka (translace je
konstantni, ale nedojde k ,potkani‘, takze husté vyplni S?).

“stejné tak jako objeviteli tohoto jevu Vladimiru Arnoldovi, po némz
nesou jméno
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Jako priklad periodického chovani zde vidite trajektorii 2-cyklu pro

e=0aw= % a libovolné zvolenou pocatecni hodnotu 6.

2 A
fe)
i
0 2n

9,

T
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Jako pfiklad kvaziperiodického chovani zde vidite trajektorii proe =0

aw = 0.25 € R\ Q libovolné zvolenou pocate¢ni hodnotu 6.

2 A
fd)
T
0 0, I 2n
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

V pfipadé, Ze zatneme ménit hodnotu ¢ pro w = % lift F funkce f
bude nelinearni spojitou funkci. Stejné tak F o F = F(2). Volbou F tak,
aby F(0) € (0,1), musi platit F2)(0) = 1, protoze w = 3. Lift

F?)(x) — 1 musi mit pevny bod 0 a protoZe pro mala ¢ plati

F(0) = £/(0) - f/(x) = (1 +€)(1 — &) < 1, je stabilni,

i Hre) Y T

F(x)

F(F(x) =

. . L,
nestabilni

05 "2 cyklus

#stabilni 2 cyklus

04 . . - .
0 02 04 06 081 0" o, T 0 2rn
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Obecny difeomorfismus f zachovavajici pofadi kruznici zobrazi na
kruznici tak, ze nékteré body se zobrazi pootoené o néjaky uhel, jiné
0 jiny uhel. Pokud tedy kruznici zobrazenim f ota¢ime mnohokrat za
sebou a hodnotu zprdmérujeme, dostaneme jakési primérné otoceni.
Budeme jej nazyvat rotacni Cislo.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 226 / 344



9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Obecny difeomorfismus f zachovavajici pofadi kruznici zobrazi na
kruznici tak, ze nékteré body se zobrazi pootoené o néjaky uhel, jiné
0 jiny uhel. Pokud tedy kruznici zobrazenim f ota¢ime mnohokrat za
sebou a hodnotu zprdmérujeme, dostaneme jakési primérné otoceni.
Budeme jej nazyvat rotacni Cislo.

Musime jej ale definovat korektné, tj. nezavisle na x a nezavisle na

poctu provedenych rotaci. Méfit jej budeme v ¢astech kruhu a
pouzijeme tedy lift.
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Obecny difeomorfismus f zachovavajici pofadi kruznici zobrazi na
kruznici tak, ze nékteré body se zobrazi pootoené o néjaky uhel, jiné
0 jiny uhel. Pokud tedy kruznici zobrazenim f ota¢ime mnohokrat za
sebou a hodnotu zprdmérujeme, dostaneme jakési primérné otoceni.
Budeme jej nazyvat rotacni Cislo.

Musime jej ale definovat korektné, tj. nezavisle na x a nezavisle na
poctu provedenych rotaci. Méfit jej budeme v ¢astech kruhu a
pouzijeme tedy lift.

V pfipadé pfedchoziho zobrazeni (32) f: 0 — 6 + 27w + sin 6,
zfejmé plati, ze rotacni Cislo odpovida w.
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Nejprve si pfipomerime, ze rotacni ¢islo chceme definovat pro
difeomorfismus f, tedy deg(f) = 1 a pro kazdy jeho lift F plati

Flx+1) — F(x) = 1.

Proto
F(x+1)—(x+1) =F(x) — x,

takze spojita funkce F — id je periodicka s periodou 1.
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Nejprve si pfipomerime, ze rotacni ¢islo chceme definovat pro
difeomorfismus f, tedy deg(f) = 1 a pro kazdy jeho lift F plati

Flx+1) — F(x) = 1.

Proto
F(x+1)—(x+1) =F(x) — x,

takze spojita funkce F — id je periodicka s periodou 1.

Podobné to plati i pro n-tou iteraci f, ("), jejiz lift je F("). Spojita
funkce F() — id musi byt tedy také 1-periodicka a omezena.
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Lemma
Pro lift F zobrazeni f Cislo

po(F) = lim A0 -

n—o00 n

nezdvisi na volbé x. Pro razné lifty F a F se lisi o celé ¢&islo
po(F) — po(F) = F — F € Z.
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Lemma
Pro lift F zobrazeni f Cislo

po(F) = lim A0 -

n—o00 n

nezdvisi na volbé x. Pro razné lifty F a F se lisi o celé ¢&islo
po(F) — po(F) = F — F € Z.

Dikaz:
Prordzné x, y € (0,1) je |x—y| < 1, tedy |F(x) — F(")(y)| < 1. Proto

FO() —x  FO(y) —y

. | < SIFP0) = FO) b —y) < 3
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Cislo p(f) = m(po(F)) se nazyvd rotaéni &islo zobrazeni f.
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Cislo p(f) = m(po(F)) se nazyvd rotaéni &islo zobrazeni f.

Ukazali jsme, Ze definice je korektni, ale ne, Ze je vzdy pouzitelna -
chybi nam dokazat, ze limita vzdy existuje. DUkaz je technicky,
mUzete jej na jit v [Dev08] na str. 105-106 nebo v [KH97] na str. 388.
Zde také najdete nasledujici vyznamné tvrzeni.
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Cislo p(f) = m(po(F)) se nazyvd rotaéni &islo zobrazeni f.

Ukazali jsme, Ze definice je korektni, ale ne, Ze je vzdy pouzitelna -
chybi nam dokazat, ze limita vzdy existuje. DUkaz je technicky,
mUzete jej na jit v [Dev08] na str. 105-106 nebo v [KH97] na str. 388.
Zde také najdete nasledujici vyznamné tvrzeni.

Orientaci zachovdvajici homeomorfismus na kruznici zachovdvd rotacni
cislo.
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Pokud p(f) = O, pak md f pevny bod.

Dukaz:

Pfedpokladejme, Ze p(f) = 0 a f nema pevny bod. Necht F je lift
spliujici F(0) € (0,1). Pokud by F(x) — x € Z, byl by bod 7(x)
pevnym bodem f, takZze F(x) — x € R \ Z pro kazdé x € R a existuje
0 > 0 takové, ze

0<do<F(x)—x<1-6<1.

Volbou x = F()(0) pro i € {0,...,n — 1} a se¢tenim pres viechna i
pak dostavame
on < FIM(0) < (1 —6)n

ap(f) =limp500 F(”;(O) # 0, spor.
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

o(f) € Q < f md periodicky bod.
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

o(f) € Q < f md periodicky bod.

Dukaz:

Necht p(f) = £ € Q. Pak p(f?)) = gp(f) mod 1 = 0 a f ma nutné
pevny bod. Naopak, pokud ma periodicky bod s periodou g, pak

v tomto bodé x plati p(f@) = limp_see £ (=X — gp(f) mod 1 = 0,
tedy gp(f) € Z.
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Kdyz tedy zkusime pro zobrazeni (32) f: 6 — 6 + 27w + £ sin 6 popsat
dynamiku pro rlizna w a ¢, dostavame bifurkacni diagram rozdélujici
parametricky prostor do oblasti, ve kterych existuji cykly rdznych
délek a které jsou zde poskladany podle Fareyho posloupnosti.
Nevidéli jsme to uz nékde? Rika se jim Arnoldovy jazyky.

| \/
6 9 @
5 ].
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Kdyz tedy zkusime pro zobrazeni (32) f: 6 — 6 + 27w + £ sin 6 popsat
dynamiku pro rlizna w a ¢, dostavame bifurkacni diagram rozdélujici
parametricky prostor do oblasti, ve kterych existuji cykly rdznych
délek a které jsou zde poskladany podle Fareyho posloupnosti.
Nevidéli jsme to uz nékde? Rika se jim Arnoldovy jazyky.

| \/
6 9 @
5 ].

0

o=
(SR

Totéz plati i pro jiné nelinearni difeomorfismy kruznice blizké
translaci.
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Stabilni cykly existuji tedy pro racionalni rota¢ni ¢islo v urcitych
intervalech. Pokud pro ¢ = 1 zakreslime rotacni &islo jako funkci w,
dostaneme tzv. dabelské schosisté. Je to totiz po ¢astech konstantni
funkce a fraktal - Cantorova funkce. Je skoro vSude konstantni,

spojita a presto pokryva interval (0, 1):
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Zde jsou mnohem lepsi ilustrace jejichz autorem je prof. Linas
Vepstas.
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https://linas.org/art-gallery/circle-map/circle-map.html

9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Pokud se nyni vratite k normalni formé Neimarkovy-Sackerovy
bifurkace,

pn+1) = p(n)(L+a+a(a)p?(n) + p*(MR(p(n), ),
p(n+1) = @(n)+6(a) + p*(MQp(n), @),

vidime, ze v blizkosti kritické hodnoty této bifurkace je dynamika na
vznikajici invariantni smycce systému blizka translaci o Uhel 6(«).
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Pokud se nyni vratite k normalni formé Neimarkovy-Sackerovy
bifurkace,

pn+1) = p(n)(L+a+a(a)p?(n) + p*(MR(p(n), ),
p(n+1) = @(n)+6(a) + p*(MQp(n), @),

vidime, ze v blizkosti kritické hodnoty této bifurkace je dynamika na
vznikajici invariantni smycce systému blizka translaci o Uhel 6(«).

Drobna zména « tak mlize zpUsobit zménu dynamiky
z kvaziperiodické na periodickou trajektorii na smycce a naopak.
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Dvouparametrické oblasti Arnoldovych jazyk( jsou pak oblasti
vznikajici na N-S kfivce omezené kfivkami fold bifurkace.
Kontinuovana N-S kfivka v prostoru dvou parametr( (napf. «, ) totiz
muUze meénit rotacni Cislo vznikajici smycky.
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Dvouparametrické oblasti Arnoldovych jazyk( jsou pak oblasti
vznikajici na N-S kfivce omezené kfivkami fold bifurkace.
Kontinuovana N-S kfivka v prostoru dvou parametr( (napf. «, ) totiz
muUze meénit rotacni Cislo vznikajici smycky.

Rotacni ¢islo pro vznikajici invariantni smy¢ku na N-S kfivce odpovida
0o = 0(av, Po). Pro rotacni ¢islo 6y = 2mp/q jde o g-fold bifurkaci
zobrazeni na rodici se invariantni smycce a Arnoldovy jazyky jsou
oblasti, kde existuje realna varieta vzniklého g-cyklu. Hranice
stability takového jazyka se jako variety fold bifurkace tohoto g-cyklu
dotykaji v cusp bifurkaci (v g-fold) na varieté N-S.
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Pokud zobrazeni pfestane byt difeomorfismem kruznice, mize k tomu
dojit bud zmeénou stupné, kdy dojde k vzniku expandujiciho zobrazeni
nebo pokud zobrazeni prestane zachovavat poradi. V takovém
pripadé vznika ohyb podobny tomu u logistického zobrazeni. Oboji je
spojeno se vznikem topologicky odlisné a slozité dynamiky az

k transitivnimu, mixujicimu - chaotickému chovani. Oba typy chovani
jsme si jiz predstavili dfive.
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Diskrétni dynamika na kruznici neni z hlediska aplikaci zadnou
exotikou. Stadi spojit dva oscilatory (tfeba kyvadla ¢i metronomy
nebo Zemi a Mésic) s riznymi frekvencemi a dostanete dynamiku na
4-rozmérném toru. Poincarého fezem pak dostaneme diskrétni
dynamiku. Oblasti stability s konstantnim rota¢nim cislem pak
odpovidaji synchronizaci. V aplikacich se tomuto jevu fika vazana
rotace (mode-locking). Kromé toho, Ze diky tomuto jevu denné
koukame na stejnou stranu Mésice, tak jej vyuzivame pfi laserovych
operacich o¢i, nanotechnologiich, femtosekundovych synchronizacich
hodin nebo pro optické ukladani dat.
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Podobné Neimarkova-Sackerova bifurkace je béznym jevem, pfi¢emz
vznik a zanik oscilaci u jednoho z oscilatord typicky vede ke vzniku
toru. Ve 4D se nezobrazuje vznikajici torus pfilis rozumné, ale v 3D
Fezu je to moc pékné (viz bakalaFska prace Jana Sevéika):
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12 14

0.8
0.8
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Podobné Neimarkova-Sackerova bifurkace je béznym jevem, pfi¢emz
vznik a zanik oscilaci u jednoho z oscilatord typicky vede ke vzniku
toru. Ve 4D se nezobrazuje vznikajici torus pfilis rozumné, ale v 3D
Fezu je to moc pékné (viz bakalaFska prace Jana Sevéika):
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9. kapitola Difeomorismy na kruznici

Podobné Neimarkova-Sackerova bifurkace je béznym jevem, pfi¢emz
vznik a zanik oscilaci u jednoho z oscilatord typicky vede ke vzniku
toru. Ve 4D se nezobrazuje vznikajici torus pfilis rozumné, ale v 3D
Fezu je to moc p&kné (viz bakalarska prace Jana Sevéika):

1
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9. kapitola Anosovlv automorfismus na toru a Arnoldova kocka

Anosovtlv automorfismus na toru a Arnoldova kocka

Ptiblizime si nyni diskrétni dynamiku na toru. Jiz jsme zminili dvé
varianty poruseni difeomorfismu na kruznici - expandujici zobrazeni
a ohyb. Totéz lze pozorovat na toru. Torus dimenze n je varieta

T" =51 x ... x S1. Ve, co bylo fe¢eno o zobrazeni na kruznici lze
tudiz aplikovat i na kartézsky soucin kruznic.
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9. kapitola Anosovlv automorfismus na toru a Arnoldova kocka

Anosovtlv automorfismus na toru a Arnoldova kocka

Ptiblizime si nyni diskrétni dynamiku na toru. Jiz jsme zminili dvé
varianty poruseni difeomorfismu na kruznici - expandujici zobrazeni
a ohyb. Totéz lze pozorovat na toru. Torus dimenze n je varieta

T" =51 x ... x S1. Ve, co bylo fe¢eno o zobrazeni na kruznici lze
tudiz aplikovat i na kartézsky soucin kruznic.

Znamym zobrazenim na toru, které vykazuje chaotické mixovani
v dlsledku expanze je

L: G) — G 1) G) mod 1 (33)

Toto zobrazeni se nékdy nazyva Anosoviv automorfismus na toru a
nékdy zobrazeni Arnoldovy kocky.
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9. kapitola Anosovlv automorfismus na toru a Arnoldova kocka
X N 2 1\ (x
y 11)\y

zobrazuje vektor <(1)) na vektor < > a vektor <(1)> na vektor G)
(0

takze se Ctverec (0,1) x (0,1) zeSikmi.

Zobrazeni

1
2

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 241/ 344



9. kapitola Anosovlv automorfismus na toru a Arnoldova kocka
Pti této transformaci nedojde ke zméné obsahu zobrazovaného
Y . 2 1 . . o
Ctverce, protoze det (1 1) = 1. Zobrazeni je proto invertibilni a

navic smeéry, ve kterych dochazi pouze k natazeni ¢i smrsteni - tj.
vlastni vektory - jsou na sebe kolmé. Vlastni &isla jsou Ay ; = %\/g
tj.)\1>1a)\2<1.
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9. kapitola Anosovlv automorfismus na toru a Arnoldova kocka

Na toru S x S toto zobrazeni ale ,obejde” kruznici (i 2x) a zobrazi
se na torus ( mod 1) takto:

2

To, Ze v jednom ze smérd ,obchazime® 2 x (existuje vlastni ¢islo
A= ”T\/g > 1), zplsobuje, Ze je zobrazeni ve sméru vlastniho
vektoru v; expandujici. Protoze A1 € R \ Q, odpovida Bernoulliho
posunu.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 243 / 344



9. kapitola Anosovlv automorfismus na toru a Arnoldova kocka

Neni tézké ukazat (domaci uloha), Zze body s racionalnimi
soufadnicemi jsou praveé preperiodické body (lezi na periodickych
trajektoriich).
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9. kapitola Anosovlv automorfismus na toru a Arnoldova kocka

Neni tézké ukazat (domaci uloha), Zze body s racionalnimi
soufadnicemi jsou praveé preperiodické body (lezi na periodickych
trajektoriich).

Arnoldova kocka po 300 iteracich
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9. kapitola Anosovlv automorfismus na toru a Arnoldova kocka

Neni tézké ukazat (domaci uloha), Zze body s racionalnimi
soufadnicemi jsou praveé preperiodické body (lezi na periodickych
trajektoriich).

Arnoldova kocka po 300 iteracich

Vite pro¢ vidite zase koc¢ku?
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9. kapitola Anosovlv automorfismus na toru a Arnoldova kocka

Neni tézké ukazat (domaci uloha), Zze body s racionalnimi
soufadnicemi jsou praveé preperiodické body (lezi na periodickych
trajektoriich).

Arnoldova kocka po 300 iteracich

Vite pro¢ vidite zase koc¢ku?

Napada vas, jak toho vyuzit k zasifrovani dat?
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9. kapitola Anosovlv automorfismus na toru a Arnoldova kocka

Druhou varianotu poruseni difeomorfismu na kruznici je ohyb. Na
kruznici mGzeme definovat napf. logistické zobrazeni a chaos se
projevi na (0, 1) tak, jak ho zname. Na toru to bude podobné.
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9. kapitola Anosovlv automorfismus na toru a Arnoldova kocka

Druhou varianotu poruseni difeomorfismu na kruznici je ohyb. Na
kruznici mGzeme definovat napf. logistické zobrazeni a chaos se
projevi na (0, 1) tak, jak ho zname. Na toru to bude podobné.

Ohyb spolu s dostate¢nym natazenim totiz, jak jsme vidéli uz

v jednorozmérném pfipadé kvadratické diskrétni dynamiky, vede
k chaosu nezavisle na tom, zda je varieta topologicky ekvivalentni
s rovinou, kruznici, torem nebo ¢imkoli jinym.
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9. kapitola Hénonovo zobrazeni

Hénonovo zobrazeni

Astronom Michel Hénon navrhl jednoduché zobrazeni jako
zjednoduseny model Poincarého fezu Lorenzovym atraktorem.
Lorenz(v atraktor jsme jiz objevovali v predmétu PfF:M6201
Nelinearni dynamika a jeji aplikace.
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9. kapitola Hénonovo zobrazeni

Hénonovo zobrazeni

Astronom Michel Hénon navrhl jednoduché zobrazeni jako
zjednoduseny model Poincarého fezu Lorenzovym atraktorem.
Lorenz(v atraktor jsme jiz objevovali v predmétu PfF:M6201
Nelinearni dynamika a jeji aplikace.

Jednou z vyznamnych vlastnosti Lorenzova atraktoru je kromé
existence chaotického chovani takeé to, ze spustime-li trajektorie

z néjakého objemu v prostoru, tento objem se bude exponencialné
zmensovat, pficemz trajektorie konverguji na atraktor. Ten ma tedy
nulovy objem. Pfesto se trajektorie skladaji do nekone¢né mnoha
povrchd a ma proto nekoneény povrch. Jde o fraktal.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 246 / 344


https://projecteuclid.org/download/pdf_1/euclid.cmp/1103900150

9. kapitola Hénonovo zobrazeni

Hénonovo zobrazeni h : R? — R2 ma obdobné vlastnosti pro vhodné
zvolené parametry, konkrétné Hénon volila=1.4a b = 0.3.

x(n+1) = 1+y(n) —ax’(n), (34)
y(n+1) = bx(n). (35)
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9. kapitola Hénonovo zobrazeni

Hénonovo zobrazeni h : R? — R2 ma obdobné vlastnosti pro vhodné
zvolené parametry, konkrétné Hénon volila=1.4a b = 0.3.

x(n+1) = 1+y(n) —ax’(n), (34)
y(n+1) = bx(n). (35)

Pokud oblast A zobrazime timto zobrazenim na oblast A" = h(A), pak
jeji obsah splhuje

[ oo oo ]| [ 1esonan o)

—2ax(n) 1
b 0
pfi kazdé iteraci zmenSi obsah bx.

kde Jacobian det Dh = ) = —b.Prob € (—1,1) se tedy
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9. kapitola Hénonovo zobrazeni

Viimnéte si, ze pro b = 0 se zobrazeni redukuje na jednorozmérné
kvadratické, jehoZ ohyb zp(isobuje zdvojovani periody a Sarkovského
fazeni cykld. Pro malé b # 0O se tedy da oCekavat, Ze bifurkacni
diagram bude podobny. Zde volime b = 0.1 a zobrazujeme
samoziejmeé x(n) v zavislosti na parametru a € (0.5,1.5):
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9. kapitola Hénonovo zobrazeni

Ukol:

Prostudujte Hénonovo
zobrazeni a zobrazte si
trajektorie v okoli flip bifurkace
cykld, Neimarkovy-Sackerovy
bifurkace i v oblasti chaosu.

Nemusite uplné vSechno délat
sami, nechte se inspirovat.

»
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9. kapitola Princip Smaleovy podkovy

Princip Smaleovy podkovy

Video to vysvétli nejlip ...
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9. kapitola Princip Smaleovy podkovy

Princip Smaleovy podkovy

Video to vysvétli nejlip ...

Ve skute¢nosti jsme ted vidéli ,pfednasku” ze symbolické dynamiky.
Unimodalni zobrazeni (jeden ohyb, jako parabola) i Smaleova
podkova (horseshoe map) jsou strukturalné stabilni - nezalezi na
funkci jako takové, ale na topologii, symbolice, tvaru. Natazeni, ohyb,
preklopeni, natazeni, ohyb, preklopeni - to staci k chaosu. Pekafi to
dobre védi, mixuji tak ¢astice v tésté, je to nejucinnéjsi metoda.
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9. kapitola Princip Smaleovy podkovy

Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze takové chovani dynamiky je
vyjimkou, ale opak je pravdou. Smaleova podkova vznika vzdy

v blizkosti homoklinickeé trajektorie diskrétniho hyperbolického sedla.
Dokonce plati Smale-Birkhoffova véta, ktera zaru€uje tuto dynamiku
vzdy, kdyz dojde k transversalnimu praseciku p stabilni variety
W*(xo) a nestabilni variety WY(xq) pevného bodu xq.
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Typické cesty k chaosu




10. kapitola

Co se naucime:

m Souvislosti mezi spojitymi a diskrétnimi systémy
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10. kapitola

Co se naucime:

m Souvislosti mezi spojitymi a diskrétnimi systémy
m Typické zmény atraktord
m Typické cesty k chaosu
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10. kapitola

Poté, co jsme prostudovali dynamiku spojitych a diskrétnich
dynamickych systém( a jeji kvalitativni zmény, tj. bifurkace, méli
bychom v pfedmétu s nazvem Teorie bifurkaci, chaos a fraktaly,
definovat chaos.
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10. kapitola

Poté, co jsme prostudovali dynamiku spojitych a diskrétnich
dynamickych systém( a jeji kvalitativni zmény, tj. bifurkace, méli
bychom v pfedmétu s nazvem Teorie bifurkaci, chaos a fraktaly,
definovat chaos.

Je mi lito, definici neznam. Zatim se na ni neshodli ani jini matematici.
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10. kapitola

Vidéli jsme ,divokou®“ dynamiku v mnoha podobach. Vétsina nas
zavedla do naprosto abstraktnich struktur - Cantorovy mnoziny,
rozlozeni racionalnich &isel, komplexniho prostoru a podobné.
VetsSina matematikd se shoduje, ze Uzka souvislost dynamiky s teorii
Cisel jesté Ceka na mnoho objev(.
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10. kapitola

Vidéli jsme ,divokou®“ dynamiku v mnoha podobach. Vétsina nas
zavedla do naprosto abstraktnich struktur - Cantorovy mnoziny,
rozlozeni racionalnich &isel, komplexniho prostoru a podobné.
VetsSina matematikd se shoduje, ze Uzka souvislost dynamiky s teorii
Cisel jesté Ceka na mnoho objev(.

Zatim ale matematici a aplikovani matematici chaos studuji a
pouzivaji, pfitemz se drzi znamych a objevenych véci - vlastnosti
chaosu a typickych cest, které k chaosu vedou. V této kapitole tak
shrneme to, jaky uzus byl v této oblasti pfijat. Takze nejde o
matematickou kapitolu, ale spiSe sociologickou studii na mnoziné
matematikd, ktefi se dynamikou a jejimi aplikacemi zabyvali a
zabyvaiji. Shrnuje to, jaké nazvoslovi pouzivaji.
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10. kapitola Vlastnosti chaosu

Vlastnosti chaosu

Zakladnimi vlastnostmi chaotickych trajektorii deterministickych
dynamickych systém( jsou
m citlivost na pocate¢ni podminky
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m topologicka transitivnost (mixovani)

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 256 / 344



10. kapitola Vlastnosti chaosu

Vlastnosti chaosu

Zakladnimi vlastnostmi chaotickych trajektorii deterministickych
dynamickych systém( jsou

m citlivost na pocate¢ni podminky

m topologicka transitivnost (mixovani)

m husté periodické trajektorie

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 256 / 344



10. kapitola Vlastnosti chaosu

Vlastnosti chaosu

Zakladnimi vlastnostmi chaotickych trajektorii deterministickych
dynamickych systém( jsou

m citlivost na pocate¢ni podminky

m topologicka transitivnost (mixovani)

m husté periodické trajektorie

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 256 / 344



10. kapitola Vlastnosti chaosu

Vlastnosti chaosu

Zakladnimi vlastnostmi chaotickych trajektorii deterministickych
dynamickych systém( jsou

m citlivost na pocate¢ni podminky

m topologicka transitivnost (mixovani)

m husté periodické trajektorie

Citlivost na pocatecni podminky se nékdy oznacuje jako motyli efekt.
Dalsi zkratkou je oznaceni, Ze trajektorie ma kladny Ljapunoviv
exponent. Trajektorie se od sebe ale exponencialné vzdaluji napf. i

v pfipadé hyperbolického linearniho repeleru, takze chybi zminit
uzavienost trajektorii v néjaké omezené pozitivné invariantni
mnoziné nékdy oznafované jako oblast zachyceni (trapping region).
Dalsi zkratkou je souslovi, Ze systém vykazuje neperiodické chovani
pro skoro vSechny pocatecni podminky. To ale kvaziperiodicita také, a
tu chaosem nenazyvame.
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10. kapitola Vlastnosti chaosu

Podobné je obtizné definovat podivny atraktor. VétSinou se pod timto
pojmem rozumi chaoticky atraktor. Hénon(v nebo Lorenzlv atraktor
jsou typické priklady diskrétniho a spojitého podivného atraktoru:

05

0.4

0.3

0.2
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10. kapitola Vlastnosti chaosu

Existuji ale i nechaotické podivné atraktory. Jednim z nich je
kvaziperiodicky buzeny atraktor - napf. logistické rovnice - u kterého
lze sledovat i pfechod od nechaotického kvaziperiodického
podivného atraktoru k chaotickému. Rovnice takového systému jsou
napr.

x(n+1) = ax(n)(1—x(n))+ esin(276(n))
O(n+1) = 6(n)+wmod1,

kde w € R \ Q. Pro ¢ = 0 dostavame logistickou rovnici, mizeme
fixovat a tak, aby atraktor logistické rovnice byl stabilni cyklus. PFi
zvySeni ¢ > 0 dochazi k buzeni kvaziperiodickym signalem a objevi se
podivny atraktor. Dokud neni ¢ dost velké, pfipadné dokud
nezvedneme dostate¢né a, podivny atraktor neni chaoticky.
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10. kapitola Vlastnosti chaosu

0.6 |

04

02
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10. kapitola Vlastnosti chaosu

Pojem atraktoru mlzeme definovat rdizné, zde je definice Johna
Milnora:

Definice

Uvazujme hladkou varietu M a dynamicky systém na této variete.
Predpoklddejme, Ze je na M definovdna mira (v lokdlnim soufadnicovém
systému ekvivalentni Lebesgueové mife). Uzaviend mnoZina A C M se
nazyvd atraktor, pokud oblast pfitaZlivosti A definovand jako

p(A) = {x: x(t) = Aprot — oo} md kladnou Lebesgueovu miru a
neexistuje mensi uzaviend A" C A takovd, Ze p(A’) = p(A) (az na
mnozinu miry 0).

Mnozinou miry nula tedy v dynamickém systému na jednorozmérné
varieté rozumime spocetnou mnozinu, na dvojrozmérné treba kfivku.
Atraktor tedy definujeme tak, aby pfitahoval skoro véechny body

z uzavéru své oblasti pritazlivosti, takze jej odtud spusténa trajektorie
mine s pravdépodobnosti 0.
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10. kapitola Vlastnosti chaosu

Slovo podivny se nedefinuje nijak, vétsinou se jim mysli to, ze ma
atraktor fraktalni strukturu. Vzhledem k tomu, jaké mnozstvi bifurkaci
jsme jiz poznali, jaké mnozstvi slozitych dynamik jsme analyzovali, da
se pfedpokladat, Ze ani zadna korektni formalni definice podivného
atraktoru nikdy nepfijde. Co je podivné a co uz ne?
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10. kapitola Vlastnosti chaosu

Slovo podivny se nedefinuje nijak, vétsinou se jim mysli to, ze ma
atraktor fraktalni strukturu. Vzhledem k tomu, jaké mnozstvi bifurkaci
jsme jiz poznali, jaké mnozstvi slozitych dynamik jsme analyzovali, da
se pfedpokladat, Ze ani zadna korektni formalni definice podivného
atraktoru nikdy nepfijde. Co je podivné a co uz ne?

Ale jsou krasné, to se musi nechat...
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10. kapitola Vlastnosti chaosu

U slozitych dynamik, které jsou citlivé na po¢atecni podminky,
neumime z principu predikovat jejich chovani po delSi dobu. To ale
neznamena, ze nem{zeme o dynamice a budoucim chovani systému
nic fict. Pro aplikace je v pfipadé slozitych dynamik vhodnéjsi
studovat pravdépodobnosti, tedy tzv. ergodické miry daného
atraktoru a definovat napf. horizont prediktability. Podobné je velmi
vhodné znat typické cesty nejen k chaosu, ale i k nechaotickym,
jednodussim atraktorlim, abychom je byli schopni rozeznat a
ocekavat v dynamickych systémech, které modelujeme, nebo naopak
z jejich existence odvozovat nutné vztahy uvnitf systéma jaksi zpétné.
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10. kapitola Vlastnosti chaosu

U slozitych dynamik, které jsou citlivé na po¢atecni podminky,
neumime z principu predikovat jejich chovani po delSi dobu. To ale
neznamena, ze nem{zeme o dynamice a budoucim chovani systému
nic fict. Pro aplikace je v pfipadé slozitych dynamik vhodnéjsi
studovat pravdépodobnosti, tedy tzv. ergodické miry daného
atraktoru a definovat napf. horizont prediktability. Podobné je velmi
vhodné znat typické cesty nejen k chaosu, ale i k nechaotickym,
jednodussim atraktorlim, abychom je byli schopni rozeznat a
ocekavat v dynamickych systémech, které modelujeme, nebo naopak
z jejich existence odvozovat nutné vztahy uvnitf systéma jaksi zpétné.

Tato kapitola tedy shrne rtizné ,pomacky” pro znalé modelare.
Nebudou rozhodné vyctem vSech znamych cest k danym dynamikam,
spi$ souhrnem téch typickych.
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Diskrétnimu pfipadu jsme se vyznamné vénovali v pfedchozich
kapitolach. Ve spojitém pfipadé jsme zakladni bifurkace cykld
probrali v 5. kapitole. Limitni cykly a tory ve spojitych systémech jsou
ale natolik Casté a aplikace natolik vyznamné, Ze je tfeba pfislusné
jevy shrnout. Aplikace jsou vSudypfitomné
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ale natolik Casté a aplikace natolik vyznamné, Ze je tfeba pfislusné
jevy shrnout. Aplikace jsou vSudypfitomné

m fyzika (astronomie, kosmologie, elektromagnetismus, optika, ...)
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m geofyzika, evolu¢ni a populacni biologie, hydrologie,
klimatologie
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m fyzika (astronomie, kosmologie, elektromagnetismus, optika, ...)

m geofyzika, evolu¢ni a populacni biologie, hydrologie,
klimatologie

neurovéda (vzruchy neurond, bursting, synchronizace neurond)

biochemie (autokatalytické reakce v burikach, zpétnovazebné
systémy, genova exprese, bunécné cykly, cirkadianni rytmy, ...)
inzenyrstvi (aeroelasticky jev, stavitelstvi, ...)
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m fyzika (astronomie, kosmologie, elektromagnetismus, optika, ...)

m geofyzika, evolu¢ni a populacni biologie, hydrologie,
klimatologie

®m neurovéda (vzruchy neurond, bursting, synchronizace neurond)

m biochemie (autokatalytické reakce v bunkach, zpétnovazebné
systémy, genova exprese, bunécné cykly, cirkadianni rytmy, ...)

m inZenyrstvi (aeroelasticky jev, stavitelstvi, ...)

m computer science a numerické metody
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Diskrétnimu pfipadu jsme se vyznamné vénovali v pfedchozich
kapitolach. Ve spojitém pfipadé jsme zakladni bifurkace cykld
probrali v 5. kapitole. Limitni cykly a tory ve spojitych systémech jsou
ale natolik Casté a aplikace natolik vyznamné, Ze je tfeba pfislusné
jevy shrnout. Aplikace jsou vSudypfitomné

m fyzika (astronomie, kosmologie, elektromagnetismus, optika, ...)

m geofyzika, evolu¢ni a populacni biologie, hydrologie,
klimatologie

®m neurovéda (vzruchy neurond, bursting, synchronizace neurond)

m biochemie (autokatalytické reakce v bunkach, zpétnovazebné
systémy, genova exprese, bunécné cykly, cirkadianni rytmy, ...)

m inZenyrstvi (aeroelasticky jev, stavitelstvi, ...)
m computer science a numerické metody
m ekonomie a epidemiologie (endogenni cykly)
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Caste¢né tak zopakujeme uvedené bifurkace, ale tentokrat je dame
do souvislosti s diskrétni dynamikou. Poincarého fez atraktorem
spojitého systému je totiz atraktorem odvozeného diskrétniho
systému a tak diskrétni dynamika, kterou jsme prostudovali a popsali
v fezu reprezentuje typické zmény spojitych atraktord. V pripadé
vzniku chaotickych trajektorii se dokonce podle nich rozlisuji tzv.
cesty k chaosu (routes to chaos)

m flip bifurkace - zdvojovani periody
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Caste¢né tak zopakujeme uvedené bifurkace, ale tentokrat je dame
do souvislosti s diskrétni dynamikou. Poincarého fez atraktorem
spojitého systému je totiz atraktorem odvozeného diskrétniho
systému a tak diskrétni dynamika, kterou jsme prostudovali a popsali
v fezu reprezentuje typické zmény spojitych atraktord. V pripadé
vzniku chaotickych trajektorii se dokonce podle nich rozlisuji tzv.
cesty k chaosu (routes to chaos)

m flip bifurkace - zdvojovani periody
m Neimarkova-Sackerova bifurkace - kvaziperiodicita, vznik toru
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Caste¢né tak zopakujeme uvedené bifurkace, ale tentokrat je dame
do souvislosti s diskrétni dynamikou. Poincarého fez atraktorem
spojitého systému je totiz atraktorem odvozeného diskrétniho
systému a tak diskrétni dynamika, kterou jsme prostudovali a popsali
v fezu reprezentuje typické zmény spojitych atraktord. V pripadé
vzniku chaotickych trajektorii se dokonce podle nich rozlisuji tzv.
cesty k chaosu (routes to chaos)

m flip bifurkace - zdvojovani periody
m Neimarkova-Sackerova bifurkace - kvaziperiodicita, vznik toru
m fold bifurkace 3 cyklu (n-cyklu) - intermitence
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Caste¢né tak zopakujeme uvedené bifurkace, ale tentokrat je dame
do souvislosti s diskrétni dynamikou. Poincarého fez atraktorem
spojitého systému je totiz atraktorem odvozeného diskrétniho
systému a tak diskrétni dynamika, kterou jsme prostudovali a popsali
v fezu reprezentuje typické zmény spojitych atraktord. V pripadé
vzniku chaotickych trajektorii se dokonce podle nich rozlisuji tzv.
cesty k chaosu (routes to chaos)

m flip bifurkace - zdvojovani periody

m Neimarkova-Sackerova bifurkace - kvaziperiodicita, vznik toru

m fold bifurkace 3 cyklu (n-cyklu) - intermitence

m Smaleova podkova - homoklinicka trajektorie
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Caste¢né tak zopakujeme uvedené bifurkace, ale tentokrat je dame
do souvislosti s diskrétni dynamikou. Poincarého fez atraktorem
spojitého systému je totiz atraktorem odvozeného diskrétniho
systému a tak diskrétni dynamika, kterou jsme prostudovali a popsali
v fezu reprezentuje typické zmény spojitych atraktord. V pripadé
vzniku chaotickych trajektorii se dokonce podle nich rozlisuji tzv.
cesty k chaosu (routes to chaos)

m flip bifurkace - zdvojovani periody

m Neimarkova-Sackerova bifurkace - kvaziperiodicita, vznik toru
m fold bifurkace 3 cyklu (n-cyklu) - intermitence

m Smaleova podkova - homoklinicka trajektorie

m Shilnikovova bifurkace, ...
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Nejcastéji je vznik cyklu spojen s Hopfovou bifurkaci. V pripadé
pozvolného nardstu oscilaci v zavislosti na zméné néjakého
parametru jde o superkritickou Hopfovu bifurkaci a chovani je
pravdépodobné vratné. Pokud amplituda oscilaci naroste skokové, jde
o subkritickou Hopfovu bifurkaci a jev vykazuje hysterezi, lze jej tudiz
zvratit obtiznéji.
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Nejcastéji je vznik cyklu spojen s Hopfovou bifurkaci. V pripadé
pozvolného nardstu oscilaci v zavislosti na zméné néjakého
parametru jde o superkritickou Hopfovu bifurkaci a chovani je
pravdépodobné vratné. Pokud amplituda oscilaci naroste skokové, jde
o subkritickou Hopfovu bifurkaci a jev vykazuje hysterezi, lze jej tudiz
zvratit obtiznéji.

Prikladem jsou napf. vzruchy neuronu (Hodgkin—-Huxleyho,
FitzZHugh-Nagumayv), aeroelasticky jev, piskani, pisténi brzd apod.
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Skokovy zanik cyklu, kterému vétSinou nepfedchazi zmenseni jeho
amplitudy byva spojen se zanikem dvou cykld fold bifurkaci nebo
zanikem cyklu na separatrix sedla. Lze je rozlisit asovou nesymetrii
v blizkosti sedla. Tento jev je vétSinou nevratny.

,:""’ \“- g N\
K : / |
” l” / N : °
: ! NG
\/ N /7/
S - = v

Fold bifurkace LC

G G

Homoklinicka bifurkace
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Dalsi zaniky cykl( jsou méné ¢asté a mohou se objevit az od dimenze
3 — homoklinicka trajektorie sedlo-ohniska a zanik stabilniho cyklu
subkritickou flip bifurkaci. Tento ptipad je nékdy v Poincarého fezu
nazyvan nekorektné vidlickovou bifurkaci, ktera v pfipadé symetrie
muUZze nastat také, Slo by ale o dva nestabilni cykly, nikoliv o jeden na
varieté topologie Mdbiova prouzku.

A% Y

Homoklinicka trajektorie ohnisko-sedla

l l / l

Subkriticka flip bifurkace cyklu
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Stabilni cyklus, ktery se rozdvoji na varieté topologie Mobiova
prouzku je v Poincarého fezu flip bifurkaci pevného bodu, ktery je
jednou z cest k chaotické dynamice, ktera nese nazev zdvojovani
periody nebo subharmonicka kaskada.

Superkriticka flip bifurkace cyklu

Typickym prikladem spojitého dynamického systému s chaotickym
atraktorem, ktery vznika z cyklu zdojovanim periody je Rosslertiv
systém.
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Parametry dynamického systému ale nemusi projit celou kaskadu
Sarkovského Fazeni. Napf. x(n + 1) = (3.6 — b?)x(n)(1 — x(n)) pro
parametr b € (—1.5,1.5) se v okoli b = 0 navraci zpét k 2-cyklu a
rovnovaze. Tyto ,bubliny” jsou v bifurka¢nich diagramech docela
Castym jevem:
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0.3} \

. . . . . )
15 -1 05 0 05 1 b 15
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Dalsi exotické zmény jsme zminili u bifurkaci cykl( v 5. kapitole.
Zanik stabilniho cyklu a vznik velmi zvlastni struktury katastrofou
,Z Cistého nebe™:

N aN
&

Blue-sky katastrofa
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Zanik stability cyklu, v jehoZ okoli existuje nestabilni torus
subkritickou NS bifurkaci:

Subkritickd Neimarkova-Sackerova bifurkace cyklu
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Superkriticka Neimarkova—-Sackerova bifurkace stabilniho cyklu je
naopak jednou z cest k chaosu, ktera miZze vést na podivny atraktor
vznikajici z toru. Stabilni varieta v okoli nestabilniho cyklu je zprvu
uzkym torem s kvaziperiodickou nebo periodickou trajektorii, diky
existenci Arnoldovych jazyk( m0Zze vzniknout jak stabilni cyklus na
toru, tak podivny atraktor. Bifurka¢ni diagram Poincarého fezu torem
vypada tieba takto:

1

0.9
0.8
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x(11)
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0.3

0.2

0.1

0
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

V blizkosti Neimarkovy-Sackerovy bifurkace cyklu tak mdzeme na
toru sledovat napf. zdvojovani periody cyklu (vedouci az k chaosu):

%{:\
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Stejné tak mlZe na toru zaniknout stabilni cyklus splynutim
s nestabilnim fold bifurkaci LC a vznikne torus.

Q.

Fold bifurkace limitniho cyklu na toru
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Priklad zaniku toru fold bifurkaci cyklu na ném:
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Dalsi cestou k chaosu je fold bifurkace cyklu, jehoz Poincarého fez je
cyklus liché periody, nej¢astéji 3 cyklus. V takovém pfipadé se
nachazime na hranici stabilniho okna a dynamika vykazuje tzv.
intermitenci typu I, oblasné preruseni oscilaci chaotickym chovanim.
Existuji intermitence typu Il a lll spojené s komplexnim vlastnim
Cislema —1.
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Stabilni 3-cyklus logistického zobrazeni pro a = 1 + v/8 + 0.0001:
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Intermitence v blizkosti nestabilniho 3-cyklu logistického zobrazeni
proa =1+ /8 — 0.0001:

w1

0.6

0.5H

0.4H

0.3H

0.2

. . . . n
20 40 60 80 100 120 140 160
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10. kapitola Vznik, zanik a topologicka zména atraktoru

Za zminéni stoji jeSté vysledek autord S.E. Newhouse, D. Ruelleho a F.
Takense z roku 1976, ktefi ukazali, ze kazdé konstantni vektorové
pole na toru 7", pro n > 3 je strukturalné nestabilni, jinak fe¢eno
libovolna mala perturbace vede k jeho kolapsu na chaoticky atraktor.
Ve vice dimenzionalnim systému tedy kvaziperiodicky torus v pfirodé
moc nepotkate. Tento argument shodil uznavanou Landau—Hopfovu
teorii o vzniku turbulenci v kapalinach, ktefi predpokladali, ze vznika
navySovanim poctu frekvenci.
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Fraktaly




11. kapitola

Co se naucime:

m definovat Haussdorfovu dimenzi
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11. kapitola

Co se naucime:

m definovat Haussdorfovu dimenzi
m definovat Ljapunovovy exponenty a metody jejich nalezeni
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11. kapitola

Co se naucime:

m definovat Haussdorfovu dimenzi
m definovat Ljapunovovy exponenty a metody jejich nalezeni

m ukazeme si metodu konstrukce fraktalu systémy iterovanych
funkci (IFS)
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11. kapitola

VSimli jste si, kolikrat jsme narazili na slovo fraktal? Mnohokrat jsme
vyuzili Cantorovu mnozinu, Fareyho posloupnost a rozlozeni
racionalnich Cisel, opakujici se strukturu v Sarkovského fazeni nebo
v Mandelbrotové mnoziné, Arnoldovy jazyky v blizkosti

Neimarkovy-Sackerovy bifurkace, zdvojovani periody, to vSechno
byly fraktalni struktury.
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11. kapitola

VSimli jste si, kolikrat jsme narazili na slovo fraktal? Mnohokrat jsme
vyuzili Cantorovu mnozinu, Fareyho posloupnost a rozlozeni
racionalnich Cisel, opakujici se strukturu v Sarkovského fazeni nebo
v Mandelbrotové mnoziné, Arnoldovy jazyky v blizkosti
Neimarkovy-Sackerovy bifurkace, zdvojovani periody, to vSechno
byly fraktalni struktury.

Ani jednou jsme fraktal nedefinovali. Stejné jako chaos.
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11. kapitola

VSimli jste si, kolikrat jsme narazili na slovo fraktal? Mnohokrat jsme
vyuzili Cantorovu mnozinu, Fareyho posloupnost a rozlozeni
racionalnich Cisel, opakujici se strukturu v Sarkovského fazeni nebo
v Mandelbrotové mnoziné, Arnoldovy jazyky v blizkosti
Neimarkovy-Sackerovy bifurkace, zdvojovani periody, to vSechno
byly fraktalni struktury.

Ani jednou jsme fraktal nedefinovali. Stejné jako chaos.

Ani jeden pojem nema zatim matematicky korektni definici.
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11. kapitola

Jedna z nejlepsich ,definic” fraktalu je tato:
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11. kapitola

Jedna z nejlepsich ,definic” fraktalu je tato:

Fractal je sobépodobny objekt, jehoz fraktalni (Hausdorffova)
dimenze prevysuje topologickou dimenzi.
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11. kapitola

Jedna z nejlepsich ,definic” fraktalu je tato:

Fractal je sobépodobny objekt, jehoz fraktalni (Hausdorffova)
dimenze prevysuje topologickou dimenzi.

Ale i Mandelbrot, ktery tuto definici zavedl (mimochodem vymyslel i
slovo fraktal) od ni upustil, protoze je pfilis Uzka v obou ¢astech.
Pouzival nakonec néco v tom smyslu, ze fraktal je tvar vytvoreny

z Casti, které se celku néjakym zpUsobem podobaji.
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11. kapitola

Pokud je fraktal slozen z kopii sebe sama, mizeme tyto mensi kopie
pouzit k definici jeho dimenze. Zména méfitka se totiz projevuje

v bézné dimenzi zménou objemu - ovSem s mocninou odpovidajici
dimenzi D.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 284 /344



11. kapitola

Pokud je fraktal slozen z kopii sebe sama, mizeme tyto mensi kopie
pouzit k definici jeho dimenze. Zména méfitka se totiz projevuje

v bézné dimenzi zménou objemu - ovSem s mocninou odpovidajici
dimenzi D.

Vezméne napf. jednotkovy Ctverec a ¢tverec o 3x delSi strané. Obsah
zvétdeného Ctverce se zvétsi 32x. Cislo 2 je dimenze D prostoru, ve
kterém dvojrozmérné &tverce mérime. V trojrozmérném prostoru by

méla krychle o hrané délky a objem a = d°.
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11. kapitola

Podobné se mGzeme divat i na sobépodobné objekty.

-~ H P’
-y

Je vidét, Ze 1-rozmérna Usecka se rozdéli na pll a jeji délka také.
Ctverec pfi zméné métitka 1 : 2 zméni obsah v poméru 1 : 22, krychle
v poméru 1 : 23. Sierpinského trojuhelnik ma tedy analogicky dimenzi
D splhujici

1= (1)® t.D=logy 3 = 1.585
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11. kapitola Hausdorffova dimenze

Ne vsechny fraktaly jsou vytvoreny z kopii sebe sama, a proto vznikly
rlizné zpUsoby, jak definovat jejich dimenzi. Hausdorffova dimenze je
nejobecnéjsi a vznikla jesté pred zavedenim slova fraktal.

Definice

Vnéjsi Hausdorffovou d-dimensionalni mirou mnoziny X v néjakém
metrickém prostoru rozumime

HIX) = mlc.n; {Zrd kdeO <r;<rak;e IC(X)}

tj. ri jsou poloméry kouli K; z pokryti IC(X) mnoziny X.

Vybirame tedy ,nejmensi“ miru (pro d = 1 opravdu délku) tak, ze
projdeme vSechna pokryti koulemi riznych polomérd az do velikosti r
a toto r limitné zmensime az k nule.

L. Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 286/ 344



11. kapitola Hausdorffova dimenze

Aby Hausdorffova mira odpovidala obsahiim a objemdm béznych

téles, byva jesté vynasobena Cislem F(%Z/il)' Pro definici dimenze je

to nepodstatné, protoze ta je definovana jako nasledujici vybrané d:

Hausdorffovou dimensi mnoziny X rozumime

dimy (X) = inf{d > 0: #9(X) = 0}
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11. kapitola Hausdorffova dimenze

Aby Hausdorffova mira odpovidala obsahiim a objemdm béznych

téles, byva jesté vynasobena Cislem F(%Z/-ZH)' Pro definici dimenze je

to nepodstatné, protoze ta je definovana jako nasledujici vybrané d:

Hausdorffovou dimensi mnoziny X rozumime

dimy (X) = inf{d > 0: #9(X) = 0}

Takova definice je zcela v pofadku, ale vibec se nehodi k vypo&tim.
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11. kapitola Hausdorffova dimenze

Misto toho se nejcastéji pouziva Minkowského box-counting
dimenze, které nékdy fika mfizkova. Hodi se pro pocitace, protoze
s¢itd pocet ¢tvercl (krychli), které mnozinu X pokryvaji. Zmensovanim
mFizky déleni se odhadne

InN(e)

dimpox(X) = lim In(1/e)

ol

£
T ]

Al
e,
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11. kapitola Hausdorffova dimenze

Je asi na prvni pohled jasné, ze takova definice nemusi byt dobra,
protoze limita nemusi existovat, proto nékdy najdete misto limity
lim sup, pak mluvime o Kolmogorovovée nebo horni Minkowského
dimenzi. V8echny uvedené fraktalni miry jsou pouzivané - a nejsou
ekvivalentni. Pro mnoho ,rozumnych® mnozin (v¢etné fraktald) davaji
totéz, jako napf. pro Sierpinského trojuhelnik nebo Kochovu kfivku.
Na druhou stranu ale plati

0 = dimy(Q) # dimpox(Q) = 1.

Hausdorffova dimenze je samoziejmé z definice mensi nebo rovna
Minkowského dimenzi. Pro odhad Hausdorffovy dimenze atraktord
navrhli Kaplan a Yorke vyuziti Ljapunovovych exponentd, a proto se ji
nékdy fika Ljapunovova dimenze. Pozdéji se ukazalo, Ze je pro typické
chaotické atraktory totozna s tzv. informacni dimenzi, ktera je jejich
pfirozenou mirou.
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11. kapitola Ljapunovovo spektrum

Ljapunovovo spektrum

Na varieté X opatfené metrikou méjme diskrétni dynamicky systém
dany hladkym zobrazenim f: X — X a néjaky bod x, ze kterého
spustime trajektorii. Miru zmény infinitesimalné blizké trajektorie
spusténé z bodu posunutého od x ve sméru normovaného vektoru y
mUZeme méfit exponentem A, ktery splhuje

dy _ P +ey) —FO0) _

= =e"V, >0
3 3

£ (x+¢cy)
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11. kapitola Ljapunovovo spektrum

Cislo

Ax,y) = lim Zin ||Df P (x)y|

nazyvdme Ljapunovovym exponentem z bodu x s pocdtecnim
posunutim ve sméru'y.

lim
n—o00

Pokud x lezi v oblasti pritazlivosti atraktoru, pak Osedelecova véta
zaruCuje existenci a nezavislost této limity na x az na mnozinu
Lebesgueovy miry 0. Toto Cislo ale bude zaviset na sméru posunu,
pficemz na m-rozmérné varieté mame m nezavislych smérd. Pokud
tedy v nékterém sméru dojde k expanzi, bude toto A > 0. Trajektorie
v oblasti pfitazlivosti chaotického atraktoru tak maji maximalni
Ljapunov(v exponent kladny.
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11. kapitola Ljapunovovo spektrum

Ljapunovovo spektrum je slozené ze viech charakteristickych
Ljapunovovych exponentl v tzv. hlavnich smérech matice Df (x). Tyto
sméry odpovidaji expanzi, resp. kontrakci, hlavnich poloos
m-rozmérného elipsoidu se stfedem x. Lze je ziskat QR rozkladem
Df(x) = Q- R na ortogonalni matici Q a horni trojuhelnikovou R.
Matice Q rotuje, matice R natahuje nebo zkracuje dané sméry.

Df(x)
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11. kapitola Ljapunovovo spektrum

Pokud nas zajima, zda je atraktor chaoticky, staci védét, Zze startujeme
v oblasti pfitazlivosti atraktoru a najit maximalni Ljapunovav
exponent. Pokud si uvédomime, Ze

H, = DF"(x)T - DF" (x) = Q"R™"R(MQ, dostaneme mnohem
pohod(né&j3i postup pro jeho nalezeni. Pooto¢eni matici Q zase Q7
navrati a matice R” - R ma vlastni ¢isla R umocnéna na druhou.
Mlzeme tak definovat Ljapunovovo spektrum jako

L T
A= lim o5 In{lyi" Hnyill,

kde y; jsou vlastni vektory H,,. Libovolné zvolené y bude linearni
kombinaci vlastnich vektor( a pro velké n tak tato limita bude
konvergovat k maximalnimu Ljapunovovu exponentu. V prostoru
kolmém k pfislusnému vlastnimu vektoru pak mlizeme hledat dalsi
exponent atd. (viz [Ott02]).
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11. kapitola Ljapunovovo spektrum

Seskladejme nyni Ljapunovovy exponenty dle velikosti a najdeme
index j takovy, ze 3 _; A >0a >, A <0

Kaplanova-Yorkova dimenze atraktoru je

J .
i=1 Aj

dimgy =/ +
| A1l

Kaplanova-Yorkova hypotéza Fika, Ze takto definovana dimenze
odpovida Hausdorffové dimenzi. Toto bylo dokazano pro
dvojrozmérné diskrétni systémy. Ukazalo se ale, Ze je pouze odhadem
Hausdorffovy dimenze a typicky plati pro informacni dimenzi, ktera je
podobna Minkowského dimenzi, ale zahrnuje nerovhomérnost
,hustoty“ atraktoru.
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11. kapitola Ljapunovovo spektrum

Pocitacové algoritmy pro vypocet fraktalni dimenze maji Siroké
vyuziti v primyslu (napf. automaticka kontrola kvality povrchu),
mediciné (napf. klasifikace poSkozeni tkané) a mnoha dalSich
oblastech jako soucast metod rozpoznavani obrazu. Objevuji se ale
také aplikace na ¢asové fady (napf. financni trhy, burzovni indexy
apod.)
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11. kapitola Ljapunovovo spektrum

Pocitacové algoritmy pro vypocet fraktalni dimenze maji Siroké
vyuziti v primyslu (napf. automaticka kontrola kvality povrchu),
mediciné (napf. klasifikace poSkozeni tkané) a mnoha dalSich
oblastech jako soucast metod rozpoznavani obrazu. Objevuji se ale
také aplikace na ¢asové fady (napf. financni trhy, burzovni indexy
apod.)

Fraktalni dimenze a Ljapunovovy exponenty slouzi k rozliSeni typu
atraktoru. Stabilni rovnovaha ma dimenzi O, cyklus dimenzi 1,
m-torus dimenzi m, pficemz stabilni cyklus ma nulovy jediny
maximalni Ljapunovilv exponent, m-torus ma m nulovych
Ljapunovovych exponentt. Chaoticky atraktor ma nutné kladny
maximalni Ljapunovov(lv exponent a alespon jeden nulovy exponent.
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11. kapitola Ljapunovovo spektrum

Maximalni Ljapunovlv exponent je také velice ddlezitou hodnotou
pro horizont prediktability dynamiky na chaotickém atraktoru,
protoZe chyba s nim roste exponencialné. Reknéme, Ze jsme schopni
na pocatku rozlidit potatecni podminky s chybou §(0) = dp a jsme
ochotni akceptovat za ¢as t predikci maximalné s chybou §(t) = g,
pficemz maximalni Ljapunovdv exponent je Ay, tj.

5(t) ~ 6(0)eMt < a,

Pak

t~ /\% In %
je maximalni ¢as, po ktery z{istava nejvice vychylena trajektorie
v této toleranci. To je zakladni problém, protoze In % roste velmi
pomalu a takZe se doba prediktability velmi obtizné zvétSuje. A% se
nazyva Ljapunovayv €as a je to stiedni doba setrvani v daném
prediktabilnim stavu.
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11. kapitola Ljapunovovo spektrum

Predpokladejme, Ze jsme schopni méfit po¢. podminky s chybou
8o = 107 a akceptujeme max. chybu a = 10~3. Objevime novou
metodu méFeni nebo novy pfistroj, ktery dokaze naméfit poc.
podminky s chybou milionkrat nizsi, tj. 6o = 10~13. Jak zlepsime
horizont prediktability?
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11. kapitola Ljapunovovo spektrum

Predpokladejme, Ze jsme schopni méfit po¢. podminky s chybou
8o = 107 a akceptujeme max. chybu a = 10~3. Objevime novou
metodu méFeni nebo novy pfistroj, ktery dokaze naméfit poc.
podminky s chybou milionkrat nizsi, tj. 5o = 10713, Jak zlepsime
horizont prediktability?

103
107
; _ 1,103 _ 1 10 _ 1oL y

horlzqnt bude t; = A In 100 = %, Ir.1 10 = 19A1 In 10. Prot(v),ze .
pracujeme s exponenty, ptivodni horizont t; je jen 2.5x menSi nez

novy t.

Pivodni horizont byl t; = A% In = A% In10* = 4/\% In 10 a novy

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 297 / 344



11. kapitola Ljapunovovo spektrum

Predpokladejme, Ze jsme schopni méfit po¢. podminky s chybou
8o = 107 a akceptujeme max. chybu a = 10~3. Objevime novou
metodu méFeni nebo novy pfistroj, ktery dokaze naméfit poc.
podminky s chybou milionkrat nizsi, tj. 5o = 10713, Jak zlepsime
horizont prediktability?

103
107
; _ 1,103 _ 1 10 _ 1oL y

horlzqnt bude t; = A In 100 = %, Ir.1 10 = 19A1 In 10. Prot(v),ze .
pracujeme s exponenty, ptivodni horizont t; je jen 2.5x menSi nez

novy t.

Pivodni horizont byl t; = A% In = A% In10* = 4/\% In 10 a novy

A ¢&im vic chceme, tim hdf to jde ...
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11. kapitola Ljapunovovo spektrum

Ukol:

Co si myslite o dynamice
Slunecni soustavy? Je stabilni
nebo je to chaoticky atraktor?
Co se piSe na webu? Taky si
prettéte néco o rotaci Saturnova
mésice Hyperionu. Jaké jsou
horizonty prediktability?

»
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11. kapitola IFS

Systémy iterovanych funkci - IFS Iterated Function Systems

Abychom si ukazali tuto zakladni metodu konstrukce fraktald, musime
definovat Hutchinson(v operator a IFS v metrickém prostoru X.

Definice

Necht 2% je mnozZina vsech podmnozin X a F4, F,, ...F, kontrakce na X.
Definujeme sjednoceni F kontrakci Fq, F;, ...F, jako Hutchinsontv
operdtor F: 2X — 2X:

pro neprdzdnou kompaktni S € 2X. Systému s danymi Fy, F, ...F, se
fikd systém iterovanych funkci.

Operator je kontrakci na 2X a ma proto pevny bod Sg: So = F(So).
Navic pro kazdou neprazdnou S plati F(S) — Sg pro n — .
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11. kapitola IFS

Slavny Barnsleyho fraktal kapradi je tvofen linearnimi zobrazenimi
v R?, které algortimus spousti s danymi pravdépodobnostmi:

f () () 6) )
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11. kapitola IFS

Slavny Barnsleyho fraktal kapradi je tvofen linearnimi zobrazenimi
v R?, které algortimus spousti s danymi pravdépodobnostmi:

F.- X a b X e
)7 e d) ) T
<Z Z) _ ((()) 0016> , G) = <8> s pravdépodobnosti p = 0.01
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11. kapitola IFS

Slavny Barnsleyho fraktal kapradi je tvofen linearnimi zobrazenimi
v R?, které algortimus spousti s danymi pravdépodobnostmi:

F:: X a b X e
a y ~ c d ’ y + f
<Z Z) B (8 0016> , (;) = <8> s pravdépodobnosti p = 0.01
a b 0.85 0.04) /(e 0 ,
<C d> B (—0.04 0.85> ! <f> = (1.6> s prsti p = 0.85
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11. kapitola IFS

Slavny Barnsleyho fraktal kapradi je tvofen linearnimi zobrazenimi
v R?, které algortimus spousti s danymi pravdépodobnostmi:

) (0 0) 6) )
a y c d y f
b 0O O e 0 . o
< d) a (0 0.16> ’ <f> = <0> s pravdépodobnosti p = 0.01
a b 0.85 0.04) /(e 0 ,
(o 8) = (555, 0%8Y () () sprsip—oss
a b 02 -0.26 e 0 ,
<C d) (0.23 0.22 > ’ (f) (1.6) s prsti p = 0.07

o Q
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11. kapitola IFS

Slavny Barnsleyho fraktal kapradi je tvofen linearnimi zobrazenimi
v R?, které algortimus spousti s danymi pravdépodobnostmi:

B () (6
8 o16) (7) =5

0.85 0.04
—0.04 0.85

Q
S

s pravdépodobnosti p = 0.01

<;> <1O6> s prsti p = 0.85
0.2 -0.26

0 ,
023 022 ( (1_6> s prsti p = 0.07
~0.15 028 (e 0 ,
0.26 o.z4> ! <f) = (0.44> s prsti p = 0.07

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 300/ 344

“
Q

\/

Q
[y

Q N Q
S Q<

/—\/\(\/—\
Q

~— N~

/\/‘\/‘\/‘\

A
Q



11. kapitola IFS

Barnsleyho kapradi:
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11. kapitola IFS

A nelinearni jsou jesté lepsi - najdete je pod heslem fractal flames.
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Lorenziv atraktor




12. kapitola

Co se naucime:

m zopakujeme znalosti o Lorenzové systému
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12. kapitola

Co se naucime:

m zopakujeme znalosti o Lorenzové systému
m dokazeme zmensSovani objemu v systému

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021

304/ 344



12. kapitola

Co se naucime:

m zopakujeme znalosti o Lorenzové systému
m dokazeme zmensSovani objemu v systému
m naucime se pouzivat Ljapunovskou funkci
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12. kapitola

Co se naucime:

m zopakujeme znalosti o Lorenzové systému
m dokazeme zmensSovani objemu v systému
m naucime se pouzivat Ljapunovskou funkci
m prozkoumame, které cesty k chaosu tu jsou
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12. kapitola Lorenz(v model

Lorenztiv model

Byl by hfich, kdybychom v tomto pfedmétu minuli slavny Lorenziv
model. Lorenzlv chaoticky atraktor je téméf synonymem chaosu a
pozna jej snad kazdy. ZjednoduSeny model pohybu atmosféry
uverejnil v roce 1963 Edward Lorenz. Rovnice jsou tfi:

—o(x—y) (36)
y = IX—y—xz (37)
z = —bz+xy (38)
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12. kapitola Lorenz(v model

Lorenztiv model

Byl by hfich, kdybychom v tomto pfedmétu minuli slavny Lorenziv
model. Lorenzlv chaoticky atraktor je téméf synonymem chaosu a
pozna jej snad kazdy. ZjednoduSeny model pohybu atmosféry
uverejnil v roce 1963 Edward Lorenz. Rovnice jsou tfi:

—o(x—y) (36)
y = IX—y—xz (37)
z = —bz+xy (38)

m x(t): rychlost rotace konvekéniho proudéni
m y(t): rozdil teplot spodni a horni vrstvy
m z(t): odchylka teploty od jeji stfedni hodnoty
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12. kapitola Lorenz(v model

= —o(x—V)
= IX—y—xz
z = —bz+xy

Parametry jsou

m o = 7:Prandtlovo Cislo (kinematicka viskozita/soucinitel tepl.
vodivosti),

m r = £ ~ Rayleigho ¢&islo,

m b= ~ Sitka / délka konvek¢ni bunky

_4
(1+a?)
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https://en.wikipedia.org/wiki/Rayleigh_number

12. kapitola Lorenz(v model

Rovnice popisujici proudéni vznikajici vedenim tepla si uvadét
nebudeme (jde o parcialni diferencialni rovnice). Anglicky fyzik John
William Strutt, 3. baron Rayleigh ukazal, ze pokud

4(1+02)3

gaH AT
R a? ’

>R, =
vznikaji periodicka feeni téchto PDR. Cislo R se proto nazyva
Rayleigho Cislo. Jak se zvySuje rozdil teplot povrchll AT, vedeni tepla
se stava nestabilni a vznika cirkulace kapaliny. M{Zete ho sledovat

v hrnku horké kavy jako tmavé skvrny....
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http://www.youtube.com/watch?v=TG1f0BhxMxY

12. kapitola Lorenz(v model

Model (38) potvrzuje Rayleigho vysledky o vzniku konvekéniho
proudéni a ukazuje vznik turbulenci.
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12. kapitola Lorenz(v model

Model (38) potvrzuje Rayleigho vysledky o vzniku konvekéniho
proudéni a ukazuje vznik turbulenci.

Pro r < 1 ma systém jedinou stabilni rovnovahu, ktera fyzikalné
odpovida systému bez proudéni (vyrovnani teplot) a r = 1 je bod
symetrického vétveni. Pfevedenim na centralni varietu v okoli pocatku
ar = 1 jsme jiz ukazali, Ze jde o bod generické vidlickové bifurkace.
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12. kapitola Lorenz(v model

Model (38) potvrzuje Rayleigho vysledky o vzniku konvekéniho
proudéni a ukazuje vznik turbulenci.

Pro r < 1 ma systém jedinou stabilni rovnovahu, ktera fyzikalné
odpovida systému bez proudéni (vyrovnani teplot) a r = 1 je bod
symetrického vétveni. Pfevedenim na centralni varietu v okoli pocatku
ar = 1 jsme jiz ukazali, Ze jde o bod generické vidlickové bifurkace.

Pokud zvySujeme rozdil teplot dal, vznikaji turbulence - chaoticky
atraktor.
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12. kapitola Disipativita

Disipativita Lorenzova systému

NezZ si ukazeme, jak dochazi v tomto modelu k chaotické dynamice,
dokazeme dvé zakladni vlastnosti, které tento systém ma: disipativitu
neboli kontrakci objemu a existenci globalni pozitivné invariantni
mnoziny.
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12. kapitola Disipativita

Disipativita Lorenzova systému

NezZ si ukazeme, jak dochazi v tomto modelu k chaotické dynamice,
dokazeme dvé zakladni vlastnosti, které tento systém ma: disipativitu
neboli kontrakci objemu a existenci globalni pozitivné invariantni
mnoziny.

Disipativitou dynamického systému se rozumi vlastnost, kdy
kompaktni mnozina o objemu V/(t) ve fazovém prostoru s ¢asem
zmenSuje svdj objem. Mluvime proto o kontrakci objemu. Takové
systémy jsou v pfirodé bézné. Napf. tlumené oscilace kyvadla

v realném prostfedi s tfenim. Naopak konzervativni systémy
zachovavaji (konzervuji) objem. Pfikladem m(Zze byt idealni kyvadlo
ve vakuu - bez tieni.
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12. kapitola Disipativita

Jaka je v pfipadé Lorenzova modelu zména objemu?
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12. kapitola Disipativita

Jaka je v pfipadé Lorenzova modelu zména objemu?

Predstavme si néjakou kompaktni mnozinu ve fazovém prostoru
Lorenzova modelu. Spustime trajektorie z této mnoziny a podivame
se, jak se za ¢as At zméni jeji objem. Oznacime pro jednoduchost
u=(x,y,2).

kolmy prumét vektoru u

na jednotkovy normalovy n
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12. kapitola Disipativita

Jaka je v pfipadé Lorenzova modelu zména objemu?

Predstavme si néjakou kompaktni mnozinu ve fazovém prostoru
Lorenzova modelu. Spustime trajektorie z této mnoziny a podivame
se, jak se za ¢as At zméni jeji objem. Oznacime pro jednoduchost
u=(x,y,2).

kolmy prumét vektoru u

na jednotkovy normalovy n

V(t+At)_V(t)+At// u-n dA
ov
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12. kapitola Disipativita

Infinitesimalni zména objemu je tedy

jim VLAY = V() :\'/(t)://avu-ndA

At—0 At
Podle Gaussovy véty

//avu.ndA:///vv.udv
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12. kapitola Disipativita

Infinitesimalni zména objemu je tedy

jim VLAY = V() :\'/(t)://avwndA

At—0 At
Podle Gaussovy véty

//avu-ndA:///VV-udV

Je to totéz, jako bychom ,secetli“ v kazdém bodé nasi mnoziny
divergenci vektorového pole. Od toho se taky divergence jmenuje
divergence - je to mira toho, jak moc trajektorie diverguji od daného
bodu.
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12. kapitola Disipativita

Infinitesimalni zména objemu je tedy

jim VLAY = V() :\'/(t)://avwndA

At—0 At

Podle Gaussovy véty

//avu-ndA:///VV-udV

Je to totéz, jako bychom ,secetli“ v kazdém bodé nasi mnoziny
divergenci vektorového pole. Od toho se taky divergence jmenuje
divergence - je to mira toho, jak moc trajektorie diverguji od daného
bodu.

Vou=%+2+% = (0+1+b)<0
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12. kapitola Disipativita

Infinitesimalni zména objemu je tedy

jim VLAY = V() :\'/(t)://avwndA

At—0 At

Podle Gaussovy véty

//avu-ndA:///VV-udV

Je to totéz, jako bychom ,secetli“ v kazdém bodé nasi mnoziny
divergenci vektorového pole. Od toho se taky divergence jmenuje
divergence - je to mira toho, jak moc trajektorie diverguji od daného
bodu.

Vou=%+2+% = (0+1+b)<0

V(t) = —(c+1+b)V(t) = V() = V(0)e (o+1+b)
Nejenze je Lorenzlv systém disipativni. Kazda mnozina se zmensuje
exponencialné rychle.
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12. kapitola Ljapunovska funkce

Ljapunovska funkce Lorenzova systému

Druhou vlastnosti je existence pozitivné invariantni mnoziny M, ktera
atraktor obsahuje. Na jednoduchém prikladé si ukazeme, jak se
takova mnozina mdze nalézt. Pouziva se k tomu Ljapunovska funkce.

Necht (2) x = f(x) md rovnovdZny bod 0. L: R™ — R je Ljapunovska
funkce, pokud je definovand v okoli 0, je pozitivné definitni, tj. L(x) > O
Vx # 0 a L(0) = 0, md spojité parcidlni derivace a klesd podél
vektorového pole dynamického systému, tj.

L(x(t)) =VL-x=VL-f(x)

je negativné definitni ve vhodné zvolené mnoZineé.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 312/ 344



12. kapitola Ljapunovska funkce

Pokud je L Ljapunovskd funkce a L(x(t)) je negativné definitni v celém X,
pak je pocdtek globdlné atrahujici.
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12. kapitola Ljapunovska funkce

Pokud je L Ljapunovskd funkce a L(x(t)) je negativné definitni v celém X,
pak je pocdtek globdlné atrahujici.

Uvazujme systém

= —X
y = -2

a funkci L: R? — R danou pfedpisem L(x,y) = x* + y2. Pak
L(x(6),y(£)) = 20k + 2y = —2x? — 4y? < 0.

Pocatek je tedy globalné atrahujici.
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12. kapitola Ljapunovska funkce

Geometricky jde o velmi jednoduchou Uvahu. Oznac¢ime-Lli vektorové
pole dynamického systému u = (x,y) = (—x, —2y) a vrstevnici
L(x,y) = c, coz je kruznice s vnéjsim normalovym vektorem
VL(x,y) = (2x, 2y), pak pro kazdou vrstevnici (c # 0) je uhel mezi
vnéjsi normalou a smérem trajektorie tupy, takze trajektorie vstupuji
do kruznic.

VL -u=|VL||lu|cosp <0

Ya

v
{)e

L(z,y)=a2"+y*=c
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12. kapitola Ljapunovska funkce

Nyni pouzijeme velmi podobnou Uvahu pro Lorenz(v systém (38), ale
uvazovat budeme Ljapunovskou funkci

L(x,y,z) = ix* + oy* 4+ o(z — 2r)2.

Jeji vrstevnice jsou elipsoidy se stfedem [0, O, 2r]. UkaZzeme, Ze od
jistého R > 0 elipsoid L(x, y,z) < R globalné atrahuje trajektorie
systéemu.
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12. kapitola Ljapunovska funkce
Nyni pouzijeme velmi podobnou Uvahu pro Lorenz(v systém (38), ale
uvazovat budeme Ljapunovskou funkci
L(x,y,z) = ix* + oy* 4+ o(z — 2r)2.

Jeji vrstevnice jsou elipsoidy se stfedem [0, O, 2r]. UkaZzeme, Ze od
jistého R > 0 elipsoid L(x, y,z) < R globalné atrahuje trajektorie
systéemu.

Plati

L(x,y,z) = 2rxx + 20yy + 20(z — 2r)z,
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12. kapitola Ljapunovska funkce
Nyni pouzijeme velmi podobnou Uvahu pro Lorenz(v systém (38), ale
uvazovat budeme Ljapunovskou funkci
L(x,y,z) = ix* + oy* 4+ o(z — 2r)2.

Jeji vrstevnice jsou elipsoidy se stfedem [0, O, 2r]. UkaZzeme, Ze od
jistého R > 0 elipsoid L(x, y,z) < R globalné atrahuje trajektorie
systéemu.

Plati

L(x,y,z) = 2rxx + 20yy + 20(z — 2r)z,

L(x,y,z) = 2rx(y — x) + 20y(rx —y — xz) + 20(z — 2r)(xy — bz)
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12. kapitola Ljapunovska funkce
Nyni pouzijeme velmi podobnou Uvahu pro Lorenz(v systém (38), ale
uvazovat budeme Ljapunovskou funkci
L(x,y,z) = ix* + oy* 4+ o(z — 2r)2.

Jeji vrstevnice jsou elipsoidy se stfedem [0, O, 2r]. UkaZzeme, Ze od
jistého R > 0 elipsoid L(x, y,z) < R globalné atrahuje trajektorie
systéemu.

Plati

L(x,y,z) = 2rxx + 20yy + 20(z — 2r)z,

L(x,y,z) = 2rx(y — x) + 20y(rx —y — xz) + 20(z — 2r)(xy — bz)
Po Upravé dostaneme
L(x,y,z) = 20 (X2 +y? + b(z - r)?) + 20br?,

takZze v R? je L shora omezena a nezaporna je jen na kompaktni
mnoziné D.
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12. kapitola Ljapunovska funkce

Pokud oznacime
R= max L(x,y,2),

pak pro libovolné ¢ > 0 bude na elipsoidu L(x, y,z) = R + ¢ platit
L(x,y,z) < 0 atim jsme nasli pozitivné invariantni L(x,y,z) <R.
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12. kapitola Ljapunovska funkce

Pokud oznacime
R= max L(x,y,2),

pak pro libovolné ¢ > 0 bude na elipsoidu L(x, y,z) = R + ¢ platit
L(x,y,z) < 0 atim jsme nasli pozitivné invariantni L(x,y,z) <R.

Lze ukazat, ze

br? ror< -+—
R = 27 4 2 ° f
Tebric pror > \3@02
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12. kapitola Cesta k chaosu

Cesta k chaosu v Lorenzové systému

Nejprve tedy vidlickovou bifurkaci pfi pfechodu pfes r = 1 (zvySenim
rozdilu teplot horniho a dolniho povrchu AT) dochazi v systemu

ke vzniku dvou symetrickych rovnovah

[£+/b(r — 1), £+/b(r — 1), r — 1], pfitemz stabilni potatek
odpovidajici stacionarnimu stavu bez rotace se stane nestabilnim
sedlem. Toto sedlo ma vzdy pro r > 1 jednorozmérnou nestabilni a
dvojrozmérnou stabilni varietu, coz lze lehce ovéfit, protoze Jacobiho
matice v pocatku

-0 0 0
DfO)=| r -1 O
0 0 —-b

ma vlastni Cislo —b < 0 a dvé dalsi vlastni Cisla Ay a Ay spliuji

A :J(l—l’) < 0.
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12. kapitola Cesta k chaosu

Ukazali jsme si, ze nestabilni separatrix pocatku (stejné tak jako
ostatni trajektorie) jsou uzavieny v pozitivné invariantni mnoziné a
musi z(stat v jistém okoli pocatku.
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12. kapitola Cesta k chaosu

Ukazali jsme si, ze nestabilni separatrix pocatku (stejné tak jako
ostatni trajektorie) jsou uzavieny v pozitivné invariantni mnoziné a
musi z(stat v jistém okoli pocatku.

Pro r < 1 jediny stabilni po¢atek atrahuje viechny trajektorie v R>,
pro r > 1 vidlickovou bifurkaci vzniklé stabilni rovnovahy (ohniska)
vytvofi své oblasti pfitazlivosti a obé nestabilni separatrix pocatku
nalezi kazda jedné z oblasti pfitazlivosti nové vzniklych rovnovah.

z
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12. kapitola Cesta k chaosu
Stabilni ohniska oviem pro o > b + 1 a parametr
o(oc+b+3)
o—-b-1
svou stabilitu ztrati subkritickou Hopfovou bifurkaci. Lorenz pouzival
hodnoty o = 10 a b = 8/3, pro né pak bifurka¢ni diagram vypada
néjak takto:
A

B =

T nestabilni
cyklus

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 319/ 344



12. kapitola Cesta k chaosu

VSimnéte si, Zze subkriticka bifurkace znamena, Ze v okoli stabilniho
ohniska existuje nestabilni cyklus. Vzhledem k symetrii systému
existuje ryom, ve kterém se oba cykly najednou rozpadnou na
separatrix sedla - pocatku.

hl x
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12. kapitola Cesta k chaosu

Pokud budeme sledovat oblast parametr(, kde rpom < r < ryg (pro
standardni parametry asi 13,9 < r < 24,7), zde existuje dvoji
chovani. V okamziku, kdy oblast pfitazlivosti zachyti trajektorii v
blizkosti stabilniho ohniska, je dynamika predikovatelna, odpovida
tlumenym oscilacim. Mimo tuto oblast se trajektorie pfechodné
chova chaoticky. Mluvime o pfechodném chaosu - transient chaos.
Pripomina to preperiodické body Bernoulliho posunu, racionalni ¢isla
s velmi vysokym jmenovatelem v zakladnim tvaru.
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12. kapitola Cesta k chaosu

Uplny chaos vznika v okamziku zaniku stabilnich ohnisek pro r = ryg.
Trajektorie jsou ,polapeny” v oblasti pfitazlivosti podivného atraktoru
a protoze rovnovahy nejsou stabilni a cykly zmizely, stfidaji kiidla
atraktoru. Ale jaky typ chaosu tu je?
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12. kapitola Cesta k chaosu

Uplny chaos vznika v okamziku zaniku stabilnich ohnisek pro r = ryg.
Trajektorie jsou ,polapeny” v oblasti pfitazlivosti podivného atraktoru
a protoze rovnovahy nejsou stabilni a cykly zmizely, stfidaji kiidla
atraktoru. Ale jaky typ chaosu tu je? To prozkoumame na Poincarého
fezu atraktorem v oblasti Uplného chaosu:

48

a6}
a4t
a0t

40+
=
N

38+

361
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12. kapitola Cesta k chaosu

Vzhedem k tomu, co jiz vime o jednodimenzionalnich zobrazenich,
tvar stanu (ac neni jednodimenzionalni) nas okamzité sméfuje ke
zdvojovani periody. Jde oviem o zdvojovani periody cyklu, takze
vznikaji Mobiovy prouzky a prouzky z prouzkd atd. V blizkosti fold
bifurkace cyklu (napf. 3-cyklu Poincarého zobrazeni) vznika
samoziejmé intermitence. To vSechno si osahame na cviceni.
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12. kapitola Cesta k chaosu

Vzhedem k tomu, co jiz vime o jednodimenzionalnich zobrazenich,
tvar stanu (ac neni jednodimenzionalni) nas okamzité sméfuje ke
zdvojovani periody. Jde oviem o zdvojovani periody cyklu, takze
vznikaji Mobiovy prouzky a prouzky z prouzkd atd. V blizkosti fold
bifurkace cyklu (napf. 3-cyklu Poincarého zobrazeni) vznika
samoziejmé intermitence. To vSechno si osahame na cviceni.

Pro velka r Lorenzlv atraktor kolabuje do stabilniho cyklu, pficemz
stabilni okna jsou pro o = 10,b = % napf. r € (99.534, 100.795),

r € (145.96, 166.07) nebo r € (214.364, co). Nékteré cykly jsou uzly,
coz neni prekvapivé.
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12. kapitola Cesta k chaosu

Vzhedem k tomu, co jiz vime o jednodimenzionalnich zobrazenich,
tvar stanu (ac neni jednodimenzionalni) nas okamzité sméfuje ke
zdvojovani periody. Jde oviem o zdvojovani periody cyklu, takze
vznikaji Mobiovy prouzky a prouzky z prouzkd atd. V blizkosti fold
bifurkace cyklu (napf. 3-cyklu Poincarého zobrazeni) vznika
samoziejmé intermitence. To vSechno si osahame na cviceni.

Pro velka r Lorenzlv atraktor kolabuje do stabilniho cyklu, pficemz
stabilni okna jsou pro o = 10,b = % napf. r € (99.534, 100.795),

r € (145.96, 166.07) nebo r € (214.364, co). Nékteré cykly jsou uzly,
coz neni prekvapivé.

Najdete zde samoziejmé mnoho cest k chaosu - intermitenci,
homoklinickou trajektorii, zdvojovani periody .... To, Ze zde dochazi
k ohybu a stfidani ,kfidel” umoznuje vysvétlit také tvar centralni
variety trivialni rovnovahy.
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12. kapitola Fraktalni dimenze a Ljapunovovo spektrum

Fraktalni dimenze a Ljapunovovo spektrum

Z definice musi platit, ze Ljapunovovo spektrum Lorenzova atraktoru
spliuje

M+N+A3=—(c+1+b) <0,
takze na chaotickém atraktoru musi byt A\; >0, A, =0a
)\3:—(O'+1+b)—)\1.
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12. kapitola Fraktalni dimenze a Ljapunovovo spektrum
Fraktalni dimenze a Ljapunovovo spektrum

Z definice musi platit, ze Ljapunovovo spektrum Lorenzova atraktoru
spliuje
M+N+A3=—(c+1+b) <0,

takze na chaotickém atraktoru musi byt A\; >0, A, =0a
)\3:—(O'+1+b)—)\1.

Kaplanova-Yorkova dimenze chaotického Lorenzova atraktoru (L) je
pak dana vztahem
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12. kapitola Fraktalni dimenze a Ljapunovovo spektrum
Fraktalni dimenze a Ljapunovovo spektrum

Z definice musi platit, ze Ljapunovovo spektrum Lorenzova atraktoru
spliuje

M+N+A3=—(c+1+b) <0,
takze na chaotickém atraktoru musi byt A\; >0, A, =0a
)\3:—(O'+1+b)—)\1.

Kaplanova-Yorkova dimenze chaotického Lorenzova atraktoru (L) je
pak dana vztahem

Pro standardni parametry o = 10, b = % ar = 28 je numericky
vypoctena hodnota maximalniho Ljapunovova exponentu

A1 = 0.9056, tedy dimgy = 2.062. Haussdorfova dimenze pro
standardni parametry je odhadovana numericky na 2.06 + 0.01.
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12. kapitola Fraktalni dimenze a Ljapunovovo spektrum

V roce 2016 Genadij A. Leonov s kolegy nasli analyticky pfistup
zalozeny na Ljapunovskych funkcich a v [LKKK16] publikovali exaktni
vzorec pro kvalitni horni odhad Kaplanovy-Yorkovy dimenze
chaotického Lorenzova atraktoru na Siroké mnoziné parametrd,
vcetné standardnich, tvaru:

20+2b+2

dime(L):S—
0+1+\/(071)2+40r
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12. kapitola Fraktalni dimenze a Ljapunovovo spektrum

V roce 2016 Genadij A. Leonov s kolegy nasli analyticky pfistup
zalozeny na Ljapunovskych funkcich a v [LKKK16] publikovali exaktni
vzorec pro kvalitni horni odhad Kaplanovy-Yorkovy dimenze
chaotického Lorenzova atraktoru na Siroké mnoziné parametrd,
vcetné standardnich, tvaru:

204+2b+2
0+1+\/(071)2+40r

dime (L) =3

Horni hranici Kaplanovy-Yorkovy dimenze (shodnou s informacni
dimenzi) tak odhaduje pro standardni parametry na

82
L ]
33 4+ 3/1201
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Rizeni chaosu a synchronizace




13. kapitola

Co se naucime:

m OGY metodu
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13. kapitola

Co se naucime:

m OGY metodu
m popsat synchronizaci oscilaci
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13. kapitola

Co se naucime:

m OGY metodu
m popsat synchronizaci oscilaci
m znat synchronizaci chaotické dynamiky
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13. kapitola Rizeni chaosu

Rizeni chaosu

V roce 1982 planovala NASA vyslani rakety k Giaccobiniho-Zinnerové
kometé. Napadla je ale levnési varianta, nez posilat lod ze Zemé.
Vyuzit sondu, ktera jiz ukoncila svou misi v blizkosti Mésice, ale méla
zbytky paliva. Dynamicky systém Zemé-Mésic-sonda je chaoticky a
vyckanim na vhodny okamzik bylo mozné vyuzit gravitace Mésice

k urychleni sondy a k jejimu vyslani ke kometé hluboko do Slune¢ni
soustavy.

L.Pfibylova « Bifurkace, chaos a fraktaly « 13. ¢ervna 2021 329/ 344



13. kapitola Rizeni chaosu

Pravdépodobné Slo o prvni vyuziti chaotické trajektorie a tzv. fizeni
(kontroly) chaosu. Moznost fizeni chaotické dynamiky (chaos control)
a synchronizace se tak na konci minulého stoleti dostaly do popredi
védeckého zajmu vzhledem k moznym aplikacim v Sifrovaném
prenosu dat, v elektrotechnice a mechatronice (boost convertery),
aplikacich vyuzivajicich tunelového jevu kvantové mechaniky
(Josephsondyv jev), mechanice, fyzice (fizeni turbulenci, laserd, chaosu
v plazmé), strojirenstvi (fizeni oscilaci), chemickém a
zpracovatelském primyslu (michani, zpracovani tekoucich materiald),
biologii, ekologii, ekonomii a mediciné (mikro biosensory).
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13. kapitola Rizeni chaosu

Pravdépodobné $lo o prvni vyuziti chaotické trajektorie a tzv. fizeni
(kontroly) chaosu. Moznost fizeni chaotické dynamiky (chaos control)
a synchronizace se tak na konci minulého stoleti dostaly do popredi
védeckého zajmu vzhledem k moznym aplikacim v Sifrovaném
prenosu dat, v elektrotechnice a mechatronice (boost convertery),
aplikacich vyuzivajicich tunelového jevu kvantové mechaniky
(Josephsondyv jev), mechanice, fyzice (fizeni turbulenci, laserd, chaosu
v plazmé), strojirenstvi (fizeni oscilaci), chemickém a
zpracovatelském primyslu (michani, zpracovani tekoucich materiald),
biologii, ekologii, ekonomii a mediciné (mikro biosensory).

V roce 1990 Ott, Grebogi a Yorke uvedli praktickou metodu (Uspésnou
i v aplikacich) stabilizace nestabilnich chaotickych cykld. Metoda je
zalozena na faktu, Ze chaoticky atraktor obsahuje nekonetné husté
mnozstvi nestabilnich cykld. Ty jsou stabilizovany malymi
perturbacemi kontrolniho parametru.
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13. kapitola Rizeni chaosu

Uvazujme zobrazeni

x(n+1)=f(x(n),a), (39)

kde a je dostupny parametr, ktery mizeme zménit v nejakém okoli
své ,nominalni“ hodnoty ag. Ozna¢me x*(a) nestabilni pevny bod
zobrazeni (39). V malém okoli ag mizeme aproximovat

x(n+1) — x*(ao) = Df(x*(a0), ao)(x(n) — x*(ao)) + ¢(a — ao), (40)

kde ¢ = %(x*(ao), ao) je sloupcovy vektor.
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13. kapitola Rizeni chaosu

Vzhledem k transitivnosti a hustoté chaotické trajektorie musi v
néjakém malém okoli x*(ap) pro néjaké x(n) platit

a—ay = —k- (x(n) —x*(aop)) (41)
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13. kapitola Rizeni chaosu

Vzhledem k transitivnosti a hustoté chaotické trajektorie musi v
néjakém malém okoli x*(ap) pro néjaké x(n) platit

a—ag = —k-(x(n) —x*(ao)) (41)
Substituci (41) do (40) dostaneme
x(n+1) —x*(ao) = (Df(x*(ao0), do) — ck)(x(n) — x* (o))

Volbou k = (K1, ..., kn) miZeme dosahnout stability regulovaného
pevného bodu, tj. najdeme k tak, aby

|Df (x*(ag), ao) — ck| < 1.
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13. kapitola Synchronizace
Podobné jako fizeni dynamiky v blizkosti nestabilnich cykld a jejich

stabilizace je v praxi velice vyuzitelna synchronizace cykll vice
oscilatorl nebo chaotickych atraktord.
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13. kapitola Synchronizace

Pro popis Uuplné nebo fazové synchronizace miizeme pouzit
nasledujiciho triku. Na typickém periodickém atraktoru (limitnim
cyklu, toru nebo vhodném chaotickém atraktoru) definujeme
priseciky Poincarého fezem v Case t;

t—ty

ot)=2n——
() tn+1—tn

Pro limitni cyklus je x(t,) = x(t,1) a €as T = t,.1 — t, je periodou
cyklu a _
0 =£(0),

kde f je difeomorfismem na kruznici. Synchronizaci faze tedy lze
vysvétlit Arnoldovymi jazyky. Jednoduchy pfiklad jsme si uvedli

v pfredmétu Nelinearni dynamika jako synchronizaci dvou spfazenych
oscilatord fold bifurkaci na kruznici, zvanou také SNIPER -
Saddle-Node Infinite PERiod bifurcation.
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13. kapitola Synchronizace

Uvazujme dva dynamické systémy v R vzajemné provazané
C € R™ x R™ (matice sil, napf. diagonalni).

x=f(x)+Cy—x), y=f(y)+Clx—y). (42)

Predpokladejme, ze nejprve pro C = 0 systémy dokonverguji do
blizkosti svého globalniho atraktoru (cyklu, toru, chaotického
atraktoru) v m-rozmérném stavovém prostoru. Pokud budeme ménit
C, napf. zvySovat hodnoty na diagonale, bude systém (42)

v 2m-rozmérném prostoru, pricemz

u=x+y, v=x-y
spliuji nasledujici:

u=x+y=Ffx)+f(y),
trajektorie popsana pomoci u(t) je tedy trajektorie na atraktoru.
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13. kapitola Synchronizace

Druha proménna predstavuje rozdil mezi trajektoriemi.
v=x—y=f(x)—f(ly)-2Cv

av = 0 je rovnovahou. Tato rovnovaha predstavuje synchronizovanou
dynamiku na atraktoru. Linearizaci ale dostavame, ze

v = (DF(£(1)) — 2C)v,

kde £(t) je trajektorie na atraktoru. Proto dostate¢na velikost
provazani C vede nutné k synchronizaci.
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13. kapitola Synchronizace

Dalsim typickym pfikladem synchronizace jsou systémy typu
~master-slave’, kdy fidici signal hlavniho systému (master)
synchronizuje podfizeny systém (slave). Zde si ukazeme synchronizaci
podfizeného systému s hlavnim systémem - Lorenzovym chaotickym
atraktorem, tj.

_G(X_y)a
= IIX—y—Xz,
z = —bz+xy

se standardnimi parametry. PodFizeny systém z hlavniho piebira
pouze x(t), tj. jde o dvojrozmérny neautonomni systém

ys = mx(t) —ys — x(t)zs,
z; = —bzs+ x(t)ys.
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13. kapitola Synchronizace

Uplnou synchronizaci master a slave chaotickych signall lze dokazat
nalezenim Ljapunovské funkce pro systém, ktery je rozdilem
stavovych promeénnych obou atraktor(. Ozname e, =y — ys a

e; =z — zs. Pak plati

e, = —be,+x(t)ey,

cozZ je systém s nulovou rovnovahou. Ljapunovska funkce
L(ey,e;) =€) + €3
je pozitivné definitni a plati
L(t) = 2e,e, + 2e,e, = —2e} — 2be? < 0

vSude kromé pocatku, takze se podfizeny systém musi synchronizovat
s hlavnim dokonce exponencialné rychle.
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13. kapitola Synchronizace

Podobné miiZze dostate¢né silny bily Sum, kterému jsou vystaveny dva
totozné systémy, zpUsobit to, ze se synchronizuiji.
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