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VSechno se méni, jen zména trva.
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Prolog

Vécna je jenom zmeéna.
Hérakleitos asi 540 pr. n. L. - 480 pf. n. L

VSechno se méni, jen zména trva.
Israel Zangwill, britsky spisovatel 1864 - 1926

Prirozenosti viech jevl je ménit se v kazdém
okamziku, naznaCuje nam to, ze vsechny jevy
postradaji schopnost trvat, postradaji schopnost byt
stale stejné.

soucasny 14. dalajlama
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Dynamické systémy




1. kapitola Dynamické systémy

Co se naucime:

m popsat dynamicky systém matematickou formou
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1. kapitola Dynamické systémy

Co se naucime:

m popsat dynamicky systém matematickou formou
m rozlisit rGzné typy dynamickych systéma
m porozumét novym pojmUdm - trajektorie, atraktor, stabilita
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1. kapitola Dynamické systémy

Dynamickym systémem rozumime trojici {T, X, '}, kde T je ¢iselnd
mnozina (Cas), X je metricky prostor, ktery nazyvdme fazovym
prostorem, a ¢! je parametricky systém evolucnich operdtort

s parametrem t € T definovanych jako zobrazeni @' : X — X, které
zobrazuje poldtecni stav xo € X na néjaky stav x; = @'xg € X.
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prostorem, a ¢! je parametricky systém evolucnich operdtort

s parametrem t € T definovanych jako zobrazeni @' : X — X, které
zobrazuje poldtecni stav xo € X na néjaky stav x; = @'xg € X.

V pfipadé, ze T = Z mluvime o diskrétnim dynamickém systému, je-li
T = R mluvime o spojitém dynamickém systému.
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1. kapitola Dynamické systémy

Dynamickym systémem rozumime trojici {T, X, '}, kde T je ¢iselnd
mnozina (Cas), X je metricky prostor, ktery nazyvdme fazovym
prostorem, a ¢! je parametricky systém evolucnich operdtort

s parametrem t € T definovanych jako zobrazeni @' : X — X, které
zobrazuje poldtecni stav xo € X na néjaky stav x; = @'xg € X.

V pfipadé, ze T = Z mluvime o diskrétnim dynamickém systému, je-li
T = R mluvime o spojitém dynamickém systému.

Poznamka

Fakticky miize jit o cokoliv méfitelného, co se méni v case... Teplota hrnku
kafe, kurz koruny, pocet studentti v daném semestrul...
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1. kapitola Dynamické systémy

Definice
Deterministickym dynamickym systémem rozumime systém {T, X, '}
splriujici podminku

kde id je identita na X, tj. Vx € X : idx = x. Tato vlastnost rikd, Ze
systém spontdnné neméni svij stav.
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1. kapitola Dynamické systémy

Definice

Deterministickym dynamickym systémem rozumime systém {T, X, '}
splriujici podminku

kde id je identita na X, tj. Vx € X : idx = x. Tato vlastnost rikd, Ze
systém spontdnné neméni svij stav.

Touto podminkou vylu¢ujeme nahodné jevy, napf. kurz koruny nebo
pocet studentl v daném semestru... i kdyz prakticky vse je disledkem
toho, co jiz bylo... anebo tomu tak neni? Z hlediska kvantové
mechaniky je zase v3e nahodné. Takze jde vlastné o nas pfistup k véci.
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1. kapitola Dynamické systémy

Definice

Autonomnim dynamickym systémem rozumime deterministicky systém
{T, X, '} splriujici podminku

P =plo

tj. Vx € X : p'x = ol (p°x), pokud jsou definovdny obé strany rovnice.
Tato vlastnost fikd, Ze se ,zdkony evoluce® neméni béhem casu.
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1. kapitola Dynamické systémy

Definice

Autonomnim dynamickym systémem rozumime deterministicky systém
{T, X, '} splriujici podminku

P =plo

tj. Vx € X : p'x = ol (p°x), pokud jsou definovdny obé strany rovnice.
Tato vlastnost fikd, Ze se ,zdkony evoluce® neméni béhem casu.

Autonomni systémy jsou dany pfedchozimi v ¢ase ménicimi se stavy,
nikoliv samotnym ¢asem.
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1. kapitola Dynamické systémy

Typickym spojitym pfikladem autonomniho systému je v ¢ase ménici
se stav x(t) podle obycejné diferencialni rovnice

x(t) = LW = f(x(t)), teR*(pfip.R).
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se stav x(t) podle obycejné diferencialni rovnice

x(t) = LW = f(x(t)), teR*(pfip.R).
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1. kapitola Dynamické systémy

Typickym spojitym pfikladem autonomniho systému je v ¢ase ménici
se stav x(t) podle obycejné diferencialni rovnice

x(t) = LW = f(x(t)), teR*(pfip.R).

Typickym diskrétnim pfikladem je v ¢ase skokové ménici se stav

Xnt1 = f(Xn), n € N(pfip. Z).

Jde o dynamické systémy, kde zavislost na ¢ase neni explicitni, pouze
skrze ménici se stavové proménné.
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Dynamicky systém - k\#/atlo \




1. kapitola Kyvadlo

Model kyvadla:
0 _ x(t) = rsing(t)
T y(t) = rcosg(t)
12 h(t) = r—y(t)

© = ¢(t) je uhlové vychyleni

zavésu kyvadla od vertikalni osy.

Plati zakon zachovani energie -

h(t soucet kinetické a potencialni
7 energie je konstantni:

Im(v(t))? + mgh(t) = konst.
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1. kapitola Kyvadlo

Im(v(t))? + mgh(t) = konst.

Velikost rychlosti v(t) kyvadla lze spocitat podle Pythagorovy véty,
protoze zménu polohy v navzajem kolmych smérech x i y zname:

X = % = rcosyy
y = % = —rsinp¢
(v(1) = (x)?+ @) = r*¢?
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1. kapitola Kyvadlo

%m(v(t))z + mgh(t) = konst.

Velikost rychlosti v(t) kyvadla lze spocitat podle Pythagorovy véty,
protoze zménu polohy v navzajem kolmych smérech x i y zname:

X = % = rcosyy
y = % = —rsinpy
(v()? =)+ ()’ = r’¢’

Stejné tak vime, ze h(t) = r(1 — cos ¢),
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1. kapitola Kyvadlo

Im(v(t))* + mgh(t) = konst,

Velikost rychlosti v(t) kyvadla lze spocitat podle Pythagorovy véty,
protoze zménu polohy v navzajem kolmych smérech x i y zname:

X = % = rcosyy
y = % = —rsinpy
(v()? =)+ ()’ = r’¢’

Stejné tak vime, ze h(t) = r(1 — cos ¢), tedy plati

Imr?¢? + mgr(1 — cos ) = konst.
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1. kapitola Kyvadlo

3rg? +g(1 — cos p) = kot — g

A E.(9)

Obrazek: Fazovy portrét kyvadla bez tfeni, tlumené kyvadlo pro rlizné
hodnoty tfeni najdete v tomto videu
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https://www.youtube.com/watch?v=mc8n8Uo4RLEobr

1. kapitola Kyvadlo

2rg? +g(1 —cosp) =K

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. nora 2021 13 /388



1. kapitola Kyvadlo

2rg? +g(1 —cosp) =K

Zderivovanim dostavame

rop+gsinpp =0
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1. kapitola Kyvadlo
1ro? +g(1 —cosp) =K
5Ip g 2
Zderivovanim dostavame
rop+gsinpp =0

tedy
$(ré + gsin ) = 0.
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1. kapitola Kyvadlo

2rg? +g(1 —cosp) =K
Zderivovanim dostavame
rop+gsinpp =0
tedy
o(r¢ + gsing) = 0.

Pokud se tedy kyvadlo hybe, pak vychylka ¢ spliuje diferencialni
rovnici
Y= —% sin g
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1. kapitola Kyvadlo

2rg? +g(1 —cosp) =K

Zderivovanim dostavame

rop+gsinpp =0
tedy

P(rg + gsing) = 0.
Pokud se tedy kyvadlo hybe, pak vychylka ¢ spliuje diferencialni
rovnici

Y= —% sin g

nebo systém rovnic pro stavové promeénné x; = ¢ a x; = ¢, kde

X1 = X,

Xz = —% sin X1.
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1. kapitola Kyvadlo

m popsali jsme autonomni systém diferencialni rovnici 2. fadu
odpovidajici systému 2 diferencialnich rovnic 1. fadu (¢, ¢)
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1. kapitola Kyvadlo

m popsali jsme autonomni systém diferencialni rovnici 2. fadu
odpovidajici systému 2 diferencialnich rovnic 1. fadu (¢, ¢)

m tato rovnice odpovida implicitni rovnici 1. fadu s volitelnou
konstantou
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1. kapitola Kyvadlo

m popsali jsme autonomni systém diferencialni rovnici 2. fadu
odpovidajici systému 2 diferencialnich rovnic 1. fadu (¢, ¢)

m tato rovnice odpovida implicitni rovnici 1. fadu s volitelnou
konstantou

m trajektorie odpovidaji pevné zvolené konstanté, tvofi fazovy
portrét ve 2D

m fyzikalni interpretace této konstanty je velikost celkové energie
kyvadla, ktera se zachovava (systémy tohoto typu jsou tzv.
konzervativni)
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https://www.youtube.com/watch?v=mc8n8Uo4RLEobr

1. kapitola Kyvadlo

m popsali jsme autonomni systém diferencialni rovnici 2. fadu
odpovidajici systému 2 diferencialnich rovnic 1. fadu (¢, ¢)

m tato rovnice odpovida implicitni rovnici 1. fadu s volitelnou
konstantou

m trajektorie odpovidaji pevné zvolené konstanté, tvofi fazovy
portrét ve 2D

m fyzikalni interpretace této konstanty je velikost celkové energie
kyvadla, ktera se zachovava (systémy tohoto typu jsou tzv.
konzervativni)

m realné dynamické systémy energii ztraceji (napf. tfenim) a
nazyvaji se disipativni (viz video)
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https://www.youtube.com/watch?v=mc8n8Uo4RLEobr

1. kapitola Kyvadlo

Na diferencialni rovnice vyssich fadi mizeme tedy
pohlizet jako na systémy ODR.
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1. kapitola Kyvadlo

Napfiklad rovnici
X(t) + t2x(t) + 2x(t) = 0

mUZeme zapsat jako systém

)'(1(1') = Xz(t)
X(t) = —2xq(t) — t2xy(t),

kde x = x1 a x = x3.
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1. kapitola Kyvadlo

Napfiklad rovnici
X(t) + t2x(t) + 2x(t) = 0

mUZeme zapsat jako systém

)'(1(1') = Xz(l')
X(t) = —2xq(t) — t2xy(t),

kde x = x1 a x = x3.

Vektorové je to zapis

<5<1) B (fl(Xl,Xz,t)> _ < X2 )
x2) — \fHlx,x2,t)) — \=2x —t?x3)
tj. X = f(x, t), kde x = (Z) af = @)
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1. kapitola Kyvadlo

Rovnice
X(t) + t2x(t) + 2x(t) = 0

odpovida linearnimu systému ODR

x1(t) = xa(t)
X(t) = —2x(t) — thxy(t),

kde x = x1 a x = x3,
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1. kapitola Kyvadlo

Rovnice
X(t) + t2x(t) + 2x(t) = 0

odpovida linearnimu systému ODR

x1(t) = xa(t)
X(t) = —2x(t) — thxy(t),

kde x = x1 a x = x,, ktery ma maticovy zapis tvaru

x = A(t)x.
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1. kapitola Kyvadlo

Rovnice
X(t) + t2x(t) + 2x(t) = 0

odpovida linearnimu systému ODR

x1(t) = xa(t)
X(t) = —2x(t) — thxy(t),

kde x = x1 a x = x,, ktery ma maticovy zapis tvaru

x = A(t)x.

V nasem pfipadé je matice A = <_02 —1tz>'
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1. kapitola Kyvadlo

Rovnice
X(t) + t2x(t) + 2x(t) = 0

odpovida linearnimu systému ODR
X (t) = xa(t)
X(t) = —2x(t) — x,(t),
kde x = x1 a x = x,, ktery ma maticovy zapis tvaru

x = A(t)x.

-2 -t
Dynamicky systém je linearni, ale neni autonomni - v autonomnim
linedrnim systému jsou prvky matice nezavislé na Case, tj. konstanty.

V nasem pfipadé je matice A = < 0 L >
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1. kapitola Kyvadlo

Trajektorie s pocdtecnim bodem xo € X je uspofddand podmnozina
fdzového prostoru X

{x € X : x = 'x,Vt € T, pro které je p'xq definovdno}

V pfipadé spojitého systému jde o orientované krivky v X, v pfipadé
diskrétniho systému jsou to posloupnosti bodu v X. Fazovym portrétem
dynamického systému rozumime rozmisténi trajektorii ve fdzovém
prostoru X.

Trajektorie zakreslujeme ¢asto také jako funkce (posloupnosti)
vT xX.

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. nora 2021 18 /388



1. kapitola Kyvadlo

Ukol:

Nakreslete trajektorii x = —x
s pocateCnim bodem
(podminkou) xo = 1.
Nakreslete jiv X iv T x X.

-
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1. kapitola Kyvadlo

Diskrétni trajektorie mizeme také zakreslovat pomoci tzv.
pavucinového diagramu:

Tntl x
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1. kapitola Kyvadlo

Ukol:

Nakreslete trajektorii
Xn+1 = %Xn

s pocCate¢nim bodem
(podminkou) xo = 1.
Nakreslete jivXiv T x X.
Nakreslete také pavucinovy
diagram x,,,1 versus Xx,.

-
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1. kapitola Rovnovaha

Bod xo € X nazyvdme rovnovaznym bodem (nebo téz staciondrnim,
singuldrnim, pevnym bodem) dynamického systému, jestliZe pro vSechna
t €T plati

t
@ Xg = Xq.
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1. kapitola Rovnovaha

Bod xo € X nazyvdme rovnovaznym bodem (nebo téz staciondrnim,
singuldrnim, pevnym bodem) dynamického systému, jestliZe pro vSechna
t €T plati

t
@ Xg = Xq.

Dynamicky systém se nachazi v rovnovaze, jestlize se neméni jeho
stavové proménné.

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. nora 2021 22/388



1. kapitola Rovnovaha

Bod xo € X nazyvdme rovnovaznym bodem (nebo téz staciondrnim,
singuldrnim, pevnym bodem) dynamického systému, jestliZe pro vSechna
t €T plati

t
@ Xg = Xq.

Dynamicky systém se nachazi v rovnovaze, jestlize se neméni jeho
stavové proménné.

Kyvadlo, které visi a nehoupe se:p =0a ¢ =0.
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1. kapitola Rovnovaha

Autonomnim systémem diferencialnich rovnic rozumime systém
x = f(x), (1)

kde x € X = R™ a vektorovd funkce f : R™ — R™ je dostatecné hladkd.

Poznamka
RovnovdzZné body autonomniho systému (23) splriuji systém rovnic

fx)=0.
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1. kapitola Rovnovaha

Definice
Autonomnim systémem diferencnich rovnic rozumime systém

Xn+1 :f(Xn), (2)

kde x € X = R™ a vektorovd funkce f : R™ — R™ je dostatecné hladkd.
Nékdy mluvime také o systému iterovanych funkci (ITF) nebo jen
o iteracich.

Poznamka
RovnovdzZzné body autonomniho systému (2) splriuji systém rovnic

fx) =x.
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Vratme se ke kyvadlu




a jeho rovnovaze.




1. kapitola Rovnovaha

Kyvadlo popisuje systém rovnic pro stavové proménné x; = ¢ a
Xy = gb, kde
X1 = Xy,

5(2 = —% sin X1.
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1. kapitola Rovnovaha

Kyvadlo popisuje systém rovnic pro stavové proménné x; = ¢ a
Xy = gb, kde

X1 = Xy,

).(2 = g sin X1.

r

Poloha kyvadla se neméni, pokud x; = 0, tj. x; = ¢ = 0.
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1. kapitola Rovnovaha

Kyvadlo popisuje systém rovnic pro stavové proménné x; = ¢ a
Xy = gb, kde

X1 = X,

Xz = g sin X1.

r

Poloha kyvadla se neméni, pokud x; = 0, tj. x, = o = 0.
Rychlost kyvadla se neméni, pokud x; = 0.
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1. kapitola Rovnovaha

Kyvadlo popisuje systém rovnic pro stavové proménné x; = ¢ a
Xy = (,b, kde

X1 = Xy,

5(2 = g sin X1.

r

Poloha kyvadla se neméni, pokud x; = 0, tj. x, = o = 0.

Rychlost kyvadla se neméni, pokud x; = 0.

Odtud tedy musi pro rovnovahu platit nejen ¢ = 0, ale i sinp = 0.
Dostavame tak nekone¢né mnoho konstantnich reseni

o =kr, k €L

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. Unora 2021 27 /388



1. kapitola Stabilita

Definice
RovnovdzZzny bod xq se nazyvd stabilni, jestliZe
m pro kaZdé libovolné malé okoli U rovnovdzného bodu x existuje
okoli V bodu xq takoveé, Ze Vx € V a V't > 0 plati p'x € U (tento typ
stability nazyvdme Ljapunovskou stabilitou),
m existuje okoli Uy rovnovdzného bodu xq takoveé, Ze p'x — xq pro
x € Uy at — oo (tento typ stability nazyvdme asymptotickou
stabilitou).
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1. kapitola Stabilita

Stabilni rovnovaha:

U=10
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Je rovnovaha kyvadla
stabilni?




Je rovnovaha kyvadla
stabilni?

Spravna odpovéd je - jak ktera.




Je rovnovaha kyvadla
stabilni?

Spravna odpovéd je - jak ktera.
Tahle ano - v realité ...




Je rovnovaha kyvadla
stabilni?

Spravna odpovéd je - jak ktera.
Tahle ano - v realité ...

Pro nas model bez tfeni je
rovnovaha stabilni pouze
Ljapunovsky, nikoliv asymptoticky.




1. kapitola Stabilita

Vidite proc¢?
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1. kapitola Stabilita

Poznamka

Stabilni rovnovdha x se Casto nazyvd také atraktorem a nejvétsi okoli
Uy bodu xq z definice asymptotické stability se nazyvd oblasti
pritazlivosti (basin of attraction). Chybné se termin do Cestiny nékdy
preklddd jako bazén pfitazlivosti. Basin je ale v prekladu do ceStiny
povodi nebo kotlina. Trajektorie z povodi tak stékaji ke stabilni rovnovdze,
které se nékdy rikd také stok. Tato terminologie souvisi s pojmem toku,
ktery predstavuje vektorové pole prislusné dané diferencidlni rovnici

v kazdém bodé fdzového (stavového) prostoru. Fdzovy prostor je zase
pozustatkem prvnich modeldi oscildtort (tedy i kyvadell), kdy stavovou
proménnou byla fdze. Pojem fdzovy portrét (phase portrait) uz zistal a
stavovy portrét se nepouzivad.
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1. kapitola Stabilita

Invariantni mnozinou S rozumime podmnoZinu X spliiujici

X0€ES = 'xgeS VteT.

Mlzeme také rozliSovat invarianci jen pro t > ty (pozitivné nebo
dopredné invariantni mnozina).

Definice
Uzavrend invariantni mnoZina S se nazyvd stabilni, jestliZe

m pro kaZdé libovolné malé okoli U mnoZiny S existuje okoli V
mnoZziny S takové, Ze ¥x € V a vVt > 0 plati p'x € U (tento typ
stability nazyvdme Ljapunovskou stabilitou),

m existuje okoli Uy mnoZiny S takové, Ze p'x — S prox € Ug a
t — oo (tento typ stability nazyvdme asymptotickou stabilitou).

MnoZina S se téZ nazyvd atraktorem.
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2. kapitola

Co se naucime:

m popsat linearni dynamicky systém matematickou formou

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. Unora 2021 35/388



2. kapitola

Co se naucime:

m popsat linearni dynamicky systém matematickou formou
m porozumét jeho dynamice
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2. kapitola

Co se naucime:

m popsat linearni dynamicky systém matematickou formou
m porozumét jeho dynamice
m vytvofit si souvislost mezi pojmy z linearni algebry a dynamiky
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2. kapitola Linearni dynamika

Nejprve uvazujme linearni diferencialni rovnici
X = ax, (3)

kde a € R je pevné dané &islo. Redenim takové rovnice jsou pravé
exponencialni funkce
x(t) = xge™,

pficemz ziejmé plati x(0) = xo. Rovnovaznym bodem je tedy x(t) = 0.
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2. kapitola Linearni dynamika

Nejprve uvazujme linearni diferencialni rovnici
X = ax, (3)

kde a € R je pevné dané &islo. Redenim takové rovnice jsou pravé
exponencialni funkce

x(t) = xge™,
pficemz ziejmé plati x(0) = xo. Rovnovaznym bodem je tedy x(t) = 0.
Tato jednoducha diferencialni rovnice se pouziva v mnoha realnych
aplikacich. Mlzeme ji pouzit jako Malthusiv model rlstu populace
s mirou rdstu a vyuzitelny napf. pro predikci vyvoje svétové populace,
pro datovani organickych material(l radiokarbonovou metodou nebo
pro ureni odhadu ¢asu pfi chladnuti téles podle Newtonova zakona
ochlazovani, ktery lze vyuzit napf. pfi konstrukci tepelnych Cerpadel,
ledni¢ek nebo chlazeni sarkofagu Cernobylské elektrarny ...
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My ovSem pro jednm;\l)d-igst ztistaneme u hrnku
kavy. \
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2. kapitola Kava

Newtontiv model ochlazovani kavy:

Predstavme si hrnek horké kavy (o teploté Ty) a postavené do
mistnosti s teplotou T*. Stavova proménna bude teplota kavy T,
parametrem bude k € R, které bude zaviset ostatnich fyzikalnich
veli¢inach (mérna tepelna kapacita kavy, tvar hrni¢ku nebo kelimku,
material apod.).
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2. kapitola Kava

Newtontiv model ochlazovani kavy:

Predstavme si hrnek horké kavy (o teploté Ty) a postavené do
mistnosti s teplotou T*. Stavova proménna bude teplota kavy T,
parametrem bude k € R, které bude zaviset ostatnich fyzikalnich
veli¢inach (mérna tepelna kapacita kavy, tvar hrni¢ku nebo kelimku,
material apod.).

Zména teploty kavy bude pfiblizné umérna rozdilu teplot kavy a
mistnosti. Kava chladne rychleji pfi vétSim rozdilu teplot.
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2. kapitola Kava

Ukol:
Vyreste rovnici: %(tt) = k(T* — T(t)).

s pocatecni podminkou
T(0) = To. Odhadnéte k pro
konkrétni hrnek kafe.

Najdéte rovnovazny bod
rovnice a urcete jeho
stabilitu.

Odhadnéte, za jak dlouho

kava "vystydne". Teoreticke
‘ vysledky srovnejte

s méfenim.

-
/m
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2. kapitola Kava

Domaci ukol:

\'% angllckem hrabstvi Hampshlre StOjI hrad ze ey

tvrdl, Ze jde o kulaty stul krale
i). Radiokarbonovou metodou
uhliku 13C) ovéfte tuto hypotézu.

40/ 388


https://en.wikipedia.org/wiki/Winchester_Castle

2. kapitola Linearni systémy

Definice

Linearnim autonomnim systémem m diferencnich rovnic rozumime
systém

Xpi1 = AXxp, (5)

kde matice A € R™*™ g x, € R™ je vektor stavovych proménnych v case

Poznamka

Uvédomme si, Ze matice A je matici linedrniho zobrazeni ve standardni
ortonormdlni bdzi prostoru R™, které zobrazuje vektor x, na vektor X, 1.
Volbou pocdtecniho vektoru xq tak dostdvdme kaZdy vektor iterované
posloupnosti ve tvaru x, = A"xq. Nékdy mluvime také o linedrnim
systému iterovanych funkci nebo o iteracich afinnich transformaci.
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2. kapitola Linearni systémy

Linearnim autonomnim systémem m diferencidlnich rovnic rozumime
systém

X = Ax, (6)

kde matice A € R™*™ g x € R™ je vektor stavovych proménnych, které
Jsou funkcemi &asu, tj. x = x(t) = (x1(t), ... xm(t))", kde pfitom
xi:R—=Rproie{l,...m}.

Poznamka

Derivace je linedrni operdtor, tedy pro libovolnou matici T € R™*™ plati

dix __ T
W_Tx.

Proto i v tomto pfipadé bude linedrni zobrazeni fundamentdlnim pojmem
a klicem k pochopeni fady predklddanych tvrzeni.
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2. kapitola Rovnovaha v linearnim systému

RovnovdZznym bodem linedrniho autonomniho systému (5) resp. (6) je
pocdtek x = 0.

Pokud je matice A — I resp. A regularni, je to jedina rovnovaha
systému (5) resp. (6).
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2. kapitola Rovnovaha v linearnim systému

Kazdy linearni diferencni systém tvaru

Ynt1 :Ayn+b7 (7)

kdey, b € X = R" s regularni A — I lze pfevést do tvaru (5).
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2. kapitola Rovnovaha v linearnim systému

Kazdy linearni diferencni systém tvaru
Yns1 :Ayn+b7 (7)
kdey, b € X = R" s regularni A — I lze pfevést do tvaru (5).

Ay +b=y

ma v takovém pfipadé jediné feseni y, = (I — A)~!b a transformace
X =Yy — Yy, posouva rovnovahu do pocatku.
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2. kapitola Rovnovaha v linearnim systému

Kazdy linearni diferencialni systém tvaru
y =Ay +b, (8)

kdey, b € X = R" s regularni A lze pfevést do tvaru (6).
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2. kapitola Rovnovaha v linearnim systému

Kazdy linearni diferencialni systém tvaru
y=Ay+b, (8)
kdey, b € X = R" s regularni A lze pfevést do tvaru (6).

Ay+b=0

ma v takovém pfipadé jediné feSeni y, = —A~1b a transformace
X =Yy — Yy, posouva rovnovahu do pocatku.
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2. kapitola Linearni zobrazeni

Uvazujme linearni zobrazeni L : R™ — R™ a matici A tohoto
zobrazeni ve standardni ortonormalni bazi prostoru R™. Geometricka
predstava takového zobrazeni a jeho vlastnich ¢isel a vektord je
velmi dllezita, proto si chvili pohrajme s nasledujici aplikaci.

vz

2 U' _ +14 +06
! |2 ~ +0  +14
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2. kapitola Linearni zobrazeni

7 vr

Pro vlastni ¢islo (vlastni hodnotu) matice A € R™*™ pfislusné
vlastnimu vektoru v € R™ plati

Av = )v,
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2. kapitola Linearni zobrazeni

Pro vlastni ¢islo (vlastni hodnotu) matice A € R™*™ pfislusné
vlastnimu vektoru v € R™ plati

Av = )v,
tj. vlastni Cisla hledame jako kofeny charakteristického polynomu

det(A — M) = 0.
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2. kapitola Linearni zobrazeni

Pro vlastni ¢islo (vlastni hodnotu) matice A € R™*™ pfislusné
vlastnimu vektoru v € R™ plati

Av = )v,

tj. vlastni Cisla hledame jako kofeny charakteristického polynomu

det(A— AI) = 0.
Matice A ma v komplexnim oboru m vlastnich hodnot {A1,..., Ap} a
prisludné vlastni vektory {v,,, ..., vy, } tvofi bazi C".
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https://www.youtube.com/watch?v=PFDu9oVAE-g
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2. kapitola Linearni zobrazeni

Pro vlastni ¢islo (vlastni hodnotu) matice A € R™*™ pfislusné
vlastnimu vektoru v € R™ plati

Av = )v,

tj. vlastni Cisla hledame jako kofeny charakteristického polynomu

det(A— AI) = 0.
Matice A ma v komplexnim oboru m vlastnich hodnot {A1,..., Ap} a
prisludné vlastni vektory {v,,, ..., vy, } tvofi bazi C".

Matice T tvofena m nezavislymi vlastnimi vektory (po sloupcich) tedy
spliuje

M - 0
A.T:T- 0 '.. 0
0 - Ay
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2. kapitola Linearni zobrazeni

V pripadé nasobnych vlastnich hodnot miize obsahovat bloky tvaru

0 A
zobecnéné vlastni vektory.

Al vy . v iy ey
< ) pricemz sloupce matice T v tomto pripadée tvofi tzv.
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2. kapitola Linearni zobrazeni

V pripadé nasobnych vlastnich hodnot miize obsahovat bloky tvaru

0 A
zobecnéné vlastni vektory.

Al vy . v iy ey
< ) pricemz sloupce matice T v tomto pripadée tvofi tzv.

K vlastnimu vektoru v = wy spliujicimu Av = Av pfidavame dalsi
vektory w; splniujici Aw; = A\w; + w,_1, kde i nabyva hodnot od 1 do
geometrické nasobnosti k vlastniho Cisla A. Mnozina {wy, ... wy} pak
tvofi bazi prostoru zobecnénych vlastnich vektor(.
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2. kapitola Linearni zobrazeni

V pripadé nasobnych vlastnich hodnot miize obsahovat bloky tvaru

0 A
zobecnéné vlastni vektory.

Al vy . v iy ey
< ) pricemz sloupce matice T v tomto pripadée tvofi tzv.

K vlastnimu vektoru v = wy spliujicimu Av = Av pfidavame dalsi
vektory w; splniujici Aw; = A\w; + w,_1, kde i nabyva hodnot od 1 do
geometrické nasobnosti k vlastniho Cisla A. Mnozina {wy, ... wy} pak
tvofi bazi prostoru zobecnénych vlastnich vektor(.

Linearni regularni transformace A — J = T~ AT prevadi matici A na
komplexni Jordandv kanonicky tvar J. Realny tvar s realnym blokem

(6] Voo ’ v
< 3 g) dostaneme, pokud pouzijeme misto komplexné
sdruzenych vektord v a v realnou a imaginarni ¢ast u a w vektoru
v=u-+iw.
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2. kapitola Linearni zobrazeni

Ukol:

Najdéte vlastni Cisla a
mnozinu zobecnénych
vlastnich vektor( matice

18451940
A= | =1 3 ol
R L% )

matici T a prevedte ji na
Jordanuv kanonicky tvar.

»
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2. kapitola Iterovana zobrazeni v roviné

Pohrajeme si s iteracemi tvaru (5) x,+1 = Ax,.

Tady spustte aplikaci.
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2. kapitola Iterovana zobrazeni v roviné

Domaci ukol:

Naprogramujte si v programu
Matlab svUj skript, ktery bude
iterovat zvoleny bod v roviné
se zvolenym poctem iteraci a
zvolenou matici zobrazeni a
bude vykreslovat iterace
spolu s vlastnimi Cisly a
vektory. Vyzkousejte si rlizné
varianty - jak matic, tak
startovacich bodu.
Prozkoumejte hlavné sméry
‘ vlastnich vektor(.

-
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2. kapitola Iterovana zobrazeni v roviné

Uvazujme tedy nas linearni diferencni autonomni systém (iterovana
linearni zobrazeni)
Xn-',-l — Axl’h

kde x, € R™, A € R™"™ n c Ny s poCate¢ni podminkou xg. Odtud

n
x, = A"xg.
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2. kapitola Iterovana zobrazeni v roviné

Uvazujme tedy nas linearni diferencni autonomni systém (iterovana
linearni zobrazeni)
Xn-',-l — Axl’h

kde x, € R™, A € R™"™ n c Ny s poCate¢ni podminkou xg. Odtud
x, = A"xg.

Oznacme vlastni hodnoty sestupné |A1| > [A\;| > -+ > |Ap|. Protoze
Xg mUzeme zapsat jako linearni kombinaci nezavislych vlastnich
vektor( {vy,,...,vy,} (tvofi bazi):

Xo = K1V, + kv, + o+ KkmVa,,,

muUzeme feseni x, vyjadrit.
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2. kapitola Iterovana zobrazeni v roviné

V ptipadé nenasobnych vlastnich &isel dostavame
X, = An(le}\1 —+ sz)\Z + -+ ka)\m)
kl)\QV)\l + k2/\r27V)\2 —+ -+ km)\anAm
= Mlkavs, () v+ k() )

1
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2. kapitola Iterovana zobrazeni v roviné

V ptipadé nenasobnych vlastnich &isel dostavame

X, = An(/(lV)\1 —+ sz)\z + -+ ka)\m)
= kl)\QV)\l + kz/\gV)\z + -+ k,,,)%v,\m

= )\,{(le)\l + kz (%)”V)\z 4+ 4 km(%)nVAm).

Pro nasobna vlastni ¢isla je tfeba za pro zobecnéné vektory w;
dosadit Aw; = Aw; + w;_1.
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2. kapitola Iterovana zobrazeni v roviné

V ptipadé nenasobnych vlastnich &isel dostavame

X, = An(/(lV)\1 +k2V)\2 —I—---—i—ka)\m)
= kl)\QV)\l + kz/\gV)\z + -+ k,,,){,@v,\m
= )\'{(/qV)\l +k2(%)nV)\z + "'+km(/)\\f’f)nV)\m).

Pro nasobna vlastni ¢isla je tfeba za pro zobecnéné vektory w;
dosadit Aw; = Aw; + w;_1.

Rovnovaznym bodem systému (5) je polatek, ktery je asymptoticky
(dokonce exponencialné) stabilni, pokud |\1| < 1.V pfipadé |A\1| > 1
je pocatek nutné nestabilni. Je-li [A\1| = 1, nemUiZe byt polatek
asymptoticky stabilni.
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2. kapitola Iterovana zobrazeni v roviné

Pro systém diferencialnich rovnic bude situace podobna. Je-li A € C
vlastni ¢islo matice A a v pfislusny vlastni vektor, je funkce

»(t) = eMv evidentné Fedenim rovnice (6) x = Ax, diky zakladni
vlastnosti vlastniho vektoru: Av = \v.
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2. kapitola Iterovana zobrazeni v roviné

Pro systém diferencialnich rovnic bude situace podobna. Je-li A € C
vlastni ¢islo matice A a v pfislusny vlastni vektor, je funkce

»(t) = eMv evidentné Fedenim rovnice (6) x = Ax, diky zakladni
vlastnosti vlastniho vektoru: Av = \v.

Pfipomefime Eulerdv tvar komplexniho ¢&isla e = cos 1) + isin ).
Pokud A = a + i € C, pak

o(t) = el Bty = e (cos B + isin B)v.
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2. kapitola Iterovana zobrazeni v roviné

Pro m rliznych vlastnich Cisel dostavame m nezavislych feseni.
Protoze feSeni rovnice (6) tvofi vektorovy prostor dimenze m
(popremyslejte proc ;-) ), jsou tato feSeni bazi tohoto prostoru. Jejich
libovolna linearni kombinace je tedy feSenim a takto dostavame
vSechna feseni, protoze baze generuje vektorovy prostor. V pfipadé
vlastnich Cisel s nenulovou imaginarni ¢asti dava dvojice komplexné
sdruzenych vlastnich ¢isel a vektor(i komplexni fedeni tvaru ¢(t) a
®(t), a proto lze vybrat i realnou dvojici nezavislych feseni do baze
feSeni.
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2. kapitola Iterovana zobrazeni v roviné

Pokud je A = a+ i € C, B8 # 0, vlastni ¢islo realné matice A a
v = u+ iw pfislusny vlastni vektor, je Av = \v.

=

(Av) = (W)
AV = )v,

takze funkce o(t) = e Mv a p(t) = eMV jsou dvé nezavisla fedeni
rovnice (6) x = Ax
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2. kapitola Iterovana zobrazeni v roviné

Pokud je A = a+ i € C, B8 # 0, vlastni ¢islo realné matice A a
v = u+ iw pfislusny vlastni vektor, je Av = \v.

=

(Av) = (Av)
AV = )v,
takze funkce o(t) = e Mv a p(t) = eMV jsou dvé nezavisla fedeni
rovnice (6) x = Ax

o(t) = ety = e (cos B + isin B)(u + iw).

B(t) = el Py = e(cos 3 — isin B)(u — iw)

generujici vektorovy podprostor vech feseni (komplexnich).
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2. kapitola Iterovana zobrazeni v roviné

Pokud je A = a+ i € C, B8 # 0, vlastni ¢islo realné matice A a
v = u+ iw pfislusny vlastni vektor, je Av = \v.

=

(Av) = (Av)
AV = )v,
takze funkce o(t) = e Mv a p(t) = eMV jsou dvé nezavisla fedeni
rovnice (6) x = Ax

o(t) = ety = e (cos B + isin B)(u + iw).

B(t) = el Py = e(cos 3 — isin B)(u — iw)

generujici vektorovy podprostor viech feseni (komplexnich). Realné
generatory téhoz vektorového podprostoru FeSeni jsou tedy napf.

Rep(t) a Imep(t).
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2. kapitola Iterovana zobrazeni v roviné

V pripadé nasobnych vlastnich Cisel je situace slozitéjsi, jak uvidime
na konkrétnich prikladech, ale také mlzeme pro vlastni &islo
nasobnosti k nalézt k nezavislych feseni.
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2. kapitola Iterovana zobrazeni v roviné

V pripadé nasobnych vlastnich Cisel je situace slozitéjsi, jak uvidime
na konkrétnich prikladech, ale také mlzeme pro vlastni &islo
nasobnosti k nalézt k nezavislych feseni.

Pokud téchto m nezavislych feSeni zapiSeme za sebe, pak toto
maticové zobrazeni t — ®(t) se nazyva fundamentalni matice reSeni
prislusného homogenniho linearniho systému (6). Jejich linearni
kombinace, tj. (t) - ¢, davaji viechna fedeni rovnice (6).
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2. kapitola Iterovana zobrazeni v roviné

Shriimé to:
m V pfipadé, Ze A € R je t+ eMv realnym fedenim rovnice (6).
m Vpfipadé A = a +i8 € C — R je vlastni vektorv =u + iw a
realnymi feSenimi rovnice (6) jsou pak

t— eo‘t(cosﬁt ‘u—sinft-w),t— eat(sin pt - u—+ cos 5t - w).

m V pfipadé X\ € R, které je k-nasobnym kofenem
charakteristického polynomu jsou

—J
ts eM Z 17 4 /';’, ,i=1,...krealnymi feSenimi rovnice (6), kde
Vi je systém k zobecnenych vlastnich vektord (Avy = Av; a

Av; = Av;+v;_1 proi>1).
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2. kapitola Stabilita rovnovahy v linearnim systému

Stabilita rovnovahy v linearnim diskrétnim systému:

Rovnovaha 0 systému (5) x,.1 = Ax,
m stabilni atraktor < V vl. Cislo A matice A: |\| < 1,
m nestabilni <= 3J vl Cislo A matice A: |\| > 1,
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2. kapitola Stabilita rovnovahy v linearnim systému

Stabilita rovnovahy v linearnim diskrétnim systému:

Rovnovaha 0 systému (5) x,.1 = Ax,
m stabilni atraktor < V vl. Cislo A matice A: |\| < 1,
m nestabilni <= 3J vl Cislo A matice A: |\| > 1,

V pfipadé jednotkové vlastni hodnoty ma systém (5) v libovolné
blizkosti po¢atku konstantni nenulova nebo periodicka nenulova
feSeni (pocatek tedy nemuze byt asymptoticky stabilni).
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2. kapitola Stabilita rovnovahy v linearnim systému

Stabilita rovnovahy v linearnim spojitém systému:

Rovnovaha 0 systému (6) x = Ax
m stabilni atraktor <= V vl ¢islo A matice A: Re) < 0,
m nestabilni <= 3 vl ¢islo A matice A: Re)\ > 0,
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2. kapitola Stabilita rovnovahy v linearnim systému

Stabilita rovnovahy v linearnim spojitém systému:

Rovnovaha 0 systému (6) x = Ax
m stabilni atraktor <= V vl ¢islo A matice A: Re) < 0,
m nestabilni <= 3 vl ¢islo A matice A: Re)\ > 0,

V pripadé nulové vlastni hodnoty ma systém (6) v libovolné blizkosti
pocatku konstantni nenulova feSeni nebo v pfipadé ryze imaginarnich
vlastnich hodnot periodicka feseni (a také nemUze byt pocatek
asymptoticky stabilni).
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2. kapitola Stabilita rovnovahy v linearnim systému

Priklady na linearni systémy v roviné

Vsechny ulohy si vyzkousSejte zobrazit v programech XPPAUT a Maple.
Zajimavy napad na vizualizaci trajektorii pomoci loxodromického
gridu mél prof. Ghrist. Jeho animace jsou fantastické a jesté
mnohokrat na jeho stranky a YouTube kanal zabrousime.
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https://www.profghristmath.com/2019/07/10/vector-fields-grid-sampling/
https://www.profghristmath.com/2019/07/10/vector-fields-grid-sampling/
https://www.profghristmath.com/
https://www.youtube.com/c/ProfGhristMath




3. kapitola

Co se naucime:

m vytvofime jakousi kolekci typud linearnich rovnovah
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3. kapitola

Co se naucime:

m vytvofime jakousi kolekci typud linearnich rovnovah

m podivame se na to, co se déje, kdyz budeme spojité ménit matici
linearniho systému
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3. kapitola

Co se naucime:

m vytvofime jakousi kolekci typud linearnich rovnovah

m podivame se na to, co se déje, kdyz budeme spojité ménit matici
linearniho systému

m pouzijeme znalosti o linearnich dynamickych systémech na
praktickych ulohach
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3. kapitola Linearni systémy v roviné

Uvazujme dvourozmérny systém (5) resp. (6), tj. x = (x1,x2)" € R2.
Matice A ma pak dvé vlastni hodnoty A, Ay, které jsou kofeny
charakteristické rovnice

det(M —A) =X\ —oA+A =0,

kde 0 =trA = A1 + Ay je stopa matice Aa A =detA = A\ je jeji
determinant.
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3. kapitola Linearni systémy v roviné

Nutnymi a postacujicimi podminkami asymptotické stability rovnovdhy O
spojitého systému (6) x = Ax v roviné jsou podminky

A=detA>0 a oc=trA<DO.

Protoze zname pro linearni systémy v roviné tvar feseni, mizeme
klasifikovat typy rovnovah i systémd. V pfipadé vlastnich Cisel, ktera
lezi mimo imaginarni osu, mluvime o hyperbolickych rovnovahach.
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Klasifikace linearnich spojitych systém0 v roviné:

3. kapitola

(m,,m_) Vlastni hodnoty Fazovy portrét Stabilita
1 uzel
(0,2) . stabilni
[ @ ohnisko
L]
1) . . —‘) L sedlo nestabilni
T uzel
(2.0) nestabilni
T @ ohnisko
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3. kapitola Klasifikace linearnich spojitych systému v roviné

V pripadé, kdy vlastni Cislo lezi na imaginarni ose, mluvime
o nehyperbolické rovnovaze. V pfipadé dvojice komplexné
sdruzenych vlastnich isel je FfeSeni periodické a tomuto typu
rovnovahy fikame stfed:

stabiln{
stred

V pripadé, kdy je néjaké vlastni ¢islo nulové, ma jadro (kernel)
{x : Ax = 0} matice A jako vektorovy podprostor X nenulovou
dimenzi a rovnovaha tedy neni izolovany bod.
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3. kapitola Klasifikace linearnich spojitych systému v roviné

Nutnymi a postacujicimi podminkami asymptotické stability rovnovdhy 0
diskrétniho systému (5) x,+1 = Ax, v roviné jsou podminky

|A] = |detA| <1,
1-o+A 1—-trA+detA>0
1+0+A = 1+trA+detA >0,

Protoze zname pro linearni systémy tvar feSeni, mizeme klasifikovat
typy rovnovah i systémd. V pfipadé vlastnich Cisel, ktera lezi mimo
jednotkovou kruznici, mluvime o hyperbolickych rovnovahach.
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Klasifikace linearnich diskrétnich systému v roviné:

3. kapitola

L.Pfibylova «

(m,,m_) Vlastni hodnoty Fazovy portrét Stabilita
." v,
-.:.:-r::-<. uzel
(0.2) SN stabilni
4@» “:, ohnisko
-‘:!-‘A-. o
(1.1 . e .. sedlo nestabilni
) e
N
<-:-:-e-.‘-: - uzel
(2,0) . L A nestabilni
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3. kapitola Klasifikace linearnich diskrétnich systému v roviné

V ptipadé, kdy ma vlastni Cislo velikost 1, mluvime o nehyperbolické
rovnovaze. V pfipadé dvojice komplexné sdruzenych vlastnich Cisel je
feSeni periodické a tomuto typu rovnovahy fikame stred:

- : } | stabilni
A _-"

V pfipadé, kdy ma matice A vlastni Cislo 1, je jadro (kernel)

{x: (I—A)x = 0} matice (I — A) vektorovy podprostor X s nenulovou
dimenzi a rovnovaha tedy neni izolovany bod. V pfipadé, kdy ma
matice A vlastni Cislo -1, existuje v libovolném okoli pocatku
2-periodickeé feSeni z jadra {x : (I + A)x = 0} matice (I + A).
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Stabilita hyperbolického rovnovazného bodu v roviné:

stabilni

3. kapitola

A

nestabilni

se

spojity systém
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bilni
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bilni

sedlo

nesta

sedlo

bilni

diskrétni systém
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3. kapitola Klasifikace linearnich diskrétnich systému v roviné

Co se déje pfi spojité zméné matice systému?

Pohrejte si v roviné a v prostoru

Video prof. Ghrista
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https://www.youtube.com/watch?v=mtYYnmjqs5I

Praktické ulohy




3. kapitola Praktické ulohy

Souhrn vSech typl praktickych uloh zde urcité nemuzete oekavat.
Cimrman by Fekl, Ze je jich nepocitané.
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3. kapitola Praktické ulohy

Souhrn vSech typl praktickych uloh zde urcité nemuzete oekavat.
Cimrman by Fekl, Ze je jich nepocitané. Proto vybitame ty
nejddlezitéjSi nebo mozna nejznamé;jsi:
m r(zné kompartmentové modely (napf. model ucinnosti lécivé
latky, vytapéni domu nebo samocisténi ekosystému)
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Souhrn vSech typl praktickych uloh zde urcité nemuzete oekavat.
Cimrman by Fekl, Ze je jich nepocitané. Proto vybitame ty
nejddlezitéjSi nebo mozna nejznamé;jsi:
m r(zné kompartmentové modely (napf. model ucinnosti lécivé
latky, vytapéni domu nebo samocisténi ekosystému)

m modely populacniho ristu a epidemiologické modely
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3. kapitola Praktické ulohy

Souhrn vSech typl praktickych uloh zde urcité nemuzete oekavat.
Cimrman by Fekl, Ze je jich nepocitané. Proto vybitame ty
nejddlezitéjSi nebo mozna nejznamé;jsi:
m r(zné kompartmentové modely (napf. model ucinnosti lécivé
latky, vytapéni domu nebo samocisténi ekosystému)
m modely populacniho ristu a epidemiologické modely

m vékové strukturované modely, tzv. Leslieho populac¢ni modely
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3. kapitola Praktické ulohy

Souhrn vSech typl praktickych uloh zde urcité nemuzete oekavat.
Cimrman by Fekl, Ze je jich nepocitané. Proto vybitame ty
nejddlezitéjSi nebo mozna nejznamé;jsi:

m r(zné kompartmentové modely (napf. model ucinnosti lécivé

latky, vytapéni domu nebo samocisténi ekosystému)

m modely populacniho ristu a epidemiologické modely

m vékové strukturované modely, tzv. Leslieho populac¢ni modely

m modely chemickych reakci a chemickych rovnovah
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3. kapitola Praktické ulohy

Souhrn vSech typl praktickych uloh zde urcité nemuzete oekavat.
Cimrman by Fekl, Ze je jich nepocitané. Proto vybitame ty
nejddlezitéjSi nebo mozna nejznamé;jsi:

m r(zné kompartmentové modely (napf. model ucinnosti lécivé

latky, vytapéni domu nebo samocisténi ekosystému)

m modely populacniho ristu a epidemiologické modely
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m modely chemickych reakci a chemickych rovnovah

m ekonomické modely
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3. kapitola Praktické ulohy

Souhrn vSech typl praktickych uloh zde urcité nemuzete oekavat.
Cimrman by Fekl, Ze je jich nepocitané. Proto vybitame ty
nejddlezitéjSi nebo mozna nejznamé;jsi:

m r(zné kompartmentové modely (napf. model ucinnosti lécivé

latky, vytapéni domu nebo samocisténi ekosystému)

m modely populacniho ristu a epidemiologické modely

m vékové strukturované modely, tzv. Leslieho populac¢ni modely

m modely chemickych reakci a chemickych rovnovah

m ekonomické modely

m fraktaly a pocitacova grafika
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3. kapitola Praktické ulohy

Kompartmentové modely

Kompartmentové modely jsou modely, kdy jsou stavové proménné
strukturované. Stavové proménné (latka, ¢astice, ¢ast populace apod.)
se v systému nachazeji v diskrétnich oblastech, tzv. kompartmentech.
Ke grafickému znazornéni ¢asto pouzivame blokova schémata -

v jednotlivych blocich je ulozena urlita zasoba latky se stejnou
charakteristikou latka prochazi mezi jednotlivymi kompartmenty
podle struktury modelu. Mizeme tak modelovat tfeba krev

v jednotlivych organech lidského téla, vodu v rliznych &astech
atmosféry, latky v urcitych chemickych stavech, at uz jde o skupenstvi
nebo jinou chemickou formu, nebo organismy v urcitém biologickém
stavu (pacienti v rdznych stadiich onemocnéni, hmyz ve vyvojovych
fazich dospivani apod.). Podivejte se do Wikipedie.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Multi-compartment_model

3. kapitola Praktické ulohy

Protoze jsme uz prozkoumali Newtonlv model ochlazovani,
pouzijeme pfistup kompartmentd na model vytapéni domu.
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3. kapitola Praktické ulohy

Protoze jsme uz prozkoumali Newtonlv model ochlazovani,
pouzijeme pfistup kompartmentd na model vytapéni domu.

Vytapéni domu

1°C

z - stfecha

y - obytny prostor

e x - zaklady
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3. kapitola Praktické ulohy

Jendoduchy model vytapéni domu mize vypadat tfeba takto:

= ko(7 — x) + ki(y — x),
ki(x —y)+k(l—y)+ks(z—y)+T,
z = ki(y —2z)+ki(1—2),

kde k;, i € {0,...4} jsou kladné parametry, které zavisi na materialu,
zatepleni, ploSe apod. Tyto jsou pevné dané. Parametr T energie
dodavana na vytapéni. Tento parametr mizeme ovlivhovat.

V programech Maple a XPPAUT prostudujeme dynamiku modelu na
cviceni.
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3. kapitola Praktické ulohy

Znecisténi vodnich tokd - priklad velkych kanadskych jezer:

Model pro XPPAUT
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http://user.mendelu.cz/marik/wiki/dmb/vystupy/jezera.html

3. kapitola Praktické ulohy

Modely populacniho ristu a epidemiologické modely

Jako prvni prakticky pfikad uvedeme exponencialni populacni
explozi, kterou mGzeme modelovat jak pocatek epidemie, tak
zezelenani prehrady. Uvazujme populaci, kterou mizeme modelovat

spojité - napf. mnoZstvi sinic na pfehradé budeme méfit v g/m?,
nebudeme je poditat.
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3. kapitola Praktické ulohy

Modely populacniho ristu a epidemiologické modely

Jako prvni prakticky pfikad uvedeme exponencialni populacni
explozi, kterou mGzeme modelovat jak pocatek epidemie, tak
zezelenani prehrady. Uvazujme populaci, kterou mizeme modelovat
spojité - napf. mnoZstvi sinic na pfehradé budeme méfit v g/m?,
nebudeme je poditat.

Stejné tak miZzeme takovy spojity pfistup pouzivat

u epidemiologickych modeld nebo u rozmnozovani populace.
Diskrétni pfistup se hodi v pfipadé populaci s danym obdobim
rozmnozovani (mnoho druh( zvifat a rostlin).
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3. kapitola Praktické ulohy

Oznacime-li x(t) velikost populace v Case t, b okamzitou miru
reprodukce a d miru vymirani (zde pfedpokladame, Ze jsou miry b a d
konstantni), pak mizeme populaci popsat diferencialni rovnici

X =bx —dx =rx,

kde r je konstantni mira rlistu populace a x predstavuje okamzitou
zménu velikosti populace.
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3. kapitola Praktické ulohy

Oznacime-li x(t) velikost populace v Case t, b okamzitou miru
reprodukce a d miru vymirani (zde pfedpokladame, Ze jsou miry b a d
konstantni), pak mizeme populaci popsat diferencialni rovnici

X =bx —dx =rx,

kde r je konstantni mira rlistu populace a x predstavuje okamzitou
zménu velikosti populace.

Re3enim je exponencialni funkce x(t) = xqe". Pokud je r < 0, tj.

d > b, populace vymfie (rovnovazny stav x(t) = 0 je stabilni), pokud
jer>0,tj.d < b, populace bude rlst nade viechny meze
(rovnovazny stav x(t) = 0 je nestabilni).
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3. kapitola Praktické ulohy

Ukol:

Kdy je tfeba vyhlasit zakaz
koupani v prehradé, jestlize
jsme minulé 4 dny v 8:00
rano naméfili v odbérné
nadobé hodnoty 2, 3, 5a 7
mikrogram(. Hranice toxicity
je 30 ug.

Simulovat v Maplu

-

i//ﬁ’ ;
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3. kapitola Praktické ulohy

Ve cviceni si vyzkousime modelovani rastu svétové populace nebo
epidemie COVID-19.

Spojitym a dikrétnim modeldm populacniho ristu a
epidemiologickym modellm se velmi dikladné vénuji pfedméty
profesora PospiSila PFF:M5858 Spojité deterministické modely | a
PiF:M8230 Diskrétni deterministické modely.
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http://www.math.muni.cz/~pribylova/planet/linear/linear.html
https://www.worldometers.info/coronavirus/coronavirus-cases/
https://is.muni.cz/auth/predmet/sci/podzim2019/M5858
https://is.muni.cz/auth/predmet/sci/jaro2019/M8230

3. kapitola Praktické ulohy

Leslieho populacni modely

Jde o kompartmentovy model vékové strukturované populace, ktery

muUzeme pouzit pro modelovani rlstu populace viceletych rostlin,
populace ryb nebo i lidi.

Leslieho popula¢nim modeldm se velmi dikladné vénuje pfedmét
profesora PospiSila PFF:M7116 Maticové populacni modely.
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https://is.muni.cz/auth/predmet/sci/jaro2019/M7116

3. kapitola Praktické ulohy

Modelujeme diskrétné, populace se kontroluje po urcitych pevnych
intervalech. Stavovymi proménnymi jsou jednotlivé vékové tiidy
populace: x1, ... x™. Nékteré skupiny produkuji nové jedince, a to

s rznou mirou reprodukce b; > 0 (dospéli jedinci), jiné maji miru
reprodukce nulovou, b; =0 (nedospell jedinci). Po néjakém case
prechazi ur¢ita ¢ast dané tfidy x’ do nasledujici tfidy x'+1 (tyto miry

preziti ozna¢ime pro kazdou tfidu c;.)
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3. kapitola Praktické ulohy

Modelujeme diskrétné, populace se kontroluje po urcitych pevnych
intervalech. Stavovymi proménnymi jsou jednotlivé vékové tiidy
populace: x1, ... x™. Nékteré skupiny produkuji nové jedince, a to

s rznou mirou reprodukce b; > 0 (dospéli jedinci), jiné maji miru
reprodukce nulovou, b; =0 (nedospell jedinci). Po néjakém case
prechazi ur¢ita ¢ast dané tfidy x’ do nasledujici tfidy x'+1 (tyto miry

preziti ozna¢ime pro kazdou tfidu c;.)

by
(5] m—1
A
N/

b
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3. kapitola Praktické ulohy

Systém miZzeme zapsat linearnim diferenénim systémem

! bi by by o by1 bm\ /4
o+l ¢ 0 0 -- 0 0 5
Y1l _lo ¢ 0 -~ 0 o]
” R . : -
X1 0 0 0 -+ ¢uyg 0/ \Vn
s Leslieho matici L a vektorem iteraci struktury populace
Xn = (X3, X2, ..., x™M), 1.

Xpi1 = Lx,.
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3. kapitola Praktické ulohy

Ze struktury feSeni vime, Ze se vékova struktura populace dlouhodobé
stabilizuje proporcionalné vlastnimu vektoru v, ktery pfislusi

v absolutni hodnoté nejvétSimu vlastnimu Cislu. Procentni vyjadreni
je tedy dano normalizovanym vektorem

|4
P=—
v’

kde vyrazem |v| rozumime soucet (kladnych) slozek vektoru v.

Aplikace pro Leslieho systém v Maplu
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3. kapitola

Ukol:

»

L. Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. inora 2021

Praktické ulohy

Uvazujme populaci ryb
s Leslieho matici

0 4 3
L = |20 5 s a I
0, FHOR 5Tl

Mlzeme zvolit rovhomérny
vylov nebo vylov nékteré
veékoveé skupiny. Je néktera

z variant vylovu dlouhodobé
udrzitelna?

Vypocet v Maplu
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3. kapitola

Domaci ukol:

»

-
|~

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. inora 2021

Praktické ulohy

Modelujte populaci zen ve
vékovém rozmezi 0-14,
15-29, 30-44 a vice let.

0.7

0.99 0.9 L
F==]
2

\_/ (W]
1 0.5
0-14 | 15-29 | 30-44 | 45 a vice

1200 | 1500 | 1000 1300

Predikujte situaci za 30 let
s pocate¢nimi podminkami
danymi tabulkou a
odhadnéte dlouhodobou
strukturu populace.
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3. kapitola Praktické ulohy

Modely chemickych reakci

Chemické a biochemické reakce je vhodné popisovat pomoci
diferencialnich rovnic. Elementarni reakce podléhaji kinetické rovnici,
ktera popisuje rychlost, se kterou interaguji dvé latky a vytvareji treti:

A+BX C

Koncentrace latek se znaci v hranatych zavorkach a uvedenou reakci
muUzeme popsat rovnici

A = k[A)1B),

kde derivace koncentrace [C] je okamzita zména koncentrace [C], tedy
rychlost, s jakou je tvofen produkt reakce. Konstanta k je rychlostni
konstanta, ktera vlastné konstantou neni - zavisi napf. na teploté
nebo homogenité smési.
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3. kapitola Praktické ulohy

Nejjednodussi chemickou reakci je pfeména jedné latky na druhou

(rozpad), mdze probihat obéma sméry:

A= B
k_

Zména koncentrace [A] pak spliuje

= ke [A] + k_[B).

Rovnovaha se ustanovi v poméru [B]/[A] = k. /k_.
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3. kapitola Praktické ulohy

Nejjednodussi chemickou reakci je pfeména jedné latky na druhou
(rozpad), mdze probihat obéma sméry:

A= B
k_

Zména koncentrace [A] pak spliuje
d[A
= ke [A] + k_[B).

Rovnovaha se ustanovi v poméru [B]/[A] = k. /k_. Pokud je systém
uzavieny, pak [A] + 8] = [Alt @

A = ko A+ k- ([Alor—pa) = K- [Alrot — (ks + k_)[A]

a rovnovaha [Aleq = kfﬁ["‘] je stabilni.
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3. kapitola Praktické ulohy

Ve skutec¢nosti je vétSina reakci slozitéjsi a bude tedy popsana
systémem diferencialnich rovnic, které ani nebudou linearni.
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3. kapitola Praktické ulohy
Ve skutec¢nosti je vétSina reakci slozitéjsi a bude tedy popsana
systémem diferencialnich rovnic, které ani nebudou linearni.
Podivejte se, jak vypada dneSni matematické modelovani v biochemii
a systémoveé a syntetické biologii:

m Metabolické sité (co jsou metabolické sité a jejich modelovani)
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3. kapitola  Praktické ulohy
Ve skutec¢nosti je vétSina reakci slozitéjsi a bude tedy popsana
systémem diferencialnich rovnic, které ani nebudou linearni.
Podivejte se, jak vypada dneSni matematické modelovani v biochemii
a systémoveé a syntetické biologii:

m Metabolické sité (co jsou metabolické sité a jejich modelovani)

m GRN - Genové regulacni sité (co jsou GNR)
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3. kapitola  Praktické ulohy
Ve skutec¢nosti je vétSina reakci slozitéjsi a bude tedy popsana
systémem diferencialnich rovnic, které ani nebudou linearni.
Podivejte se, jak vypada dneSni matematické modelovani v biochemii
a systémoveé a syntetické biologii:

m Metabolické sité (co jsou metabolické sité a jejich modelovani)

m GRN - Genové regulacni sité (co jsou GNR)

m Elektorfyziologie a neuralni sité
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3. kapitola  Praktické ulohy
Ve skutec¢nosti je vétSina reakci slozitéjsi a bude tedy popsana
systémem diferencialnich rovnic, které ani nebudou linearni.
Podivejte se, jak vypada dneSni matematické modelovani v biochemii
a systémoveé a syntetické biologii:

m Metabolickeé sité (co jsou metabolické sité a jejich modelovani)

m GRN - Genové regulacni sité (co jsou GNR)

m Elektorfyziologie a neuralni sité

m Biochemické sité
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3. kapitola Praktické ulohy

Ve skutec¢nosti je vétSina reakci slozitéjsi a bude tedy popsana
systémem diferencialnich rovnic, které ani nebudou linearni.
Podivejte se, jak vypada dneSni matematické modelovani v biochemii

a systémoveé a syntetické biologii:
m Metabolické sité (co jsou metabolické sité a jejich modelovani)
m GRN - Genové regulacni sité (co jsou GNR)
m Elektorfyziologie a neuralni sité
m Biochemické sité
m Cirkadianni rytmy - PER gen
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3. kapitola Praktické ulohy

Ekonomické modely

Ekonomové modeluji nejCastéji linearné (nebo loglinearné), at uz jde
napf. o budouci hodnotu penéz, diskontaci, nebo makroekonomické
modely rovnovah trhid (IS-LM model, AD-AS model, AD-IA model).
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3. kapitola Praktické ulohy

Ekonomické modely

Ekonomové modeluji nejCastéji linearné (nebo loglinearné), at uz jde
napf. o budouci hodnotu penéz, diskontaci, nebo makroekonomické
modely rovnovah trhid (IS-LM model, AD-AS model, AD-IA model).

Dadvod je zfejmy. Dynamiku tak slozitého systému jako je ekonomicky
trh modeluji nejjednodussim zplsobem. Fitovat data, predikovat
nebo dynamicky optimalizovat je i v takovym pfipadech obtizny ukol.
MakroekonomUdm také jde ¢asto jen o kratkodoby efekt fiskalni a
monetarni politiky - snizeni inflace, zvySeni exportu apod.
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3. kapitola Praktické ulohy

My si uvedeme slavny pfiklad destabilizace makroekonomické
rovhovahy Paula Anthonyho Samuelsona, otce moderni ekonomie,
nositele Nobelovy ceny za ekonomii (1970).

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. nora 2021 93 /388


https://www.jstor.org/stable/pdf/1927758.pdf
https://www.jstor.org/stable/pdf/1927758.pdf

3. kapitola Praktické ulohy

My si uvedeme slavny pfiklad destabilizace makroekonomické
rovhovahy Paula Anthonyho Samuelsona, otce moderni ekonomie,
nositele Nobelovy ceny za ekonomii (1970).

Samuelsonldv model interakce multiplikatoru a akceleratoru

Model popisuje jak ovliviiuje GNP tzv. multiplikacni a akceleraéni
efekt. Multiplikatnim efektem rozumime to, Ze riist vladnich vydaja
vede k rlstu GNP. Akceleracni efekt je rlst investic diky rlstu GNP.
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3. kapitola Praktické ulohy

Model:

Proménnymi jsou vladni vydaje G a hruby narodni produkt Y, ktery je
sou¢em investic /, spotfeby C a vladnich vydaji G. Uvazujeme
nejjednodusi pfipad - uzavienou ekonomiku.
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3. kapitola Praktické ulohy

Model:

Proménnymi jsou vladni vydaje G a hruby narodni produkt Y, ktery je
sou¢em investic /, spotfeby C a vladnich vydaji G. Uvazujeme
nejjednodusi pfipad - uzavienou ekonomiku.

/)

d——d
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3. kapitola Praktické ulohy
Rovnice:
Yn+1 - /n+1 + Cn+1 + 67
Cn+1 = aYna
/n+1 = B(Cn—o—l - Cn)>

kde a € (0,1) je sklon ke spotiebé, 5 > 0 je mira ristu investic. GNP
Yy, spotifeba C, a investice /, jsou stavové proménné v n-tém obdobi,
G je exogenni proménna, « a 3 jsou parametry.
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3. kapitola Praktické ulohy
Rovnice:
Yn+1 - /n+1 + Cn+1 + 67
Cn+1 = aYna
/n+1 = B(Cn—o—l - Cn)>

kde a € (0,1) je sklon ke spotiebé, 5 > 0 je mira ristu investic. GNP
Yy, spotifeba C, a investice /, jsou stavové proménné v n-tém obdobi,
G je exogenni proménna, « a 3 jsou parametry. Jde o linearni
dynamicky diskrétni model, kde investice lze vyloucit z modelu
(vSimnéte si, ze pokud je systém v rovnovaze, jsou investice nulové):

Yn+1 = 6(Cn+1 - Cn) + Cn+1 + G>
Cn+1 = aan
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3. kapitola Praktické ulohy
Rovnice:
Yn+1 - /n+1 + Cn+1 + 67
Cn+1 = aYna
/n+1 = B(Cn—o—l - Cn)>

kde a € (0,1) je sklon ke spotiebé, 5 > 0 je mira ristu investic. GNP
Yy, spotifeba C, a investice /, jsou stavové proménné v n-tém obdobi,
G je exogenni proménna, « a 3 jsou parametry. Jde o linearni
dynamicky diskrétni model, kde investice lze vyloucit z modelu
(vSimnéte si, ze pokud je systém v rovnovaze, jsou investice nulové):

Yn+1 = ﬁ(cn—i-l - Cn) + Cn+1 + G>
Cn+1 = aan
a prepsat do tvaru 2-rozmérného systému
Yor1 = (1+B)aY,—BC +G,

Cn+1 = Oéyn:
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3. kapitola Praktické ulohy

Matice systému ma tvar

A ((1 +aﬁ)a —Oﬁ>

a protoze det(/ — A) = 1 — a, je evidentné regularni.
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3. kapitola Praktické ulohy

Matice systému ma tvar

A ((1 +a6)a —OB>

a protoze det(/ — A) = 1 — a, je evidentné regularni. Rovnovaha tedy
spliuje

o= (e) == () =2 (L 1 at) (0)
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3. kapitola Praktické ulohy

Matice systému ma tvar

A ((1 +aﬁ)a —OB>

a protoze det(/ — A) = 1 — a, je evidentné regularni. Rovnovaha tedy
spliuje

o= (e) == () =2 (L 1 at) (0)

Odtud
y*— .6 5 (C*r= .G

l1-a T l-a
Multiplika¢ni efekt je zfejmy - rlst vladnich vydajd vede k rlistu GNP
Y*, pfi¢emz multiplikator je 1.
F=Y"—C-G6=1% —£25 - G=0
Akceleracni efekt GNP na investice je zprostfedkovany zménou

spotfeby, v rovnovaze jsou tedy investice opravdu nulové
(nezapomente, ze predpokladame uzavienou ekonomiku).
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3. kapitola Praktické ulohy

Dynamika v okoli rovnovahy je urCena vlastnimi Cisly matice A.
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3. kapitola Praktické ulohy

Dynamika v okoli rovnovahy je urCena vlastnimi Cisly matice A.
Charakteristicky polynom je

det(M — A) = A_(Ljﬂ)o‘ f =M —a(B+ DA +ab=0.
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3. kapitola Praktické ulohy

Dynamika v okoli rovnovahy je urCena vlastnimi Cisly matice A.
Charakteristicky polynom je

det(M — A) = A_(Ljﬂ)o‘ f =M —a(B+ DA +ab=0.

Vlastni hodnoty jsou proto

v _ a8+ 1)+ Va2(5 + 1)T — 4ap
12 = 7 .
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3. kapitola Praktické ulohy

Dynamika v okoli rovnovahy je urCena vlastnimi Cisly matice A.
Charakteristicky polynom je

det(M — A) = A_(ijo‘ f =M —a(B+ DA +ab=0.

Vlastni hodnoty jsou proto

v _ a8+ 1)+ Va2(5 + 1)T — 4ap
12 = 7 .

Podle véty o stabilité diskrétniho systému je rovnovaha stabilni,
pokud plati |A1 ] < 1, tj.

a(B+1)+ \/ozz(ﬁ-i- 1)2 — 4ap -

1.
2
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3. kapitola Praktické ulohy

Postacujici podminky stability rovnovahy jsou

|A] = |detA| <1,
l1—-0c4+A = 1—trA+detA>0
l+0+A = 1+4+trA+detA>0,

kdetrA = a(8+ 1) adetA = ap.
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3. kapitola Praktické ulohy

Postacujici podminky stability rovnovahy jsou

|A] = |detA| <1,
l—-0c+A = 1—trA+detA>0
l+0+A = 1+4+trA+detA>0,

kde trA = a(f + 1) a detA = 5. Dosazenim dostaneme

Al = aB <1,
l1-0+A = 1-a(f+1)+af=1-a>0
l+0+A = 1+a(f+1)+ap >0,

pficemz druha a tieti podminka je vzdy splnéna. Postacujici
podminkou stability je tedy a8 < 1.
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3. kapitola Praktické ulohy

Vlastni &isla Ay, = a(BH1)E O‘;(BH)Z_A'O‘B mohou byt i komplexni.

Re3eni proto osciluje, pokud a < @7@)2.
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3. kapitola Praktické ulohy

Vlastni &isla Ay, = a(B+1)E O‘;(ﬁH)Z_A'O‘B mohou byt i komplexni.

Re3eni proto osciluje, pokud a <
Samuelsontv graf (str. 5 ¢lanku):

43
(B+1)2-

78 THE REVIEW OF ECONOMIC STATISTICS

CHART 2.—DIAGRAM SHOWING BOUNDARIES OF REGIONS VIELDING DIFFERENT
QUALITATIVE BEHAVIOR 0F NATIONAL INCOME

oL
X o {i ok a
~]
A ™~ D
/ e~
c -
B M —
/ ™~
] |
0.5 10 5 20 265 3.0 35 40 45 50

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. nora 2021 99 /388


https://www.jstor.org/stable/pdf/1927758.pdf

3. kapitola Praktické ulohy

Fraktaly a pocitactova grafika

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. nora 2021 100/ 388


https://www.math.muni.cz/~pribylova/Fibonacci/NS_via_linear_transformation.html

3. kapitola Praktické ulohy

Fraktaly a pocitactova grafika

Systémy iterovanych funkci

2% Vg

K]
o

@ G AN &
¢ e
) IS T
® &
B 5 ?

Vyzkousejte
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3. kapitola Praktické ulohy

Michael Fielding Barnsley (*1946) - kniha Fractals Everywhere, 1988
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3. kapitola Praktické ulohy

Michael Fielding Barnsley (*1946) - kniha Fractals Everywhere, 1988

Pouzil Ctyfi afinni transformace tvaru: <X> — <a b) . (X) + <e>‘
y c d) \y f
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3. kapitola Praktické ulohy

Michael Fielding Barnsley (*1946) - kniha Fractals Everywhere, 1988

Pouzil Ctyfi afinni transformace tvaru: <X> — <a b) . (X) + <e>‘
y c d) \y f

a b 0 O e 0 . ;o
<c d> = (O 0,16) , <f) = (O) s pravdépodobnosti p = 0,01
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3. kapitola Praktické ulohy

Michael Fielding Barnsley (*1946) - kniha Fractals Everywhere, 1988

Pouzil Ctyfi afinni transformace tvaru: <X> — <a b) . (X) + <e>‘
y c dj \y f
b 0 O e 0 Y .
< d> = (0 0,16) , <f) = (O) s pravdepodobnosti p = 0,01
b 0,85 0,04 e\ (O o
< d> = (—0,04 0,85)’ <f> = (1,6> sprstip=0,85

A Q 0 Q
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3. kapitola Praktické ulohy

Michael Fielding Barnsley (*1946) - kniha Fractals Everywhere, 1988

PouZil ¢tyfi afinni transformace tvaru: (;) — <E’ Z) ) (;) I <]€>
<(cJ Z) - (8 0,016> ; G) = (8) s pravdépodobnosti p = 0,01
<Z Z) - (—06,8054 %%i) , @ = (&) s prsti p = 0,85
<Z Z) - (0(,)7223 _00,72226) <;/() + <1?6) s prsti p = 0,07
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3. kapitola Praktické ulohy

Michael Fielding Barnsley (*1946) - kniha Fractals Everywhere, 1988

Pouzil Etyfi afinni transformace tvaru: <X> — <C’ b) ‘ (X) n <e>‘
y c d y f
<C > (0 0, 16) <f) = (O) s pravdépodobnosti p = 0,01

a 0,85 0,04 e 0 ,

<c d> ( 0,04 085) <> (1 6>Sprs“p_o’85
a b 0,26 o

<c d>:(0 23 0,22)< ) < )SprSt'p_O’w

a b 0,15 0,28 o

<c d>:<026 0,24>< ) <o 44>Sprs“p_0’07
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3. kapitola Praktické ulohy

Michael Fielding Barnsley (*1946) - kniha Fractals Everywhere, 1988

Pouzil ¢tyfi afinni transformace tvaru: (;) — <E’ Z) ) (;) I <]€>

<(CJ b) ((()) 0016) <;> = (8) s pravdépodobnosti p = 0,01

()= (5% 5%): () (1) im0

<Z Z) (0 23 _00,72226) < ) < ) s prsti p = 0,07
)- )

a b 0,15 0,28 .
<c d (oze 0,24>< <o 44>Sprs“p_0’07

Zkuste to v Matlabu!
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3. kapitola Praktické ulohy

Zkuste si sami!

https://cindyjs.org/gallery/main/Barnsley/
https://cindyjs.org/examples/17_ShapeOperations.html
https://cindyjs.org/examples/144_randomtree.html
https://cindyjs.org/gallery/main/IFS/
https://youtu.be/wujlqihioEU
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3. kapitola Praktické ulohy

Pocitacova a filmova grafika

m dnes bézné uzivané pro textury a grafiku pocitatovych her
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Pocitacova a filmova grafika

m dnes bézné uzivané pro textury a grafiku pocitatovych her
m prvni pouziti ve filmu: Loren Carpenter - Star Trek I
m Loren Carpenter, zakladatel a vyvojar firem Pixar, RenderMan

m filmy Kraska a zvife, Aladdin, Lvi kral, Terminator 2: Den
zuctovani, Jursky park, Avatar, Titanic, Star Wars, Pan prstend...
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3. kapitola Praktické ulohy

Pocitacova a filmova grafika

dnes bézné uzivané pro textury a grafiku pocitacovych her
prvni pouziti ve filmu: Loren Carpenter - Star Trek Il
Loren Carpenter, zakladatel a vyvojar firem Pixar, RenderMan

filmy Kraska a zvite, Aladdin, Lvi kral, Terminator 2: Den
zuctovani, Jursky park, Avatar, Titanic, Star Wars, Pan prstend...

m uméni a uziti v redlnych aplikacich (rozpoznavani, 3D modely,
fotografie)
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3. kapitola Praktické ulohy

Pocitacova a filmova grafika

dnes bézné uzivané pro textury a grafiku pocitacovych her
prvni pouziti ve filmu: Loren Carpenter - Star Trek Il
Loren Carpenter, zakladatel a vyvojar firem Pixar, RenderMan

filmy Kraska a zvite, Aladdin, Lvi kral, Terminator 2: Den
zuctovani, Jursky park, Avatar, Titanic, Star Wars, Pan prstend...
m uméni a uziti v redlnych aplikacich (rozpoznavani, 3D modely,
fotografie)

simulace zemétfeseni, rastu krystald, rdstu organd, krajiny ...
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Nelinearni dynamika a linearizace




4. kapitola Nelinearni dynamika a linearizace

Co se naucime:

m pracovat s nelinearnimi systémy
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Co se naucime:

m pracovat s nelinearnimi systémy
m porozumét pojmu ,topologicka ekvivalence®
m Grobmanovu-Hartmanovu vétu
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4. kapitola Nelinearni dynamika a linearizace

Co se naucime:

m pracovat s nelinearnimi systémy

m porozumét pojmu ,topologicka ekvivalence®
m Grobmanovu-Hartmanovu vétu

B a jeji pouziti v praktickych ulohach
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4. kapitola Nelinearni dynamika a linearizace

Nejprve se podivejte na video k rovnici x = (x + 4)(x + 1)(x — 4).
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4. kapitola Nelinearni dynamika a linearizace

Nejprve se podivejte na video k rovnici x = (x + 4)(x + 1)(x — 4).

Jak bychom nejrychleji popsali, co se déje tfeba v okoli x = —17?
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4. kapitola Nelinearni dynamika a linearizace

Nejprve se podivejte na video k rovnici x = (x + 4)(x + 1)(x — 4).

Jak bychom nejrychleji popsali, co se déje tfeba v okoli x = —17?
x~(-1+4)(x+1)(-1-4)=-15(x+1),

takze bod blizko —1 zméni svou polohu asi —15 x. Pokud leZi vpravo,
posune se zhruba 15x vlevo a naopak. Musi se tedy k rovnovaze
velmi rychle pfiblizovat!
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4. kapitola Nelinearni dynamika a linearizace

Nejprve se podivejte na video k rovnici x = (x + 4)(x + 1)(x — 4).

Jak bychom nejrychleji popsali, co se déje tfeba v okoli x = —17?
x~(-1+4)(x+1)(-1-4)=-15(x+1),

takze bod blizko —1 zméni svou polohu asi —15 x. Pokud leZi vpravo,
posune se zhruba 15x vlevo a naopak. Musi se tedy k rovnovaze
velmi rychle pfiblizovat! Samozfejmé to plati pouze lokalné -

v blizkosti bodu —1, u bodu 4 je situace uplné jina ...

Provedli jsme prvni linearizaci nelinearni dynamiky.

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. nora 2021 106 / 388


https://www.youtube.com/watch?v=o6Mcft8VKBU&list=PL8erL0pXF3JYiEz1b8eLPq49aDeMBF99C&index=28&t=0s

4. kapitola Nelinearni dynamika a linearizace

Pokud budeme studovat 2-rozmérné nelinearni systémy
diferencialnich rovnic _
x1 = fi(x1,%2)

X2 = fr(x1,%2)

muUzZeme si podobnou geometrickou predstavou velmi pomoct.
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diferencialnich rovnic _
X1 = fi(x1,%2)

X2 = fr(x1,%2)

muUzZeme si podobnou geometrickou predstavou velmi pomoct.

x;-nulklinou systému (9) rozumime implicitné danou kfivku

filx1,x2) = 0,7 € {1,2}.
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4. kapitola Nelinearni dynamika a linearizace

Pokud budeme studovat 2-rozmérné nelinearni systémy
diferencialnich rovnic _

X1 = fi(x1,%2)

X3 = fo(x1,%2)

muUzZeme si podobnou geometrickou predstavou velmi pomoct.

x;-nulklinou systému (9) rozumime implicitné danou kfivku

filx1,x2) = 0,7 € {1,2}.

Trajektorie prochazejici x;-nulklinou jsou rovnobézné s osou x; a
naopak.
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4. kapitola Nelinearni dynamika a linearizace

Nelinearni ulohu (23) x = f(x) s rovnovahou xg lze posunutim tohoto
bodu do pocatku prevést na tvar

x = Ax + g(x), (10)

kde A = Df(xq) je Jacobiho matice f v rovnovaze xg a g(x) = o(|| x ||)
pro || x ||— O, coZ znamena, Ze

g Il _

Ix—0 | x ||
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4. kapitola Nelinearni dynamika a linearizace

Nelinearni ulohu (23) x = f(x) s rovnovahou xg lze posunutim tohoto
bodu do pocatku prevést na tvar

x = Ax + g(x), (10)

kde A = Df(xq) je Jacobiho matice f v rovnovaze xg a g(x) = o(|| x ||)
pro || x ||— O, coZ znamena, Ze

im | g() || _o.
Ix—0 | x ||

Casto dokonce || g(x) ||< k || x ||> na || x ||< a (a > 0, k > 0). Je-li

t — &(t) fundamentalni matice Feseni pfislusného homogenniho
linearniho systému tvaru (6), pak metodou variace konstanty
dostavame fedeni ulohy (10) s pocate¢ni podminkou x(tp) = & tvaru

X(0) = 000~ 1) + 0(0) [~ 5)glx(s)) .

to
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4. kapitola Ljapunovova véta

V pripadé, Ze A ma pouze vlastni hodnoty se zapornymi realnymi
¢astmi odtud lze (pomoci Gronwallova lemmatu) ukazat, ze existuji
a, b, c > 0 takové, ze kazdé reSeni (10) s potatecni podminkou

x(0) =&, || € ||< b spliuje pro t > 1o

() I< c || € || e,

Dostavame tedy nasledujici tvrzeni:

Véta (Ljapunovova véta)

UvaZujme systém (23) s rovnovdhou xq. Oznacme J = Df (xq) Jacobiho
matici v bodé xq. Pak xq je stabilni (atraktor), jestlize vSechna viastni
Cisla M, \q, ..., A\p matice J splriuji Re\; < 0.
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4. kapitola Ljapunovova véta

Poznamka

,Obrdcenim béhu Casu’, tj. pro t — —oo, miizeme analogicky odvodit
Ljapunovovu vétu pro nestabilni ,odpuzujici“ rovnovdhu (tzv. repeler).
V takovém pripadé musi vsechna vlastni Cisla splriovat Re); > O.
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4. kapitola Ljapunovova véta

Poznamka

,Obrdcenim béhu Casu’, tj. pro t — —oo, miizeme analogicky odvodit
Ljapunovovu vétu pro nestabilni ,odpuzujici“ rovnovdhu (tzv. repeler).
V takovém pripadé musi vsechna vlastni Cisla splriovat Re); > O.

Je vidét, Ze mala zména v nelinearnich ¢lenech systému, pfi zachovani
téch linearnich, nebude mit v pfipadé atraktoru ani v pfipadé repeleru
vliv na dynamiku v okoli rovnovahy - zlstane v podstaté tataz.
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4. kapitola Ljapunovova véta

Plati dokonce mnohem silné&jsi tvrzeni - Grobmanova-Hartmanova
véta o linearizaci.
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4. kapitola Ljapunovova véta

Plati dokonce mnohem silné&jsi tvrzeni - Grobmanova-Hartmanova
véta o linearizaci. Nez ji vyslovime, potfebujeme ale popsat dvé
dulezité véci:
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4. kapitola Ljapunovova véta

Plati dokonce mnohem silné&jsi tvrzeni - Grobmanova-Hartmanova
véta o linearizaci. Nez ji vyslovime, potfebujeme ale popsat dvé
dulezité véci:

m co to vlastné je ,stejna“ dynamika

m kde a za jakych okolnosti je dynamika ,stejna”
,Stejnost” neboli ekvivalenci lze definovat pro dynamické systémy
rlznymi zplsoby. V literatufe naleznete mnoho ekvivalenci
dynamickych systému. Zde pljde o ekvivalenci dostate¢né Sirokou -
topologickou.
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4. kapitola Topologicka ekvivalence

Definice
Dynamicky systém D; = {T,R™ !} se nazyvd topologicky ekvivalentni
dynamickému systému D, = {T,R™ '}, jestliZe existuje
homeomorfismus h : R™ — R™, které zobrazuje trajektorie systému D
na trajektorie systému D,, pficemZ zachovavd jejich orientaci. Casto

v takovém pripadé mluvime také o (topologicky) ekvivalentnich fdzovych
portrétech.
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4. kapitola Topologicka ekvivalence

Definice
Dynamicky systém D; = {T,R™ !} se nazyvd topologicky ekvivalentni
dynamickému systému D, = {T,R™ '}, jestliZe existuje
homeomorfismus h : R™ — R™, které zobrazuje trajektorie systému D
na trajektorie systému D,, pficemZ zachovavd jejich orientaci. Casto

v takovém pripadé mluvime také o (topologicky) ekvivalentnich fdzovych
portrétech.

Definice

Dynamicky systém Dy = {T,R™ !} se nazyvd lokdlné topologicky
ekvivalentni v okoli O1 bodu x, dynamickému systému D, = {T,R™ )}
v okoli O, bodu x3, jestlize existuje homeomorfismus h : Oy — O,, které
zobrazuje trajektorie systému Dy v okoli O1 na trajektorie systému D,

v okoli O,, pficemZ zachovdvd jejich orientaci.
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4. kapitola Topologicka ekvivalence

Poznamka

Homeomorfismus je invertibilni zobrazeni, které je spojité a jehoz
inverzni zobrazeni je také spojité. Trajektorie systému D, se tedy daji
Jednoznacné pfiradit (i s orientaci, resp. uspordddnim) k trajektoriim
systému D, tak, aby si vzdjemné odpovidaly ,sousedni” body, lokdlni
okoli. Nezajimaji nds geometrické vzddlenosti a vztahy, ale topologické
vlastnosti.
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4. kapitola Topologicka ekvivalence

Izolovanou rovnovdhu xq systému (23) nazveme hyperbolickou, jestlize
Zddnd z vlastnich hodnot pfislusné Jacobiho matice J = Df (xo) nelezi na
imagindrni ose.
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4. kapitola Grobmanova-Hartmanova véta

Véta (Grobmanova-Hartmanova véta, véta o linearizaci)

Systém (23) x = f(x) je v okoli své hyperbolické rovnovdhy xq lokdlné
topologicky ekvivalentni se svou linearizaci

x = Df(xo)x. (11)

Duikaz naleznete napf. v originalnim ¢lanku a také v mnoha
monografiich.
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4. kapitola Grobmanova-Hartmanova véta

Véta (Grobmanova-Hartmanova véta, véta o linearizaci)

Systém (23) x = f(x) je v okoli své hyperbolické rovnovdhy xq lokdlné
topologicky ekvivalentni se svou linearizaci

x = Df(xo)x. (11)

Dikaz naleznete napf. v originalnim €lanku a také v mnoha
monografiich.

Poznamka

Systémy tvaru (23) v okoli hyperbolickych rovnovdznych bodi xq a y
Jsou tedy lokdlné topologicky ekvivaleni prdveé tehdy, kdyZ maji tyto
rovnovdzné body stejny pocet vlastnich hodnot s kladnou a zdpornou
redlnou cdsti. Dimenze stabilnich resp. nestabilnich podprostord, které
generuji prislusné vlastni vektory, se oznacuji n—_ (pro ReA < 0) a ny (pro
ReX > 0).
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4. kapitola Grobmanova-Hartmanova véta

Linearizace - video prof. Ghrista
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4. kapitola Grobmanova-Hartmanova véta

Linearizace - video prof. Ghrista

Priklady na nulkliny a fazové portréty v roviné
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Praktické ulohy




4. kapitola Praktické ulohy

Na Uvod za¢neme jednorozmérnym modelem rdstu populace a
vynechame ten linearni (Malthusv, exponencialni). Pokud volime
miru rdstu populace zavisle na ¢ase prostiednictvim velikosti
populace, dostavame autonomni nelinearni dynamicky systém

x = r(x)x,
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4. kapitola Praktické ulohy

Volbou r(x) dostavame nasledujici bézné pouzivané modely
populacniho ristu:

Xx=rox (1—%) logisticky Verhulstoviiv model,

X = o (1 — (%)B) , B3>0 RichardsGv model,
1

X = rpX ((§)3 — 1) von Bertalanffyho model,

X = r0x11+cx ,c>0 Smithdv model,

X =roxIn (%) Gompertz(iv model,

x=rox(5—-1)(1-%) Alleeho model,

K > 0 je tzv. kapacita prostiedi, A je Alleeho prahova hodnota, ry je

specificka mira rlstu.
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4. kapitola Praktické ulohy

Domaci ukol:

Prozkoumejte rlizné tvary
funkci r(x) a diskutujte
ddvody jejich pouziti.
Vyhledejte typické pouziti

v literature. Umite nalézt
tvary feSeni? Najdéte
rovnovazné body a vySetrete
jejich stabilitu.

»
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4. kapitola Praktické ulohy

Ukazeme si linearizaci na Verhulstové modelu

k:ro(l—%>x
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4. kapitola Praktické ulohy

Ukazeme si linearizaci na Verhulstové modelu

)k:ro(l—%>x

Predpokladejme, ze ry > O (typicky pfipad).
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4. kapitola Praktické ulohy

Ukazeme si linearizaci na Verhulstové modelu

)'(:ro(l—%>x

Predpokladejme, ze ry > O (typicky pfipad).

rovnovaha: x=0,x=K, Df(x)=ry (1 _ f) _ LOX

K K
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)'(:ro(l—%>x

Predpokladejme, ze ry > O (typicky pfipad).

rovnovaha: x=0,x=K, Df(x)=ry (1 _ f) _ LOX

K K

Df(0) =rp > 0, x = 0 je nestabilni rovnovaha
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4. kapitola Praktické ulohy

Ukazeme si linearizaci na Verhulstové modelu

)'(:ro(l—%>x

Predpokladejme, ze ry > O (typicky pfipad).

rovnovaha: x=0,x=K, Df(x)=ry (1 _ f) _ LOX

K K

Df(0) =rp > 0, x = 0 je nestabilni rovnovaha

Df(K) = —rp < 0, x = K je stabilni rovnovaha
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4. kapitola Praktické ulohy

Alleeho efekt je jev kdy se zvySujici se velikosti populace zdatnost
kazdého jejiho ¢lena roste. Mlze vést az ke vzniku kritické populacni
velikosti, ktera je nutna k pfeziti populace jako celku: klesne-li
velikost populace pod tuto hodnotu, pak populace s velkou
pravdépodobnosti vymira.
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4. kapitola Praktické ulohy

Alleeho efekt je jev kdy se zvySujici se velikosti populace zdatnost
kazdého jejiho ¢lena roste. Mlze vést az ke vzniku kritické populacni
velikosti, ktera je nutna k pfeziti populace jako celku: klesne-li
velikost populace pod tuto hodnotu, pak populace s velkou
pravdépodobnosti vymira.

Alleeho efekt m(Zze vyvolavat fada mechanismd. Mize to byt napf.
potfeba nalézt partnera pro pareni, kdy pfi malé velikosti populace je
Uspésné nalezeni partnera a vyvedeni mladat obtizné a schopnost
rozmnozovani se tak zvySuje se zvétsujici se velikosti populace.
Podobné se mlze zdatnost jedincl zvySovat s velikosti populace pfi
obrané pred predatory nebo pfi vzajemné spolupraci pfi
uzplsobovani svého zivotniho prostredi (napf. tu¢naci by jisté v malé
kolonii neprezili).
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4. kapitola Praktické ulohy

RozliSujeme silny a slaby Alleeho efekt. Slaby Alleeho efekt nastava
v situaci, kdy pro malé velikosti populace specificka mira rdstu
populace roste a je kladna, tedy s rostouci populaci roste zdatnost
jedincl az do urcité maximalni hodnoty a poté klesa az k nulové

hodnoté v kapacité prostfedi K.

r(x)

Y
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4. kapitola Praktické ulohy

vevs

velikost populace A, pod kterou populace neni schopna prezit.

\
r(x)

Y
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4. kapitola Praktické ulohy

Uvazujme Verhulstiv model s Alleeho efektem tvaru

x=m(1-%)(G-1),

kder > 0,K > 0a A € (0,K). Pro specifickou miru riistu populace
plati
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4. kapitola Praktické ulohy

Uvazujme Verhulstiv model s Alleeho efektem tvaru
k=m(1-%) (5-1).

kder > 0,K > 0a A € (0,K). Pro specifickou miru riistu populace

plati
rx)=r(t-=%¢) G-1).

Grafem této funkce je konkavni parabola s kofeny v A a K, pficemz pro
hodnoty populace v intervalu (0, A) je r(x) < 0. To je pravé silny
Alleeho efekt, kdy takto mala populace nemlze prezit, protoze
velikost populace klesa, x = 0 je stabilnim rovnovaznym bodem,
atraktorem. Pi prekroceni této prahové hodnoty plati r(x) > 0 a
velikost populace roste az k rovnovaznému stabilnimu bodu x = K.
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4. kapitola Praktické ulohy
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4. kapitola Praktické ulohy

k=100 = (1) (- 1)

FO=r(t=%)G-1)+m(-%) G-1)+m(1-%) ()
Také Grobmanova-Hartmanova véta potvrzuje tyto Uvahy:

f(0)=r>0, f(A)=r(1-%)>0, f(K)=-r(¥-1)<o0.
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4. kapitola Praktické ulohy

Pokud budeme takovouto populaci vytéZzovat (viz napf. model
rybolovu s konstatnim usilim), dostaneme model s rovnici tvaru

k== f) (1) - B = (1D G -1 - D).
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4. kapitola Praktické ulohy

Pokud budeme takovouto populaci vytéZzovat (viz napf. model
rybolovu s konstatnim usilim), dostaneme model s rovnici tvaru

k== f) (1) - B = (1D G -1 - D).

Z tvaru praveé strany je zfejmé, ze x = 0 je stabilni rovnovaha a pro
vysokeé E je to jedina rovnovaha systému. Prahovou hodnotou
vynalozeného Usili £ je hodnota specifické miry rlstu populace

v jejim maximu x = %, tj.

K—A)?
Emax = r( 4AK)
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4. kapitola Praktické ulohy

Pro E pod hodnotou E ;g ma systém 3 rovnovazné stavy x = 0, x = xq
a x = xy (viz obr. 128), kde x; < x, jsou feSeni kvadratické rovnice

r1-F)(G-1=E

r(x) r(x)

r(x)

0 A/ X; X \K x 0

128 /388
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4. kapitola Praktické ulohy

Pro E pod hodnotou E ;g ma systém 3 rovnovazné stavy x = 0, x = xq
a x = xy (viz obr. 128), kde x; < x, jsou feSeni kvadratické rovnice

r1-F)(G-1=E

r(x) r(x)
E Em X
0 A / K X 0l A4 / X=X, K X
r(x)
E X
0| 4 / X X3 \K «x 0 45 xz\ K X

Pro E nad hodnotou Eqx ma systém jediny stabilni rovnovazny stav

x=0.
128 /388
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4. kapitola Praktické ulohy

Pti zvyseni tézby pres prahovovu hodnotu E,,qx dochazi ke kvalitativni
zméné dynamiky - bifurkaci.
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4. kapitola Praktické ulohy

Pti zvyseni tézby pres prahovovu hodnotu E,,qx dochazi ke kvalitativni
zméné dynamiky - bifurkaci.

Situace, kdy se tézi s efektivitou Epgy je prakticky neudrzitelna a také
vede k vymieni populace. Udrzitelna tézba tedy musi splhovat jednak
podminku E < Epgy, ale také podminku na pocatecni stav populace,
ktera musi byt dostatecné velka, musi byt nad prahovou hodnotou
nestabilniho prostfedniho rovnovazného bodu, tj. x(0) > x;. Pokud
tedy ekonomické tlaky na téZbu biopopulace vedou k jejimu stalému
rdstu, jak to vidime dnes, dochazi k tomu, ze tézena populace

v ustaleném rovnovazném bodé x, ma mirnou klesajici tendenci
oviem pouze do okamziku, kdy se tézba pfriblizi prahové hranici £y,
pripadné ji prekrodi. V takovém okamziku dojde k velmi rychlé
kvalitativni zméné a velikost populace rapidné klesne a druh vymira.
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4. kapitola Praktické ulohy

Je evidentni, Ze pro zachranu populace uz nestaci tézbu snizit, pokud
bude totiz pocatetni populace pod x;, k vymfeni stejné dojde.

K zachrané druhu je pak tfeba daleko vétsi usili: navyseni kapacity
prostredi, specifické miry rlstu, nebo snizeni prahové hodnoty A.
Tento jednoduchy model tak ukazuje, jak nebezpectné je chovani
dnesni globalizované spolecnosti, ktera tla¢i na maximalni
vytézovani, coz vidime napf. u populace turiaka obecného.
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4. kapitola Praktické ulohy

r 7

Domaci ukol:

Modelujte svétovou populaci
3 s Alleeho efektem

Funkci ristového koeficientu
r(x) = do+ ay - X + a; - x>
muzeme odhadnout pomoci
linearni regrese z dat na

o www.worldometers.info nebo

N 1 v souboru population.xlsx.

' Zkuste to a ukazte, Ze nejlepsi

odhad koeficientu je

ag = 0.016645,

PR a; = 1.938243: 102275

e a; = —3.693209 - 1022,

Porovnejte vas vysledek

1 z
s obrazkem.
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https://www.worldometers.info/world-population/
population.xlsx

4. kapitola Praktické ulohy

Dalsimi typickymi modely jsou modely interakci (Pfibylova:
Deterministické modely, str. 164), epidemiologické modely (Pospisil,
Pribylova: Spojité deterministické modely, str. 153), jiZ zminéné
biochemické modely (Pospisil, Pfibylova: Spojité deterministické
modely, str. 165), modely v neurovédé (Pospisil, Pribylova: Spojité
deterministické modely, str. 185) .... FitzZHughGv-Nagumiv model
neuronu (Scholar) si béhem semestru ukazeme bliz.
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5. kapitola Fold, transkriticka a vidlickova bifurkace




5. kapitola Fold, transkriticka a vidlickova bifurkace

Co se naucime:

m popsat dynamické systémy s parametrem

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. nora 2021 134 /388



5. kapitola Fold, transkriticka a vidlickova bifurkace

Co se naucime:

m popsat dynamické systémy s parametrem
m porozumét pojmu bifurkace rovnovazného bodu
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5. kapitola Fold, transkriticka a vidlickova bifurkace

Co se naucime:

m popsat dynamické systémy s parametrem
m porozumét pojmu bifurkace rovnovazného bodu
m nakreslit bifurkacni diagram

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. Unora 2021 134 /388



5. kapitola Fold, transkriticka a vidlickova bifurkace

Co se naucime:

m popsat dynamické systémy s parametrem

m porozumét pojmu bifurkace rovnovazného bodu

m nakreslit bifurkacni diagram

m pochopit zménu dynamiky spojitych systém{ souvisejici
s pfechodem vlastniho Cisla pres O
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5. kapitola Systémy zavislé na parametrech, bifurkace

Uvazujme systém diferencialnich rovnic s parametrem tvaru

).(:f(X,ﬁ), (12)

kde x € X = R™ je vektor proménnych, € € R¥ je vektor parametr(i a
vektorova funkce f : R™ x R — R™ je dostate¢né hladka.
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5. kapitola Systémy zavislé na parametrech, bifurkace

Uvazujme systém diferencialnich rovnic s parametrem tvaru

X :f(X,S), (12)
kde x € X = R™ je vektor proménnych, € € R¥ je vektor parametr(i a
vektorova funkce f : R™ x R — R™ je dostate¢né hladka.
Jestlize f(xp,&09) = 0, ma systém (12) rovnovazny bod xq pro
parametr e = g a linearizovany systém v tomto bodé je
u= Df(X0780)u>

kde Df (xo,€0) znaci Jacobiho matici v bodé xo pro parametr e = €.
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5. kapitola Systémy zavislé na parametrech, bifurkace

Je-li pro g¢ rovnovazny bod xg hyperbolicky, je linearni transformace
Df (xo,€0) : R™ — R™ invertibilni a véta o implicitni funkci zaru€uje
lokalné existenci a jednoznacnost kiivky € — B(g), ktera spliuje

B(eo) = x0 af(B(e),e) = 0, tedy B(e) odpovida rovnovaznému bodu
pro parametr €.
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5. kapitola Systémy zavislé na parametrech, bifurkace

Je-li pro g¢ rovnovazny bod xg hyperbolicky, je linearni transformace
Df (xo,€0) : R™ — R™ invertibilni a véta o implicitni funkci zaru€uje
lokalné existenci a jednoznacnost kiivky € — B(g), ktera spliuje
B(eo) = x0 af(B(e),e) = 0, tedy B(e) odpovida rovnovaznému bodu
pro parametr €.

Navic, pokud Df (xo,€0) ma my a m_ vlastnich hodnot s kladnou resp.
zapornou realnou &asti, bude mit v okoli ¢ Jacobiho matice
Df(B(e),e) stejny potet my a m_ vlastnich hodnot s kladnou resp.
zapornou realnou Casti.
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5. kapitola Systémy zavislé na parametrech, bifurkace

Uvazujme systém diferen¢nich rovnic s parametrem tvaru

x(n+1) = f(x(n),e), (13)

kde x € X = R™ je vektor proménnych, € € R¥ je vektor parametr(i a
vektorova funkce f : R™ x R — R™ je dostate¢né hladka.
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5. kapitola Systémy zavislé na parametrech, bifurkace

Uvazujme systém diferen¢nich rovnic s parametrem tvaru

x(n+1) = f(x(n),e), (13)

kde x € X = R™ je vektor proménnych, € € R¥ je vektor parametr(i a
vektorova funkce f : R™ x R — R™ je dostate¢né hladka.

Jestlize f(xp,&09) = Xo, ma systém (13) rovnovazny bod xq pro
parametr e = g a linearizovany systém v tomto bodé je

u(n + 1) = Df (xo,€0)u(n),

kde Df (xo,€0) znaci Jacobiho matici v bodé xo pro parametr e = €.
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5. kapitola Systémy zavislé na parametrech, bifurkace

Je-li pro g9 pevny bod xq hyperbolicky, je linearni transformace

Df (xo0,e0) — I : R™ — R™ invertibilni a véta o implicitni funkci
zaruCuje lokalné existenci a jednoznacnost kfivky € — B(e), ktera
spliuje B(eo) = xo a f(B(e),e) = B(e), tedy B(e) odpovida pevnému
bodu pro parametr .

Navic, pokud Df (xg,e0) ma my a m_ vlastnich hodnot s velikosti
vétsi resp. mensi nez 1, bude mit v okoli gg Jacobiho matice
Df(B(e),€) stejny pocet m a m_ vlastnich hodnot s velikosti vétsi
resp. mensi nez 1.
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5. kapitola Systémy zavislé na parametrech, bifurkace

Hyperbolicky rovnovazny bod bude mit tedy pro parametry e
dostatecné blizké gq stejné kvalitativni vlastnosti (stabilitu,
nestabilitu, dimenze stabilni a nestabilni variety). V okoli
hyperbolického rovnovazného bodu zavislého na parametru je tedy
tento systém tzv. strukturalné stabilni, tj. perturbovany systém je

s nim lokalné topologicky ekvivalentni.

V pfipadé, ze ma Jacobiho matice Df (xo,e0) néjakou vlastni hodnotu
s nulovou realnou &asti ve spojitém piipadé nebo s velikosti rovnou 1
v diskrétnim pfipadé (mg # 0), neni zaruCena existence ani
jednoznacnost kfivky B(g), tj. pfi perturbaci mdze dojit k zaniku
rovnovazného bodu (v kazdém okoli gg), nebo k vzniku nové vétve
rovnovaznych feeni (odtud vznikl nazev, rozvétveni = bifurkace) a
samoziejmé pfi pfechodu g mUze dojit ke zméné stability, dimenze
stabilni a nestabilni variety, tedy obecné k lokalni kvalitativni zméné
chovani systému.
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5. kapitola Lokalni bifurkace

Lokdlni bifurkaci systému (12) resp. (13) v okoli rovnovdzného bodu
Xo = B(eo) s kritickou hodnotou parametru e = g¢ rozumime kvalitativni
zménu dynamiky v okoli kritické hodnoty e, kdy fdzové portréty v okoli

rovnovdhy xqo pri pfechodu pres bifurkalni parametr eq nejsou lokdlné
topologicky ekvivalentni.

Poznamka

V okoli nehyperbolické rovnovdhy, kde dochdzi k bifurkaci, je systém
strukturdlné nestabilni.
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5. kapitola Lokalni bifurkace

Uvazujme diferencialni rovnice s parametrem tvaru

Xx=e—x?, xeR,ecR. (14)
Rovnovazné body spliuji f(x,¢) := e — x> = 0, tj. leZi na kFivce
e = x%. Pro ¢ < 0 nema rovnice (14) zadny rovnovazny bod, pro ¢ = 0
je rovnovahou bod xg = 0 a pro € > 0 jsou rovnovahy dvé: x = +./c.
Parametr £ = 0 je tedy bifurka¢ni hodnotou a pfi jeho pfechodu
v okoli po¢atku dochazi k Llokalni bifurkaci typu fold (ohyb). Bod
(x0,€0) = (0,0) je tzv. limitnim bodem. Viimnéte si, Ze vlastni
hodnota A = Df(0,0) = 0.
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5. kapitola Lokalni bifurkace

Bifurkacni diagram bifurkace typu fold:

[ ]
S

e<0 e=0 e>0

pzaniil
NREARARNAD

Kfivka odpovidajici stabilni rovnovaze se zakresluje plnou ¢arou (plny
bod), nestabilni rovnovaze pak ¢arkované (prazdny bod).
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5. kapitola Fold bifurkace

Predpoklddejme, Ze jednodimenziondlni jednoparametricky systém
(rovnice)

x=f(x,a), x€eR, a€eR, (15)

kde f je hladkd funkce, md pro oo = o rovnovdzny bod x = xg a
A = fx(xo0, ag) = 0. Pfedpoklddejme, Ze jsou splnény podminky

fix(X0, p) # 0O podminka nedegenerovanosti,
fa(X0,0) #0 podminka transverzality.

Pak je (15) v okoli rovnovdhy lokdlné topologicky ekvivalentni systému
v normdlni formé fold bifurkace

y = +e +y?

(v libovolném okoli pocdtku).

v
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5. kapitola Fold bifurkace

f(X’ a) =
flxo=a5) + fiulxesa5) (X — X0) + fa (X0, @00 ) (@ — 40) + 3 frox (X0, 0) (X — X0)

+cleny s vy$simi mocninami

Rovnovaha xq spriuje f(xo, ag) = O.

Dochazi k naruseni hyperbolicity, tj. A = fx(xo, «g) = 0.
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5. kapitola Fold bifurkace

f(X’ a) =
flxo=a5) + fiulxesa5) (X — X0) + fa (X0, @00 ) (@ — 40) + 3 frox (X0, 0) (X — X0)

+cleny s vy$simi mocninami

Rovnovaha xq spriuje f(xo, ag) = O.
Dochazi k naruseni hyperbolicity, tj. A = fx(xo, «g) = 0.

Reparametrizace ¢ = |f, (X0, ap)|(cx — ) + ... @ posun do pocatku
y? = |%fxx(xo, a0)|(x — x0)? + ... prevadi prvni Eleny na rovnici (14)
y = e + y?, ktera je tzv. normalnim tvarem pro fold bifurkaci.
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5. kapitola Fold bifurkace

f(Xv a) =
flxo=a5) + fiulxesa5) (X — X0) + fa (X0, @00 ) (@ — 40) + 3 frox (X0, 0) (X — X0)

+cleny s vy$simi mocninami

Rovnovaha xq spriuje f(xo, ag) = O.
Dochazi k naruseni hyperbolicity, tj. A = fx(xo, «g) = 0.

Reparametrizace ¢ = |f, (X0, ap)|(cx — ) + ... @ posun do pocatku
y? = |%fxx(xo, a0)|(x — x0)? + ... prevadi prvni Eleny na rovnici (14)
y = e + y?, ktera je tzv. normalnim tvarem pro fold bifurkaci.
Znaménko f, (X0, ap) pak urCuje znaménko u £ v normalnim tvaru,
znaménko fyx(Xo, ag) uréuje znaménko u y2.
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5. kapitola Fold bifurkace

f(Xv a) =
flxo=a5) + fiulxesa5) (X — X0) + fa (X0, @00 ) (@ — 40) + 3 frox (X0, 0) (X — X0)

+cleny s vy$simi mocninami

Rovnovaha xq spriuje f(xo, ag) = O.
Dochazi k naruseni hyperbolicity, tj. A = fx(xo, «g) = 0.

Reparametrizace ¢ = |f, (X0, ap)|(cx — ) + ... @ posun do pocatku
y? = |%fxx(xo, a0)|(x — x0)? + ... prevadi prvni Eleny na rovnici (14)
y = e + y?, ktera je tzv. normalnim tvarem pro fold bifurkaci.
Znaménko f, (X0, ap) pak urCuje znaménko u £ v normalnim tvaru,
znaménko fyx(Xo, ag) uréuje znaménko u y2.

Kazda jednoparametricka diferencialni rovnice tvaru (15) spliujici
podminky véty ma dynamiku v okoli rovnovahy lokalné topologicky
ekvivalentni s jejim normalnim tvarem (jedna ze 4 moznosti
znaménkovych hodnot).
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5. kapitola Fold bifurkace

Podminka nedegenerovanosti fi(Xo, ag) # 0 zarucuje, Ze nejde o jiny
typ bifurkace.
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https://is.muni.cz/auth/predmet/sci/podzim2020/M9BCF
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5. kapitola Fold bifurkace

Podminka nedegenerovanosti fi(Xo, «g) # 0 zaruCuje, Ze nejde o jiny
typ bifurkace. Podminka transverzality f,(xo, «g) # O zarucuje, Ze pfi
pfechodu parametru pres kritickou hodnotu skute¢né dochazi ke
kvalitativni zméné (vzniku ¢&i zaniku rovnovaznych bodd).
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5. kapitola Fold bifurkace

Podminka nedegenerovanosti fi(Xo, «g) # 0 zaruCuje, Ze nejde o jiny
typ bifurkace. Podminka transverzality f,(xo, «g) # O zarucuje, Ze pfi
pfechodu parametru pres kritickou hodnotu skute¢né dochazi ke
kvalitativni zméné (vzniku ¢&i zaniku rovnovaznych bodd).

Kdyby néktera z téchto hodnot byla nulova, museli bychom

v Taylorové rozvoji pouzit ¢leny vy3Sich mocnin, napf. s fy (X0, ag)
nebo s fuxx(Xo, ap) a tvar normalni formy by se zménil a mohlo by
dojit ke kvalitativni zméné dynamiky této rovnice.
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5. kapitola Fold bifurkace

Podminka nedegenerovanosti fi(Xo, «g) # 0 zaruCuje, Ze nejde o jiny
typ bifurkace. Podminka transverzality f,(xo, «g) # O zarucuje, Ze pfi
pfechodu parametru pres kritickou hodnotu skute¢né dochazi ke
kvalitativni zméné (vzniku ¢&i zaniku rovnovaznych bodd).

Kdyby néktera z téchto hodnot byla nulova, museli bychom

v Taylorové rozvoji pouzit ¢leny vy3Sich mocnin, napf. s fy (X0, ag)
nebo s fuxx(Xo, ap) a tvar normalni formy by se zménil a mohlo by
dojit ke kvalitativni zméné dynamiky této rovnice.

Ti, ktefi chtéji védét, jak najit onen neznamy homeomorfismus

z definice topologické ekvivalence, mlzou zalistovat v Kuznécovovi
nebo pockat do pfedmétu PiF:M9BCF Teorie bifurkaci, chaos a
fraktaly.
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5. kapitola Fold bifurkace

Bifurkace typu fold se nazyva také nékdy bifurkace sedlo-uzel.
Podivejte se pro¢:
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5. kapitola Fold bifurkace

Bifurkace typu fold se nazyva také nékdy bifurkace sedlo-uzel.
Podivejte se pro¢:
X = &—X°,
y = -,
) )

)
N Y Y

e<0 e=0

sedlo-uzel.gif
video prof. Ghrista
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5. kapitola Priklady

Priklady na fold bifurkaci
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5. kapitola Priklady

Pro hledani vhodnych ,adept” pro jednoparametrickou bifurkaci
sedlo-uzel vicerozmérného viceparametrického systému tvaru (12)

x = f(x,€)

muUzeme pouzit jednoduchy algoritmus. Hledame feSeni soustavy
rovnic:

f(X,E) = 0,
detDf(x,e) = O

vzhledem k x a jednomu vybranému parametru. Kromé jedné tedy
fixujeme vSechny slozky e.
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Pro hledani vhodnych ,adept” pro jednoparametrickou bifurkaci
sedlo-uzel vicerozmérného viceparametrického systému tvaru (12)

x = f(x,€)

muUzeme pouzit jednoduchy algoritmus. Hledame feSeni soustavy
rovnic:

f(X,E) = 0,
detDf(x,e) = O

vzhledem k x a jednomu vybranému parametru. Kromé jedné tedy
fixujeme vSechny slozky e.

Zda skutetné dochazi k bifurkaci sedlo-uzel mizeme ovéfit az
spoctenim vlastnich hodnot Jacobiho matice Df (x,€) v okoli kritické
hodnoty &g, pfitom Jacobiho matice je vypoCtena v rovnovazném
bodé x = B(e), ktery zavisi na parametru.
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5. kapitola Dalsi jednoparametrické bifurkace

Dalsi jednoparametrické bifurkace po¢tu rovnovaznych bodii ve
spojitych systémech:

Normalni forma transkritické bifurkace

X =ex — x* (16)
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spojitych systémech:

Normalni forma transkritické bifurkace

X =ex — x* (16)
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5. kapitola Dalsi jednoparametrické bifurkace
Normalni forma vidliCkové (pitchfork) bifurkace

X=ex—x° (17)
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5. kapitola

Dalsi jednoparametrické bifurkace

Normalni forma vidlickoveé (pitchfork) bifurkace

[0, 0]
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5. kapitola Dalsi jednoparametrické bifurkace

Véta
Predpoklddejme, Ze jednodimenziondlni jednoparametrickd rovnice

x=f(x,a), xe€R, aeR, (18)

kde f je hladkd funkce, kterd md pro o = g nehyperbolickou rovnovdhu
x = Xo (A = fx(x0, ag) = 0), kterd lezi na prisecliku dvou vétvi rovnovdh,
tj. plati také f,(xo, ag) = 0. Pfedpoklddejme, Ze jsou navic splnény
podminky

fix (X0, a0) # 0 podminka nedegenerovanosti,
fra(X0,0) #0 podminka transverzality.

Pak je (18) v okoli rovnovdhy xq lokdlné topologicky ekvivalentni systému
v normdlni formé transkritické bifurkace

y = dey £y’
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5. kapitola Dalsi jednoparametrické bifurkace

f(x, @) = f{xe7a) + fulxora0) (X — Xo) + ful¥orai0) (@ — )+

+ 3 foc(x0, 20) (X — X0)? + fxa (X0, @0) (X — X0)(ct — cxg)+

+ cleny s vy$8imi mocninami
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5. kapitola Dalsi jednoparametrické bifurkace

f(x, @) = fxes0) + fulxoro) (X — Xo) + falxorao) (o — ao)+

+ 3 foc(x0, 20) (X — X0)? + fxa (X0, @0) (X — X0)(ct — cxg)+
+ cleny s vy$8imi mocninami

Podminka fxx(xo, ag) # 0 byla u fold bifurkace také podminka
nedegenerovanosti. Porusena je podminka transverzality fold
bifurkace, protoZze f,(xo, «p) = 0, ale ¢len s fyn (X0, o) Nevymizi.
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5. kapitola Dalsi jednoparametrické bifurkace

Predpoklddejme, Ze jednodimenziondlni jednoparametrickd rovnice

x=f(x,a), xeR, a€eR, (19)

kde f(x — xo) je v okoli pocdtku lichd funkce, kterd md pro o = «g
nehyperbolickou rovnovdhu x = xg (A = fx(xo, ag) = 0).
Predpoklddejme, Ze jsou splnény podminky

fox(X0, 0) # 0 podminka nedegenerovanosti,
fra(X0,0) # 0 podminka transverzality.

Pak je (19) v okoli rovnovdhy lokdlné topologicky ekvivalentni systému
v normdlni formé vidlickové bifurkace

y=xeyty’
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5. kapitola Dalsi jednoparametrické bifurkace

f(x, @) = flxora5) + fulXera0) (X — Xo0) + fu(Xo, a0}t a0)+

L fo(Xo Y X = X0)? + fra (X0, 0)(X — X0)(@ — i)+
"f‘W‘f' %fxxx(XO,OZO)(X—XO)B'f‘

+ Cleny s vy$8imi mocninami
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5. kapitola Dalsi jednoparametrické bifurkace

f(x, @) = flxora5) + fulXera0) (X — Xo0) + fu(Xo, a0}t a0)+

2h =X0)” + fra(X0, a0) (X — X0) (e — ag)+
+ 3 fan(Xo-a0)ta = a0)? + Lhax(X0, a0)(x — x0)*+
+ Cleny s vy$8imi mocninami

Lichost funkce f implikuje fyx(xo, ag) = O, tedy je poruSena podminka
nedegenerovanosti fold bifurkace. Ze stejného dlvodu je porusena
podminka transverzality a f,(Xo, «g) = 0. Prvni nevyrudené ¢leny jsou

S fxa(X0, @0) @S frx (X0, ).
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5. kapitola Dalsi jednoparametrické bifurkace

Poznamka

Jak v ptipadé fold, tak v pfipadé transkritické bifurkace znaménko u y?
odpovidd znaménku levé strany podminky nedegenerovanosti. Podobné
u vidlickové bifurkace je znaménko u y* znaménkem levé strany
podminky nedegenerovanosti. Znaménko u e odpovidd znaménku levé
strany podminky transversality.
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5. kapitola Priklady

Priklady na transkritickou a vidlickovou bifurkaci
Priklady s vice bifurkacemi
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Prlklady nelmearnlch jeva (fold, transkriticka a

- mewe—
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6. kapitola PFiklady nelinearnich jev(

Co se naucime:

m pochopit nelinearni jevy v dynamickych systémech souvisejici
s uvedenymi bifurkacemi
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Co se naucime:

m pochopit nelinearni jevy v dynamickych systémech souvisejici
s uvedenymi bifurkacemi

m pouzit znalosti o bifurkacich souvisejicich s pfechodem vlastniho
Cisla pres 0 na praktickych ulohach

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. Unora 2021 158 /388



6. kapitola PFiklady nelinearnich jev(

Co se naucime:

m pochopit nelinearni jevy v dynamickych systémech souvisejici
s uvedenymi bifurkacemi

m pouzit znalosti o bifurkacich souvisejicich s pfechodem vlastniho
Cisla pres 0 na praktickych ulohach

m popsat bifurkaci SNIPER a jev synchronizace
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6. kapitola PFiklady nelinearnich jev(

Jednoparametricka bifurkace spojitého systému spojena s pfechodem
realného vlastniho Cisla pres 0 je typicky pfi¢inou jednak zmény
stability rovnovahy, ale hlavné zmény poctu rovnovah.

m fold bifurkace je typicky pficinou skokové zmény v dynamice
systému, kdy ustaleny stav (stabilni rovnovaha) pfi malé zméné
parametru pod kritickou hodnotu zanikne a systém reaguje
velkou zménou stavovych hodnot
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Jednoparametricka bifurkace spojitého systému spojena s pfechodem
realného vlastniho Cisla pres 0 je typicky pfi¢inou jednak zmény
stability rovnovahy, ale hlavné zmény poctu rovnovah.

m fold bifurkace je typicky pfi¢inou skokové zmény v dynamice
systému, kdy ustaleny stav (stabilni rovnovaha) pfi malé zméné
parametru pod kritickou hodnotu zanikne a systém reaguje
velkou zménou stavovych hodnot

m transkriticka bifurkace je typicky pfi¢inou zmény v dynamice
systému, ktera sice skokova neni, ale vede k odlisné zavislosti
vystupu systému na parametrech, coz mlze znamenat napf.
dichotomii v méfenych datech apod.
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6. kapitola PFiklady nelinearnich jev(

Jednoparametricka bifurkace spojitého systému spojena s pfechodem
realného vlastniho Cisla pres 0 je typicky pfi¢inou jednak zmény
stability rovnovahy, ale hlavné zmény poctu rovnovah.

m fold bifurkace je typicky pficinou skokové zmény v dynamice
systému, kdy ustaleny stav (stabilni rovnovaha) pfi malé zméné
parametru pod kritickou hodnotu zanikne a systém reaguje
velkou zménou stavovych hodnot

m transkriticka bifurkace je typicky pfi¢inou zmény v dynamice
systému, ktera sice skokova neni, ale vede k odlisné zavislosti
vystupu systému na parametrech, coz mlze znamenat napf.
dichotomii v méfenych datech apod.

m vidlickova bifurkace je genericka v symetrickych systémech, kde
hraje stejnou roli, jako transkriticka, kromé toho je pficinou
vzniku vétveni
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6. kapitola Biochemicky prepinad

Vzorovym prikladem skokové zmény zapficinéné fold bifurkaci je
biochemicky prepinac.
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6. kapitola Biochemicky prepinad

Vzorovym prikladem skokové zmény zapficinéné fold bifurkaci je
biochemicky piepinac.

Modelova (velmi zjednodusena) rovnice produkce genetického
proteinu v burice:

) o
g= kl@ — k29
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6. kapitola Biochemicky prepinad

Vzorovym prikladem skokové zmény zapficinéné fold bifurkaci je
biochemicky piepinac.

Modelova (velmi zjednodusena) rovnice produkce genetického
proteinu v burice:

. gZ
g= kl@ — kag
Protein vznika autokatalytickou reakci, ktera zde neni popsana, ale

muUZzete se podivat na Hillovu rovnici. Jde o popis kinetiky o néco
slozitéjSi reakce, nez je enzymaticka kinetika Michaelise-Mentenové.
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6. kapitola Biochemicky prepinad

Vzorovym prikladem skokové zmény zapficinéné fold bifurkaci je
biochemicky piepinac.

Modelova (velmi zjednodusena) rovnice produkce genetického
proteinu v burice:

. 2

g=kigly — kg
Protein vznika autokatalytickou reakci, ktera zde neni popsana, ale

muUZzete se podivat na Hillovu rovnici. Jde o popis kinetiky o néco
slozitéjSi reakce, nez je enzymaticka kinetika Michaelise-Mentenové.

Zavedeme novou proménnou x(t) = g(£) a oznatime a = f—z Pak:
1

1
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6. kapitola Biochemicky prepinad

Vzorovym prikladem skokové zmény zapficinéné fold bifurkaci je
biochemicky piepinac.

Modelova (velmi zjednodusena) rovnice produkce genetického
proteinu v burice:

. gZ
9= kl@ — kag
Protein vznika autokatalytickou reakci, ktera zde neni popsana, ale

muUZzete se podivat na Hillovu rovnici. Jde o popis kinetiky o néco
slozitéjSi reakce, nez je enzymaticka kinetika Michaelise-Mentenové.

Zavedeme novou proménnou x(t) = g(£) a oznatime a = f—z Pak:
1

1

x2

X= 1 — X
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6. kapitola Biochemicky prepinad

1+4x2

x(ﬁ—a):O.

— ax

Rovnovaha splnuje
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6. kapitola Biochemicky prepinad

2

= X __
_1+X2 ax

Rovnovaha splnuje
x5z —a) =0,
Jedna rovnovaha je tedy nulova a druha splhuje

_ X
a= 1+4x27

muUzeme tedy vétve rovnovah nakreslit. Zajimaji nas pouze kladné
hodnoty koncentrace i parametru jako poméru rychlosti reakci.
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6. kapitola Biochemicky prepinac

2
_ X
X = 1+4x2

x(ﬁ—a):O.

Jedna rovnovaha je tedy nulova a druha splhuje

— ax

Rovnovaha splnuje

_ X
a= 1+4x27

muUzeme tedy vétve rovnovah nakreslit. Zajimaji nas pouze kladné
hodnoty koncentrace i parametru jako poméru rychlosti reakci.

Se znalostmi z pfedchozi kapitoly mGzeme ukazat (ukazte!), Ze [0, O]
je bod transkritické bifurkace (bod vétveni) a bod [a*, x*] = [%, 1] je
limitni bod (kriticka hodnota fold bifurkace).
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6. kapitola Biochemicky prepinad

(s o)

Prekroci-li tedy a = ’,% kritickou hodnotu % gen se prestane
produkovat.

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. Unora 2021 162 /388



6. kapitola Vymirani populaci

Dalsim vzorovym piikladem skokové zmény zapficinéné fold bifurkaci
je vymirani populaci.
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6. kapitola Vymirani populaci

Dalsim vzorovym piikladem skokové zmény zapficinéné fold bifurkaci
je vymirani populaci.

Pouzivané rovnice pro modelovani velikosti (hustoty) populace jsme
si jiz uvedli a dokonce jsme si ukazali pfiklad vymirani na modelu
s Alleeho efektem:

x=f(x)=m(1-%)(%—-1)—Ex.
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6. kapitola Vymirani populaci

Domaci ukol:

Pouzijte teorii bifurkaci
k analyze modelu lovu
v populaci s Alleeho efektem:

x=f(x,E) =
(- (-1 -

Navod: fold bifurkace nastava
pro E* a x* splnujici:
f(x, E)="0%a O =N}

»
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6. kapitola Model vylovu

Model vylovu s logistickym riistem:
Uvazujme konstantné lovenou populaci (napf. tuniak() modelovanou
logistickou rovnici

x=rmx(1—%)—h=f(xh)

s mirou rdstu r > 0, vylovem h > 0 a kapacitou prostfedi K > 0.
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logistickou rovnici

x=rmx(1—%)—h=f(xh)

s mirou rdstu r > 0, vylovem h > 0 a kapacitou prostfedi K > 0.

Vylov h je parametrem, ktery ovliviiuje existenci rovnovazného stavu
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6. kapitola Model vylovu

Model vylovu s logistickym riistem:
Uvazujme konstantné lovenou populaci (napf. tuniak() modelovanou
logistickou rovnici

x=rmx(1—%)—h=f(xh)

s mirou rdstu r > 0, vylovem h > 0 a kapacitou prostfedi K > 0.

Vylov h je parametrem, ktery ovliviiuje existenci rovnovazného stavu

x _ K K2 hK
Xp=7% V7T 7

Bifurkace typu fold nastava v pfipadé, Ze pro rovnovazny bod
v kritické hodnoté parametru plati
KX h)=r— %x* =0,

tj. pokud plati

xX* =

RN

Y

coZ je praveé splynuti rovnovah x; a x, v jedinou.

N
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6. kapitola Model vylovu

To nastava pro kritickou hodnotu parametru h:
* _ 1K
h*=7.

Protoze fyx = f% #0af,=-1+#0, jsou splnény podminky
nedegenerovanosti a transverzality bifurkace typu fold.
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6. kapitola Model vylovu

To nastava pro kritickou hodnotu parametru h:

* K
h* = %.
Protoze fyx = f% #0af,=-1+#0, jsou splnény podminky
nedegenerovanosti a transverzality bifurkace typu fold.

Pokud vylov prekrodi tuto prahovou hodnotu h*, populace nutné
vymre.

o
=
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6. kapitola Model excitace neuronu

Model excitace neuronu:

Nejjednodussi model toku Na* do neuronu pfes buné¢nou
membranu je rovnice

x=kx(a—x)(x —1)+1,

kde x je normalizované membranové napéti (potencial) excitabilni
buriky, kK > 0 ovlivfiuje rychlost odpovédi a a € (0, 1) je prah mezi
elektrickym klidem a vzruchem. Parametr i je elektricky proud, ktery
prochazi membranou - vnéjsi buzeni.
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6. kapitola Model excitace neuronu

Model excitace neuronu:

Nejjednodussi model toku Na* do neuronu pfes buné¢nou
membranu je rovnice

x=kx(a—x)(x —1)+1,

kde x je normalizované membranové napéti (potencial) excitabilni
buriky, kK > 0 ovlivfiuje rychlost odpovédi a a € (0, 1) je prah mezi
elektrickym klidem a vzruchem. Parametr i je elektricky proud, ktery
prochazi membranou - vnéjsi buzeni.

Vétev rovnovah i = kx(x — a)(x — 1) ma vzdy dva limitni body. Viz
neuron.mw.
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6. kapitola Model excitace neuronu

Rovnovahy pak mdizeme nakreslit v zavislosti na parametru / podle
vztahu / = kx(x — a)(x — 1). Dva limitni body i stabilita jsou v tomto
modelu ,vidét". Fold bifurkace pak vysvétluje jev, kdy excitabilita
neuronu je skokova zména napéti zplsobena pfekro¢enim hrani¢niho

prahu vstupniho proudu. Do tohoto prahu neuron neodpovida.
A

-
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6. kapitola Model zaniku koralovych utest

PrestoZe to neni typické, i transkriticka bifurkace maze byt pficinou
skokové zmény. Uvedme zde model zaniku koralovych utes.

TRENDS in Ecology & Evolution

Tento model si ukazeme na cviceni.
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6. kapitola Konvekéni proudéni

Jako priklad vidlickové bifurkace si ukazeme slavny Lorenziv model.
Nebudeme se ale zabyvat oblasti, kde vznika Lorenzlv chaoticky
atraktor, ale oblasti, kde dochazi k zaniku jediné stabilni rovnovahy,
ktera odpovida stacionarnimu rozlozeni teplot mezi teplejsi zemi a
studenéjsi horni vrstvou atmosféry a vzniku konvekéniho proudéni.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Lorenz_system

6. kapitola Konvekéni proudéni

Lorenziiv model

Rovnice popisujici proudéni vznikajici vedenim tepla si uvadét
nebudeme (jde o parcialni diferencialni rovnice). Anglicky fyzik John
William Strutt, 3. baron Rayleigh ukazal, ze pokud

4(1+02)3

gaH AT
R — a? 9

>R, =
vznikaji periodicka Fe$eni téchto PDR. Cislo R se proto nazyva

Rayleigho ¢islo, kde g je gravitacni zrychleni, « tepelna roztaznost, v
viskozita a « tepelna vodivost kapaliny.
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http://www.youtube.com/watch?v=TG1f0BhxMxY

6. kapitola Konvekéni proudéni

Lorenziiv model

Rovnice popisujici proudéni vznikajici vedenim tepla si uvadét
nebudeme (jde o parcialni diferencialni rovnice). Anglicky fyzik John
William Strutt, 3. baron Rayleigh ukazal, ze pokud

7r4(1+02)3

aHAT _
R=9MAT o g = mAIa)

vznikaji periodicka Fe$eni téchto PDR. Cislo R se proto nazyva
Rayleigho ¢islo, kde g je gravitacni zrychleni, « tepelna roztaznost, v
viskozita a « tepelna vodivost kapaliny.

Jak se zvy3uje rozdil teplot povrchll AT, vedeni tepla se stava
nestabilni a vznika cirkulace kapaliny. Mizete ho sledovat v hrnku
horké kavy jako tmavé skvrny....
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http://www.youtube.com/watch?v=TG1f0BhxMxY

6. kapitola Konvekéni proudéni

Lorenziiv model

Rovnice popisujici proudéni vznikajici vedenim tepla si uvadét
nebudeme (jde o parcialni diferencialni rovnice). Anglicky fyzik John
William Strutt, 3. baron Rayleigh ukazal, ze pokud

41+023
> R = TP

R= gaH AT
vznikaji periodicka Fe$eni téchto PDR. Cislo R se proto nazyva
Rayleigho ¢islo, kde g je gravitacni zrychleni, « tepelna roztaznost, v
viskozita a « tepelna vodivost kapaliny.

Jak se zvy3uje rozdil teplot povrchll AT, vedeni tepla se stava
nestabilni a vznika cirkulace kapaliny. Mizete ho sledovat v hrnku
horké kavy jako tmavé skvrny....

Zjednoduseny model pohybu atmosféry uverejnil v roce 1963 Edward
Lorenz. Model potvrzuje nejen Rayleigho vysledky, ale ukazuje vznik
turbulenci.
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http://www.youtube.com/watch?v=TG1f0BhxMxY

o

. kapitola Konvekéni proudéni

= _G(X_y)a
= IXx—y—xz
z = —bz+xy,
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https://en.wikipedia.org/wiki/Rayleigh_number

o

. kapitola Konvekéni proudéni

= _G(X_y)a
= IXx—y—xz
z = —bz+xy,

m x(t): rychlost rotace konvekéniho proudéni
m y(t): rozdil teplot spodni a horni vrstvy
m z(t): odchylka teploty od jeji stfedni hodnoty
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https://en.wikipedia.org/wiki/Rayleigh_number

6. kapitola Konvekéni proudéni

_G(X - y)7
= IXx—y—xz
z = —bz+xy,

m x(t): rychlost rotace konvekéniho proudéni

m y(t): rozdil teplot spodni a horni vrstvy

m z(t): odchylka teploty od jeji stfedni hodnoty
a parametry jsou

m o = 7: Prandtlovo Cislo (kinematicka viskozita/soucCinitel tepl.
vodivosti),

mr= R% ~ Rayleigho ¢islo,

mb= ~ §itka / délka konvekéni bunky

4
(1+a?)
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https://en.wikipedia.org/wiki/Rayleigh_number

6. kapitola Konvekéni proudéni

Ukol:

Ukazte, ze pror < 1 ma
systém jedinou stabilni
rovnovahu, ktera fyzikalné
odpovida systému bez
proudéni (vyrovnani teplot) a
r =1 je bod symetrického
vétveni. V MATCONTU oveérte,
Ze jde o bod vidlickové
bifurkace.

»
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6. kapitola Konvekéni proudéni

Pro pfi pfechodu pies r = 1 (zvySenim rozdilu teplot horniho a
dolniho povrchu AT) dochazi v systému

_U(X - y)a
y = rx—y—xz,
z = —bz+xy,

k vzniku dvou stabilnich stavll z nulového stavu x = 0. Ten odpovida
nulové rychlosti rotace konvekéniho proudéni, teplota je stacionarné
rozlozena mezi spodni a horni vrstvou (viz stacionarni feSeni rovnice
vedeni tepla pro Dirichletovu okrajovou podminku v pfedmétu
profesora PospiSila PFF:M6868 Spojité deterministické modely Il ).
Noveé vzniklé stabilni stavy x = +./b(r — 1) odpovidaji konvekénimu
proudéni o rotaci proti sméru a ve sméru hodinovych rucicek. Vznikaji
tedy konvek¢ni proudéni obéma sméry o stejné rychlosti.
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https://is.muni.cz/auth/predmet/sci/podzim2019/M6868

6. kapitola Bifurkace SNIPER a synchronizace

Bifurkace SNIPER a synchronizace
Posledni vyznamnou aplikaci fold bifurkace je Saddle-Node Infinite
PERiod bifurkace - SNIPER.

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. Unora 2021 175/ 388



6. kapitola Bifurkace SNIPER a synchronizace

Bifurkace SNIPER a synchronizace
Posledni vyznamnou aplikaci fold bifurkace je Saddle-Node Infinite
PERiod bifurkace - SNIPER.

Uvazujme spojity systém popsany v polarnich soufadnicich systémem

= r(1- rz)

,'.
0 = w—sind.
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6. kapitola Bifurkace SNIPER a synchronizace

Bifurkace SNIPER a synchronizace
Posledni vyznamnou aplikaci fold bifurkace je Saddle-Node Infinite
PERiod bifurkace - SNIPER.

Uvazujme spojity systém popsany v polarnich soufadnicich systémem
P= r1-r?

0 = w—sind.

, 0

Ma rovnovazny bod r = 0, 6 = 0, ktery je nestabilni.
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6. kapitola Bifurkace SNIPER a synchronizace

Bifurkace SNIPER a synchronizace
Posledni vyznamnou aplikaci fold bifurkace je Saddle-Node Infinite
PERiod bifurkace - SNIPER.

Uvazujme spojity systém popsany v polarnich soufadnicich systémem
P= r1-r?
0 = w—sind.

Ma rovnovazny bod r = 0, 6 = 0, ktery je nestabilni. Pro r = 1 mize

existovat rovnovaha odpovidajici cyklu, ktera zanika fold bifurkaci pro
kritickou hodnotu 6* = 7.

) h @

w>1
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6. kapitola Bifurkace SNIPER a synchronizace

Kriticky bod této bifurkace pak dava vzniknout cyklu s nekoneéné
dlouhou periodou, odtud jeji nazev. Fazovy portrét vypada takto:

|
;15 -10 -05 00 05 10 15 -15 -1.0 -05 00 05 10 15 -16 -10 -05 00 05 10 15
x(1) x(0 x(1)
w>1 w=1 w<1
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6. kapitola Bifurkace SNIPER a synchronizace

Tento typ bifurkace stoji za jevem, kterému fikame synchronizace.
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6. kapitola Bifurkace SNIPER a synchronizace

Tento typ bifurkace stoji za jevem, kterému fikame synchronizace.

Predstavte si dva bézce na ovalu (nebo taky oscilujici neurony, rotujici
vesmirna télesa, déti na houpacce, hodiny na sténé nebo metronomy
na spolecné zakladné). Kazdy ma svou uhlovou rychlost wq a w; a
jeho pozice na ovalu (faze) je dana rovnici

(9-,' = W, i€ {1, 2}

Neznaji se, nekomunikuji spolu. Bézi (osciluji) svou vlastni frekvenci.
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6. kapitola Bifurkace SNIPER a synchronizace

Pokud se ale béZci znaji a chtéji spolu komunikovat, upravi sv(ij béh
(oscilaci, rotaci, houpani nebo kyvani). Cim bliz k sobé budou, tim vic
se budou snazit. Silu spfazeni ozna¢me «;.

él = wl—mlsin(el—ez),
92 = wz—,«;zsin(ﬁz—@l),

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. Unora 2021 178 /388



6. kapitola Bifurkace SNIPER a synchronizace

Pokud se ale béZci znaji a chtéji spolu komunikovat, upravi sv(ij béh
(oscilaci, rotaci, houpani nebo kyvani). Cim bliz k sobé budou, tim vic
se budou snazit. Silu spfazeni ozna¢me «;.

él = wl—mlsin(el—ez),
92 = wz—,«;zsin(ﬁz—@l),

Stavova proménna ¢ = 61 — 6, popisujici Uhlovou vzdalenost mezi
bézci (oscilatory) ma rovnici

O =Aw— (k1 + K2)sinp, kde Aw=w; —w;
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6. kapitola Bifurkace SNIPER a synchronizace

¢ = Aw — (K1 + Ky)sinp

stabilni
synchron.
rovi.

| 6 | FOLD P I P

Proto vznikne vazba. Pokud bude dost silna, vznikne stabilni vazana
rotace - synchronizace. Proto se divame stale na stejnou pfivracenou
stranu Mésice a mame Stésti, Ze vazana rotace nevznikla mezi
Sluncem a Zemi, protoZe jsme dostatecné daleko.
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ce SNIPER a synchronizace

zkousejte si synchronizaci
na metronomech.

V realu

i v Maplu.
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7. kapitola Hystereze a cusp bifurkace

Co se naucime:

m porozumét bistabilité a jevu hystereze
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7. kapitola Hystereze a cusp bifurkace

Co se naucime:

m porozumét bistabilité a jevu hystereze

m pochopit pojem varieta rovnovah ve dvouparametrickém
systému
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7. kapitola Hystereze a cusp bifurkace

Co se naucime:

m porozumét bistabilité a jevu hystereze

m pochopit pojem varieta rovnovah ve dvouparametrickém
systému

m popsat dvouparametrickou cusp bifurkaci
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7. kapitola Hystereze a cusp bifurkace

Co se naucime:

m porozumét bistabilité a jevu hystereze

m pochopit pojem varieta rovnovah ve dvouparametrickém
systému

m popsat dvouparametrickou cusp bifurkaci
m pouzit znalosti o cusp bifurkaci na praktickych ulohach
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7. kapitola Hystereze a cusp bifurkace

Hystereze je jev, kdy dynamicky systém vykazuje jakousi pamét.
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7. kapitola Hystereze a cusp bifurkace

Hystereze je jev, kdy dynamicky systém vykazuje jakousi pamét.

V deterministickém systému bez hystereze je mozné predpovédét
vystup pouze v zavislosti na ¢ase, v systému s hysterezi to nelze,
kromé ¢asu musime znat i "cestu"vstupu, tedy trajektorii, kterou vstup
prosSel, nez dosahl urcité hodnoty.
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7. kapitola Hystereze a cusp bifurkace

Hystereze je jev, kdy dynamicky systém vykazuje jakousi pamét.

V deterministickém systému bez hystereze je mozné predpovédét
vystup pouze v zavislosti na ¢ase, v systému s hysterezi to nelze,
kromé ¢asu musime znat i "cestu"vstupu, tedy trajektorii, kterou vstup
prosSel, nez dosahl urcité hodnoty.

Hystereze vykazuje typicky zpozdéni pfi navratu do plvodniho stavu.
Znama je hystereze u feromagnetickych materiald, které po vystaveni
magnetickému poli vykazuji néjakou dobu magnetické vlastnosti,
poté dojde k zaniku vnitfniho magnetického pole. Tento jev se ale
objevuje i v jinych oborech - biologii, medicing, ekonomii apod.
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7. kapitola Hystereze a cusp bifurkace

2. stabilni stav ferromagnetu - zmagnetizovany

LP

LP

1/

. stabilnf stav ferromagnetu - nezmagnetizovany

parametr - sila vnéjsitho magnetického pole
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7. kapitola Model obalece

Model populace obalece Choristoneura Occidentalis
Spruce Budworm Model

V roce 1978 byl vytvofen model populace obalece, ktery je v Kanadé
Skddcem jehli¢natych Llesh. V 30-40tiletém cyklu se obale¢ premnozi
tak, Ze zcela znici lesy. Model umoznil pochopit dynamiku populace
obalete a mechanismus vzniku skokovych zmén, kdy dochazi k jeho
pfemnozeni. Na zakladé modelu je mozné populaci obalece
ukontrolovat.

Model obaleCe nam bude slouzit jako modelovy systém pro vysvétleni
jevu hystereze a jeji souvislosti s bistabilitou a cusp bifurkaci.
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7. kapitola Model obalece

Populace obale¢e bude modelovana logistickym modelem rdstu

. N BN?
N—fBN<1‘/<> AN

kde N je populace, r > 0 mira rdstu populace a K > 0 kapacita
prostiedi (v pfipadé obalece je dana hustotou jehli¢i). Funkce predace
ptaky p(N) = AZB-i-iNZ (analyzujte prabéh funkce), ktera ma sigmoidni
charakter (A, B > 0), rg > 0 je specificka mira rdstu a parametry

A > 0, B > 0 souvisi s efektivitou lovu. A s ¢asem, ktery je k lovu
potiebny a B s mnozstvim. Cim vice bude obalete na stromech, tim

bude A mensi a B vétsi.
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7. kapitola Model obalece

V této rovnici lze zmensit polet parametrd (zménou méfitka populace

a ¢asu) substituci x = ¥+ = B r = 4% g = K 3 dostaneme tak

x=m(1-% —L
B q 1+ x2
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7. kapitola Model obalece

V této rovnici lze zmensit polet parametrd (zménou méfitka populace

a ¢asu) substituci x = ¥+ = B r = 4% g = K 3 dostaneme tak

x=m(1-% —L
B q 1+ x2

VSimnéte si, Ze r i g roste s dostupnosti kofisti.
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7. kapitola Model obalece

V této rovnici lze zmensit polet parametrd (zménou méfitka populace

a ¢asu) substituci x = ¥+ = B r = 4% g = K 3 dostaneme tak

x=m(1-% —L
B q 1+ x2

VSimnéte si, Ze r i g roste s dostupnosti kofisti. Je zfejmé, ze x =0 je
nestabilni rovnovaha (proc?). Dalsi rovnovazné body spliuji rovnici

r{1 o X
g) 1+x2
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7. kapitola Model obalece

Graficky mdzeme rovnovazné body najit jako priseciky primky
s nelinearni kfivkou:
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7. kapitola Model obalece

Graficky mdzeme rovnovazné body najit jako priseciky primky
s nelinearni kfivkou:

Je zfejmé, Ze v pfipadé vyznaleném na obrazku jsou nenulové
rovnovahy tifi, vnéjsi dvé stabilni, vnitfni nestabilni. Pfi malé zméné
parametr( mdze dojit k zaniku jednoho z téchto rovnovah. Pfi zaniku
bodu x4 tedy dochazi i pfi relativné nizké velikosti populace

k prudkému premnozeni, které navic vykazuje hysterezi.

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. nora 2021 188 /388



7. kapitola Model obalece

Varietu odpovidajici rovnovaznym bodim mizeme zobrazit zavisle na
obou parametrech - r a g.

Tento typicky ohyb (fold - prelozeni) se nazyva katastrofa bodu vratu -
cusp katastrofa. Jde o bifurkaci dvouparametrickou. Schéma
bifurka¢niho diagramu se v takovém pfipadé zakresluje do prostoru
parametrd, ktery je bifurkacnimi hranicemi (odpovidaji limitnim
bodlm bifurkace fold) rozdélen na strukturalné stabilni oblasti, tj.
oblasti s topQLogicky ekvi,valegztlnl'mi fazovymi portréty.
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7. kapitola Model obalece

Ukol:

1 singularni bod

T cusp

D[

3 singuldrni body

0 q

Analyzujte model v programu
XPPAUT a vykreslete
bifurkacni diagram pomoci
jeho podprogramu AUTO

’ nebo v programu MATCONT.

| P Zkuste interaktivni aplet.

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. inora 2021 190/ 388


http://www.aw-bc.com/ide/idefiles/media/JavaTools/wormhyst.html

7. kapitola Bistabilita a cusp bifurkace

Je vidét, Ze jev hystereze, ktery jsme vidéli Uzce souvisi s vznikem
dvou stabilnich atraktord. V pfikladu modelu biotopu koralovych
Utesl a fas jsme se s hysterezi potkali také - 3lo o pfipad dvou
transkritickych bifurkaci, kdy stabilni vétve rovnovah pro urcité
parametry vznikaly resp. zanikaly.

Existence dvou nebo vice stabilnich atraktor(i v dynamickém systému
pro jisté parametry se nazyva bistabilita resp. multistabilita.
NejCastéjSim pripadem, kdy takovy jev vznika je okoli bifurkace typu
cusp.

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. nora 2021 191 /388



7. kapitola Bistabilita a cusp bifurkace

Predpoklddejme, Ze jednodimenziondlni dvouparametricky systém
(rovnice)

x=f(x,a), xeR, a=(a;,m)" € R?

kde f je hladkd funkce, md pro e = g rovnovdhu x = xq a plati
A = fx(X0, ap) = O, fux(X0, o) = 0. Pfedpoklddejme, Ze jsou splnény
podminky

fox (X0, @g) # 0 podminka nedegenerovanosti,
(farfras — farfxar) (X0, @g) # O podminka transverzality.

Pak je uvedeny nelinedrni systém v okoli rovnovdhy lokdlné topologicky
ekvivalentni systému v normdlni formé bifurkace bodu vratu - cusp

y=e1+eyty
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7. kapitola Bistabilita a cusp bifurkace

Rovnovazné body lezi na varieté
M: egq +52yiy3 =0,

pfitom nulova prvni derivace, tedy podminka pro bifurkaci typu fold
(sedlo-uzel) je splnéna na kfivce spliujici navic

gy £3y? =0.

Pokud z téchto dvou rovnic vylou¢ime y, dostaneme kfivku typického
tvaru V
27¢3 —4e3 =0

s bodem vratu v pocatku.
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7. kapitola Bistabilita a cusp bifurkace
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7. kapitola Bistabilita a cusp bifurkace
Jednotlivé vétve T4, T, odpovidaji zanikdim dvojice rovnovaznych
bodl v ohybech variety M, tedy jsou to bifurka¢ni hranice bifurkace
fold (LP). Bifurkace bodu vratu (cusp) implikuje vznik hystereze.

0
Ty
@ N
&2
®
T T
272 = 4¢3
Ty 0 €1 @
)
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7. kapitola Bistabilita a cusp bifurkace

Oblasti oznacené 1 a 2 jsou strukturalné stabilni oblasti, ve kterych
ma systém 3 resp. jedinou rovnovahu. 71 a T, odpovidaji
jednoparametrické bifurkaci typu fold, jsou to hranice kodimenze 1
v 2-rozmérném prostoru parametrd. Jejich priinikem je bod vratu,
ktery ma dimenzi O, tedy kodimenzi 2 v 2-rozmérném prostoru
parametr(.

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. nora 2021 196 / 388



Praktické ulohy
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Fosforylaci aktivovana kinaza




7. kapitola

Fosforylaci aktivovana kinaza

Fosforylaci aktivovana kinaza

L. Pfibylova «

Nelinearni dynamika « 6. inora 2021

Kindazy (nejcastéji

proteinkinazy)

enzymy, které
ucastni Sirokého
spektra  bunéénych
pochodd, jako
regulace exprese

genl, mitoza,

né¢na diferenciace
a proliferace nebo
i programovana

bunéc¢na smrt.
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L.Pfibylova «

7. kapitola

osphorylation

ph

Nelinearni dynamika « 6. inora 2021

active protein kinase 3

Fosforylaci aktivovana kinaza

of

catalyses the

V realnych déjich jde
o nékolikastupriovou
fosforylacni kaskadu
kindz, v niz v kaz-
dém kroku predcha-
zejici kinaza aktivuje
tu nasledujici.
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7. kapitola Fosforylaci aktivovana kinaza

Jednoparametricky model této nejjednodussi struktury, ktera
umoznuje vznik genetické zmeény vlastni aktivitou, jsme si jiz jako
typicky biochemicky pfepinac ukazali. Ted se na model podivame
bliz. Jde o model samostatné fosforylaci aktivované kinazy, ktera je
transkripénim faktorem pozitivné regulujicim vlastni expresi v ramci
genomu:

N 2
X = ko + Kéﬁ(xz — kgX,

kde X € R kvantifikuje aktivitu kinazy a ko, Vi, Ky a kg jsou kladné
parametry. Parametr kp odpovida bazalni (autonomni) produkci kinazy
nezavisle na aktivité X, druhy ¢len K‘g]"f;z odpovida genové expresi
probihajici skrze transkripci a translaci v pfipadé genetické zmény
fosforylaci v biochemické signalizaci (Hillova funkce). Treti Clen kgX
odpovida rozkladu proteinu (transkrip¢niho faktoru), defosforylaci.
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7. kapitola Fosforylaci aktivovana kinaza

Substituci x = kyX a reparametrizaci ¢asu ™ = ,‘é—zt dostavame rovnici

dx _
dr = Mo+ 1+X2 — p1X

s bezrozmeérnymi parametry pg = %, p11 = m_

Rovnovazné body musi spliiovat

XZ
po + 152 = pX.

Analyzu prabéhu funkce y = g + 11—2)(2 zjistime, ze jde v kladnych

hodnotach o esovitou kfivku s inflexnim bodem x = ? Jde navic
o funkci omezenou asymptotou y = 1 + pg.
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7. kapitola

Fosforylaci aktivovana kinaza

Pro jisté hodnoty iy € (ui, 42) bude mit systém tfi rovnovazné body
a vne tohoto intervalu jen jeden rovnovazny bod. Diky bistabilité
bude dochazet k biochemickému pfepinaci na zakladé zmény hodnot
parametr Vi, K a kg ovliviujicich pq. K transkripci genu tak dojde
az po prepnuti na vysokou hladinu aktivni kinazy.

A A
Y 2 ul T €
H ! stabilni vétev
Ho
0 T 0
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7. kapitola Fosforylaci aktivovana kinaza

Ukol:

a Analyticky najdéte kritickou
hodnotu cusp bifurkace
systému

. X2
X = Forlsee el

a v programu MATCONT
vykreslete bifurkacni diagram
v prostoru parametrd g a 1.
Vysvétlete vysledek

‘ vzhledem k jevu
biochemického prepinace. .
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7. kapitola Bunécny cyklus

nova bunka

Q‘iﬁ‘

‘))un/ccné déeleni @
Konec\

/
o)

G1 - rGstova faze nové bunky
S - duplikace choromozomli
G2 - rGstova faze pro zdvojeni
M - mitoza
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7. kapitola Bunécny cyklus

m Jednim z cil(l sou¢asné molekularni biologie je vysvétlit
fyziologii proliferace eukaryotické bunky.

m Procesy uvnitf bunky jsou fizené systémem signald, jehoz
centralnimi prvky jsou tzv. cyklin-dependentni kinazy (Cdk).

m Ve fazi G1 se v bunce vyskytuje pouze malé mnozstvi cyklinQ
aktivujicich tvorbu Cdk, a tyto cykliny jsou rychle odbouravany.
Aktivita Cdk je prakticky nulova.

m Ve fazi S-G2-M je zamezeno jeho odbouravani, coz vede
k vyraznému narlstu aktivity Cdk, vysoka hladina Cdk je
potiebna pro replikaci DNA, kondenzaci chromozom a tvorbu
déliciho vieténka. Na Konci je aktivovan komplex protein APC,
ktery urci, které proteiny maji byt dale odbourany. APC se sklada
z komplexu asi 12 polypeptidd a 2 pomocnych bilkovin - Cdc20
a Cdh1l. Tyto 2 proteiny reaguji na proménnou koncentraci
cyklinu/Cdk odlisné: jeji zvySeni vede k aktivaci Cdc20 a
odbouravani Cdh1.
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7. kapitola Bunécny cyklus
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7. kapitola Bunécny cyklus

ax

i ki — (K3 + kqy)x, (20)
dy (ks +ksA)(1—y)  kamxy 21)
dt Js+1—y Ia+y’

Zde x a y predstavuji koncentrace dimeru cyklin B/Cdk a komplexu
aktivniho Cdh1/APC. Hodnoty k; jsou jsou rychlostni konstanty, J;
Michaelisovy konstanty, m je hmotnost burky a A je parametr
zavisejici na daldich interakcich. Cleny v rovnici (20) predstavuiji
tvorbu a odbouravani CycB, pficemz rychlost odbouravani CycB je
zavisla na aktivité Cdhl (za predpokladu, ze je hodné APC).
Predpokladame, ze molekuly cyklinu B se rychle kombinuji

s nadbyte¢nym Cdk, takze nemusime sledovat monomery CycB a Cdk.
Cleny v rovnici (21) reprezentuji aktivaci a odbouravani Cdh1.
Predpokladame, ze celkova koncentrace Cdh1l je konstantni a
normovana (rovna jedné), tedy i komplex aktivniho Cdh1/APC
oznaceny y musi spliiovat y € (0,1) a dale také J3, J» < 1.
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7. kapitola Bunécny cyklus

Rovnovazné body lezi na prisecicich nulklin danych rovnicemi

k1

.dx
nulklina i 0: k’ n kzy

coz je v prvnim kvadrantu klesajici funkce (¢ast hyperboly) a

nulklina & _ 0: _ p(1 —y)Ua +y)’
at yUs+1—y)
Ky+ky/ A o v |
kde p = = 2. Tato funkce ma prisecik s osou y v bodé [0,1] a ma

asymptotu y = 0 pro x — oo. Pokud bychom provedli analyzu
pribéhu této funkce v prvnim kvadrantu, zjistili bychom, Ze

v zavislosti na parametrech jde o vice ¢i méné esovité prohnutou
kfivku.
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7. kapitola Bunécny cyklus

G1

stabilni rovnovaha

S5-G2-M

stabilni rovnovaha

0

Obrazek: Fazovy portrét systému (20), (21) pro malou hmotnost bunky m.
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7. kapitola Bunécny cyklus

=0
S5-G2-M

stabilni rovnovaha
Obrazek: Fazovy portrét systému (20), (21) pro vy3si nez kritickou hmotnost
bunky m .
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7. kapitola Bunécny cyklus

m Pro malou, Cerstvé vzniklou bunku ve fazi G1 je kontrolni systém
CycB-Cdh1 pritahovan ke stabilnimu stavu oznatenému G1.

m Kdyz bunka roste, nartsta jeji hmotnost m a p klesa. Po jistém
Case klesne hodnota p pod kritickou hodnotu, stav G1 zanikne
zanikne a kontrolni systém bude pfitahovan k druhé stabilni
rovnovaze oznatené S-G2-M. Vysoka aktivita CycB/Cdk spusti
procesy syntézy DNA a mitdzy a burika pokracuje v rlstu.

m Kdyz je dokoncena replikace DNA a chromozomy jsou spravné
sefazeny v délicim vieténku, A se nahle zvétsi (pro zdlvodnéni
zmén hodnoty parametru A je tfeba sledovat interakce mezi
dalSimi bilkovinnymi strukturami) a dojde k nardstu hodnoty p.
Bunka se rozdéli (hmotnost se zmensi na polovinu), A klesne
k nule a systém CycB-Cdh1 se vrati do pocatecniho stavu.
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7. kapitola

Ukol:

.

_—
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Bunécny cyklus

Analyzujte model bunécného
cyklu v programu MATCONT
vzhledem k parametru m.
Pokuste se nalézt néjaky bod
cusp bifurkace - jako druhy
parametr volte aktivator A.
Ostatni parametry volte
takto: PROSIM O POSLANi
TEX PODKLADU PRO
PARAMETRY - ZKUSTE
NEJPRVE 3D MODEL VIZ DAL
a na zakladé néj vytvoite
vhodné toto DIKY!
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7. kapitola Bunécny cyklus

Tento model je velmi zjedoduseny.

Zde najdete trochu slozitéjsi varianty modelu. Ten trojrozmérny si
vyzkousejte v MATCONTuU:
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7. kapitola

Bunécny cyklus

it View Insert Tools Desktop Window Help Layout Plot
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7. kapitola Dalsi priklady ...

Ptiklady takovychto dynamickych jevl najdeme v mnohych oblastech.
Ve fyzice to mlze byt pfechod latky z plynného do kapalného stavu a
naopak (stavova proménna je hustota) v zavislosti na teploté a tlaku
(kontrolni bifurkacni parametry). Skokova zména je zde var a
kondezace. Pri vysokém tlaku jiz plyn od kapaliny nerozliSujeme -
presli jsme kriticky bod vratu.

LQuio
(STABLE)

SUPERSATURATED
LIQUID (METASTABLE)

!

"\ SUPERSATURATED
GAS (METASTABLE)

.

TEMPERATURE | ; PAESSURE

AN

MAXWELL'S )
CONVENTION
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Model vzniceni




7. kapitola Model vzniceni

Prostudujte model vzniceni.

Zde hezky Cesky.
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7. kapitola Psychologie, sociologie ...

Psychologie, sociologie ...
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7. kapitola Psychologie, sociologie ...

Psychologie, sociologie ...
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7. kapitola Psychologie, sociologie ...

Psychologie, sociologie ...
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7. kapitola Psychologie, sociologie ...

Psychologie, sociologie ...

|
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7. kapitola Psychologie, sociologie ...

Psychologie, sociologie ...
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7. kapitola Psychologie, sociologie ...

Psychologie, sociologie ...
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7. kapitola Psychologie, sociologie ...

Psychologie, sociologie ...
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7. kapitola Psychologie, sociologie ...

Psychologie, sociologie ...
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7. kapitola Psychologie, sociologie ...

Psychologie, sociologie ...

V kterém obrazku jste uvidéli zenu?
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7. kapitola Psychologie, sociologie ...

Psychologie, sociologie ...

V kterém obrazku jste uvidéli zenu? Paty?
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7. kapitola Psychologie, sociologie ...

Psychologie, sociologie ...

V kterém obrazku jste uvidéli Zenu? Paty? Sesty?
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7. kapitola Psychologie, sociologie ...

Psychologie, sociologie ...

V kterém obrazku jste uvidéli Zenu? Paty? Sesty? Ne, nevracejte se
hned zpét. Tedy vlastné ano. Divejte se na jev hystereze - vas mozek i
pfi reverzni posloupnosti obrazkd vidi zenu mnohem déle.
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8. kapitola Numerické vypocty bifurkacnich variet

Co se naucime:

m porozumét principu numerickych kontinua¢nich metod
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8. kapitola Numerické vypocty bifurkacnich variet

Co se naucime:

m porozumét principu numerickych kontinua¢nich metod
m pochopit princip kontinuace vétve rovnovah a bifurkacni variety
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8. kapitola Numerické vypocty bifurkacnich variet

Co se naucime:

m porozumét principu numerickych kontinua¢nich metod
m pochopit princip kontinuace vétve rovnovah a bifurkacni variety
B seznamit se s kontinuacnimi programy MATCONT a Auto
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8. kapitola Numerické vypocty bifurkacnich variet

Co se naucime:

m porozumét principu numerickych kontinua¢nich metod
m pochopit princip kontinuace vétve rovnovah a bifurkacni variety
B seznamit se s kontinuacnimi programy MATCONT a Auto

m porozumét principu metody Grobnerovych bazi pro polynomialni
dynamické systémy
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8. kapitola Numerické vypocty bifurkacnich variet

Co se naucime:

m porozumét principu numerickych kontinua¢nich metod
m pochopit princip kontinuace vétve rovnovah a bifurkacni variety
B seznamit se s kontinuacnimi programy MATCONT a Auto

m porozumét principu metody Grobnerovych bazi pro polynomialni
dynamické systémy
m pouzit metodu Grébnerovych bazi na praktickych ulohach
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8. kapitola Numerické vypocty bifurkacnich variet

Jak jsme vidéli, mnoho praktickych uloh vede na feseni Ulohy
nalezeni variety rovnovah v zavislosti na parametru. Vypocetni
software, ktery kontinuuje jizZ znamou rovnovahu a numerickou
metodou aproximuje tuto rovnovahu malym posunem pro blizkou
hodnotu parametru, se nazyva kontinuacni. Podobné kontinuaéni
program umoznuje nalézt kromé fezd varietami rovnovah také rezy
nékterymi bifurka¢nimi varietami.
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8. kapitola Numerické vypocty bifurkacnich variet

Jak jsme vidéli, mnoho praktickych uloh vede na feseni Ulohy
nalezeni variety rovnovah v zavislosti na parametru. Vypocetni
software, ktery kontinuuje jizZ znamou rovnovahu a numerickou
metodou aproximuje tuto rovnovahu malym posunem pro blizkou
hodnotu parametru, se nazyva kontinuacni. Podobné kontinuaéni
program umoznuje nalézt kromé fezd varietami rovnovah také rezy
nékterymi bifurka¢nimi varietami.

My jsme prozatim pracovali v kontinua¢nim toolboxu Matlabu pro
spojité systémy MATCONT. Existuje i diskrétni verze MATCONTM - M
jako maps, zobrazeni. Dale vyzkouSime AUTO, ktery je soucasti XPP
pod Linux, odtud nazev XPPAUT. Vartianta pro XPP pod Windows se
jmenuje LOCBIF.
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8. kapitola Kontinuace vétve rovnovah

Spojita i diskrétni uloha nalezeni rovnovahy v dynamickém systemu,
ktery zavisi na parametru, vede na ulohu

F(x):=f(x,e) =0, (22)

kde x = [x, ¢].
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8. kapitola Kontinuace vétve rovnovah

Spojita i diskrétni uloha nalezeni rovnovahy v dynamickém systemu,
ktery zavisi na parametru, vede na ulohu

F(x):=f(x,e) =0, (22)

kde x = [x, ¢].

Ve spojitém systému je f pfimo pravou stranou rovnice systému
x = f(x,¢), v diskrétnim popisuje pevny bod zobrazeni g, tj.
f(x,e) = g(x,e) — x. NejCastéji je systém (22) nelinearni uloha a
F : R™1 — R” je hladka funkce.
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8. kapitola Kontinuace vétve rovnovah

Numerické metody pro feSeni takové soustavy rovnic se naucite

v pfedmétu PfF:M4180 Numerické metody I. dr. Zelinky. Obecné je
princip zalozen na vypoctu posloupnosti bodd, ktera aproximuje
danou vétev rovnovahy, typicky se pouziva metody
prediktor—korektor.
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8. kapitola Kontinuace vétve rovnovah

Numerické metody pro feSeni takové soustavy rovnic se naucite

v pfedmétu PfF:M4180 Numerické metody I. dr. Zelinky. Obecné je
princip zalozen na vypoctu posloupnosti bodd, ktera aproximuje
danou vétev rovnovahy, typicky se pouziva metody
prediktor—korektor.

Nejprve pfedpokladame, ze jsme nalezli bod x; = [x;, /], ktery lezi na
pozadované vétvi rovnovah. Dalsi bod X;.1 = X1, £j11] nalezneme
ve dvou krocich:

1. Predikce: Pro krok h > 0 najdeme
Xo = X; + hv;

2. Korekce: Pokud je bod X blizko rovnovazné vétvi, pouzije se
Newtonova metoda, resp. jeji modifikace tak, abychom nasli dalsi
bod X1 na rovnovazné vétvi.
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8. kapitola

Predikce
X

.. Korekce

(a) Kontinuace pseudo-arclength

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. nora 2021

Kontinuace vétve rovnovah

(b) Mooreova-Penroseova
kontinuace
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8. kapitola Kontinuace vétve rovnovah

Vektor v; je vektor rovnobézny s kfivkou rovnovah v bodé x; a je tedy
feSenim ulohy
DF ()?,) Vi = 0,

kde DF (x;) je Jacobiho matice v bodé x; a vektor je v; je

normalizovany. Jako normaliza¢ni podminka se miZze pouzit ||v;|| = 1
nebo <V,'_1,V,'> =1.
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8. kapitola Kontinuace vétve rovnovah

Vektor v; je vektor rovnobézny s kfivkou rovnovah v bodé x; a je tedy
feSenim ulohy
DF ()?,) Vi = 0,

kde DF (x;) je Jacobiho matice v bodé x; a vektor je v; je
normalizovany. Jako normaliza¢ni podminka se miZze pouzit ||v;|| = 1
nebo <V,'_1,V,'> =1.

Ze startovaciho bodu k; lze kontinuovat dvéma sméry, které se urci
bud znaménkem h = dt (AUTO) nebo volbou Forward/Backward
(MATCONT).
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8. kapitola Kontinuace vétve rovnovah

Vektor v; je vektor rovnobézny s kfivkou rovnovah v bodé x; a je tedy
feSenim ulohy
DF ()?,) Vi = 0,

kde DF (x;) je Jacobiho matice v bodé x; a vektor je v; je
normalizovany. Jako normaliza¢ni podminka se mize pouzit ||v;|| = 1
nebo <V,'_1,V,'> =1.

Ze startovaciho bodu k; lze kontinuovat dvéma sméry, které se urci
bud znaménkem h = dt (AUTO) nebo volbou Forward/Backward
(MATCONT).

V pfipadé, Ze se kontinuace blizi fold bifurkaci, ohyb kfivky v bodé LP
plsobi vypocetni problémy. Jacobiho matice DF (x;) neni regularni (a
je tfeba ulohu regularizovat), korekce muize kfivku rovnovah minout,

proto vznikly modifikované metody apod.
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8. kapitola Kontinuace LP kfivky

Nalezenim vétve rovnovah pro dynamicky systém s nékolika
parametry vétSinou neziskame Uplny obraz o rovnovazné varieté, ale
jen fez. Kontinuujeme totiz rovnovaznou vétev v zavislosti na jednom
parametru. Pokud na vétvi rovnovah sledujeme vhodnou ucelovou
funkci, mizeme detekovat bifurkaci. Fold bifurkace nastava pro
spojity systém v pripadé, ze vlastni Cislo prejde pres kritickou
hodnotu 0. Kontinuacni software toto mlze detekovat jednoduchym
algoritmem - vypoctem hodnoty determinantu matice DF (X;). Pri
zméné znaménka determinantu pak kontinuacni software ohlasi fold
bifurkaci a bod oznaci LP. Program MATCONT navic vypocte hodnoty
koeficientd, jejichz znaménka urCuji typ bifurkace (vzpomente si, byly
4).
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8. kapitola Kontinuace LP kfivky

Nalezenim vétve rovnovah pro dynamicky systém s nékolika
parametry vétSinou neziskame Uplny obraz o rovnovazné varieté, ale
jen fez. Kontinuujeme totiz rovnovaznou vétev v zavislosti na jednom
parametru. Pokud na vétvi rovnovah sledujeme vhodnou ucelovou
funkci, mizeme detekovat bifurkaci. Fold bifurkace nastava pro
spojity systém v pripadé, ze vlastni Cislo prejde pres kritickou
hodnotu 0. Kontinuacni software toto mlze detekovat jednoduchym
algoritmem - vypoctem hodnoty determinantu matice DF (X;). Pri
zméné znaménka determinantu pak kontinuacni software ohlasi fold
bifurkaci a bod oznaci LP. Program MATCONT navic vypocte hodnoty
koeficientd, jejichz znaménka urCuji typ bifurkace (vzpomente si, byly
4).

Na druhou stranu pokud k systému rovnic (22) F (x) = 0 pfidame
rovnici det DF (x;) = 0 a vyuZijeme nalezeny LP bod jako start pro
kontinuaci pomoci dalSiho parametru, mGzeme nalézt LP kfivku ve
dvouparametrickém prostoru.
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8. kapitola

Ukol:

-

-

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. inora 2021

MATCONT a xppaut

Otevite si znovu v MATCONTU
model obalecCe a prohlédnéte
si nastaveni numeriky béhem
vypoctu rovnovah a obou
vétvi fold bifurkace. Zkuste si
zvetSit a zmensit krok
kontinuace, podivejte se na
vystupy v hlavnim okné
Matlabu, kde pro LP bifurkaci
dostanete typ normalni
formy detekovaneého LP
bodu. Uplny postup najdete
v disertacni praci dr. Veroniky
Hajnove, kap. 2.5.
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https://is.muni.cz/th/isgij/dissertation_Hajnova_online.pdf

8. kapitola MATCONT a xpPaut

Ukol:

Model obalece si vykousejte
také v XPP v AUTO, navod
naleznete na strance prof.
Ermentrouta.

-

! -
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http://www.math.pitt.edu/~bard/bardware/xpp_doc.pdf

8. kapitola Analytické metody, pouziti Grobnerovy baze

Nalezeni variety rovnovah a fold bifurkace

- analytické metody

V pfipadé, ze je dynamicky systém popsan pomoci polynomialni
funkce nebo racionalni lomené funkce, mizeme se pokusit nalézt
rovnovahy a kritické body fold bifurkace analyticky. Pro polynomy
vyssich stupnd, je ale takova uloha ¢asto nemozna. Existuje ale
zpUsob, jak v takovém pfipadé popsat varietu rovnovah a nalézt fold
varietu v prostoru vSech parametr( a nikoliv pouze numericky jeji
fezy.
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8. kapitola Analytické metody, pouziti Grobnerovy baze

Nalezeni variety rovnovah a fold bifurkace

- analytické metody

V pfipadé, ze je dynamicky systém popsan pomoci polynomialni
funkce nebo racionalni lomené funkce, mizeme se pokusit nalézt
rovnovahy a kritické body fold bifurkace analyticky. Pro polynomy
vyssich stupnd, je ale takova uloha ¢asto nemozna. Existuje ale
zpUsob, jak v takovém pfipadé popsat varietu rovnovah a nalézt fold
varietu v prostoru vSech parametr( a nikoliv pouze numericky jeji
fezy.

VyzkouSejme to na Lorenzové modelu se tfemi stavovymi
proménnymi a tfemi parametry:

_U(X - y)7
= IX—y—xz,
z = —bz+xy,
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8. kapitola Analytické metody, pouziti Grobnerovy baze

Rovnovaha splnuje systém polynomialnich rovnic

0 = _U(X_y)v
0 = x—y—xz
0 = —bz+xy,
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8. kapitola Analytické metody, pouziti Grobnerovy baze

Rovnovaha splnuje systém polynomialnich rovnic

0 = _U(X_y)v
0 = x—y—xz
0 = —bz+xy,

pfiemz z prvni rovnice dostavame symetrickou podminku x =y a

. . o v 2
z posledni rovnice dostavame, ze z = %-.
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8. kapitola Analytické metody, pouziti Grobnerovy baze

Rovnovaha splnuje systém polynomialnich rovnic

0 = _U(X_y)v
0 = x—y—xz
0 = —bz+xy,

pfiemz z prvni rovnice dostavame symetrickou podminku x =y a

, . o v 2 ’ , .
z posledni rovnice dostavame, ze z = %. Dosazenim do druhé rovnice
pak nutné rovnovaha spliuje

2 2
rx—x—x%:x<r—1—%>:0.

Dostavame tak dvé vétve rovnovah, variety analyticky popsané
v prostoru parametr(.

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. Unora 2021 242 /388



8. kapitola Analytické metody, pouziti Grobnerovy baze

Rovnovaha splnuje systém polynomialnich rovnic

0 = _U(X_y)v
0 = x—y—xz
0 = —bz+xy,

pfiemz z prvni rovnice dostavame symetrickou podminku x =y a

, . o v 2 ’ , .
z posledni rovnice dostavame, ze z = %. Dosazenim do druhé rovnice
pak nutné rovnovaha spliuje

2 2
rx—x—x%:x<r—1—%):0.

Dostavame tak dvé vétve rovnovah, variety analyticky popsané

v prostoru parametr(. Jiz vime, Ze jejich prisecikem je pocatek pro
kritickou hodnotu r = 1 vidlickové bifurkace. Ted je ale pro nas
dalezité si vSimnout mechanismu, jakym jsme tyto rovnovazné
variety v prostoru vSech parametru ziskali. Je to eliminace stavovych
proménnych.
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8. kapitola Analytické metody, pouziti Grobnerovy baze

Pokud by dynamicky systém x = f (x, ) byl linearni, lze pro eliminaci
stavovych proménnych pouzit Gaussovu (nebo Jordanovu) eliminacni
metodu. V pfipadé polynomialnich rovnic vyssich stupnu je
zobecnénim tohoto pfistupu vypocet Grobnerovy baze napf.
Buchbergerovym algoritmem. Je to metoda konecna, ale zdlouhava, a
proto je vhodné k vypoctu vyuzit implementaci v nékterém softwaru
(napf. balik Groebner v Maple).
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8. kapitola Analytické metody, pouziti Grobnerovy baze

Pokud by dynamicky systém x = f (x, ) byl linearni, lze pro eliminaci
stavovych proménnych pouzit Gaussovu (nebo Jordanovu) eliminacni
metodu. V pfipadé polynomialnich rovnic vyssich stupnu je
zobecnénim tohoto pfistupu vypocet Grobnerovy baze napf.
Buchbergerovym algoritmem. Je to metoda konecna, ale zdlouhava, a
proto je vhodné k vypoctu vyuzit implementaci v nékterém softwaru
(napf. balik Groebner v Maple).

Pro hledani variety fold bifurkace je polynomialni systém f (x,e) =0
doplnén o postacujici podminku det Df (x,c) = O a je tak mozné
eliminovat vSechny stavové proménné, ¢imz se lze vyhnout
explicitnimu vypoctu rovnovahy.
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8. kapitola Analytické metody, pouziti Grobnerovy baze

Poznamka

V anglictiné se v teorii dynamickych systému pouzivd pojmu ,manifold’,
prestoZe by lépe vyhovoval pojem ,variety” Cestina ovsem oba ndzvy
nerozlisuje. Na tomto misté je vhodné upozornit na rozdil v definici
variety (,manifold”) a algebraické variety (,variety”). Afinni algebraickd
varieta V je definovdna jako mnozina reSeni systému polynomidlnich
rovnic nad komplexnimi Cisly, pficemZ v aplikacich nds samoziejmé
zajimd jeji redlnd cdst. Varieta V miiZze obsahovat i singuldrni body, ve
kterych nelze definovat te¢ny prostor (naproti tomu ,manifold” je
reqguldrni). Dimenze variety V je maximdlni dimenze te¢ného prostoru
v reguldlnim bodé V. Pro dimenzi n = 1 tak mluvime o algebraickych
krivkdch, pro n = 2 o algebraickych plochdch, obecné o algebraickych
nadplochdch nebo hyperplochdch.
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8. kapitola Grébnerova baze

Budeme pracovat s polynomy p € R[x1,...,Xn]| s redlnymi koeficienty
a proménnymi X, ..., Xp.

Pro podmnozinu S C R[xq, ..., Xxm] definujeme jeji afinni algebraickou
varietu jako mnozinu bodu, na které se nuluji vSechny jeji polynomy
(v anglictiné se ji fikd ,vanishing set“ nebo ,zero set®)

V(S) ={(x1,...,xm) ER™ | VpeS:p(x1,...,xXm) =0}.
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8. kapitola Grébnerova baze

Budeme pracovat s polynomy p € R[x1, ..., Xn] s realnymi koeficienty
a proménnymi X, ..., Xp.

Pro podmnozinu S C R[xq, ..., Xxm] definujeme jeji afinni algebraickou
varietu jako mnozinu bodu, na které se nuluji vSechny jeji polynomy
(v anglictiné se ji fikd ,vanishing set“ nebo ,zero set®)

V(S) ={(x1,...,xm) ER™ | VpeS:p(x1,...,xXm) =0}.

Definice
Idedlem rozumime podgrupu | okruhu R[xq, ..., Xm] splfiujici

VireRaVxel =rxel.

Idedl | = (S) je idedl generovany mnoZinou S C R[xq, ..., Xm], pokud je
to nejmensi idedl splriujici S C I.
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8. kapitola Grobnerova baze

Idedl | = (S) generovany mnozinou S md stejnou afinni algebraickou
varietu V(1) = V(S).

Pro potfeby definovani Grobnerovy baze idealu / = (S) potfebujeme
sefadit x; = - -+ = X pomoci monomialniho lexikografického fazeni,
pficemz

B1 . Bm
1

X X = X X

znamena, ze existuje index i tak, ze vy = B4, ..., aji_1 = Bi_1, o > B;.
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8. kapitola Grobnerova baze

Idedl | = (S) generovany mnozinou S md stejnou afinni algebraickou
varietu V(1) = V(S).

Pro potfeby definovani Grobnerovy baze idealu / = (S) potfebujeme
sefadit x; = - -+ = X pomoci monomialniho lexikografického fazeni,
pficemz

B B
:I-l...)(m’”7

Qaq e
Xphe e Xy o= X
znamena, ze existuje index i tak, ze vy = B4, ..., aji_1 = Bi_1, o > B;.

Budeme pouzivat zkraceny zapis x* misto x{* - - - X" pro m-tici

a=(ag,...,an).
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8. kapitola Grobnerova baze

Kazdy nenulovy polynom p € R[xq, ..., Xn| lze jednoznacné zapsat jako
p=0aux*+ Y ag’
X -xB
kde a,, # 0.

V takovém pfipadé se a, nazyva vedouci koeficient, x* vedouci
monom a a,x® vedouci ¢len polynomu p. Oznacuji se LCp, LMp a LTp.
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8. kapitola Grobnerova baze

Necht | je idedl. Pak LTI oznacuje idedl generovany vedoucimi ¢leny
prvki z I. Polynomy p1, . ..,pn € | jsou Grobnerovou bazi idedlu |,
jestlize jejich vedouci cleny generuji LTI.

Je znamo, ze kazda Grobnerova baze generuje ideal /, pro libovolny
ideal / existuje a pro kone¢ny ideal / ji lze nalézt v kone¢ném poctu
krokd .

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. Unora 2021 248 /388



8. kapitola Buchbergerav algoritmus

Grobnerovu bazi lze nalézt algoritmicky napf. Buchbergerovym
algoritmem. Vhodnou volbou lexikografického fazeni pak lze
eliminovat nékteré proménné a zapsat tak afinni varietu prislusného
systému polynomialnich rovnic vyhodnym zplsobem. Pro eliminaci
stavovych proménnych je musime umistit v lexikografickém fazeni
dopredu.
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8. kapitola Buchbergerav algoritmus

Grobnerovu bazi lze nalézt algoritmicky napf. Buchbergerovym
algoritmem. Vhodnou volbou lexikografického fazeni pak lze
eliminovat nékteré proménné a zapsat tak afinni varietu prislusného
systému polynomialnich rovnic vyhodnym zplsobem. Pro eliminaci
stavovych proménnych je musime umistit v lexikografickém fazeni
dopredu.

Méjme ideal | = (p1,...,Dpn).
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8. kapitola Buchbergerav algoritmus

Grobnerovu bazi lze nalézt algoritmicky napf. Buchbergerovym
algoritmem. Vhodnou volbou lexikografického fazeni pak lze
eliminovat nékteré proménné a zapsat tak afinni varietu prislusného
systému polynomialnich rovnic vyhodnym zplsobem. Pro eliminaci
stavovych proménnych je musime umistit v lexikografickém fazeni
dopredu.

Méjme ideal | = (p1,...,Dpn).

Pro f,g € R[xq,...,Xn] 0znalme x* nejvétsi spolecny délitel LMf a
LMg. Takzvany S-polynom f a g je

S(f,9) = (LTg/x®) - f = (LTf/x%) - g.

Touto metodou se vyrusime vedouci Cleny f a g (vzpomente si na
ekvivalentni Upravy v Gaussoveé eliminaci).
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8. kapitola Buchbergerav algoritmus

Zbytek polynomu f po déleni mnozinou polynoma {p1,...,pn} se
definuje nasledujici rekurzivni procedurou: pokud je LMf délitelny
nékterym LMp;, zaménime f polynomem f — (LTf /LTp;) p;. Opakujeme
tak dlouho, dokud LMf neni délitelny zadnym z LMp;. Vysledny
polynom je zbytek. (Obecné neni uréen jednoznacné, protoze index i
neni v krocich jednoznacné urcen.)
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8. kapitola Buchbergerav algoritmus

Zbytek polynomu f po déleni mnozinou polynoma {p1,...,pn} se
definuje nasledujici rekurzivni procedurou: pokud je LMf délitelny
nékterym LMp;, zaménime f polynomem f — (LTf /LTp;) p;. Opakujeme
tak dlouho, dokud LMf neni délitelny zadnym z LMp;. Vysledny
polynom je zbytek. (Obecné neni uréen jednoznacné, protoze index i
neni v krocich jednoznacné urcen.)

Buchbergeriiv algoritmus pro nalezeni Grobnerovy baze idealu
I: (pl) ce apﬂ):
1. Za&ni mnozinou polynomt P = {p1,...,pn}.

2. Pro kazdé i, j vypocti zbytek p;; S-polynomu S(p;, p;) po déleni P.
Do P pfidej vsechny nenulové zbytky p;.

3. Pokud se zvétSila mnozina P, opakuj pfedchozi krok. V opa¢ném
pfipadé je P Grobnerovou bazi plvodni mnoziny.
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8. kapitola Buchbergerudv algoritmus

Ukol:

V programu Maple si nechte
spocitat Grobnerovu bazi
pomoci toolboxu Groebner a
projdéte si i postup
Buchbergerova algoritmu pro
nalezeni rovnovazné variety
Lorenzova modelu.

Pouzijte metodu na
‘ model obalece.

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. inora 2021 251 /388






9. kapitola Cykly, limitni cykly, Poincarého fez

Co se naucime:

m definovat cyklus a limitni cyklus ve spojitém i diskrétnim systému
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9. kapitola Cykly, limitni cykly, Poincarého fez

Co se naucime:

m definovat cyklus a limitni cyklus ve spojitém i diskrétnim systému
m pochopit souvislost cyklu v diskrétnim systému s rovnovahou
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9. kapitola Cykly, limitni cykly, Poincarého fez

Co se naucime:

m definovat cyklus a limitni cyklus ve spojitém i diskrétnim systému
m pochopit souvislost cyklu v diskrétnim systému s rovnovahou

m pochopit metodu Poincarého fezu spojitého systému a pojem
multiplikatoru cyklu
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m pochopit souvislost cyklu v diskrétnim systému s rovnovahou
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9. kapitola Cykly, limitni cykly, Poincarého fez

Co se naucime:

m definovat cyklus a limitni cyklus ve spojitém i diskrétnim systému
m pochopit souvislost cyklu v diskrétnim systému s rovnovahou

m pochopit metodu Poincarého fezu spojitého systému a pojem
multiplikatoru cyklu

m pochopit analogii fold bifurkace (spojité) v diskrétnim pfipadé
m popsat vznik cyklu bifurkaci fold
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9. kapitola Cykly, limitni cykly, Poincarého fez

Co se naucime:

m definovat cyklus a limitni cyklus ve spojitém i diskrétnim systému
m pochopit souvislost cyklu v diskrétnim systému s rovnovahou

m pochopit metodu Poincarého fezu spojitého systému a pojem
multiplikatoru cyklu

m pochopit analogii fold bifurkace (spojité) v diskrétnim pfipadé
m popsat vznik cyklu bifurkaci fold

m numericky kontinuovat cykly ve spojitém systému a nalézt
bifurkaci LPC (fold cyklu)
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9. kapitola Cykly, limitni cykly, Poincarého fez

Uvazujme spojity obecny dynamicky systém {T, X, ¢'}. Doposud jsme
se zabyvali rovnovahou v takovém systému. Nyni budeme definovat
jinou invariantni mnozinu takového systému - po rovnovaze dalsi
,nejjednodussi“ moznou.

Definice

Cyklem rozumime periodickou trajektorii L, kterd neni rovnovdznym
bodem, splriujici ¥xq € L

t+T _ it
¥ OXO = @ Xp,

pro néjaké To > 0, Vt € T. Nejmensi takové Ty nazyvdme periodou cyklu
L. Limitnim cyklem rozumime cyklus, v jehoz okoli nejsou jiné cykly.

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. Unora 2021 254 /388



9. kapitola Cykly, limitni cykly, Poincarého fez

Poznamka

V systému s cyklem vznikaji periodické oscilace. Cyklus spojitého systému
je uzaviend kfivka v X. Cyklem diskrétniho systému je konecnd
usporddand k-tice bodii z X.

U diskrétniho systému x(n + 1) = f(x(n)) mluvime ¢asto o cyklu
délky k = Ty, protoze jde o uspofadanou k-tici

x(0), x(1), x(2), ... x(k—1),

pro kterou plati x(1) = f(x(0)), x(2) = f(x(1)), .. .,
x(k) = x(0) = f(x(k — 1)). Uvédomme si navic, ze

x(0) = f(x(k — 1)) = f(f(x(k — 2))) = ... = f9(x(0))
a tedy x(0) je nutné rovnovahou dynamického systému

x(n+1) = f9(x(n)).
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9. kapitola Cykly, limitni cykly, Poincarého fez

Na cyklus v diskrétnim systému tedy mizeme pohlizet jako na
rovnovahu jiného diskrétniho dynamického systému. Takovy
mysSlenkovy postup ale lze pouZit i u spojitého systému.
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9. kapitola Cykly, limitni cykly, Poincarého fez
Na cyklus v diskrétnim systému tedy mizeme pohlizet jako na
rovnovahu jiného diskrétniho dynamického systému. Takovy
mysSlenkovy postup ale lze pouZit i u spojitého systému.

Uvazujme nyni spojity m-rozmérny systém

x = f(x). (23)
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9. kapitola Cykly, limitni cykly, Poincarého fez

Na cyklus v diskrétnim systému tedy mizeme pohlizet jako na
rovnovahu jiného diskrétniho dynamického systému. Takovy
mysSlenkovy postup ale lze pouZit i u spojitého systému.

Uvazujme nyni spojity m-rozmérny systém
x = f(x). (23)

Predpokladejme navic, ze systém (23) ma periodickou trajektorii L -
cyklus. V néjakém bodé xo € L uvazujme hladkou m — 1-rozmérnou
varietu (napf. nadrovinu)

Y ={gx)=0:g:R" = R, g(x0) = 0},

ktera je tzv. transverzalni, coZ znamena, Ze neni v bodé x te¢na L,
tedy feze cyklus L. V anglictiné se ji proto fika Poincaré cross-section *
- Cesky Poincarého fez.

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. nora 2021 256 /388



9. kapitola Cykly, limitni cykly, Poincarého fez

Podminku transverzality m{Zeme zapsat pomoci gradientu funkce g
(normalového vektoru ) takto:

(Vg(xo0),f(x0)) # O,

tedy normalovy vektor & nesmi byt kolmy k trajektorii cyklu L. Je
zfejmé, Ze takovou varietou mize byt napfiklad rovina kolma k L v xg:

g(x) = {f(x0), (x — x0)) = 0.
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9. kapitola Poincarého zobrazeni

Na této varieté v okoli xo nyni definujeme zobrazeni P : ¥ — ¥, které
zobrazuje bod x trajektorie 'x systému (23) na nasledujici prasecik
této trajektorie s varietou .

Poincarého zobrazeni:

L
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9. kapitola Poincarého zobrazeni

Zobrazeni P se nazyva Poincarého zobrazeni pfislusné cyklu L.
Lokalné takto definujeme diskrétni dynamicky systém {N,¥ P"}

s pevnym bodem xg € L. Pokud na m — 1-rozmérné ¥ zvolime
soufadny systém s pocatkem v xg, bude mozné v téchto soufadnicich
&€= (&,...,&m_1) zapsat Poincarého zobrazeni jako diferen¢ni
systém

£(n+1) = P(£(n))

s pevhym bodem 0 a matici linearizovaného systému DP(0). Cyklus L
bude stabilni (atrahujici), pokud budou v3echny vlastni hodnoty
DP(0) v absolutni hodnoté mensi jedné. Tato vlastni Cisla se nékdy
nazyvaji charakteristické (Floquetovy) multiplikatory cyklu. Lze
ukazat, ze vlastni hodnoty matice linearizovaného systému nezavisi
ani na volbé bodu xg, ani na volbé X a ani na volbé souradnic.
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9. kapitola Poincarého zobrazeni

Priklad Poincarého zobrazeni
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9. kapitola Poincarého zobrazeni

Predchozi pfiklad je ojedinélym pfipadem, kdy lze Poincarého
zobrazeni explicitné vyjadrit. VétSinou jej politame numericky,
program XPPAUT ma tuto moznost pfedprogramovanou. Rozhodnuti
o stabilité cyklu spojitého systému jsme prevedli na rozhodnuti

o stabilité rovnovahy (pevného bodu) Poincarého zobrazeni. Podobné
i o stabilité diskrétniho cyklu délky kK mizeme rozhodovat na zakladé
znalosti velikosti vlastnich Cisel rovnovahy k-nasobné slozeného
zobrazeni.
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9. kapitola Poincarého zobrazeni

Predchozi pfiklad je ojedinélym pfipadem, kdy lze Poincarého
zobrazeni explicitné vyjadrit. VétSinou jej politame numericky,
program XPPAUT ma tuto moznost pfedprogramovanou. Rozhodnuti
o stabilité cyklu spojitého systému jsme prevedli na rozhodnuti

o stabilité rovnovahy (pevného bodu) Poincarého zobrazeni. Podobné
i o stabilité diskrétniho cyklu délky kK mizeme rozhodovat na zakladé
znalosti velikosti vlastnich Cisel rovnovahy k-nasobné slozeného
zobrazeni.

Bifurkace rovnovahy jistého diskrétniho systému tedy bude bifurkaci
pfislusnou cyklu.
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9. kapitola Fold bifurkace v diskrétnim systému

Fold bifurkace v diskrétnim systému

Uvazujme diferencni rovnici s parametrem tvaru

x(n+1)=e+4x(n) —x(n)?, x(n) eR,ecR. (24)

2 2

Pevné body spliuji f(x,e) := ¢ + x — x* = X, t]. lezi na kfivce £ = x*.
Pro ¢ < 0 systém (24) nema zadny pevny bod, pro € = 0 je pevny bod
Xo = 0aproe > 0 jsou pevné body dva x = +/ec. Parametre = 0 je
tedy bifurka¢ni hodnotou a pfi jeho pfechodu v okoli po¢atku dochazi
k lokalni bifurkaci typu fold (ohyb). Bod (xg,c0) = (0, 0) je tzv.
limitnim bodem. V3imnéte si, Ze vlastni hodnota A\ = Df(0,0) = 1.
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9. kapitola Fold bifurkace v diskrétnim systému

Predpoklddejme, Ze jednodimenziondlni jednoparametricky systém
(rovnice)

x(n+1) =f(x(n),a), x(n)eR, a€R, (25)
kde f je hladka funkce, md pro o = cg pevny bod x = xg a
A = fx(x0, ap) = 1. Pfedpoklddejme, Ze jsou splnény podminky

fux(X0,0) # 0 podminka nedegenerovanosti,
fa(Xo0,0) #0 podminka transverzality.

Pak je (25) v okoli pevného bodu lokdlné topologicky ekvivalentni
systému v normdlni formé

y(n+1) = +y(n) £ y(n)?
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9. kapitola Fold bifurkace v diskrétnim systému

fa(x>

VH

a < o a > o

Ve vicerozmérném pfipadé k této bifurkaci dochazi v pfipade, ze
Jacobiho matice J ma praveé jednu vlastni hodnotu A = 1.
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9. kapitola Fold cyklu - LPC

Fold bifurkace cyklu - LPC

Pti ohybu variety pevného bodu Poincarého zobrazeni tedy dochazi
v plvodnim spojitém systému vzniku respektive zaniku dvou cykld,
které se navzajem dotknou. Jde o genericky, typicky jev, ke kterému
dochazi pfi generické fold bifurkaci Poincarého zobrazeni (tedy vzdy,
kdyz jsou splnény podminky nedegenerovanosti a transverzality).
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https://youtu.be/pEOmCkZyXzk
https://www.youtube.com/watch?v=Q2lxtusHEY4
https://youtu.be/j-zczJXSxnw
https://youtu.be/MEhVk57ydhw

9. kapitola Fold cyklu - LPC

Fold bifurkace cyklu - LPC

Pti ohybu variety pevného bodu Poincarého zobrazeni tedy dochazi
v plvodnim spojitém systému vzniku respektive zaniku dvou cykld,
které se navzajem dotknou. Jde o genericky, typicky jev, ke kterému
dochazi pfi generické fold bifurkaci Poincarého zobrazeni (tedy vzdy,
kdyz jsou splnény podminky nedegenerovanosti a transverzality).

Stejné jako v pripadé ohybu variety rovnovah, i zde mize tento jev
vést k nenadalému zaniku (vzniku) stabilniho atraktoru (cyklu) pfi
malé zméné parametru. Typickym pfikladem takového jevu je vznik
periodickych vzruchl v neuronu, prudké rozkmitani kridel letadla
(proto se testuji ve vétrném tunelu) nebo mostu pfi silném (bo¢nim)
vétru, nebo rozkmitani turbiny pfi jejim zastavovani (test s vrtackou).
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9. kapitola Fold cyklu - LPC

Fold bifurkace cyklu - LPC

Pti ohybu variety pevného bodu Poincarého zobrazeni tedy dochazi
v plvodnim spojitém systému vzniku respektive zaniku dvou cykld,
které se navzajem dotknou. Jde o genericky, typicky jev, ke kterému
dochazi pfi generické fold bifurkaci Poincarého zobrazeni (tedy vzdy,
kdyz jsou splnény podminky nedegenerovanosti a transverzality).

Stejné jako v pripadé ohybu variety rovnovah, i zde mize tento jev
vést k nenadalému zaniku (vzniku) stabilniho atraktoru (cyklu) pfi
malé zméné parametru. Typickym pfikladem takového jevu je vznik
periodickych vzruchl v neuronu, prudké rozkmitani kridel letadla
(proto se testuji ve vétrném tunelu) nebo mostu pfi silném (bo¢nim)
vétru, nebo rozkmitani turbiny pfi jejim zastavovani (test s vrtackou).
Je to taky jeden z dlvod(, pro¢ maji vétrné elektrarny 3 lopatky.
Ptijdete na to proc¢?
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9. kapitola FitzHughuv-Nagumuav model neuronu

V roce 1948 provedl Alan Lloyd Hodgkin pokusy, pfi kterych zavadél
stejnosmérny proud rGznych velikosti do axon( nervovych bunék a
sledoval, Ze nékteré hodnoty proudu vyvolaly série impulz{ o rlznych
frekvencich, jiné vyvolavaly jen jeden impulz nebo byly bez odezvy.
V roce 1952 pak A. L. Hodgkin a Andrew Fielding Huxley publikovali
sérii ¢lankd, ve kterych popsali toky elektrickych proud( povrchovou
membranou nervového vlakna matematickym modelem, ktery je dnes
znamy jako Hodgkin-Huxleyho model. Sestava ze soustavy 4
nelinearnich diferencialnich rovnic, které velmi dobfe popisuji
chovani neuronu.
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9. kapitola FitzHughuv-Nagumuav model neuronu

FitzHughiiv—Nagumiiv model neuronu V roce 1961 Richard FitzHugh
publikoval zjednoduseny model, ktery vykazuje obdobné chovani,
protoze je zjednodu$enim projekce 4-rozmérného Hodgkin-Huxleyho
modelu na dvojrozmérnou varietu.

: 1
V:V—§V3—W+i

W =a(bV — W + d)

m YV membranovy potencial

m W proménna souvisejici s navratem
m / dodavany proud

m a,b,c,d parametry
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9. kapitola FitzHughuv-Nagumuav model neuronu

V zakladnim modelu excitace neuronu jsme si pfedstavili jen prvni
rovnici pro membranové napéti V, bez proménné W, ktera byla navic
posunuta:

x=kx(a—x)(x —1)+i

Nyni prahovy parametr chybi. Ostatni parametry i stavova proménna
W vychazeji z popisu kinetiky chemickych reakci na membrané axonu
(pfenos signalu je zprostiedkovan zménami koncetraci iontl K+, Na™,
Cl~ a anionty bilkovin), a, b, ¢ > 0. Druha rovnice je obnovovaci, ma
pomalejSi odezvu (proto je zde ponechan parametr a) a umoznuje
vznik impulzu, ktery nasledné ukondi.
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9. kapitola FitzHughuv-Nagumuav model neuronu

injected current i=0.2 injected current i = 0.5

-2 -1 0 1 2
v
injected current i =1

Fazové portréty proa=0.2,b = 1,c = 0.8,d = 0.7. Vyzkousejte si je
nakreslit v XPPAUTu.
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9. kapitola FitzHughuv-Nagumuav model neuronu

Neuron odpovida vysilanim oscilujiciho signalu jen pro urcité
hodnoty dodavaného proudu /, k vzniku a zaniku oscilaci dochazi fold
bifurkaci limitniho cyklu. Dokud se nezvysi proud do dostatecné
hodnoty, neuron nereaguje, pokud je proud pfilis velky, také ne.
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FitzHughuv-Nagumuav model neuronu

9. kapitola

te prahové hodnoty proudu.

€
c

V programu MATCONT zjist

0.7.

0.8,d =

)

1

b
V MATCONTu je mozné kontinuovat cyklus, ale je tfeba jej nejprve

nacist. Navod najdete zde.

)

Parametry: a = 0.2
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y/bifurkac

Hopfov.



10. kapitola Hopfova bifurkace

Co se naucime:

m pochopit vznik limitniho cyklu z ohniska Hopfovou bifurkaci
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10. kapitola Hopfova bifurkace

Co se naucime:

m pochopit vznik limitniho cyklu z ohniska Hopfovou bifurkaci
m rozlisit superkritickou a subkritickou Hopfovu bifurkaci
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10. kapitola Hopfova bifurkace

Co se naucime:

m pochopit vznik limitniho cyklu z ohniska Hopfovou bifurkaci
m rozlisit superkritickou a subkritickou Hopfovu bifurkaci
m vypocitat prvni Lyapunoviv koeficient
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10. kapitola Hopfova bifurkace

Co se naucime:

m pochopit vznik limitniho cyklu z ohniska Hopfovou bifurkaci
m rozlisit superkritickou a subkritickou Hopfovu bifurkaci
m vypocitat prvni Lyapunoviv koeficient

m numericky kontinuovat cyklus z kritického bodu Hopfovy
bifurkace v programech MATCONT a XPPAUT
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10. kapitola Hopfova bifurkace

Co se naucime:

m pochopit vznik limitniho cyklu z ohniska Hopfovou bifurkaci
m rozlisit superkritickou a subkritickou Hopfovu bifurkaci
m vypocitat prvni Lyapunoviv koeficient

m numericky kontinuovat cyklus z kritického bodu Hopfovy
bifurkace v programech MATCONT a XPPAUT

m pouzit metodu Grobnerovych bazi
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10. kapitola Hopfova bifurkace

Hopfova-Andronovova bifurkace vzniku limitniho cyklu.

Uvazujme systém diferencialnich rovnic s parametrem tvaru

= px—y—x(x* +y?),
v o= x+uy -y +yh),

kde x,y € R a i1 € R je parametr. Rovnovaznym bodem systému je

" . . . . . -1 .
pocatek a Jacobiho matice systému v nem ma tvar (lf B > Vlastni

hodnoty jsou tedy A1, = p £ 7. Pro u < 0 je tedy pocatek stabilnim
ohniskem, pro iz > 0 je nestabilnim ohniskem. Kriticka hodnota
parametru p = 0 je bifurkacni hodnotou Hopfovy bifurkace, pfi jejim
prechodu se méni kvalitativni vlastnost - stabilita - rovnovazného
bodu.
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10. kapitola Hopfova bifurkace

Zavedme komplexni proménnou z = x + iy. Pak
Z= X417 = p(x +iy) + i(x + iy) = (x + iy)(x* +y2),
tj.
7 =(u+iz —zlz%
Euler(iv tvar komplexniho ¢&isla z = pe'¥ pak dava polarni tvar
po= plp—p"), (26)
o = 1.
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10. kapitola  Hopfova bifurkace
Zavedme komplexni proménnou z = x + iy. Pak
Z=x+10y = p(x+iy) + i(x + iy) — (x + iy)(x* + y?),
tj.
7 =(u+iz —zlz%

Euler(iv tvar komplexniho ¢&isla z = pe'¥ pak dava polarni tvar

po= plp—p"), (26)
o = 1.

Rovnice (26) je normalnim tvarem vidli¢kové bifurkace. Pro 4 < 0 je
tedy pocatek jedinou stabilni rovnovahou. Pro i > 0 vznika dalsi
rovnovazny bod p = /i (zapornou hodnotu mizeme vynechat, nema
v této reprezentaci smysl, jde o vzdalenost). Pocatek je v tomto
pfipadé p > 0 nestabilni, rovnovaha p = /i je stabilni. Tento bod
odpovida stabilnimu limitnimu cyklu v okoli po¢atku.
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10. kapitola Hopfova bifurkace

O
[ Nen)
o
®
B

n<0 w=>0 w>0

NN

i~
T AN

ANPZRS

video prof. Ghrista - fazovy portrét
video prof. Ghrista - 1 x x x y
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https://www.youtube.com/watch?v=99nu8vlUnIk
https://www.youtube.com/watch?v=CwGPPza9Ulk

10. kapitola Hopfova bifurkace

Véta
Predpoklddejme, Ze dvoudimenziondlni jednoparametricky systém

X :f(X, O‘)v

kde x € R?, o € R, f = (f1,f»)" hladkd funkce, md pro o z okoli O
rovnovdhu x = xo a Df (x, ov) md vlastni hodnoty A\ ; = p(a) £ iw(a),
kde p(cg) = 0 a w(ag) = wo > 0. Pfedpoklddejme, Ze jsou splnény
podminky

[1(ag) #0 podminka nedegenerovanosti,
po(co) #0 podminka transverzality.

Pak je (13) v okoli rovnovdzného bodu lokdlné topologicky ekvivalentni
systému v normdlni formé Hopfovy bifurkace

U = zeu —v +u(u?+v?),
Vo= u++ev v +vh).
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10. kapitola Superkriticka a subkriticka Hopfova bifurkace

Poznamka

Cislo l1(a) se nazyvd prvni Liapunovilv koeficient nebo prvni
Ljapunovovo Cislo. Jeho znaménko urluje znaménko u nelinedrnich ¢lend
v normdlnim tvaru. V pfipadé, Ze 1 () < O, je systém ekvivalentni ndmi
drive studovanému se stabilnim limitnim cyklem, mluvime

o superkritické Hopfové bifurkaci. V pfipadé [y (cp) > 0 jde

o subkritickou Hopfovu bifurkaci s nestabilnim limitnim cyklem. Vypocet
Ljapunovova koeficientu je zaloZen na transformaci plvodniho systému
do lokdlne topologicky ekvivalentniho systému v normdlni formée. My si
uvedeme pouze "kucharku'na jeho vypocet. Znaménko u e urluje zase
podminka transversality.
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10. kapitola Superkriticka a subkriticka Hopfova bifurkace

V8imnéte si, ze Jacobiho matice J = Df (g, cg) ma dvé ryze
imaginarni komplexné sdruzené vlastni hodnoty, tj. plati

trJ=0

za predpokladu detJ > 0.
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10. kapitola Superkriticka a subkriticka Hopfova bifurkace

V8imnéte si, ze Jacobiho matice J = Df (g, cg) ma dvé ryze
imaginarni komplexné sdruzené vlastni hodnoty, tj. plati

trJ=0
za predpokladu detJ > 0.

Perioda cyklu vznikajiciho v okoli pocatku je T = %’T protoze
vznikajici periodické feseni je blizké funkci et = coswt + isin wt.
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10. kapitola Superkriticka a subkriticka Hopfova bifurkace

V8imnéte si, ze Jacobiho matice J = Df (g, cg) ma dvé ryze
imaginarni komplexné sdruzené vlastni hodnoty, tj. plati

trJ=0
za predpokladu detJ > 0.

Perioda cyklu vznikajiciho v okoli pocatku je T = %’T protoze
vznikajici periodické feseni je blizké funkci et = coswt + isin wt.

Amplituda oscilaci vznikajicich Hopfovou bifurkaci je tmérna zméné
parametru s jeho druhou odmocninou.
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10. kapitola Vypocet Ljapunovova koeficientu

Matice J = Df (xo, «g) ma podle predpokladd dvé ryze imaginarni
vlastni hodnoty A1 ; = Fiwo. Jim pfisludné (komplexni) vlastni
vektory v, v jsou také komplexné sdruzené. Matice

T = (2Rev, 2Imv)

prevadi
—1 - 0 —wo
T-UT = (wO 0
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10. kapitola Vypocet Ljapunovova koeficientu

Matice J = Df (xo, «g) ma podle predpokladd dvé ryze imaginarni
vlastni hodnoty A1 ; = Fiwo. Jim pfisludné (komplexni) vlastni
vektory v, v jsou také komplexné sdruzené. Matice

T = (2Rev, 2Imv)

—1 - 0 —wo
T JT_<wO 0

prevadi

a transformace

X—xg=Tu
pak prevadi systém
X :.f(xa aO)?
na systém
i=T"YTu+ T 1F(Tu). 27)

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. Unora 2021 279 /388



10. kapitola Vypocet Ljapunovova koeficientu

Pravé nelinearni ¢ast <P(u1, uz)> — T~ YF(Tu) je podstatna pro
Q(uy, u2)

vypocet prvniho Ljapunovova koeficientu [;(«g) a urcuje stabilitu
nebo nestabilitu limitniho cyklu vznikajiciho v okoli kritické hodnoty
Hopfovy bifurkace.
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10. kapitola Vypocet Ljapunovova koeficientu

Pravé nelinearni ¢ast <P(u1, uz)) — T~ YF(Tu) je podstatna pro
Q(uy, u2)

vypocet prvniho Ljapunovova koeficientu [;(«g) a urcuje stabilitu
nebo nestabilitu limitniho cyklu vznikajiciho v okoli kritické hodnoty
Hopfovy bifurkace.

Ozna¢me Py11 3. derivaci nelinearni &asti prvniho rfadku podle prvni
slozky uq vektoru u = (ug, up)” v nule, tj.

83P(u1,u2) |U
1

Pr ="z

=0,u;=0-

Podobné napt. Q1; bude znacit 2. derivaci nelinearni ¢asti druhého
fadku podle prvni a druhé slozky vektoru u v nule, tj.

— 82Q(U1,U2)
le - W’Ulzo,UZZO‘
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10. kapitola Vypocet Ljapunovova koeficientu

Prvni Ljapunoviyv koeficient pak vypocteme podle vzorce

li(ag) = %Q,O(Pm + P122 + Q12 + 0222)
T 1607 1P12(Pra + P22) = Q12(Qu1 + Q22) — P11Qu1 + P22 Q2]

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. inora 2021 281 /388



10. kapitola Vypocet Ljapunovova koeficientu

Prvni Ljapunoviyv koeficient pak vypocteme podle vzorce

li(ag) = %%(Pm + P122 + Q12 + 0222)
+161T5[P12(P11 + P22) — 012(011 + Q22) — P11Q11 + P22052].

Je super, ze mame kontinua¢ni numerické programy jako MATCONT a
XPPAUT a nemusime to vzdy délat...
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10. kapitola Vypocet Ljapunovova koeficientu

Konkrétné normalni forma Hopfovy bifurkace
px —y = x(x* +y),
= X+ py —y(x* +y?),

kterou jsme prostudovali pomoci pfevodu do polarniho tvaru, je jiz
prevedena do pocatku a

4(0) = ﬁ(Pm + P122 + Q112 + Q222)
+%WS[P12(P11 + P22) — Q12(011 + Q22) — P110Q11 + P22053]
= &(-6-2-2-6)=-1<0

a jde tedy o superkritickou bifurkaci. Podminka transverzality
dejil(M)M:O =1 # 0 je také splnéna.
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10. kapitola Kontinuace limitniho cyklu z bodu HB

Kontinuace limitniho cyklu z bodu HB

V kontinuacnim softwaru MATCONT lze detekovat na kfivce rovnovah
bod Hopfovy bifurkace, pfi¢emz program spocita prvni Ljapunoviv
koeficient. Ukazeme si to pfimo na normalni formé Hopfovy bifurkace.
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10. kapitola Kontinuace limitniho cyklu z bodu HB

Kontinuace limitniho cyklu z bodu HB

V kontinuacnim softwaru MATCONT lze detekovat na kfivce rovnovah
bod Hopfovy bifurkace, pfi¢emz program spocita prvni Ljapunoviv
koeficient. Ukazeme si to pfimo na normalni formé Hopfovy bifurkace.

px —y — x(x* +y?),
Vo= x+uy -y +yh),
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10. kapitola Kontinuace limitniho cyklu z bodu HB

Nejprve nastavime rovnovahu [0, 0] a parametr x = —1 a vzhledem
k tomuto parametru kontinuujeme kfivku rovnovah pfi zakliknuté
detekci Hopfovy bifurkace.

. E— — -
4 File Edit View Insert Tools Desktop Window Help MatCont
Select Type Window/Output Compute Options Help NEHdS AN DRL-E|0E el
= a c
Class ODE
Continuation Data
Curtent System o 0
System HopfNormalForm b le05
MaxStepsize 01
Deriatives NNNNN Corrector Data
MaxNewtontters 3
Curtent Curve MaxCorters 10
Name <Snothing>> MaxTesthters 10
Diagram diagram VarTolerance 1e-06
Initial Point Type Equilibrium (EP) FunTolerance 1606
Curve Type Equilibrium (EP) TestTolerance 1e-05
Ad
Initiaizer Equiibrium (nit_gP_EP) | 2Pt 3
Stop Data
300
| CheckClosed 50
[4 Numeric — [m]
Initial Point 1
b 3 Layout
J
v 0 Coordinates
@mu ] b .
Monitor Singularities y
Branching (BF) 2 Parameters
Hopf bifurcation (H) © o i
Limit Point (fold) biturcation (LP) [~
Eigenvalues
Calculate eigenvalues Ref1] )
cigenvalues [~ i
IRep2]
Im(2]
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10. kapitola

Kontinuace limitniho cyklu z bodu HB

V grafickém okné zobrazime prostor y x x X y, v numerickém okné je
dobré sledovat vlastni Cisla a kontinuujeme kfivku rovnovah, ktera se
pozastavi v bodé Hopfovy bifurkace.

K TEE I . I 4 0o

«
Select Type
Class

Current System
System

Derivatives

Current Curve
Name

Diagram

Initial Point Type

Window/Output Compute Options Help

ODE

HopformalForm

NNNNN

<nothing>

diagram
Equilibrium (EP)

Cunve Type Equilibrium (EP)
Initializer Equilibrium (init_EP_EP)
-
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Resume
Stop
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Coordinates
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Parameters
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10. kapitola Kontinuace limitniho cyklu z bodu HB

V hlavnim okné Matlabu se zobrazi detekovany bod Hopfovy
bifurkace a spoctena hodnota Ljapunovova prvniho koeficientu.

& Plot3D - muxy = [m] X
File Edit View Insert Tools Deskiop Window Help MatCont B
HOME PLOTS - 2 A & =)
Ddde RO ELEL- 208 aD
<P EA » C » Matcont » MatCont7.1 » MatCont7p1_2019-10-04
1 Command Window

€ New to MATLAB? See resources for Getting Started,

1 New MATLAB Graphics System Iy
y MATLAB R2014b introduces a new MATLAB graphics syst
with new default colors, fonts, and styles, and many new
i features. Some existing code may need to be revised to
i ‘this version of MATLAB.

Leam more

¢ >> matcont

I matlab version needs to be 9.2 (2017a) or higher
first point found

' tangent vector to first point found

label = H , x = ( 0.000000 0.000000 0.000000 )
First Lyapunov coefficient = -2.000000e+00

; elapsed time = 61.4 secs

y npoints curve = 51

(fx >>
<

i
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10. kapitola Kontinuace limitniho cyklu z bodu HB

Z bodu HB je mozné kontinuovat limitni cyklus. Nejprve je ale
potfeba jej nadist.

4 Matcont GUI
Select Type Window/Output Compute Options Help
System > obE
Diagram
Curve
Initial Point [} HopformalForm
Organize Diagrams
Bxit NKNKN
Current Curve
Nams EP_EP(1)
Diagram diagram
Initial Point Type Equilibrium (EP)
Curve Type Equilibrium (EP)
Initializer Equilibrium (init_EP_EP)

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. Unora 2021 287 /388



10. kapitola Kontinuace limitniho cyklu z bodu HB

To musime udélat dvojitym kliknutim na detekovany bod Hopfovy
bifurkace.

4 Data Browser

Systems| #_System; HopiNormalForm |/ Diagram; diagram| / Cunve; EP_EP(1)

# Al npoint 17

00 This is the first point of the curve coodinates

99 This is the last point on the curve Hﬂ
double-click to select a point] Lyl

parameters

mu_|1.0000001e-10

non-degeneracy conditions

1st Lyapunov -2.00000000e+00

v

Load Cuve | View Seitings | View CurveData|  Export Select Point
THAGaTaT T T
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10. kapitola Kontinuace limitniho cyklu z bodu HB

Systém se nactenim bodu sam prenastavi do detekce limitniho cyklu
z bodu HB. VSimnéte si, ze pro kontinuaci musi byt zakliknuty jak
parametr, tak perioda cyklu, protoze se obé hodnoty méni.

— I
& —
ey
Select Type Window/Output Compute Options Help - [—
«
Class ODE
Current System Initial Point
System HopfMormalFerm Bt 0
b 0
Derivatives NNNNN @mu 1.00000005867076e-10
(@ Period
e g i Discretization Data
Name <nothing>
ntst 40
Diagram diagram
ncal 4
Initial Point Type Hopf (H)
Curve Type Limit cycle (LC) Switch Data
amplitude 1e-06
Initializer Limit cycle (init_H_LC)
Monitor Singularities
p— P Branch Point of Cycles (BPC) v
4. Numeric = m} X =2
Period Doubling (flip) bifurcation (PD) >
Layout - [ Limit Point bifurcation of cycles (LPC) 3
MNeimark-Sacker (torus) bifurcation (NS) E
Parameters
o Calculate multipliers %
multipliers ¥
Period
Period _ Phase Response Cuive
Input 1
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10. kapitola Kontinuace limitniho cyklu z bodu HB

Pti kontinuaci je vyhodné sledovat v numerickém okné multiplikatory.
Jeden multiplikator ma stale hodnotu kolem 1, ten odpovida sméru
te¢nému k cyklu, druhy je stale mensi nez 1, to je nase vlastni islo
Poincarého zobrazeni, jde tedy o stabilni cyklus. Systém chybné
detekuje ohyb cyklu v poc¢atku s obrovskym koeficientem v normalni
formé a spravné periodu 2.

4 Numeric - O X &
Layout x| File Edit View Insert Tools Desktop Window Help MatCont ~
P DEHdS | K RROPLL- 08 ad
mu 1.09216907192212
Period 6.28318530717972
Multipliers ml
Mod[1] 1.095169587554772-06
I Mod[2] 0.99999999936918 I
Argl1] 0
Argl2] 0 7
S

New MATLAB Graphics System

g MATLAB R2014b introduces a new MATLA|
colors, fonts, and styles, and many new fea
be revised to work in this version of MATL)
Learn more

elapsed time = 61.4 secs

npoints curve = 51

first point found

tangent vector to first point found
Limit point cycle (period = 6.283185e+00,
Normal form coefficient = 1.014821e+03
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10. kapitola PouZiti Grébnerovy baze

Pro spojity systém x = f(x, ) v roviné zdvisly na parametru (pfipadné
vice parametry) s Jacobiho matici J = Df (x, «) jsou podminky
fx,a) = 0 (28)
tr) = 0 (29)
nutné pro vznik Hopfovy bifurkace. Pokud (xq, cg) splriuje rovnice (28) a
(29), postacujicimi podminkami jsou

det|(xa)=(roa0) > 0 0 L]y )—(xo.a0) # O,
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10. kapitola PouZiti Grébnerovy baze

Pouziti Grobnerovy baze

Pokud je prava strana systému x = f(x, a) polynomialni nebo
racionalni lomena funkce, lze systém (28), (29) resit pomoci metody
nalezeni Grobnerovy baze, tj. vyloucit stavové proménné a nalézt
varietu prislusnou Hopfové bifurkaci.
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10. kapitola PouZiti Grébnerovy baze

Konkrétné pro normalni formu Hopfovy bifurkace dostavame systém

px—y—x(+y?) = 0,
X+uy—y(x*+y*) = 0,
2u = 0.

Vzhledem k tomu, Ze posledni rovnice je jiz ve tvaru, kde jsou stavové

proménné eliminované, je . = 0 jedinym moznym bodem algebraické
variety prislusné Hopfové bifurkaci, pfislusnou rovnovahou je (0, 0).
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Priklady Hopfovy bifurkace - jevy




11. kapitola Pfiklady Hopfovy bifurkace - jevy

Co se naucime:

B pouzit znalosti o superkritické a subkritické HB na praktickych
ulohach
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11. kapitola Pfiklady Hopfovy bifurkace - jevy

Co se naucime:

B pouzit znalosti o superkritické a subkritické HB na praktickych
ulohach
m analyzovat model Bruselatoru a Selkoviv model
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11. kapitola Pfiklady Hopfovy bifurkace - jevy

Co se naucime:

B pouzit znalosti o superkritické a subkritické HB na praktickych
ulohach

m analyzovat model Bruselatoru a Selkoviv model

m analyzovat HB ve FitzHughové-Nagumové modelu
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11. kapitola Pfiklady Hopfovy bifurkace - jevy

Superkriticka bifurkace dava vzniknout stabilnimu limitnimu cyklu ze
stabilniho ohniska. Pfi zméné parametru jsou vznikajici oscilace zprvu
malé - amplituda odpovida odmocniné vzdalenosti parametru od
kritické hodnoty parametru. V praktickych aplikacich jde proto k jevu
malo patrnému a svym zpUsobem neSkodnému.

stabilita

stabilita

rostouci parametr

R e
krit.
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11. kapitola Pfiklady Hopfovy bifurkace - jevy

Oproti tomu subkriticka bifurkace je v praktickych situacich mnohem
vice patrna a nékdy i vyloZzené nezadouci. Jde totiZz o okamzitou ztratu
stability:

R nestabilita
stabilita ">+ _

rostouci parametr

—_—————P
krit.

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. Unora 2021 297 /388



11. kapitola Pfiklady Hopfovy bifurkace - jevy

Typickym prikladem superkritické Hopfovy bifurkace jsou oscilace

v systémech dravec-kofist nebo v biochemickych systémech. Mozna
jste sami zazili tento jev jiz na vlastni k(izi, ale neuvédomili jste si to.
Mohlo jit o rozvibrovani vrtacky pfi pfiliSném zvyseni tlaku na
podlozku, rozpiskani konvice na €aj, vznik tiku ve svalu nebo
rozhoupani stromu v lese. Souvisi s ni i vznik vzor( na kdzi zvifat
nebo dokonce vizualni halucinace.
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11. kapitola Pfiklady Hopfovy bifurkace - jevy

Typickym prikladem superkritické Hopfovy bifurkace jsou oscilace

v systémech dravec-kofist nebo v biochemickych systémech. Mozna
jste sami zazili tento jev jiz na vlastni k(izi, ale neuvédomili jste si to.
Mohlo jit o rozvibrovani vrtacky pfi pfiliSném zvyseni tlaku na
podlozku, rozpiskani konvice na €aj, vznik tiku ve svalu nebo
rozhoupani stromu v lese. Souvisi s ni i vznik vzor( na kdzi zvifat
nebo dokonce vizualni halucinace.

Typickym prikladem subkritické Hopfovy bifurkace je u LPC bifurkace
zminovany aeroelasticky jev pfi prudkém rozkmitani kfidel letadla
nebo mostu pfi silném vétru, fizeni vysilani vzruchi neuronem nebo
kvileni brzd (video). Typicky v téchto jevech dochazi k bistabilité a
hysterezi, stabilni atraktory nejsou dvé stabilni rovnovahy, ale stabilni
rovnovaha a stabilni cyklus. V knize prof. Izhikeviche Dynamical
Systems in Neuroscience: The Geometry of Excitability and Bursting
je spousta aplikaci v neurovedé.
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11. kapitola Chemicky model Bruselator

Chemicky model Bruselator
Uvazujme chemické reakce

A5 x
B+X & vic
X +y 8 3x
X % p
za predpokladu, Zze C a D dale do reakci nevstupuji a koncentrace [A] a
[B] se udrzuji konstantni, kinetické rovnice reakce popisuje systém
L = kAl - lBIX] + ks IXPY] — kalX],
d[y
A = KIBIX — kXY,
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11. kapitola Chemicky model Bruselator

Oznatme x = [X]\/ &,y = [V]\/ & a = [Alg /&, b = B, 7 = kat,
pak lze systém zjednodusit na tvar

x= a—(b+1)x+x%y,
_ (b+1) 2y 30)
y = bx — x°y.
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11. kapitola Chemicky model Bruselator

Ukol:

Pomoci metody nalezeni

Grobnerovy baze najdéte

bifurkacni varietu Hopfovy

bifurkace b =1 + d” a

v programu Matcont najdéte

prvni Ljapunovuv koeficient

pro parametrya=1ab = 2.

Rozhodnéte, zda dochazi

k superkritické nebo

subkritické bifurkaci.

V programu Maple si projdéte
’ obecny vypocet.

i "ﬂ‘
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11. kapitola Selkovav model glykolyzy

Selkoviiv model glykolyzy
Prostudujte dynamiku modelu glykolyzy, ktery ma (po zmenseni poctu
parametr() tvar

. 2

X= —Xx+ay+xy,
| Yy (31)
y= b—ay—xy.

Analyzujte pomoci XPPAUTu nebo MATCONTu.
Plvodni Selkoviv ¢lanek.

Animace.
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11. kapitola FitzHughuv-Nagumav model

Modely neuronu - FitzHughiiv-Nagumiiv model

: 1
V:V—§V3—W+i,
W =a(bV — W +d),

kde a, b, c > 0aje proud.
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11. kapitola FitzHughuv-Nagumav model

Modely neuronu - FitzHughiiv-Nagumiiv model

: 1

V:V—§W—W+L

W =a(bV — W +d),
kde a, b, c > 0aje proud.

Nutné podminky pro vznik Hopfovy bifurkace jsou

V—%W—W+i: 0,
bV —cW+d = 0,

—VZ—ac+1 = 0
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11. kapitola FitzHughuv-Nagumav model

V—%V3—W+i = 0,

bV —cW+d = O,
—V2_a+1 = 0

Pokud tedy bude ac > 1, nem0ze k Hopfové bifurkaci dojit. Navic
vidime, ze v bodé trJ = 0 nutné plati

detJ = a(V2c+ b — c) = a(ac’ + b) > 0.
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11. kapitola FitzHughuv-Nagumav model

V—%V3—W+i = 0,

bV —cW+d = O,
—V2_a+1 = 0

Pokud tedy bude ac > 1, nem0ze k Hopfové bifurkaci dojit. Navic
vidime, ze v bodé trJ = 0 nutné plati

detJ = a(V2c+ b — c) = a(ac’ + b) > 0.

Vhodnymi parametry pro vznik HB a kontinuaci limitniho cyklu jsou a
a ¢, pficemz pro oba je splnéna podminka transversality
di) — _c#£0resp. 4 = —g£0
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11. kapitola FitzHughuv-Nagumav model

Ukol:

S vyuzitim programu Maple
pomoci metody nalezeni
Grobnerovy baze najdéte
bifurkacni varietu Hopfovy
bifurkace. Nejprve zkuste
program vytvofit sami, pokud
se vam to nepodafi, je zde.

-

i//ﬁ’ ;
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11. kapitola FitzHughuv-Nagumav model

Ukol:

Pro parametry b =1, c = 0.8,
d=0.7ai= 0.5 najdéte bod
HB a kritickou hodnotu
parametru a. S vyuzitim
programu Matcont v jeho
okoli kontinuujte kfivku
rovnovah a limitni cyklus.
Urcete typ bifurkace
rozhodnéte o stabilité cyklu.

»

i,"mﬁ

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. inora 2021 306 /388



11. kapitola Cirkadianni rytmy

Cirkadianni rytmy

Uz v roce 1965 ukazal Brian Goodwin, ze autoinhibi¢ni gen mdze
generovat trvalé oscilace. V roce 1971 Ronald Konopka a Seymour
Benzer publikovali studii, ve které identifikovali octomilky
(Drosophila melanogaster) s mutacemi, které zpUsobily zmény

v délce cirkadianniho rytmu. Tyto mutace se objevily v genu, ktery byl
nazvan PER gen. Na rozdil od nezmutované mouchy s aktivitou 24
hodinového cyklu, mély zmutované mouchy arytmickou aktivitu,
periodu asi 19 hodin a 28 hodin. Nasledné se zjistilo, ze hladina PER
proteind, mRNA a fosforylovaného PER proteinu osciluji u normalni
mouchy se stejnou 24-hodinovou periodou a pokud je blokovan vstup
PER proteinu do jadra, oscilace nenastanou.
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11. kapitola Cirkadianni rytmy

Prvnim matematickym modelem cirkadiannich rytmd byl v roce 1996
model Alberta Goldbetera:

cytosol | nucleus

repression
) PER (By)
transcription PengEne i
and \
export
import/export
translation phosphorylation phosphorylation
P N
permRNA (M)—— PER (F) ~ PER-P (P) PER-PP (P))
dephosphorylation dephosphorylation

‘ degradation

degradation

PER gen kdduje produkt, ktery po zpozdéni potlacuje svou vlastni
expresi. V tomto pfipadé zpozdéni je zplsobeno transportem pres
jadernou membranu a dvoufazovym aktivatnim procesem (pomoci
fosforylace).
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11. kapitola Cirkadianni rytmy

Prvnim matematickym modelem cirkadiannich rytma byl v roce 1996
model Alberta Goldbetera:

nucleus

e

cytosol

PER (B,)

transcription pergene \
import/export
tanslation phosphorylation phosphorylation
T “PER-P(®)_
permRNA M)—— PER P (P)___ PER-PP(®)
dephosphorylation dephosphorylation

degradation
degradation

Zpétna vazba zacina produkci per mRNA (M), ktera je exportovana
z jadra do cytosolu. V cytosolu je mRNA prevedena na PER protein
(Po), ktery je neaktivni. Podstupuje dve kola fosforylace aby se stal
aktivnim PER (P,), ktery je reverzibilné transportovan pfes jadernou
membranu a v jadfe pak PER potlacuje transkripci svého genu.
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11. kapitola

Cirkadianni rytmy

Takovy zjednoduseny popis biochemického systému:

Ll”?(f) _ Vs vmm(t)

dt 1 + (p;\"(f)/]&yf)n ]&yml +m (T)

d R Vipo(t) Vapa(t)

dtpo(f) = kaniy Ky +po(t)  Ko+pi(t)

L. ) = Vipo(t)  Vapi(t)  Vapi(t) Vapa(t)

it ]S1 +po(t) ISQ +p1(t)  Ks+pi(t)  Kg+pa(t)

d Vapi(t) Vipa(t) vap2(t)
—pa(t) = — kypo(t kopn (1) —

a2 Kstpi) Katpn b +heon®— 20 o

d

P }\’1])2(1‘) — 1\‘2].7;\"( )

—pn(t) =

Jako ukol si zkuste simulovat v MATCONTu koncentrace mRNA (m),
celkového PER proteinu (pr = pg + p1 + p2 + pn) @ jaderného PER

proteinu (py). Hodnoty parametrd jsou vs =

0.76 uM/h, vy = 0.65

uM/h, vy = 0.95 uM/h, ks = 0.38 1/h, ky = 1.9 1/h, k; = 1.3 1/h,
Vi =3.2 uM/h, V; = 1.58 uM/h, V3 =5 uM/h, V4 = 2.5 uM/h,

Ki=Ky =

Kz =

Ky =1uM, K; =1 uM, Kpp = 0.5 uM, Ky = 0.2 uM,

n = 4. Nactéte cyklus a kontinuujte jej pro parametr v,.
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11. kapitola Cirkadianni rytmy

Ukol:

Prostudujte jednodussi
model (5), (6) z ¢lanku Johna
Tysona.
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Flip bifurkace,
loglstlcka rovnice



12. kapitola chaos

Co se naucime:

m popsat flip bifurkaci v diskrétnim systému
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12. kapitola chaos

Co se naucime:

m popsat flip bifurkaci v diskrétnim systému
m porozumét dynamice logistického zobrazeni
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12. kapitola chaos

Co se naucime:

m popsat flip bifurkaci v diskrétnim systému
m porozumét dynamice logistického zobrazeni
B seznamit se s pojmem deterministicky chaos
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12. kapitola chaos

Co se naucime:

m popsat flip bifurkaci v diskrétnim systému

m porozumét dynamice logistického zobrazeni

B seznamit se s pojmem deterministicky chaos

m pochopit zakladni vlastnosti chaosu na stanovém zobrazeni
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12. kapitola chaos

Co se naucime:

popsat flip bifurkaci v diskrétnim systému
porozumét dynamice logistického zobrazeni

|

|

B seznamit se s pojmem deterministicky chaos

m pochopit zakladni vlastnosti chaosu na stanovém zobrazeni
[

spocitat Ljapunovlv exponent a znat jeho vyznam
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12. kapitola Bifurkace typu flip

Bifurkace typu flip

Uvazujme diferencni rovnici s parametrem tvaru

x(n+1)= -1 +e)x(n) +x>(n), x(n) €R,eecR.
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12. kapitola Bifurkace typu flip

Bifurkace typu flip

Uvazujme diferencni rovnici s parametrem tvaru

x(n+1)= -1 +e)x(n) +x>(n), x(n) €R,eecR.

Rovnovahy (pevné body zobrazeni) spliuji
fx,e) = -1 +e)x+ x> =x,

tj. lezi na kfivkachx =0a 2 4+ ¢ = x2.
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12. kapitola Bifurkace typu flip

Bifurkace typu flip

Uvazujme diferencni rovnici s parametrem tvaru

x(n+1)= -1 +e)x(n) +x>(n), x(n) €R,eecR.

Rovnovahy (pevné body zobrazeni) spliuji

fx,e) = -1 +e)x+ x> =x,

tj. lezi na kfivkachx =0a 2 4+ ¢ = x2.

Rovnice ma vzdy nulovou rovnovahu a protoze

Df(x,e) = —1 — € + 3x2, je potatek stabilni proc < 0aproe > 0 je
nestabilni.
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12. kapitola Bifurkace typu flip

Parametr £ = 0 je bifurkani hodnotou a pfi jeho pfechodu v okoli
pocatku dochazi k lokalni bifurkaci, méni se stabilita po¢atku.
V8imnéte si, ze vlastni hodnota A = Df(0,0) = —1.

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. Unora 2021 315/388



12. kapitola Bifurkace typu flip

Parametr £ = 0 je bifurkani hodnotou a pfi jeho pfechodu v okoli
pocatku dochazi k lokalni bifurkaci, méni se stabilita po¢atku.
V8imnéte si, ze vlastni hodnota A = Df(0,0) = —1.

Rovnice pro rovnovahy
—2+ex+x*=0

muUze mit jeSté dalsi dvé reSeni x = ++/2 + ¢, ktera nelezi v okoli
pocatku pro e = 0.
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12. kapitola Bifurkace typu flip

Co se déje s trajektoriemi zacinajicimi v okoli po¢atku pro mala
kladna ¢, kdyz ani pevné body x = ++/2 + ¢ pro malé  nejsou
stabilni, protoZe Df (x,e) = —1 — € + 3x? je pro pevné body
VX =1v2+ e vétsinez 1?7
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12. kapitola Bifurkace typu flip

Co se déje s trajektoriemi zacinajicimi v okoli po¢atku pro mala
kladna ¢, kdyz ani pevné body x = ++/2 + ¢ pro malé  nejsou
stabilni, protoZe Df (x,e) = —1 — € + 3x? je pro pevné body
VX =1v2+ e vétsinez 1?7

Podivejme se blize na cykly délky 2. To jsou pevné body zobrazeni
), tj. zobrazeni

fA(x,e) ==L +e)(—A+e)x+x3) + (—(1 +e)x +x3)*
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12. kapitola Bifurkace typu flip
Rovnici
P e) = =(L+e)(—(L+ex+ ) + (—(L+e)x +x°)* = x

lze upravit na tvar

4

x(x* = x* —x’e + 1)(—e = 2+ x})(—e +x*) = 0.
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12. kapitola Bifurkace typu flip
Rovnici
P e) = =(L+e)(—(L+ex+ ) + (—(L+e)x +x°)* = x

lze upravit na tvar

4

x(x* = x* —x’e + 1)(—e = 2+ x})(—e +x*) = 0.

Mezi pevnymi body zobrazeni f(2) jsou samoziejmé i pevné body
x =0ax = =£+2+ e zobrazeni f.
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12. kapitola  Bifurkace typu flip
Rovnici
fOe) = =1+ ) (=L +e)x+x°) + (—(1 +e)x +x°)* = x
lze upravit na tvar
x(x* = x* —x’e + 1)(—e = 2+ x})(—e +x*) = 0.
Mezi pevnymi body zobrazeni f(2) jsou samoziejmé i pevné body
x =0ax = ++v/2 + ¢ zobrazeni f.

Navic jsou tu ale nové rovnovahy x = +,/¢, které jsou v okoli po¢atku
stabilni, protoze Df())(4/z,e) =1 — 4e 4+ 4e? € (0,1) pro e € (0,1).
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12. kapitola  Bifurkace typu flip
Rovnici
fOe) = =1+ ) (=L +e)x+x°) + (—(1 +e)x +x°)* = x
lze upravit na tvar
x(x* = x* —x’e + 1)(—e = 2+ x})(—e +x*) = 0.
Mezi pevnymi body zobrazeni f(2) jsou samoziejmé i pevné body
x =0ax = ++v/2 + ¢ zobrazeni f.

Navic jsou tu ale nové rovnovahy x = +,/¢, které jsou v okoli po¢atku
stabilni, protoze Df())(4/z,e) =1 — 4e 4+ 4e? € (0,1) pro e € (0,1).

Vzhledem k vzniku téchto cykli délky 2 v okoli pocatku se tato
bifurkace nazyva také bifurkace zdvojeni periody (period doubling)
PD.
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12. kapitola Bifurkace typu flip

Predpoklddejme, Ze jednodimenziondlni jednoparametricky systém
(rovnici, zobrazeni)

x(n+1)=f(x(n),a), x(n)eR, a R, (33)

kde f je hladkd funkce, md pro o = ag pevny bod x = xg a
A = fx(x0, ap) = —1. Pfedpoklddejme, Ze jsou splnény podminky

2 (Fx(X0, @0))? + Lfuux(X0,0) #0  podminka nedegenerovanosti,
fra(X0,0) #0 podminka transverzality.

Pak je (33) v okoli pevného bodu ekvivalentni systému v normdlni formé

y(n+1) = —(1+e€)y(n) £ y*(n).
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12. kapitola Bifurkace typu flip

Poznamka

Podminka nedegenerovanosti je nékdy zapsdna jako nenulovost
Schwarzovy derivace (Sf)(xo, c). Schwarzova derivace je definovdna
(plvodné v komplexnim oboru) jako operdtor

(7 "(z 2
()(2) = 52— 3 ()"

ProtoZe v bodé flip bifurkace plati f'(xg, ag) = —1, je (Sf)(xo, ) # O
tatdz podminka jako podminka nedegenerovanosti v pfedchozi vété.

Souvislosti komplexnich funkci a Mandelbrotova fraktalu s flip
bifurkaci se vénuje ¢ast predmétu PiF:M9BCF Teorie bifurkaci, chaos
a fraktaly.
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Bifurkace typu flip

x(n+ 1)
. f(x(n),a) ,
ALa /"
3 . Y
X2 %Xo=0 X1 x(n)
a>0
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12. kapitola Logisticka rovnice

Logisticka rovnice
Da se fict, ze logisticka rovnice
x(n+ 1) =ax(n)(1 — x(n)), (34)

s realnym parametrem a se stala prototypem komplexniho chovani
dynamickych nelinearnich systém( a bifurkani diagram této rovnice
se stal vSeobecné znamym.
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12. kapitola Logisticka rovnice

Ukol:

Najdéte kritickou hodnotu
flip bifurkace logistického
zobrazeni (34) s parametrem
a. Provedte analyzu stability
cyklu délky 2. Kdy a jak dojde
k destabilizaci?

»
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12. kapitola Logisticka rovnice

Ukol:

Prostudujte chovani
logistické rovnice v XPPAUTu.
Pro inspiraci se podivejte na
video prof. Ghrista. Spustte
postupné logistic.ode a
cobweb.ode. Prostuduijte, jak
jsou soubory
naprogramovany.

-

i//ﬁ’ ;
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https://www.youtube.com/watch?v=bCGoqxCfJPA
ode/logistic.ode
ode/cobweb.ode

12. kapitola Logisticka rovnice

Video prof. Ghrista ukazuje, jak pfi rlznych hodnotach parametru
logisticka rovnice méni svou dynamiku. Vidite tak dynamickou verzi
slavného bifurka¢niho diagramu, ktery zobrazuje zdvojovani periody.
Cyklus délky 1 (pevny bod) flip bifurkaci ztrati stabilitu a dochazi ke
vzniku cyklu délky 2, cyklus délky dva flip bifurkaci ztrati stabillitu a
vznika cyklus délky 4, ... 8, ... 16 atd.
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https://www.youtube.com/watch?v=rBTkNoOfq-4

12. kapitola Logisticka rovnice

Video prof. Ghrista ukazuje, jak pfi rlznych hodnotach parametru
logisticka rovnice méni svou dynamiku. Vidite tak dynamickou verzi
slavného bifurka¢niho diagramu, ktery zobrazuje zdvojovani periody.
Cyklus délky 1 (pevny bod) flip bifurkaci ztrati stabilitu a dochazi ke
vzniku cyklu délky 2, cyklus délky dva flip bifurkaci ztrati stabillitu a
vznika cyklus délky 4, ... 8, ... 16 atd.

Dochazi k tomu pro kritické hodnoty parametru a,, dg, asg, ... Tato tzv.
Feigenbaumova kaskada zdvojovani periody je obecny fenomén a
Cislo

Oyk — Ayk-1

F = lim = 4.6692

k=00 Aok+1 — Ok

se nazyva Feigenbaumovo ¢islo. Nejpfekvapivéjsi je, Ze tato
konstanta je univerzalni pro mnoho diferencnich systémd, ve kterych
dochazi ke kaskadové flip bifurkaci - jevu zdvojovani periody.
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12. kapitola Logisticka rovnice

V programu XPPAUT si bifurka¢ni diagram zobrazime s pomoci
programu logbif.ode:
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ode/logbif.ode

12. kapitola Logisticka rovnice

V programu XPPAUT si bifurka¢ni diagram zobrazime s pomoci
programu logbif.ode:

# logbif.ode

# bifurkacni diagram diskrétni logistické rovnice

# zvolte nejdrive nespojité vykreslovani dat - Graphic stuff, Edit
curve, edit 0, line type O

# parametr a ménte v intervalu <2,4> - Initialconds, Range
x'=a*x *(1-x)

a’=a

init x=.1

init a=2

@ maxstor=100000,total=500,trans=350,meth=discrete
@ xlo=2,xhi=4.001,ylo=0,yhi=1.001,xp=a,yp=x

done
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ode/logbif.ode

12. kapitola Logisticka rovnice

Vsimnéte si, Ze rovnice jsou v souboru popsany dvé - druha rovnice
je rovnici pro parametr, pficemz meth=discrete urcuje diskrétni krok.
Bez ni by nebylo mozné vykreslovat prostor ,stavovych proménnych®;
trans=350 preskoci vykreslovani prvnich 350 iteraci.
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12. kapitola Logisticka rovnice

Vsimnéte si, Ze rovnice jsou v souboru popsany dvé - druha rovnice
je rovnici pro parametr, pficemz meth=discrete urcuje diskrétni krok.
Bez ni by nebylo mozné vykreslovat prostor ,stavovych proménnych®;
trans=350 preskodi vykreslovani prvnich 350 iteraci.

Pro grafické vykresleni dat zvolte Graphic stuff, Edit curve: edit 0, line
type O

Xt - O x
E}(faxls:ﬂ

Xivst
Restore
3d-parans
Endryval
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12. kapitola Logisticka rovnice

Pro vykresleni bifurka¢niho diagramu je tfeba spustit najednou vice
trajektorii volbou Initialconds, Range

Paran J[Eqns_J[Tata

X Range Integrate

Initi
Sontd] [Range over:a

Bteps:200
Ftart:2
nd: AT
Reset storage (V/N):N

Pse old ic's (¥/N):¥

Eycle color (Y/N):N

FovielV7N3:N X

I

ot
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12. kapitola Logisticka rovnice

v

Bifurkacni diagram samoziejmé lze spustit hustéji — zde byl zvolen
grid 200 a ,parametr a € (2, 4).

1 XPP Ver 6.10 >» logbifade = B X

ICs BCs Del Param || Eqns || Data uit
ommand:

Hous A

Initialconds
Continue 1
Nulleline
Dir,field/flow
Window/zoom s
phAsespace 0.8 e
Kinescope <
Graphic stuff
nlmerics
File
Parameters
Erase
Hakewindow 0,4
Text.etc
Sing pts
Viewaxes
Xiwvst 0,2
Restore
3d-params
Brdryval

0.6
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12. kapitola Logisticka rovnice

Ukol:

Prostudujte chovani
Rickerovy rovnice populacni
dynamiky

x(n+ 1) = ax(n)e=*.

b
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12. kapitola Deterministicky chaos

Deterministicky chaos

Co je to chaos? Slovo chaos se odvozuje z feckého yao ¢ a znamena
nepredvidatelnost. Deterministicky chaos je neperiodické
deterministické chovani, které je

m velice citlivé na pocatecni podminky,
m topologicky transitivni - coz znamena, ze libovolny interval
transformuje na libovolny dalsi interval

m ma husté periodické trajektorie

DETERMINISTICKY NEZNAMENA PREDVIDATELNY!!!
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12. kapitola Deterministicky chaos

Necht f : | — [ je spojité zobrazeni na / = (0, 1). Uvazujme diskrétni
dynamicky systém {N, /, f"}, kde n € N. Necht J,K C [ jsou uzavfené
intervaly.

Rekneme, Ze J pokryvd K pod f, zapisujeme J — K, jestliZe existuje
uzavreny interval L C J tak, Ze f(L) = K.

1 L
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12. kapitola Deterministicky chaos

Veta (O pevném bode)

Jestlize ] — J pod f, pak md f v J pevny bod.

Diikaz:

Necht J = (a, b). Podle definice existuje uzavieny interval L C J
takovy, ze f(L) = J, tedy existuje ¢, d € L spliujici f(c) =a<ca
f(d) = b > d. Podle véty o stfedni hodnoté nabyva spojita funkce
g(x) = f(x) — x nulové hodnoty na L C J.
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12. kapitola Deterministicky chaos

Uvédomme si nyni, ze pokud Il — Iy — --- — I, pod f, pak existuje
uzavfeny interval J C Iy tak, ze f(¥)(J) c I, pro véechna
k=0,1,...,n—1af"(J) = I, Volbou I, = Iy dostdvdme s pouzitim
véty o pevném bodé nasleduji tvrzeni.
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12. kapitola Deterministicky chaos

Jestlize Ig — I R/ Rl 0 pod f, pak md f(" v Iy pevny bod x,
pro ktery plati f)(x) € I; proi = 0,1,...,n — 1.
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12. kapitola Deterministicky chaos

Jestlize Ig — I R/ Rl 0 pod f, pak md f(" v Iy pevny bod x,
pro ktery plati f)(x) € I; proi = 0,1,...,n — 1.

Slavna Li-Yorkeho véta ,Perioda 3 implikuje chaos” je disledkem
Sarkovského véty, kterou si uvedeme v predmétu PfF:M9BCF Teorie
bifurkaci, chaos a fraktaly.

Véta (Li-Yorke)

UvaZujme spojité zobrazeni f : | — |, které md cyklus délky 3. Pak md f
také cykly libovolné délky n > 1.
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12. kapitola Deterministicky chaos

Dukaz:
Uvazujme cyklus délky 3 {p1,p2,p3}, tj.

p2 = f(p1), ps = f(p2), p1 = f(p3)

Bez ujmy na obecnosti mdzeme predpokladat, ze p; < p; < ps.
Oznacme dva intervaly /1 = (p1,p2) a I, = (p2,p3). Pak I; pokryva /; a
/2 pokr)'/vé /1 i /2.

fo) - ; 77//

Fol——

f(ps)

I I

0 P1 P2 p3 1
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12. kapitola Deterministicky chaos

Pro libovolné n € N ma tedy f(") pevny bod, protoZe plati
/14/24..._\/24/1’

kde /; je zde obsazeno (n — 1)-krat. Tento pevny bod nemuze

odpovidat cyklu délky k < n (kromé k = 3, ktery je pfedpokladan),

protoZe pokud by platilo f)(x) = x pro k < n, pak x € ly Nl = {p;},
coz je jediny cyklus, nami pfedpokladany délky 3.
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12. kapitola Deterministicky chaos

Ukol:

Ukazte, e pro ar = 1 + 2v/2
ma logisticka rovnice (34)
cyklus délky 3, pricemz pro
tuto kritickou hodnotu
parametru dochazi k bifurkaci
typu fold, pficemz stabilni a
nestabilni 3 cykly vznikaji pro
a > ar a zaniknou na a = ag.

»
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12. kapitola Tent map - stanové zobrazeni

Tent map je pfikladem jednoduchého zobrazeni (0,1) na (0, 1), které
vykazuje chaotické chovani.

2 x € (0,1)
T = {2—2)( xe (%,i>
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12. kapitola Tent map - stanové zobrazeni

Co vic, dynamicky systém pfislusny logistickému zobrazeni
x = 4x(1 —x)
na (0,1) je topologicky ekvivalentni systému {N, (0, 1), 7"}, a proto

vykazuje také chaos. Totéz plati pro jakékoliv jiné zobrazeni (0,1) na
(0,1), které ma jedno maximum.
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12. kapitola Tent map - stanové zobrazeni

Co vic, dynamicky systém pfislusny logistickému zobrazeni

x = 4x(1 —x)
na (0,1) je topologicky ekvivalentni systému {N, (0, 1), 7"}, a proto
vykazuje také chaos. Totéz plati pro jakékoliv jiné zobrazeni (0,1) na

(0,1), které ma jedno maximum.

Na jednoduchém stanovém zobrazeni si ukazeme zakladnim
mechanismem vzniku chaotickych trajektorii — je "stretch and fold",
natazeni a ohyb.
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12. kapitola Tent map - stanové zobrazeni

Cislo x € (0,1) ma binarni zapis
x=0wiwws - =4 +5F+53 +...,
kde wy jsou cifry O nebo 1. Pokud x € (0, 1), pak
T(x) = T(0.wiwyws ...) = 0.wyws . ..
Pokud x € (1,1), pak 1 — x € (0, 1) spliuje

T(l — X) = T(O.wleLL)3 . ) = 0.(4)2&)3 e
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12. kapitola Tent map - stanové zobrazeni

Pritom ale protoze

l-x=3-9+5-49+5-9+ |
je binarni zapis x a 1 — x komplementarni (na misté nuly stoji
jednicka a naopak). Oznatime-li komplementy wy a @y, plati

Quwwz... X
T(x) = T(Owiwiws ... ) = . wzwz e
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12. kapitola Tent map - stanové zobrazeni

Trajektorii x, T(x), T?)(x),... stanového zobrazeni si proto m(izeme
predstavit jako posun (pfipadné komplement posunu) v binarnim
zapise pocate¢ni hodnoty x. Jesté si uvédomme, Zze metrika

o |ac — b
d(0.10,05 ..., 0.b:1bybs...) =3 \szkk!
k=1

vytvari na (0, 1) aplny metricky prostor (je analogicka bézné metrice
decimalni). Dostavame takto nasledujici vlastnosti.
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12. kapitola Tent map - stanové zobrazeni

m Citlivost na pocatecni podminky — pfedpokladejme, Ze zname
pocatecni podminku xo az do N-tého binarniho mista. Uvazujme
(nespocetnou) mnozinu Cisel, ktera maji stejny zacatek binarniho
zapisu, lii se az od mocniny 2~V a jejich trajektorie. Po N
iteracich se tyto blizké trajektorie stavaji zcela nahodnymi a
neexistuje zadny vztah k pocatecni podmince.
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m Citlivost na pocatecni podminky — pfedpokladejme, Ze zname
pocatecni podminku xo az do N-tého binarniho mista. Uvazujme
(nespocetnou) mnozinu Cisel, ktera maji stejny zacatek binarniho
zapisu, lii se az od mocniny 2~V a jejich trajektorie. Po N
iteracich se tyto blizké trajektorie stavaji zcela nahodnymi a
neexistuje zadny vztah k pocatecni podmince.

m Topologicka transitivnost (mixovani) — uvazujme interval
pocatecnich hodnot, které se Lisi poprvé na N-tém binarnim
misté. Po N iteracich dojde k posunu o téchto N mist a interval se
rozprostre na cely (0, 1).
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m Citlivost na pocatecni podminky — pfedpokladejme, Ze zname
pocatecni podminku xo az do N-tého binarniho mista. Uvazujme
(nespocetnou) mnozinu Cisel, ktera maji stejny zacatek binarniho
zapisu, lii se az od mocniny 2~V a jejich trajektorie. Po N
iteracich se tyto blizké trajektorie stavaji zcela nahodnymi a
neexistuje zadny vztah k pocatecni podmince.

m Topologicka transitivnost (mixovani) — uvazujme interval
pocatecnich hodnot, které se Lisi poprvé na N-tém binarnim
misté. Po N iteracich dojde k posunu o téchto N mist a interval se
rozprostre na cely (0, 1).

m Ma husté periodické trajektorie — binarni zapis kazdého
racionalniho ¢isla je zakon&en opakujici se skupinou cifer, a
proto generuje periodické trajektorie (vCetné pevnych bodd).
Iracionalni &isla maji binarni zapis, ktery se neopakuje. Proto
jsou periodickeé trajektorie husté (jsou libovolné blizko jiné dané
trajektorii) v mnoziné chaotickych trajektorii.
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12. kapitola Tent map - stanové zobrazeni

Ukol:

Ukazte, ze h : x — sin® Z* je
homeomorfismus na (0, 1) a
plati f(h(x)) = h(T(x)) pro
logistické zobrazeni

f(x) = 4x(1 — x); zobrazeni
jsou tedy topologicky
konjugovana.

»
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12. kapitola  Ljapunoviiv exponent

Jak méfit chaos?

UvaZzujme trajektorii x(n) spliujici pocatecni ulohu
x(n+1) = f(x(n)), xo = x,

pficemz f je skoro vSude hladka. Pro tuto trajektorii definujme Eislo

A(x) = lim fZIn
n—oo N

Toto Cislo pfedstavuje miru separace infinitesimalné blizkych
trajektorii od této trajektorie:

b _ SO0+ = FO0 g
e g
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12. kapitola Ljapunoviv exponent
Pokud existuje f'(x(v)), v € {1,...n}, v kazdém bodé trajektorie
z x = x(1), pak v daném bodé x plati

(n) (") (x
m L2 SR gy =

e—0 5

= FF"R0) - F L = @) I (X()]t
> Inlf'(x(»))
v=1

je logaritmus tohoto poméru, tedy mira rlistu této vzdalenosti. Tato
mira popisuje, jak moc se plvodné blizké trajektorie od sebe vzdaluiji.

f(z+¢)

fi(z)
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12. kapitola Ljapunoviv exponent

Cislo \(x) (pokud limita existuje) oznacujeme jako Ljapunoviv exponent
trajektorie. Pokud je x atrahujicim stabilnim pevnym bodem zobrazeni f,
definujeme \(x) = —oc.
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12. kapitola Ljapunoviv exponent

Cislo \(x) (pokud limita existuje) oznacujeme jako Ljapunoviv exponent
trajektorie. Pokud je x atrahujicim stabilnim pevnym bodem zobrazeni f,
definujeme \(x) = —oc.

Pokud podél trajektorie x(n) dochazi ke kontrakci, je A\(x) < O,
v pfipadé asymptotické expanze je A(x) > 0.
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12. kapitola Ljapunoviv exponent

Cislo \(x) (pokud limita existuje) oznacujeme jako Ljapunoviv exponent
trajektorie. Pokud je x atrahujicim stabilnim pevnym bodem zobrazeni f,
definujeme \(x) = —oc.

Pokud podél trajektorie x(n) dochazi ke kontrakci, je A\(x) < O,
v pfipadé asymptotické expanze je A(x) > 0.

Plati, Ze pokud je trajektorie omezena a jeji Ljapunovilv exponent je
kladny, je trajektorie nutné chaoticka.
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12. kapitola Ljapunoviv exponent

Ukol:

Ukazte, ze Ljapunoviv
exponent stanového
zobrazeni je In 2.
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12. kapitola

Ukol:

b
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Ljapunoviv exponent

Pro ktera p jsou trajektorie
x(n + 1) = T,(x(n))
chaotické?
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“M‘{mrw)xe@n

349/




12. kapitola Ljapunoviv exponent

Ve vice dimenzich zavisi mira separace blizkych trajektorii na
pocatenim sméru separace, proto se definuje Ljapunovovo spektrum
(n hodnot v bazickych smérech, fazené dle velikosti) a maximalni
Ljapunoviv exponent. Program XPPAUT umi maximalni Ljapunovlv
exponent trajektorie numericky vypocitat. Samoziejmé ale nepocita
limitu, ale pouze pfibliznou kone¢nou sumu.

Hodnoty Ljapunovovych exponentd jsou invariantni vzhledem
k Sirokému spektru transformaci soufadnic (ergodicka teorie,
Oseledecova véta) a limity existuji pro skoro vSechna x a na x
nezavisi. Je to tedy rozumna volba miry chaosu.

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. Unora 2021 350/ 388



Chaos ve spojitych systémech




13. kapitola Chaos ve spojitych systémech

Co se naucime:

m popsat a porozumét zakladni dynamice Rosslerova systému
s vyuzitim Poincarého fezu (zdvojovani periody)
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m vidét chaos kolem nas
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Co se naucime:

m popsat a porozumét zakladni dynamice Rosslerova systému
s vyuzitim Poincarého fezu (zdvojovani periody)

m vidét chaos kolem nas

m popsat Lorenzlv systém
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13. kapitola Chaos ve spojitych systémech

Co se naucime:

m popsat a porozumét zakladni dynamice Rosslerova systému
s vyuzitim Poincarého fezu (zdvojovani periody)

m vidét chaos kolem nas

m popsat Lorenzlv systém

m proveést zakladni analyzu Lorenzova systému (subkriticka
Hopfova bifurkace)
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13. kapitola Rosslerdv systém

Rosslerliv systém
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13. kapitola Rosslerdv systém

Rosslerliv systém

Kapitola o chaosu ve spojitych systémech se vétSinou zabyva
Lorenzovym systémem. Mozna jste i v Uvodnim obrazku ocekavali
Lorenzlv atraktor. Ano, dostaneme se k nému - pozdéji. Symetricky
LorenzUv systém jsme si jiz pfedstavili a nez se budeme zabyvat timto
modelem proudéni, predstavime si model, ktery je jednodussi. V roce
1976 jej publikoval Otto Rossler prave proto, aby na nejjednodussim
mozném modelu ukazal zakladni vlastnost trajektorii chaotického
atraktoru. Vynechal symetrii a ponechal jediny dulezity princip:
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13. kapitola Rosslerdv systém

Rosslerliv systém

Kapitola o chaosu ve spojitych systémech se vétSinou zabyva
Lorenzovym systémem. Mozna jste i v Uvodnim obrazku ocekavali
Lorenzlv atraktor. Ano, dostaneme se k nému - pozdéji. Symetricky
LorenzUv systém jsme si jiz pfedstavili a nez se budeme zabyvat timto
modelem proudéni, predstavime si model, ktery je jednodussi. V roce
1976 jej publikoval Otto Rossler prave proto, aby na nejjednodussim
mozném modelu ukazal zakladni vlastnost trajektorii chaotického
atraktoru. Vynechal symetrii a ponechal jediny dulezity princip:

NATAZENI a OHYB
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13. kapitola Rosslerdv systém

Ac je sam biochemik, teorii chaosu byl od pocatku fascinovan a
Lorenzlv model i Li-Yorkeho véta jej zavedla mezi matematiky.
Topologicky princip natazeni a ohybu si pry uvédomil pfi pozorovani
stroje na bonbdny. Tento princip vede k miseni, které ma presné
vlastnosti chaosu - citlivost na pocate¢ni podminky, transitivitu i
hustotu trajektorii. Jen s i predstavte, Ze byste do stroje dali zlutou a
modrou sladkou hmotu...
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13. kapitola Rosslerdv systém

Rosslerdv systém

y = x+ay
z = b+z(x—0)

nejprve prostudujeme pro parametr b = 0 a dost velké ¢ > 0.V tom
pfipadé je rovina z = O invariantni a dynamika na ni je dana
linearnim systémem s Jacobiho matici

=)

Pocatek je tedy na této roviné stfed.
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13. kapitola Rosslerdv systém

Navic tfeti rovnice systému je tvaru
z =z(x—0)

a pro hodnoty x v okoli poc¢atku budou trajektorie pfitahovany po
oscilujici trajektorii smérem k této roviné. Pfi malé zméné parametru
b musi byt diky vété o spojité zavislosti na parametrech v blizkosti
roviny z = 0 néjaka stabilni invariantni mnozina.
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13. kapitola Rosslerdv systém

Pro pochopeni topologie chaotického atraktoru, ktery vznika pro
nenulova b, jsem si pUjcila krasné obrazky z knihy Ralpha Abrahama a
Christophera Shawa s nazvem Dynamics: The Geometry Of Behavior.
Atraktor ma asi takovyto tvar:
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13. kapitola Rosslerdv systém

Pro pochopeni topologie chaotického atraktoru, ktery vznika pro
nenulova b, jsem si pUjcila krasné obrazky z knihy Ralpha Abrahama a
Christophera Shawa s nazvem Dynamics: The Geometry Of Behavior.
Atraktor ma asi takovyto tvar:

Abraham and Shaw [1983)
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13. kapitola Rosslerdv systém

Nejprve si prohlédnéte, kam se zobrazuje mnozina bodu, ktera v Case
to startuje na atraktoru... V ¢ase t; se vratila téméf na plvodni misto,
obéhla dokola, ale prevratila se a roztahla. Trajektorie tvofi jakysi
Mobilv prouzek.
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13. kapitola Rosslerdv systém

Pokud bychom sledovali, co se déje s blizkymi trajektoriemi, zjistime,
Ze v jednom smeru se od sebe vzdaluji. Invariantni varieta se ale
ohyba.
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13. kapitola Rosslerdv systém

Invariantni varieta se ohne natolik, Ze ji druhy (pfitahujici) smér
atrahuje do blizkosti sebe sama.

5
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13. kapitola Rosslerdv systém

Co se stane, kdyz stejny obéh provedeme jesté jednou?
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13. kapitola

A jesté jednou?
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Rosslerdv systém
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13. kapitola Rosslerdv systém

A jesté jednou?
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13. kapitola Rosslerdv systém

To, co jsme sledovali, je Poincarého fez invariantni varietou. V fezu
Poincarého fezu (jmenuje se Lorenziyv fez) vznika fraktal - Cantorova
mnozina.
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13. kapitola Rosslerdv systém

A ted se podivejte, jak vypada to sledované Poincarého zobrazeni
(nékdy se mu fika first return map). Nepfipomina vam néco?

I

O

(@

T L T
Branch O ive Branch |

(b)
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13. kapitola Rosslerdv systém

Ukol:

Nakreslete v programu
XPPAUT Poincarého
zobrazeni (nUmerics,
Poincaré map) jako Ruelle
plot (nUmerics, rUelle plot)
y(n) x y(n+ 1) pro Rosslerdiv
systém.

»
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13. kapitola Rosslerdv systém

Dokonce, pokud budeme ménit hodnotu parametru, dostaneme
bifurka¢ni diagram zdvojovani periody (zde kontinuace parametru b,
a=0.2,c=5.7).

Bifurcation Diagram for Rassler Attractor (Varying b)
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13. kapitola

Rosslerdv systém

Stabilni trajektorie (cykly a chaotické atraktory) na invariantni varieté
pro rlizné hodnoty ¢c,a = b = 0.1:

=6, period 2

©=8.5, period 4

=12, period 3

=126, period 6

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. Unora 2021

¢= 13, chaotic

=18, chaotic

368 /388



13. kapitola Rosslerdv systém

Ukol:

Nakreslete v programu
XPPAUT bifurkacni diagram
Poincarého zobrazeni pro
Rosslertv systém (doplnte
rovnicib’ =0neboc =0
podle toho, kterou kontinuaci
chcete reprodukovat).

»
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13. kapitola Zdvojovani periody a chaos_ koLem nés -
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13. kapitola

Zdvojovani periody a chaos kolem nas

Kromé Lorenzova modelu proudéni, ktery je velmi zjednodusenym

modelem pocasi, si pfedstavime historicky velmi dilezity pokus

Alberta Libchabera. V roce 1977 vytvoril nerezovy valec, do kterého
vlozil kapalné hélium a spodni plochu valce zahftival.
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13. kapitola Zdvojovani periody a chaos kolem nas

Experimentalné tak ovéfil, Ze turbulentni proudéni, které vznika
v kapalném héliu poté, co se rozpadne zakladni konvek¢ni oscilace,
vytvali kaskadu zdvojovani periody.

L.Pfibylova «

A

Q=

=)

L L

ol

Nelinearni dynamika « 6. inora 2021

372/ 388



13. kapitola Zdvojovani periody a chaos kolem nas

V roce 1982 publikoval podobny
pokus s rtuti, kde dokonce
zmeéfil odhad Feigenbaumovy
konstanty. V rotujicich
konvektivnich proudech rtuti se
totiz indukuje stejnosmeérné
magnetické pole, které bylo
méfitelné pomoci tlumeni
elektrickych oscilatord (princip
frekvencni analyzy).
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13. kapitola Zdvojovani periody a chaos kolem nas

Dnes se tento fyzik, ktery spolu s Feigenbaumem za své objevy dostal
Wolfovu cenu za fyziku, zabyva evoluci. Publikuje ¢lanky na hranici
fyziky, chemie a biochemie, které vysvétluji mozny vznik
aminokyselin, bilkovin, a slozitych struktur.
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13. kapitola Zdvojovani periody a chaos kolem nas

Dnes se tento fyzik, ktery spolu s Feigenbaumem za své objevy dostal
Wolfovu cenu za fyziku, zabyva evoluci. Publikuje ¢lanky na hranici
fyziky, chemie a biochemie, které vysvétluji mozny vznik
aminokyselin, bilkovin, a slozitych struktur.

Video pfednaska Alberta Libchabera
Origins of life
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13. kapitola Zdvojovani periody a chaos kolem nas

Pokud si chcete doma pohrat, mizete si vyzkou3et pokus

s vodovodnim kohoutkem. Neni to Uplné jednoduché, nehodi se

k tomu pakova baterie, ale naopak stary dobry (idealné dokonce i
kapajici) kohoutek je dostacujicim laboratornim vybavenim. Pokud je
kohoutek zavfeny, ale lehce nedovira, voda kape. Kap, ticho, kap,
ticho, kap, ticho. DokaZe to byt docela rusivy periodicky zvuk. Stale
stejné kap a ticho. Kap a ... to je cyklus (délky 1). Pokud budete
dostate¢né obratni a kohoutek malicko povolite, bude kapat jinak.
Kap kap ticho kap kap ticho. Pak snad dokazete nastavit i cyklus Ctyr
kapek... Rychle totiz za¢ne kapat aperiodicky. Pravé vidite a slySite
chaoticky atraktor.
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13. kapitola Zdvojovani periody a chaos kolem nas

Za poslednich 5 dekad doslo diky objevu vSudypfitomnosti chaosu
k novému pohledu na mnoho oblasti. Naleznete ¢lanky
m o chaotické dynamice v neurovédé (zda se, ze v mozku je chaos
zadany (!), naopak stabilni periodicka dynamika je nezadany stav
- epilepticky zachvat, viz Nature; naopak excitabilni buriky
v srde¢nim svalu pracuji synchronné periodicky a chaoticka
dynamika vede k fibrilaci srdce)
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13. kapitola Zdvojovani periody a chaos kolem nas

Za poslednich 5 dekad doslo diky objevu vSudypfitomnosti chaosu
k novému pohledu na mnoho oblasti. Naleznete ¢lanky

m o chaotické dynamice v neurovédé (zda se, ze v mozku je chaos
zadany (!), naopak stabilni periodicka dynamika je nezadany stav
- epilepticky zachvat, viz Nature; naopak excitabilni buriky
v srde¢nim svalu pracuji synchronné periodicky a chaoticka
dynamika vede k fibrilaci srdce)

m o chaotické dynamice ve Vesmiru a Slunelni soustave (je
popsana a vysvétlena chaoticka rotace Saturnova mésice
Hyperionu a osy rotace Marsu, NASA pomoci znalosti chaotické
dynamiky poslala sondu ISEE-3/ICE jiz v roce 1985 témérf bez
paliva na cestu ke kometé, Saturnovy prstence se zkoumaji pro
jejich fraktalni strukturu chaotického atraktoru, dokonce je
spocten maximalni Ljapunoviv exponent pro Slunecni
soustavu); na zakladé Ljapunovova exponentu pak lze odhadovat
prediktabilitu systému: rotaci Hyperionu na 36 dni, vychyleni osy
rotace Marsu a stabilitu Slunecni soustavy na 5 miliond let
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13. kapitola Zdvojovani periody a chaos kolem nas

m o chaotické dynamice v geofyzice a klimatologii (modely
chaotického chovani geomagnetického pole Zemé - napf.
Rikitakeho model, plvodni klimatické geofyzikalni modely
skupiny kolem Michaela Ghila, jehoz monografie dnes pokryvaji
geofyzikalni otazky klimatologie, oceanskych proudd apod.
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13. kapitola Zdvojovani periody a chaos kolem nas

m o chaotické dynamice v geofyzice a klimatologii (modely
chaotického chovani geomagnetického pole Zemé - napf.
Rikitakeho model, plvodni klimatické geofyzikalni modely
skupiny kolem Michaela Ghila, jehoz monografie dnes pokryvaji
geofyzikalni otazky klimatologie, oceanskych proudd apod.

m 0 chaotické dynamice v ekonomii a financich (makroekonomie i
mikroekonomie, pohled na burzu, to v3e se od dob, kdy
ekonomové vérili v neviditelnou ruku trhu, tj. stabilni rovnovahu,
velmi zmeénilo - nejprve ekonomové pfipustili, ze mohou vznikat
endogenni cykly v IS-LM modelu, Goodwinové modelu apod. a
nyni se od konce 20. stoleti vydavaji monografie, které se vénuji
i chaotické dynamice)
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https://demonstrations.wolfram.com/RikitakeModelOfGeomagneticReversal/
https://dept.atmos.ucla.edu/tcd/home
https://scholar.google.cz/citations?hl=cs&user=8KDiiDUAAAAJ&view_op=list_works&sortby=pubdate




13. kapitola Lorenzlv atraktor

Lorenziv atraktor

= —o(x—y),
y = rx—y—xz,
z = —bz+xy,
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13. kapitola Lorenzlv atraktor

Lorenziv atraktor

_G(X - y)7
y = rx—y—xz,
z = —bz+xy,

Pfipomenme, Ze pro r > 1 je poctatek nestabilni a dva dalsi
symetrické body jsou stabilni.
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13. kapitola Lorenzlv atraktor

Lorenziv atraktor

_G(X - y)7
= IXx—y—xz
z = —bz+xy,

Pfipomenme, Ze pro r > 1 je poctatek nestabilni a dva dalsi
symetrické body jsou stabilni. Charakteristicky polynom pfislusny
témto symetrickym boddm je

A4 (0 + b+ 1A+ (r+0)bA+ 20b(r — 1),

kde pro r > 1 jsou v3echny koeficienty kladné a tudiz ma alespon
jeden zaporny kofen. Dalsi dva mohou byt i komplexni.
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13. kapitola Lorenzlv atraktor

Nalezneme kritickou hodnotu Hopfovy bifurkace. Komplexné
sdruzena vlastni ¢isla lezi na imaginarni ose, kdyz pro
charakteristicky polynom a jeho vlastni ¢isla A1 a +iw plati

(A= A1)\ — iw)(\ + iw) = 0,

tj.
A A+ WA = M2 =0.
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13. kapitola Lorenzlv atraktor

Nalezneme kritickou hodnotu Hopfovy bifurkace. Komplexné
sdruzena vlastni ¢isla lezi na imaginarni ose, kdyz pro
charakteristicky polynom a jeho vlastni ¢isla A1 a +iw plati

(A =M)(A —iw)(A+ iw) =0,
tj.
A A+ WA = M2 =0.
Pro kritickou hodnotu Hopfovy bifurkace tedy plati nutna podminka
(c+b+1)(r+o0)b=20b(r—1),
tj.
o o(loc+b+3)
HB = e “h—1

Protoze r > 1, musi byt navico > b + 1.
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13. kapitola

Ukol:

»

-

L.Pfibylova « Nelinearni dynamika « 6. inora 2021

Lorenzlv atraktor

Vhodné zvolte parametry a
vykreslete fazové portréty

v nékterém z vhodnych
softwarl tak, aby byl vidét
jev Hopfovy bifurkace.

V programu MATCONT
nakreslete bifurkacni
diagram pro parametry blizke
Hopfové bifurkaci. VSimnéte
si, ze jde o subkritickou
Hopfovu bifurkaci se vznikem
nestabilniho limitniho cyklu.
Volte parametr ¢ = 10 a
bi=8 /3
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13. kapitola Lorenzlv atraktor

Schéma bifurkacniho diagramu pro kladna r,c =10a b =8/3
vypada néjak takto:

A nestabiln{
xr
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13. kapitola Lorenzlv atraktor

Schéma bifurkacniho diagramu pro kladna r,c =10a b =8/3
vypada néjak takto:

A nestabiln{
cyklus

X

Co se déje pro r > ryg, kdy zanikne stabilni ohnisko (pfipomerime, ze
predstavuje stabilni konvekéni proudéni)?
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13. kapitola Lorenzlv atraktor

V navazujicim predmétu PFfF:M9BCF Teorie bifurkaci, chaos a fraktaly
si ukazeme, Ze dynamika Lorenzova systému je takova, Ze trajektorie
nemohou opustit uréitou mnozinu a dokonce kazda podmnozina
stavového prostoru exponencialné zmensuje svij objem.
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https://is.muni.cz/auth/predmet/sci/podzim2020/M9BCF

13. kapitola Lorenzlv atraktor

V navazujicim predmétu PFfF:M9BCF Teorie bifurkaci, chaos a fraktaly
si ukazeme, Ze dynamika Lorenzova systému je takova, Ze trajektorie
nemohou opustit uréitou mnozinu a dokonce kazda podmnozina
stavového prostoru exponencialné zmensuje svij objem.

Znovu si vypUjcuji obrazky z knihy Abrahama a Shawa:
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13. kapitola Lorenzlv atraktor

Jakmile trajektorie prekroci separatrix sedla v pocatku, zatnou se
navijet do blizkosti variety, na které lezi druhé ohnisko.
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13. kapitola Lorenzlv atraktor

To je ale také nestabilni. Jde o analogickou situaci natazeni a ohybu,
jako jsme vidéli u Rdsslerova atraktoru. Zde je ale mnohem
komplikovanéjsi.
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13. kapitola Lorenzlv atraktor

Mnoho trajektorii na atraktoru
Jedna chaoticka trajektorie
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https://www.youtube.com/watch?v=oJfmVnAUoQU
https://www.youtube.com/watch?v=5-LkwAmPt7k
https://www.behance.net/gallery/7618879/MathRules-Strange-Attractors

13. kapitola Lorenzlv atraktor

Mnoho trajektorii na atraktoru
Jedna chaoticka trajektorie

K chaosu nevede jedina cesta...
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13. kapitola Lorenzlv atraktor

Mnoho trajektorii na atraktoru
Jedna chaoticka trajektorie

K chaosu nevede jedina cesta...

3D atraktory
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https://www.youtube.com/watch?v=oJfmVnAUoQU
https://www.youtube.com/watch?v=5-LkwAmPt7k
https://www.behance.net/gallery/7618879/MathRules-Strange-Attractors

Dékuji Vam za pozornost!
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