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Priklad

Najdéte normdlni formu systému v R? v okoli pocdtku, ktery je
nehyperbolickou rovnovdhou se dvéma nulovymi viastnimi &isly
(Bogdanovova-Takensova bifurkace) a matici linearizace tvaru
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01
=t 0
Analytickou transformaci soufadnic chceme zjednodusit (eliminaci
kvadratickych ¢len() dynamicky systém tvaru

X1 = X3+ g1(x1,%2),
X = g2(x1,x2).
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Spotteme L2(V3), coz miizeme udélat tak, Ze spotteme akci L7(-) na
jednotlivych bazickych vektorech.
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o) (2) = (o) (8) = () -2(,)
o) (o)~ (s ) (8)= (") - (2)
o) (2) (@ ) (5) - (5)

s = (757).(5) (- 20)- (53)}
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Matici zobrazeni LZ(-) mdzeme v nasi bazi zapsat jako

0O 0 0 1 0 O
-2 0 0 0 1 O
A 0O -1 0 0 0 1
0O 0 0 0 0 O
0O 0 0 -2 0 O

0O 0 0 0 -10

pricemz hledame 2 nezavislé vektory kolmé k L}(Vz), tedy vektory

z jadra matice AT (jejich skalarni soucin s libovolnym vektorem

z L(V;) je 0). Vzhledem k po¢tu nul v matici A neni tézké vidét, ze to
jsou napf. vektory

OoONFF O O O -
OO, OOOo
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Dostavame tak bazi vektorového podprostoru W, tvaru

2
{(1y1 ) , (%)} a normalni formu dynamického systému
3482 Y1

x1 = x2+9g1(x1,x2),
X2 = g2(x1,x2),

tvaru

i = va+ayi+0(lyll*),
v = laywys + byt +O(|lyl).
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Dostavame tak bazi vektorového podprostoru W, tvaru

2
{<1y1 ) , <02>} a normalni formu dynamického systému
IY1y2 Y1
X1 = X+ g1(x1,x2),
).(2 = gZ(X17X2)7

tvaru

i = va+ayi+0(lyll*),
v = laywys + byt +O(|lyl).

2
Volbou baze {(%) ) <;)2>} bychom dostali normalni formu

1
studovanou v roce 1974 poprvé Florisem Takensem a volbou baze

{ ( 0 > , <02> } pak normalni formu studovanou v roce 1975
yiy2 Y1
Rifkatem Bogdanovem, kterou dnes nej¢astéji najdeme v literature.
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Najdéte normdlni formu parametrického dynamického systému

x = f(x, 1), kde x € R? md v pocdtku pro ju = 0 nehyperbolickou
rovnovdhu se dvéma ryze imagindrnimi vlastnimi ¢isly. V' okoli pocdtku
najdeéte transformaci, kterd eliminuje nerezonancni kvadratické cleny.
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o . . Re A() —Im A(u) B
Matice linearizace je tvaru (Im Mu) Re () )’ kde Re A(0) = 0.
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Najdéte normdlni formu parametrického dynamického systému

x = f(x, 1), kde x € R? md v pocdtku pro ju = 0 nehyperbolickou
rovnovdhu se dvéma ryze imagindrnimi vlastnimi ¢isly. V' okoli pocdtku
najdeéte transformaci, kterd eliminuje nerezonancni kvadratické cleny.

o . . Re A() —Im A(u) B
Matice linearizace je tvaru (Im Mu) Re () )’ kde Re A(0) = 0.

Prechodem ke komplexnim ¢isldm z = x4 + ix, dostaneme zadany
systém ve tvaru
2= Ap)z+ F(z2,2, ).

Funkci F umime rozlozit do Taylorova rozvoje s proménnymi za z
s koeficienty, které zaviseji na u. Pro jednodussi zapis budeme p
v dalSim vynechavat. Transformaci do normalni formy provedeme
vokoliz=0au=0.
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Hledame tedy vhodnou kvadratickou h; tak, aby z = w + h,(w, w)
eliminovala kvadratické ¢leny. Vzhledem k tomu, Ze je matice rotace
regularni (A\(0) # 0), povede se nam to ZCELA a normalni tvar je

W= A(u)w + O(|w|f®)

tedy .
(o) = (ot o) Ger) ot
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Spocteme h,, abychom vidéli, jak tato transformace vypada a navic si
ukazeme vypocet Lieovy derivace vzhledem ke komplexnimu
linearnimu vektorovému poli definovanému zobrazenim z — Az.
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Komplexni kvadratické homogenni polynomy jsou prvky

V, = span{w?, ww, w?}.

Chceme spoditat Li(Vz), coz mUzeme udélat tak, ze spocteme akci
L%(-) na jednotlivych bazickych vektorech (linearni vektorové pole,
které ménime transformaci souradnic, je nyni A nasobek, proto
zjednodu$ené oznacujeme Lieovu derivaci Ly misto Ly).
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L%(-) na jednotlivych bazickych vektorech (linearni vektorové pole,
které ménime transformaci souradnic, je nyni A nasobek, proto
zjednodu$ené oznacujeme Lieovu derivaci Ly misto Ly).

LZ 2 — )\WZ_(AWLWZ_FXiLVLZ):—)\WZ
L2ww = Iww— ()\W oW W - ag’ww) = —\Ww
L2w? = 2w — (w9 + AW - ) = (A= 20w’
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Matice zobrazeni L2 je

=Ap) O 0
A= 0 —A(p) 0
0 0 A(w) —2X\(n)

a existuje v okoli ;1 = 0, kde jsou vSechny diagonalni ¢leny nenulové,
tedy

LX(V2) = Va.
Proto pfi eliminaci kvadratickych ¢lend jako hledani feSeni Llinearni
Ulohy Fo(w, W, p1) + L3, (h2(w, W, p)) = O dostavame jednozna¢né
Fesitelnou dlohu tvaru b + Ax = 0 (tj. x = —A~1b), kde b je vektor

koeficient(l kvadratickych &lenl F;, funkce F a x je vektor koeficientu
hledané funkce h; v bazi {w?2, ww, w?}.
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Pokud jsou tedy nelinearni kvadratické Cleny ve tvaru
Fy(2,2) = fr02* + fi12Z + fo2Z%, pak z diagonalniho tvaru matice
vidime pfimo feseni

. Fo w2 fi f w2
ha(W. W. 1) = SE3W° + 305" + 500 5
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Pokud jsou tedy nelinearni kvadratické Cleny ve tvaru
Fy(2,2) = fr02* + fi12Z + fo2Z%, pak z diagonalniho tvaru matice
vidime pfimo feseni

— S0 y? 4 1w Joo ___z?
ha(W. W. 1) = SE3W° + 305" + 500 5

Tato transformace z = w + h,(w, w, i) eliminuje kvadratické Cleny a
systém transformuje na w = \(u)w + O(||w||?).
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Najdéte normdlni formu Hopfovy bifurkace parametrického dynamického
systému x = f(x, i), kde x € R? md v po&dtku pro = 0
nehyperbolickou rovnovdhu se dvéma ryze imagindrnimi vlastnimi cisly.
V okoli pocdtku eliminujte nerezonancni kubickeé cleny.
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Najdéte normdlni formu Hopfovy bifurkace parametrického dynamického
systému x = f(x, i), kde x € R? md v po&dtku pro = 0
nehyperbolickou rovnovdhu se dvéma ryze imagindrnimi vlastnimi cisly.
V okoli pocdtku eliminujte nerezonancni kubickeé cleny.

V predchozim pfikladé jsme eliminovali kvadratické Cleny, a proto je
systém (v komplexni proménné) tvaru

z= )\(,u)Z—i— F:l,(Z,Z M) + O(”ZH4)7

kde F3 je kubicka funkce z prostoru Vs s bazi {z3, 22z, 722, 2°}.
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Ovéfte si sami, ze matice zobrazeni L3 ma tvar

—2M() 0 0 0
A 0 —(Aw)+Aw) O 0
0 0 —2X() 0

0 0 0 A(w) —3X(n)

Je vidét, ze pro u = 0 je matice A singularni a prostor
W5 = span{z?z} a ma dimenzi 1. Podafi se nam proto eliminovat
vsechny kubické ¢leny, az na tento rezonancni ¢len.
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A 0 —(Aw)+Aw) O 0
0 0 —2X() 0

0 0 0 A(w) —3X(n)

Je vidét, ze pro u = 0 je matice A singularni a prostor
W5 = span{z?z} a ma dimenzi 1. Podafi se nam proto eliminovat
vsechny kubické ¢leny, az na tento rezonancni ¢len.

Normalni tvar Hopfovy bifurkace je proto
7= Np)z + ()22 + 0(|12||*).
V polarnich soufadnicich pak

p = ReA(u)p+Rec(p)p® +...,
$ = ImAp)+Imc(p)p’ +....
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Provedte nalezenou transformaci soufadnic pro rovnici
z2 = M)z + Fy(2,2) + F3(2,2) + O(||z||*) a najdéte koeficient u
kubického ¢lenu prislusného ww.
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Domaci uloha :-)
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z2 = M)z + Fy(2,2) + F3(2,2) + O(||z||*) a najdéte koeficient u
kubického ¢lenu prislusného ww.

Domaci uloha :-)

Porovnejte koeficienty u w2w u normalni formy

W = iwow + ciw?W + O([[w||*) (pro 12 = 0, tj. A(0) = iwp) po
transformaci z = w + hy(w, w) s kvadratickymi ¢leny z pfedchozi
ulohy.
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Provedte nalezenou transformaci soufadnic pro rovnici
z2 = M)z + Fy(2,2) + F3(2,2) + O(||z||*) a najdéte koeficient u
kubického ¢lenu prislusného ww.

Domaci uloha :-)

Porovnejte koeficienty u w2w u normalni formy

W = iwow + caw?w + O(||w||*) (pro 1 = 0, tj. A(0) = iwp) po
transformaci z = w + hy(w, w) s kvadratickymi ¢leny z pfedchozi
ulohy.

Zkontrolujte si vysledek

o fofn fr o 20for]?
= — — +
wo wo 3 0

a

f217

kde F2(z,2) = f02> + f112Z +f02?2 atd.

L.PFibylova « Pfiklady - 18. fijna 2020 14 /18



Priklad

V okoli poldtku eliminujte nerezonancni kvadratické cleny
parametrického dynamického diskrétniho systému

241 = M)zn + F2(2n, Zn, ) + O(|1201%), kde F je souctem
homogennich kvadratickych polynomi v z,zZ € C s koeficienty, které
zdviseji na p, a systém md v pocdtku pro . = O nehyperbolickou
rovnovdhu a \(0) = €20 (Neimarkova-Sackerova bifurkace).
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Transformaci soufadnic dostaneme
Wnt1 +h2(Wn+1aWn+1) = )\(Wn ‘|‘h2(Wna Wn)) +F2(Wn7Wn) + O(HWn||3)>
kde

h2(Wn 1, Wat1) = ha(AWa + O(||wal1?), X, + O(||wal?)),
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Transformaci soufadnic dostaneme

Wnt1 +h2(Wn+1aWn+1) = )\(Wn +h2(WnaWn))+F2(Wn7Wn)+O(HWn||3)>
kde

ha(Way1, Wny1) = ha (AW + O(|[Wal|?), Xn + O([|Wa)),
tedy

Wnt1 = AWy + Ahy(wp, Wp) — hz()\WmXWn) + Fy(Wp,Whp) + O(||WnH3),
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Transformaci soufadnic dostaneme
Wit 1+ M2 (Wni1, Wni1) = AX(Wn +ha(Wn, Wn)) + Fo(Wn, Wn) + O walI),
kde
ha(Way1, Wny1) = ha (AW + O(|[Wal|?), Xn + O([|Wa)),
tedy
Wii1 = AWy + Mg (W, Win) — ha(AWa, X\Wp) + Fo(Wa, Wa) + O(||wal|?),

Vidime, Zze mechanismus eliminace vede k analogickému operatoru
L:Johz —hz ol.

w?r = w2 —(Ow)? =11 - A)w?
LWW = AWW — AWAW = \(1 — \)ww
LW = w2 — QW) = (A — A)w?
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Matice zobrazeni L je

A)(1 = A(w)) 0 0
A= 0 A(p)(1 = AMw)) 0
0 0 M) = A(w)?

a tato matice neni reqularni pro A\(0) = 1 nebo A(0) = X(0)?. Druha

rovnice

eZ7ri9(O) e—47Ti6'(0)

tedy znamena, ze \(0)® = 1.

'Eliminace kubickych élent pak ukaze rezonanciv —1,ia —i (druhé a
Ctvrté odmocniny z 1).
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a tato matice neni reqularni pro A\(0) = 1 nebo A(0) = X(0)?. Druha

rovnice

eZ7ri9(O) e—47Ti6'(0)

tedy znamena, ze \(0)® = 1.

Kvadratické ¢leny proto eliminujeme, pokud vlastni ¢islo nelezi
v rezonanéni hodnoté 1, 3 + i? nebo 1 — i?. 1

'Eliminace kubickych élent pak ukaze rezonanciv —1,ia —i (druhé a
Ctvrté odmocniny z 1).
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Priklad

Najdéte normdlni formu parametrického dynamického diskrétniho
systému zp 11 = Mp)zn + F3(2n, Zn, 1) + O(||zn||*), kde F jsou
homogenni kubické polynomy v z,Z € C s koeficienty, které zdviseji na
1, a systém md v pocdtku pro . = 0 nehyperbolickou rovnovdhu a
A(0) = ™0,V okoli poédtku eliminujte nerezonanéni kubické ¢leny.
(Neimarkova-Sackerova bifurkace)
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homogenni kubické polynomy v z,Z € C s koeficienty, které zdviseji na
1, a systém md v pocdtku pro . = 0 nehyperbolickou rovnovdhu a
A(0) = ™0,V okoli poédtku eliminujte nerezonanéni kubické ¢leny.
(Neimarkova-Sackerova bifurkace)

Stejny postup vede k matici A zobrazeni L =Jo hs — hz oJve V3
s bazi {23,727, zz%,7°} tvaru

M) (1= A(w)?) o 0 0
A 0 A()(1 = M)A (1) 0 0
0 0 (1)(1 = A(w)?) 0

0 0 0 M) = A(p)?
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Kubické ¢leny lze eliminovat mimo rezonance v —1, i a —i (druhé a
¢tvrté odmocniny z 1), az na jediny z%Z, protoze pro vlastni ¢islo na
jednotkovém kruhu vzdy plati

A(0)(1 — A(0)A(0)) = 0.
Normalni formou Neimarkovy-Sackerovy bifurkace je proto

Zni1 = M)z + (1) 2820 + O(||zn|*).-

L.PFibylova « PFiklady - 18. fijna 2020 19/18



