Martingaly
Martingal je matematickym vyjadfenim myslenky “férové hry”
Implicitné jsme se s timto pojmem jiz setkali.

Pfipomenme, ze v jednokrokovém modelu trhu se dvéma scénari

existuje rovnovazna pravdépodobnostni mira P a plati
So=¢e "Ep (51) =E (e_rsl) ,

Tedy cena v Case t = 0 je diskontované ocekavani vzhledem k

pravdépodobnosti P ceny v Case t = 1.



Obecné, pro T-krokovy model mame analogicky
So=Ep (Sre™T).
Navic, pro libovolny ¢as t < T plati
S, — Ep (sTe—f<T—f> 150,51, ...y st) ,

tedy S; je podminéné ocekavani diskontované hodnoty S,

podminéné informacemi o trznim scénafi, které mame v Case t.



Jak uvidime, tato vlastnost znamena, ze diskontovany proces S; je

martingal.
Pripomenme si jesté formalni definici stochastického procesu.

Definice 8.1. Mé&jme méritelny prostor (€2, A), mnozinu realnych
cisel R a indexovou mnozinu T # ) (ktera hraje roli ¢asu). Dale
mé&jme zobrazeni X : Q x T — R, takové, ze pro viechna t € T je
X (e, t) nahodna velic¢ina (kterou znaéime X;). Pak takové
zobrazeni nazyvame stochasticky proces definovany na mnoziné

T. ZnaCime {X;; t € T}.



Stochastické procesy délime na 4 zakladni typy:
» diskrétni proces s diskrétnim casem (napf. ndhodna prochazka)
» diskrétni proces se spojitym Casem (napf. Poissoniiv proces)

> spojity proces s diskrétnim asem (napf. zobecnéna N.P.,

> spojity proces se spojitym Casem (napf. Wieneriv proces)



Prirozena filtrace

Definice 8.2. Ve vicekrokovém trhu se informace o trznim scénéfi

odhaduje krok po kroku. Pro t < T definujeme
Fi = {vSechny jevy urcené béhem prvnich t period} .

Ztejmé F; je o-algebra. Konecna posloupnost (F¢)g<,< 7 Se nazyva

prirozena filtrace prostoru trznich scénari Q.



Obecng, systém o-algeber (Ft)o<,< 1 se nazyva filtrace, jestlize
plati
-Ft g J—"s

kdykoliv je t <'s.

Tedy s rostoucim €asem neztracime informace, o-algebra se s

rostoucim ¢asem nezmensuje, typicky se naopak zvétsuje.



Priklad 8.3. 2-krokovy model trhu. Mnozina trznich scénari v

tomto modelu je
Q={(++), (+-), (=), (=)}
V Ease t = 0 jsou uréeny pouze jevy € a (), tedy
Fo ={0, Q}.

V Case t = 1 jsou urceny jevy: Fy = {(++), (+—)} a
Fo={(=+), (=)} Tedy

.F]_:{@,Q, F+7 F—}
V Case t = 2 jsou uréeny vsechny jevy (kazda podmnozina ), tedy

Fo = exp Q = { vSechny podmnoziny Q} .



Priklad 8.4. T- krokovy model.

Mnozina Q7 trznich scénafii je mnozina posloupnosti délky T s
¢leny + nebo -.

Celkem je takovych scénaiii 27

Césteény scénar je posloupnost

§= (&, &, -y &)

délky t < T, kde {§§ =+ nebo §; = —proj=1,2, .., t.

Mnozinu téchto scénafii oznacime Q;.



Pro kazdy castecny scénar £ = (&1, ..., &) definujeme jev F (&)
jako mnozinu viech uplnych scénéari, jejichz prvnich t slozek jsou
pravé &1, ..., &. Tedy

F()={weQ: wj=¢ proviechna j=1,2, ..., t}.

Uplné scénare odpovidaji koncovym uzltim stromu, Eastecné pak

nekoncovym.
o-algebry F; definujeme pak jako

Fi = {konecna sjednoceni jevil F (£), kde £=(&1,&2, ..., &) € Q)



Cena akcie v Case t zavisi na trznim scénafi, ale jen na jeho

slozkach do Easu t, nezavisi na slozkach scénare v casech > t.

Tedy proces ceny je adaptovany pfirozené filtraci, ve smyslu

nasledujici definice.

Definice 8.5. Posloupnost nahodnych veli¢in X; je adaptovana
prirozené filtraci, jestlize pro kazdé t a pro kazdy trzni scénar
w=2¢&1, ..., {7 hodnota X; (w) zavisi jen na Caste€ném scénari

W1, W2, ..., Wt.



Martingal

Definice 8.6. Necht F je prirozena filtrace prostoru trznich
scénari Q = {w1, wa, ..., wy} a P je pravdépodobnostni mira na
Q. Adaptovana posloupnost nahodnych veli¢in X; se nazyva

martingal, jestlize plati
E(Xt+l ‘ ft) = X;

pro vsechna t € {0, 1, ..., T —1}.
Pokud
E (Xt | F2) 2 Xe

mluvime o submartingalu.



Pokud
E(Xes1 | Fi) < Xe

mluvime o supermartingalu.

F: obsahuje veskeré informace dostupné v ¢ase t. Casto je tato

informace obsazena v hodnotach Xi, Xo, ..., X;. Pak mame

E(XH—l ’ Ft) = E(Xt+1 ‘ Xla X27 ey Xt)



Symetricka jednoducha nahodna prochazka). Necht

Priklad 8.7. (
T=P(X;=-1)a S, =Xy +..+ X, Pak S, je

P(X;=1)=

martingal.



Uplnost trhu

Véta o aplnosti trhu

Uvazujeme trh M s aktivy Al, ..., A¥. Podle zakladni véty
arbitrazni teorie (APT) plyne z neexistence arbitraze existence

rovnovazné pravdépodobnostni miry (maze jich byt i vice).

Definice 8.8. Trh bez arbitraze se nazyva daplny, jestlize existuje
pravé jedna rovnovazna pravdépodobnostni mira. Trh je neaplny,

pokud existuje vice rovnovaznych pravdépodobnostnich mér.



Definice 8.9. Derivat je obchodovatelné aktivum, jehoz hodnota
Vi v Case t =1 je funkci Vi (w;) trzniho scénare. Tedy V4 je

ndhodna velicina na Q = {ws, ..., wn}.

Definice 8.10. Replikujici portfolio pro dany derivat V, jehoz
hodnoty v €ase t = 1 za scénare wj jsou rovny Vi (w;) je portfolio
© = (01, ..., O;) v aktivech AL, ..., A¥ takove, ze:

k
Vi (wi) = D _0;S] (wi),
j=1

kde S/ wj) je cena j-tého aktiva A/ za scénare w;.
1 J



Z neexistence arbitraze plyne, ze

k
Vo= 6;S},
j=1

tedy pokud existuje replikujici portfolio, derivat ma jednoznaéné

urcenou cenu v Case t = 0.



Veta 8.11. (o dplnosti trhu): Necht M je trh bez arbitraze s
bezrizikovym aktivem. Existuje-li pro kazdy derivat replikujici
portfolio v A, ..., A, pak je trh aplny.

Naopak je-li M dplny a rovnovazna pravdépodobnostni mira dava
kladnou pravdépodobnost kazdému scénari (tj. 7 (w;) > 0 pro Vi),
pak pro kazdy derivat existuje replikujici portfolio (a tedy derivat

ma jednoznacné urcenou cenu).



Diikaz je zalozen na jednoduchych myslenkach z linearni algebry.
Derivaty tvofi vektorovy prostor (izomorfni RV).

Trh je aplny, pravé tehdy kdyz vektory hodnot aktiv A, A2, ..., AK
v jednotlivych scénafich generuji RV,

Tedy vektory 5{ (wi), j =1, ..., k generuji RV. Specialné plati
k> N.



Dukaz: Chceme nejdrive dokazat, ze pokud existuje replikujci
portfolio, pak M je aplny.
Uvazujme pro pevné zvoleny scénaf w; € Q nasledujici derivat Dy,

jehoz hodnota v ¢ase t = 1 je rovna

Vi () 0 proi#l
wi) = .
' 1 proi=1



Podle predpokladu existuje replikujici portfolio pro D;, oznaéme ho

© = (01, ..., Ox), v aktivech Al ..., Ak Tedy

Vo= 0;S}

Je-li m rovnovazna pravdépodobnostni mira, pak také

N
Vo = e_rz Vi (w;)w; =e ' (W/).
i=1
Odtud plyne
k
m(w)=e"> 0S4
j=1

a tedy 7 je jednoznacné uréena.



Zbyva nam dokazat opacnou implikaci. Oznagime

5= (@), S (w2) . S (wn))

vektor v RN pro kazdou hodnotu j (tedy kazdé aktivum A;).
Derivat je vektor v RN, ktery da se replikovat pravé tehdy, kdyz
vektor jeho hodnot v jednotlivych scénéafich patfi do linearniho

obalu vektorii &;.

Necht existuje 7 (w;) jednoznaéné uréena, takova, ze 7 (w;) > 0 pro
viechna i.
Budeme postupovat sporem: Necht existuje derivat D, ktery nema

replikujici portfolio.



Tedy jsou-li jeho hodnoty ve scénafich w; rovny f (w;) a oznacime-li

—

f=(f(w1), ..., f(wn)),

pak f neni linearni kombinaci a, a tedy a; negeneruje RV,

Existuje tedy vektor vV = (v1, ..., vy), ktery je kolmy na vektory aj

pro véechna j, tedy plati

E VI I -

proj =1 ..., k.



Aktivum A! je bezrizikové, tedy
A% (wj)=¢€"

pro vsechna . Specialné tedy v.L (1, ..., 1) a



Pro dostateéné malé € > 0 oznacme
™ (wi) = 7 (wi) + ev;.

Mame



Navic, je-li € dostatecné malé, pak 7* (w;) > 0, nebot 7 (w;) > 0, a

plati

N
Zﬂ' (wi) Zﬂ' (wi) §1 (wi) +€ZV, (wi) = Zﬂ' (wy) 5{ (wi) -
i=1

Tedy 7* je dalsi rovnovazna pravdépodobnostni mira, coz je spor.



	
	
	
	
	
	
	
	

