Priklad 2.1. Necht X : Q — {1,2,3}a Y : Q — {—1,0,2} jsou

nadhodné veli¢iny a sdruzena pravdépodobnostni funkce je dana

tabulkou:
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Jsou X a Y nezavislé?



ZFejmé ne, v tom pripadé by radky tabulky musely byt nasobkem
jeden druhého.

Vypocteme kovarianci téchto dvou nahodnych veli¢in. Mame
XY :Q— {~1,0,-2,-3,2,4,6}.

Dale
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XY)=—-1—+2——2—+4— = =2
E(XY) 18 + 18 18 + 18 + 618 18



Podminéna pravdéepodobnost a podminéné ocekavani
Pripoménme definici podminéné pravdépodobnosti pro jevy,

P(AN B)

P(A| B) = —pg

Ve finan¢nich modelech je obvykle pravdépodobnost podminéna
informaci, kterou mame v danou chvili. Formalné to zachycuje

nasledujici definice.



Definice 2.2. Podminéna pravdépodobnostni funkce ndhodné
veli¢iny Y za podminky X = x, kterou budeme oznacovat

fyix (- | x), je definovana jako

fyix(y [ x) = P(Y =y | X = x),

pro kazdé x takové, ze P(X = x) > 0.



Z definice mame

P(Y =y X =x) = - ,

tedy

fY|X(y | x) = W7

coz je analogicky vztah jako plati pro podminéné pravdépodobnosti

jeva.



V predchozim pfikladu mame pro x =1

132\ fry
Axr 1)~ (5 0.2) = %




Vime-li, ze X = x, pak Y ma novou pravdépodobnostni funkci

fyx (v | x) jakozto funkci y (x je pevné).

Ocekavani viici této funkci je podminéné ocekavani Y za

podminky X = x, které oznacime W(x) = E(Y | X = x).



Definice 2.3. Funkce (tj. nahodna veli¢ina)
VU(x)=E(Y | X =x)

se nazyva podminéné ocekavani Y pri znalosti X.

V minulém piikladu je:

1 3 2 1
-2 6 4
V@) =5 +5-5%

aVv(3) =

~No



Veta 2.4. (O celkovém ocekavani). Pro podminéné ocekavani

V(x) = E(Y | X = x) plati
E(W(x)) = E(Y),

tedy
E(Y) = E(E(YI|X)).



Dikaz:
Stfedni hodnotu nahodné velic¢iny E(Y|X) vypocitame jako

E[E(Y‘X)} = Z E(Y|X = x) - fx(x) =
= >y frx(rx) - fx(x) =
- (1)
=Yy frx(ylx) - fx(x) =

=Y vy A(y)=E(Y)



Soucty nahodnych velicin

Lemma 2.5. Necht' X a Y jsou dvé ndhodné veliciny na (2, A,P)
a f(x,y) je jejich sdruzena pravdépodobnostni funkce. Pak pro
Jejich soucet Z = X +'Y plati

P(X+Y =2 :Zf(x, zZ—X).



Dakaz: Mame

X+Y=zt=J{{X=xAY=2z-x})

tedy

PX+Y =2)=) PUX=x}r{Y=z-x})=) f(x,z—x).



Pokud X, Y jsou navic nezavislé, pak
fx v(x, z—x) = fx(x)fy(z — x),

tedy
fx+y fo fy Z —X

coz je konvoluce funkci fx a fy. Oznacuje se fx * fy.



Nahodna prochazka

Jednoducha nahodna prochazka
Jednoducha nahodna prochazka je zakladem diskrétnich modeli pro

pohyb cen aktiv. Je to “diskrétni verze" Brownova pohybu.

Uvazujme nasledujici hru:

Hazi se opakované minci (ne nutné férovou).

Padne-li hlava (H), ziskame 1 K¢. Padne-li orel (O), prohrajeme 1
Ke.



Oznaéme S sumu, kterou mame na zacatku
Sn sumu, kterou mame po n hrach.

Je tedy

Sn = 50 + ixia
i=1

kde X; je nahodna velicina popisujici vysledek i-té hry.



Predpokladame, ze pravdépodobnostni funkce X; je
PXi=1)=p, P(Xi=-1)=1-p=gq
pro vdechna / a navic X; jsou nezavisleé.

X; jsou tedy analogii Bernoulliho ndhodné veli¢iny, kde misto

hodnot {1, 0} mame {1, —1}.

Pro kazdé pevné n je S, nahodna velicina, tedy {Sp} - je

stochasticky proces.



Definice 2.6. Stochasticky proces {S,},- , se nazyva
Jjednoducha nahodna prochazka. Je-li p=q = % nazyva se

symetrickd jednoducha nahodna prochazka.

Nékdy je vhodnéjsi uvazovat jinou interpretaci
— nahodny pohyb &astice po pfimce:

V kazdém kroku t = 0, 1, 2, ... se astice posune bud o 1 doprava s

pravdépodobnosti p, nebo o 1 doleva s pravdépodobnosti g = 1 — p.



Grafické zndzornéni jednoduché nahodné prochazky:
Body o souradnicich (n, S,) spojime useckami.

Vznikla lomena Cara se nazyva trajektorie (cesta) nahodné

prochazky.

Trajektorie je grafické znazornéni realizace ndhodného procesu

{Sn}nzo-



Varianty nahodné prochazky:
— jiné rozdéleni X; (napf. normalni)

— hodnoty X; ne v R, ale v RY (vicerozmérna nahodna prochazka).



Zakladni vlastnosti nahodné prochazky

Lemma 2.7. Jednoducha nihodna prochazka je prostorove

homogenni, tedy plati

P(Sp=j|So=a)=P(Sn=Jj+b|So=a+b).
Diikaz: Obé strany rovnosti jsou rovny

PO Xi=j—a).
i=1



Podobné je ndhodna prochazka homogenni i v Case.

Lemma 2.8. Jednoducha nahodna prochazka je casove

homogenni, neboli plati
P(Sh=Jj| S =a)=P(Sntm=J| Sm=a).

Diikaz: Leva strana je rovna

PO Xi=j—a),
i=1

prava strana je rovna

n+m

P(> Xi=j-—a).

i=m+1



Rovnost tedy plyne z nezavislosti a stejného rozdéleni X;.

Lemma 2.9. Jednoducha ndhodna prochdzka ma Markovovu

vlastnost, tedy
P(Sm+n=1J|S0, S1,---, Sm) = P(Sm+n =14 | Sm)-
Dikaz: Zname-li hodnotu S,,, pak rozdéleni pravdépodobnosti

Snim zavisi jen na krocich X101, Xma2, .., Xman, tedy je

nezavislé na Sg, S1, ..., Sm_1.



Markovovu vlastnost Ize intuitivné popsat slovy: “ndhodna
prochdzka nema pamét ", “minulost ovliviiuje budoucnost jen skrze

soucasnost”.



Zakladni techniky pro pocitani s nahodnou prochazkou

Budeme se vénovat zakladnim technikdm pocitani s ndhodnou

prochazkou:

— podminéni 1. krokem

— pocitani trajektorii

— generujici funkci



Technika podminéni 1. krokem

Priklad 2.10. (zruinovani hrace): Uvazujme predchozi hru s

férovou minci (p = %)

Padne-li hlava (H), hra¢ ziska 1 K&, padne-li orel (O), hrac prohraje
1 K¢.

Necht So = k je jeho pocate€ni jméni.

Hrac si chce koupit auto v cené N.



Bude hrat tak dlouho, dokud S, = N (koupi auto) nebo S, =0
(bankrot).

Jaka je pravdépodobnost, ze hra¢ zbankrotuje?



UvaZzujme jevy:

A ... hrac nakonec zbankrotuje;

H ... prvni hod je hlava (P(H) = p);

O ... prvni hod je orel (P(O) = q).

Podle véty o uplné pravdépodobnosti plati

P(A) = P(H)P(A |H) + P(O)P(A | O).



Oznaéme Py (A) hledanou pravdépodobnost bankrotu pro dané

pocatecni jméni k, tedy

Pr(A) = P(H)Pi(A | H) + P(O)Pi(A | O).



Px(A | H) je ale pravdépodobnost bankrotu v situaci, kdy hra¢ po
1. kroku ma k + 1 (a hra zacina z hlediska pravdépodobnosti

znovu, z nezavislosti Xj).

Tedy
Pi(A | H) = Piy1(A)

a podobné

Pc(A | O) = Pc_1(A).

Oznaéme pyx = Py(A).



Dosazenim dostaneme pro p = %

1 1
Pk = PPk+1+ qpPk—1 = EPk-s—l + §Pk—1a

coz je diferenéni rovnice 2. Fadu.

Mame
1

1
E(Pk-i-l —pi) = E(Pk — Pk-1),

tedy pfrirtistky pravdépodobnosti jsou konstantni.

Oznacme prirtistky b = px — px_1, tedy px = po + kb.



Okrajové podminky pro diferenéni rovnici jsou:
po = 1 (okamzity bankrot)

pn = 0 (okamzita koupé auta)

Odtud dostaneme

14+ Nb=0, tedy b= —14 a



Domaci akol: Vyfeste alohu ruinovani hrace pro p # %

Navod: musime vyfresit uvedenou diferencni rovnici. Analogicky jako
pro diferencialni rovnice 2. fadu hledame feseni ve tvaru

exponencialy

pi = 0

Dosazenim do rovnice dostaneme kvadratickou rovnici pro 6.
Obecné Feseni je pak tvaru A0X + BO%. Konstanty A a B uréime

opét z okrajovych podminek.



	
	

