2. technika — pocitani trajektorii

Uvazujme nahodnou prochazku vychazejici z bodu a. Mame tedy



Zvolme pevné danou cestu.
Pravdépodobnost, ze prvnich n kroki bude sledovat pravé tuto

cestu, je rovna

r .l

pa,

kde r je pocet krokii doprava a / je pocet krokid doleva.

Tedy

r:]{i:S,-_H—S,-:l,iSn—l}],

kde | . | znaci velikost mnoziny.



Kazdy jev mizeme vyjadfit pomoci vhodné mnoziny trajektorii

(které jsou s nim v souladu).

Jeho pravdépodobnost je soucet pravdépodobnosti téchto

trajektorii.

Mame

P(Sn=b)=> Mi(a,b)p'q"",

kde M/ (a, b) je pocet cest (So, Si1, ..., Sp) takovych, ze So = a,

S, = b, a majicich presné r krokd doprava.



Vimeale, zer+/=nar—1=b-—a.

Odtud 2r = n+ b — a, tedy

r_n+b—a
N 2

a
/_n—b+a
= > )

r je tedy uréeno hodnotami a, b, n a v oznaceni je nadbytecné



n+b—a n—b+a n

= (=

pokud %(n + b — a) € N (jinak je pravdépodobnost rovna 0).




Princip reflexe
Oznaéme N,(a, b) pocet vsech cest z bodu (0, a) do bodu (n, b).

Vime, ze

No(a, b) = M’ (a, b) = Q(n +”b - a)>.

Necht N9(a, b) je pocet viech cest z bodu (0,a) do bodu (n, b),
které obsahuji néjaky bod (k,0) na ose x, tedy navstivi bod 0.
Veta 3.1. (princip reflexe): Je-li a, b > 0, pak plati

N°(a, b) = Np(—a, b).



Dikaz: Kazda cesta z bodu (0, —a) do (n, b) protne osu x poprvé

v néjakém bodé (k,0).

Reflexi této cesty okolo osy x dostaneme cestu z bodu (0, a) do

(n, b), ktera navstivi osu x.

Tato operace dava vzajemné jednoznacnou korespondenci mezi
— cestami z (0, —a) do (n, b)

— cestami (0, a) do (n, b), které navstivi osu x.

Tedy N%(a, b) = N,(—a, b).



Veta 3.2. (o volbach): Je-li b > 0, pak pocet cest z bodu (0,0)
do bodu (n, b), které se nevrati do bodu 0, je

b
ENH (07 b) )

kde N, (0, b) je pocet vsech cest z bodu (0,0) do bodu (n, b).

Dakaz: Pro viechny takové cesty je prvni krok bod (1,1) (jinak se
nutné dostaneme do nuly), tedy jejich pocet je roven (z Casové

homogenity):

Nn—l (17 b) - Ngfl (17 b) = Nn—l (17 b) - Nn_l (_17 b)



Dale mame

n—1 n—1
Va8 W10 = (4 )= (4600
n—1 n—1 b/n b
() -3(2)-pwe

kde jsme oznaéili m = %(n + b).
Vyuzili jsme identitu

n—1 B n—1 _9 n

m-—1 m  n\m

Jeji ditkaz je za domaci kol



Priklad 3.3. (Uloha o volbich) Kandidat A ma « hlasii; kandidat
B dostal 3 hlasi, kde o > 3, tj. kandidat A zvitézil. Jaka je
pravdépodobnost, ze béhem voleb byl A celou dobu pred B?
Oznatme X; = 1, je-li i-ty hlas pro A, X; = —1, je-li i-ty hlas pro
kandidata B. Je tedy n = o + 3. Soucet

K
Sk=>Y X
i=1

popisuje, o kolik vede A nad B v Case k (pfipadné prohrava, je-li

S5k < 0).



Podle véty o volbach je trajektorii z bodu (0,0) do bodu

(o + B, — j3), které se nedostanou do 0, presné

Z;g’v“*ﬂ (0,00 — B).

Hledana pravdépodobnost je tedy

%Na—l-ﬁ(oaa_ﬁ) Oé—B

Nots (0,0 —B) — a+f




Nyni se budeme zajimat o to, jaka je pravdépodobnost, ze se
nahodna prochazka nevrati do 0. Mame Sy = 0 a chceme

51 #0, ..., 5, #0, jinak feeno $15;...5, # 0.

Veta 3.4. Je-li Sy =0, pak pro n > 1 plati

P(5152...5n 75 0 | Sn = b) = |:|P(5n = b)v

tedy
1
P(515;...5, #0) = ;E(]Sn\).



Diikaz: Necht S, = b > 0.
Podle véty o volbach je pocet cest z bodu (0,0) do bodu (n, b),

které nenavstivi pocatek celkem

b

o N,(0, b).
Tedy

n+b n—b b

P(Sy = b& S1-Sp- -+ Sy 4 0) = S-N,,(O,b)-pT-q 2 Pop(s,

Podobné pro b < 0.



Generujici funkce

Uvazujeme posloupnost realnych &isel
a={ann=0,1,2 ..}.

Takova posloupnost obsahuje velké mnozstvi informace, kterou

miizeme vyhodné “zakédovat” do jediného objektu (funkce).

S nim budeme moci lépe pracovat.

Ziskame moznost pouzit operace (napf. derivaci), které pro

posloupnosti nemaji smysl.



Generujici funkce posloupnosti a je funkce dana souétem mocninné

fady
o0
Gi(s) = Zans”
n=0
pro s € R, pro ktera fada konverguje.

Posloupnost a dostaneme z generujici funkce G, zpét vztahem

c{"(0)

an =
n!

9

kde G;,(,")(O) je n-ta derivace G, v bodé 0.



Priklad: Necht a= {0, 1,0, —1,0, 1, 0,...} . Pak
Go=s—s>+s>—s"+ ...,

coz je geometricka fada s prvnim ¢lenem s a s kvocientem

q = —s°. Tedy

pro | s |< 1 (obor konvergence).



Dale budeme definovat generujici funkci diskrétni ndhodné veli¢iny.
Necht X je diskrétni nahodna veli¢ina, ktera nabyva hodnoty v

mnoziné {0, 1, 2,...}, s pravdépodobnostni funkci

Generujici funkce ndhodné veliciny X je definovana jako generujici

funkce jeji pravdépodobnostni funkce, tedy

Gx(s) =D f(i)s'=> P(X =1i)s'.
i=0 i=0

Plati zfejmé



Zakladni vlastnosti generujicich funkci:

— Existuje nezaporné Cislo R (polomér konvergence) takové, ze

G(s) konverguje pro | s |< R a diverguje pro | s |> R.

— G(s) miizeme derivovat nebo integrovat ¢len po ¢lenu, libovolné

mnohokrat, pro | s |[< R.

—Jednoznacnost: Je-li G,(s) = Gp(s) pro | s |< R', kde

0 < R < R, pak a, = b, pro viechna n.



Priklady generujicich funkci ndhodnych velicin:

1. Konstantni ndhodna velicina. P(N = k) =1, kde k € NU {0}.
Mame

Gu(s) = 15K = sk.

2. Bernoulliho nahodna velicina. P(N =1) =p a
P(N =0)=1—p. Tedy

Gn(s)=pst +(1—p)s®=1—p+ ps.



3. Geometrické rozdéleni. P(N = k) = p(1 — p)k pro k € Ny.

Pocet netspéchd pred prvnim Gspéchem

Dostaneme
o0 o0 o0
Gn(s) =Y pn(n)s" = p(1—p)"s" = p[(1—p)s]" =
i=0 n=0 n=0
p P

:1—(1—p)s:1—s+sp'



4. Poissonovo rozdéleni s parametrem .

P(X = k)= e
Tedy
_ N Ao _ —/\OO (As)’
Gx(s)—zﬁe s'=e Z 5=
i=0 i=0
s vyuzitim ) X n, = e¥.



Charakteristiky nahodnych velicin a generujici funkce

Zakladni charakteristiky n.v., E(X) a Var(X), lze snadno spocitat

pomoci Gx(s).

Veta: Necht X je nahodna velicina s generujici funkci Gx(s). Pak

plati:
E(X) = Gx(1).

Obecné,

E(X(X —1)..(X —k+1)) = GL(1)

(tzv. k-ty faktorialni moment).



Diikaz: Prvni tvrzeni je specialni pfipad druhého. Mame

G (s) = s Ki(i — 1)...(i — k + 1)px(i) =

= E(s"kX(X = 1)..(X — k+1)).

Pro s = 1 dostaneme
(1) = E(X(X = 1)...(X — k +1)).
Pro rozptyl dostaneme specialné vztah
Var(X) = E(X?) — E(X)? = E(X(X = 1) + X) — E(X)* =

— E(X(X = 1)) + E(X) — E(X)? = G¥(1) + Gk(1) — [Gk(1)]?.



Soucty nahodnych velicin Nécht a = {a;, i > 0} a
b = {b;, i > 0} jsou dvé posloupnosti, pak konvoluce c = a b je

posloupnost definovana vztahem
¢, = agb, + aibp—1 + ... + anbo.

Jsou-li G,, Gp, generujici funkce posloupnosti a a b, pak generujici

funkce posloupnosti ¢ je

9-3 e =3 (Za, . ) -

n=0



_ (2) (i}) _ (2) (Zb s ) — Ga(5)Gu(s).

Tim jsme dokazali nasledujici tvrzeni.

Veéta 3.5. Generujici funkce konvoluce dvou posloupnosti je

soucinem generujicich funkci téchto posloupnosti.



Veta Necht X a Y jsou nezavislé nahodné veliciny. Pak

Gx+y(5) = Gx(S) Gy(S).

Diikaz:
E(s*tY) = E(sXsY) = E(s*)E(s")

prvni rovnost plyne z vlastnosti exponencialy, druha z nezavislosti X
aY. ]

— Jiny ditkaz dostaneme vyuzitim predchozi véty.



Obecné, pro soucet vice nezavislych nahodnych veli¢in dostaneme:

Je-li S = Xy + Xo + ... + X, kde X; jsou nezavislé, pak z predchozi

véty plyne

Gs = Gx, Gx,---Gx,



Definice 3.6. Sdruzena pravdepodobnostni generujici funkce
nahodnych velicin, nabyvajicich hodnot v N U {0}, je definovana

jako
Gx,,x,(51,52) = Z P(Xi=i A Xo=j)sish = E(s"52)

Analogicky je mozné definovat sdruzenou pravdépodobnostni

generujici funkci pro vice ndhodnych veliéin.



	
	
	

