Generujici funkce a ndhodna prochazka

Uvazujme opét nahodnou prochazku

n
Sn= X,
i=1

kde P(Xi=1)=pa P(X;=—1) = qg=1— p. Pfitom X; jsou
nezavislé a Sg = 0.
Problém rekurence:

— Jak ¢asto se nahodna prochazka vraci do pocatku?

— Jaké je pravdépodobnostni rozdéleni prvniho navratu do pocatku?



K zodpovézeni téchto otazek vyuzijeme generujici funkce.

Oznaéme

pravdépodobnost, ze nahodna prochazka je v 0 v Case n, a
fo(n) =P(51#0, 52 #0, ..., S,-1 #0, S, =0)

pravdépodobnost, Ze prvni navrat do pocatku nastal v ase n.



Uvazujme generujici funkce téchto dvou posloupnosti,
oo
Po(s) =D _po(n)s"
n=0

Fo(s) = Zfo(n)s”.
n=0
Mame po(0) = 1 (nebot So = 0) a fn(0) = 0.

Lemma 4.1. Plati

N[

Po(s) = (1 4pas®)



Duakaz: Vime, ze S,, = 0 < pocet krokil doprava = pocet krokdi

doleva, tedy r = 4§ = /. Pocet takovych cest je (1) pro nsudé a0
2
c

pro n liché. Oznatme k = 7, tj. n = 2k. Mame
2k
po(2k) = <k)pqu

Poe) =3 (5 past) (1)

00
k=0

Tvrdime, ze Py(s) = ﬁ.
—4pgs



Vyuzijeme obecného binomického rozvoje
2. /a

1 a — n

(140 =3 (7).

kde

- n!

a a(a—1)..(a—n+1)
; :
Pro a € N je rozvoj koneény, pro a€ R A a ¢ N je rozvoj

nekoneé¢ny. Dosazenim a = —% ax= —4pqs2 dostaneme
n-l o -3 2\ k
1-4 2= —4 =
(1 - 4pas?) kZ%(k>( pas?)



Porovnanim 1 a 2 tedy staci dokazat, ze

()= (¥)

Pro levou stranu dostaneme

—3(=3) (—EI) - (25) (—1)k 2% =

2k(_1)2k1-3-5‘...(2k—1):2k1-3-5-...‘(2k—1).

k! k!



Pro pravou stranu

2k\ _2k(2k—1)(2k=2)..1 _, (2k—1)(2k—3)..3-1
<k> Kk o K1k!

(2k=1)(2k—3)..3-1
k! ’

Tedy obé strany se rovnaji. Tim je lemma dokazano.



Veta 4.2. Plati

1) Po(s) =1+ Po(s)Fo(s)

1
2

2) Fo(s) =1— (1—4pgs?)>.

Ditkaz: Oznacme A jev, ze S, = 0 a necht By jsou jevy “prvni

navrat do pocatku nastal v k-tém kroku” (k =1, 2, ..., n).



1) By jsou disjunktni a davaji rozklad, tedy
P(A) =) P(A| Bi)P(B).
k=1

Mame P(By) = fo(k) a P(A | Bk) = po(n — k), z Casové

homogenity. Tedy
po(n) = 3 po(n — K)fo(K).
k=1

Vynasobime s” a seCteme,



Zpo S—ZZpon— )fo(k)s" =

n=1k=1
(ifo(k)sk> <§:po(n - k)S"k> = Po(s)Fo(s)-
k=1 n=k

Protoze
ZPO Po—1,

dostavame Py — 1 = PyFg, tedy Py = 1 + PyFy.



Pro diikaz 2) dostavame z 1)

Dasledek 4.3. Pravdépodobnost toho, ze se ¢astice nékdy vrati

do pocatku, je rovna

Zfo =F(1)=1-|p—q].

Specialng, pro symetrickou nahodnou prochazku (p = q) je navrat

Jisty.



Dasledek 4.4. (Pélyova veta v dimenzi 1) Symetricka nahodna

prochazka se s pravdépodobnosti 1 vrati do pocatku.

Disledek 4.5. Je-llip=qg= % tedy navrat je jisty, pak ocekavani

Casu Tg prvniho navratu do pocatku je

E(To) = nfy(n) = Fy(1) = oc.
n=1



Dikaz: Mame
Fo(1) =1—+/1—4pg=1—/1—4p(1 —p)=1—+/1 —4p+4p? =

=1-y/(1-2pp=1-[1-2p|=1-|1l-p—p|=1-|qg—p]|.

Prog=p=3jeF(l)=1-0=1.



Je-li navrat jisty, tedy p = % pak P(To = 00) =0, a tedy
E(To) = F{(1), kde Fp =1 — /1 — 4pgs?. Mame

, 1 1 4pgs

e (—4pq2s) = —————,
2 1—4pq52( ) /1 — 4pgs?



Casy navstiveni bodu r

Oznaéme

ff(n)=P(S1#r,S#r, ..., Sp—1%#r,S,=r)

pravdépodobnost, Ze se ndhodna prochazka dostane poprvé do

bodu r v ¢ase n, s generujici funkci

Fr(s) =Y _fi(n)s".
n=0



Veéta 4.6. Plati
Fi(s) = [F(s)]

pror >1,

N|=

1= (1 — 4pqs2)

Fl(S) 2q5

Dakaz: Oznaéme T, = min{n; S, = r} pocet kroki potfebnych k
dosazeni hodnoty r poprvé. Necht r > 0. Abychom dosahli r,
musime se dostat nejdfive do bodu 1, a potom z bodu 1 do bodu r.
To je z prostorové homogenity totéz jako dostat se z 0 do r — 1.
Odtud plyne T, = T1 + T,_1. Z nezavislosti tedy dostaneme
F.=FiF_1.



Mame pro n > 1
Aln)=P(S1#1, 5 #1,..,5-1#1,5,=1)=: P(A) =
=PA|S=1D)PS1=1)+PA|S=-1)P(S1=-1)=

P(A|S1=1)p+P(A| S =-1)g=0p+ fr(n—1)q.

Odtud
fi(n) = f(n — 1)q.

Vynasobime s"

fi(n)s" = qfa(n —1)s"

a seCteme pres n > 1.



Tedy

Zﬂ(n)s” = qug(n —1)s" =

n=2
qufg(n —1)s" 1t = 5qu2(n)s”.
n=2 n=1

Odtud dostavame

F1 — ps = Fygs.

Vime, ze F» = F12, tedy
_ 2
Fi1—ps = Figs,

coz vede ke kvadratické rovnici



qsF2 — F1 + ps = 0.

ReSenim dostaneme dva koreny

1—4/1—4qps?
Fl — 2qgs
1++4/1—4qps?

2qgs

1++/1—4gps?

TS ale nevyhovuje zadani, protoze ma v bodé 0

Koren

limitu co. Tim je tvrzeni dokazano.



Duasledek 4.7. Pravdépodobnost, ze nahodna prochazka nékdy

navstivi kladnou Cast realné osy, je rovna min {1, g}.

Duakaz: Hledana pravdépodobnost je rovna pravdépodobnosti, ze

nahodna prochazka navstivi bod 1. Ta je rovna

> filn),
n=1

souctu pravdépodobnosti, Ze se dostaneme do bodu 1 v néjakém
Case n. Vime, ze

Fi(s) = Zfl(n)s”.
n=0



Dosazenim s = 1 dostaneme

Siﬁwrzﬁu)zl—(L—Mmﬁ__1—v€_4M1_p):

2q B 2(1— p)

1-/(—-2p _1-|1-2p| _1-|g—p|_

20—-p) ~ 2(1-p)  2q
1—(—(g—
_{ (2(313)):12?(7 2q_1 prog < p
T Ylogtp _2p _p
2¢ T 29 ¢ prog>p



Priklad 4.8. Ruleta ma 37 Cisel (v&etné 0). Budeme sazet stale na

licha Cisla, tedy p = 37 ag= 37 Pravdépodobnost, ze budeme

18

nékdy vyhravat je 2 ¢ = 1o-



	
	
	
	

