Diskrétni modely ve financni matematice

— Budeme se vénovat 1-krokovym a vicekrokovym diskrétnim

modeltim finanéniho trhu.

— Vicekrokovy (binomicky) model je zalozen na ndhodné prochazce.

1-krokovy model
Uvazujeme jednu pevné zvolenou akcii, a predpokladejme, ze
—v Case t = 0 je cena akcie Sy znama hodnota,

— v Case t = 1 je cena akcie S; nahodna veli¢ina (neznama)



Hodnota S1(w) je funkci trzniho scénare w € Q, kde
Q ={wi, ..., wk}

je prostor trznich scénari



Dale predpokladejme, Ze existuje bezrizikové aktivum, jehoz

hodnota

—vcaset=0jerovnal

—v case t =1 je rovna e" za viech trznich scénari.
Hodnota r se nazyva bezrizikova arokova mira.

Predpokladame, ze arokova mira je stejna jak pro pjcovani, tak

pro ukladani penéz.



Priklad 8.1. Forwardova smlouva (uzaviena v Case t = 0) je

nasledujici zavazny kontrakt:

—V Case t = 1 koupi X od Y jednu akcii za cenu F.
Za uzavreni smlouvy se neplati.

— Jaka je “spravna” cena F?

Veta 8.2. Jestlize neexistuje arbitraz, pak jedindg mozna cena ve

forwardové smlouvé je

F= Soer.



Arbitrazi je minéna moznost jak si bez rizika zajistit zisk “z

niceho”. Presnou definici si uvedeme za chvilku.

Dikaz: Dokazeme, ze jak F > Spe’, tak F < Spe" vede k
arbitrazi.

1) Necht F > Spe" (vyhodné pro Y'). Uvazujme nasledujici
strategii:

t =0 .. Y sivypiijéi v bance Sy, koupi akcii a uzavre forwardovou

smlouvu na prodej akcie.

t=1..Y proda akcii za F, do banky vrati Spe”.



Zistane mu bezrizikovy zisk F — Sge” > 0, strategie tedy dava
arbitraz.

2) Necht F < Spe" (vyhodné pro X) Uvazujme ted tuto strategii:
t =0 ... X proda akcii na kratko (tedy vypujci si akcii — tzv.
short-selling) za Sp, ulozi vynos do banky a uzavie forwardovou

smlouvu na koupi akcie.

t =1 ... X dostane z banky Spe’, koupi akcii za F a vrati ji (tj.
uzavre kratkou pozici). Zistane mu Spe” — F > 0, tj. bezrizikovy

zisk. Opét je to arbitraz.

Tedy pokud neexistuje arbitraz, pak F = Spe’.



Priklad 8.3. Evropska call opce dava drziteli pravo koupit akcii
v Case t = 1 za cenu K (tzv. realizacni cena opce). Kupec opce

zaplati v ase t = 0 za toto pravo prodejci cenu V.



Jaka je férova cena V7

V Case t = 0 nezname S;. Drzitel opce ji v Case t = 1 uplatni, je-li
K < 51 (jinak koupi akcii levnéji na trhu). Tedy hodnota v Case
t=1je

51— K pokudS; > K

Vi=(5-K), = .
1= )+ {O pokud 51 < K



Jaka je hodnota V;?

Predpokladejme, ze existuji dva mozné trzni scénare (w1, w?) a
necht pro t = 1 mame

Si(w1) = di

S1(w2) = do

Chceme urcit Vg, za predpokladi
- d1 <K< d2

—d; < 50" < do



Uvazujme portfolio (x1, x2, x3) € R3, kde x1 je pocet aktiv

penézniho trhu (bezrizikovych), x» je pocet akcii a x3 pocet opci.
Hodnota portfolia v ¢ase t = 1 za scénafe w je

1= xler + X2d1 + 0X3

Hodnota portfolia v ¢ase t = 1 za scénare wy je

Yo = x1e" 4+ xody + (d2 — K)X3



Zobrazeni T : (x1, x2, x3) — (y1, y2) je linearni zobrazeni z

R3 — R?, které ma nenulové jadro dimenze 1.

Tedy pro portfolio (0, 0, 1) existuje jednoznaéné portfolio
(x1, x2, 0), které ma stejnou hodnotu jako (0, 0, 1) v obou

scénarich (tzv. replikujici portfolio).

Hodnoty x; a x» najdeme FeSenim rovnic

x1e" +xod; =0

pro Vi (w1) a
xie" +xodo =dp — K

pro Vi (w2).



Resenim dostaneme;

—die™ " (d2 — K)
X1 =
dr — dq
a
K
2T —dy

Portfolio (x1, x2, 0) ma stejnou hodnotu jako (0, 0, 1) v kazdém
scénari. Musi mit tedy stejnou hodnotu i v ¢ase t = 0 (jinak by

existovala arbitraz).



Tedy

_K _K rSp—
VO — _e—rdl(d2 )1+ d2 50 — (dz—K) <e50dl> e—r+0

dr — di dr — di dr — di
=e "Vi(w2) p+ Vi(w1)(1-p),
kde V4 (w1) =0, e~ " je diskontni faktor a

B erSO — d1
 d—dh

se nazyva “trzni" (risk-neutralni, rovnovazna) pravdépodobnost

scénare wo.



Tedy V) je diskontované ocekavani hodnoty opce v ¢ase t =1

vzhledem k trzni pravdépodobnostni mife.



Zakladni veta APT

APT oznaCuje arbitrazni teorii ocenovani (Arbitrage Pricing

Theory).

Uvazujme trh s K aktivy AL, ..., AKX volné obchodovatelnymi, kde

Al je bezrizikové aktivum.

Cena podilu aktiva A/ v case t = 0 je Sé (znama hodnota).



Dale mame trzni scénéare
Q={wi, ..., wny}.

Predpokladejme, ze Al je bezrizikove, tj.
Si(wj) =e'
pro véechna j =1, ..., N, kde r je Grokova mira.

5{ (w;) bude oznacovat hodnotu aktiva A/ v case t = 1 za scénare
Wi

Jsou to tedy nahodné veliCiny, tedy funkce na prostoru scénara €.



Celkem dostavame matici N x K s prvky S{ (wi).
Definice 8.4. Portfolio je vektor
© = (04, 0, ..., Ok) € RK,

kde 6; je pocet podilii aktiva Al v portfoliu.
Pro 0; < 0 je majitel v kratké pozici v aktivu A’ (o velikosti | 0; |).

V Case t = 0 je hodnota © rovna

K
Vo (©) = 6;S}.
Jj=1



Pro t = 1 zavisi hodnota © na wj,

K

Vi (0, wi) = 0;S] (wi).

Jj=1



Definice 8.5. Arbitraz je portfolio, které “ziskava penize z

niceho”, tj. formalné bud

VW(©)<0 a V1(O,w;)>0
pro vsechna w; € Q, nebo

Vo(©)<0 a V4(O,wj)>0

pro vsechna w; € Q.



Definice 8.6. Pravdépodobnostni mira 7; = m(w;) na mnoziné Q
viech scénéfii je rovnovazna pravdépodobnostni mira (neboli
risk-neutralni mira),

— jestlize pro véechna A je hodnota podilu v ¢ase t = 0 rovna
diskontovanému ocekavani vzhledem k pravdépodobnostni mife m
hodnoty podilu v ¢ase t = 1.

— Tedy
N

Sh=e"> m(w)Si(wi)

i=1

pro vsechna j =1, ..., K, kde e " je diskontni faktor.



Veta 8.7. (Zakladni veta APT): Rovnovéazna pravépodobnostni

mira existuje pravé tehdy, kdyz neexistuje arbitraz.



	
	
	
	
	
	
	
	

