Definice 10.1. Arbitraz je portfolio, které “ziskava penize z

niceho”, tj. formalné bud

VW(©)<0 a V1(O,w;)>0
pro vsechna w; € Q, nebo

Vo(©)<0 a V4(O,wj)>0

pro viechna w; € Q.



Definice 10.2. Pravdépodobnostni mira 7; = 7m(w;) na mnoziné Q
viech scénéfii je rovnovazna pravdépodobnostni mira (neboli
risk-neutralni mira),

— jestlize pro véechna A je hodnota podilu v ¢ase t = 0 rovna
diskontovanému ocekavani vzhledem k pravdépodobnostni mife m
hodnoty podilu v ¢ase t = 1.

— Tedy
N

Sy=e"> m(wi)S{(w)

i=1

pro viechna j =1, ..., K, kde e " je diskontni faktor.



Veta 10.3. (Zakladni veta APT): Rovnovazna pravépodobnostni

mira existuje pravé tehdy, kdyz neexistuje arbitraz.

Dukaz:
Implikace < je snadna. Jestlize existuje rovnovazna
pravdépodobnostni mira m a © je portfolio, jehoz hodnota v Case

t =1 je > 0 za v3ech scénaril, pak

N
Vo(©) = e m(wi)Va(©,wi) >0,

i=1

odkud plyne ze © neni arbitraz (a arbitraz tedy neexistuje).



Nyni chceme dokazat opacnou implikaci: Neexistuje-li arbitraz, pak

existuje rovnovazna pravdépodobnostni mira takova, ze

N
Sh=e" m(wi)Si(wi).
i=1



Pro j = 1 plati tento vztah automaticky,

N N
1=S3=e ") m(w)e" =e "> m(wi)Si(wi).

i=1 i=1

Uvazujme nyni 2 < j < K. Oznaéme € mnozinu vSech vektord tvaru

Yy = (y27 ey YK): kde

pro viechna j =2, 3, ..., K, pro néjakou pravdépodobnostni miru .



e C RX~1 je uzavieny konvexni polyedr. Je konvexnim obalem

svych extrémnich bodi, které odpovidaji pravdépodobnostem

m(wi) =1, m(wj) =0 proj #i.

Chceme dokazat, ze neexistuje-li arbitraz, pak

= (53, 55<) ce.

Jinak feceno, pokud S ¢ ¢, pak existuje arbitraz. Vyuzijeme vétu o

oddélujici nadroviné.



Veta 10.4. (Véta o oddeélujici nadroviné:) Necht F C R" je
uzavrena konvexni mnozina a x ¢ F. Pak existuje v € R" tak, zZe

v-x <v-y provsechnay € F, kde - je skalarni soucin.

Diakaz: Necht a je nejblizsi bod v F k bodu x, pak vektor a — x

ma hledané vlastnosti.



Podle této véty mame
S é e = 10" = (92, ceey 9K) 75 0
tak, ze pro vsechna y € ¢ plati:

y-0*>S.0"



¢ obsahuje extrémni body, tedy pro viechna i plati:

K

K
e 0+ Si(wi) > 6;-S).
j=2

Jj=2



Levou stranu nerovnosti oznaéme C;, pravou stranu D.

Ukazeme, ze existuje arbitraz.

Zvolme 6, tak aby C; > 61 > D pro viechna i.

Pak portfolio (=61, 62, ..., k) je arbitraz.

Jeho hodnota v ¢ase t =0 je —61 + D < 0 a hodnota v €ase t = 1

je —61 + C; > 0 pro viechna w;.



Uvazujeme evropskou call opci, jejiz vyplatni funkce je

V]_ == (S]_ - K)+

Dale S1(wj) =diproi=1,2a d; < dbo.
Pokud neexistuje arbitraz, pak existuje 7 takova, ze cena akcie v

t = 0 je diskontované ocekavani
So=¢e " (W(wl) - di + 7T(w2) . dz),

a navic vime, ze m(w1) + m(w2) = 1.



Specialné tedy plati di < Spe” < da (v predchozim to byl

predpoklad, ted to plati automaticky).

Dostaneme
71'(0.) ) . d2 — Soe’
! d» — dh
a
7T(w ) - Sge’ — d1
T T —dy

Je-li opce volné obchodovatelna, a ma-li zistat trh bez arbitraze,

musi totéz platit i pro opci, tedy pro r = 0:

o 50er - d1

Vo = ﬂ(Wz)(dz—K)—i—W(wl)O = W(wg)(dz—K) = & — i (dZ—K).



Jisteni (Hedging)
Uvazujme aktiva A1, A2, ... AK B. Necht Si(w;) a SB(w;) jsou

ceny A, resp. B, v Ease t a scénafi w;, kde t =0, 1.

Definice 10.5. Portfolio © = (61, 02, ..., Ok) je replikujici

portfolio pro B, jestlize
K .
SP(wi) =Y _0;Si(wi)
j=1

pro véechna i =1, ..., N.



Veta 10.6. Necht © = (01, 62, ..., Ok) je replikujici portfolio pro

B. Neexistuje-li arbitraz, pak v ¢ase t = 0 plati:

K
Se =Y 0;S)
Jj=1

K .
Duakaz: Necht tvrzeni neplati. Je-li 5(‘;3 > 36,5}, pak portfolio
j=1

(—1, 01, 0o, ..., Ok) v aktivech B, A, A%, ... AK je arbitraz,
protoze

K .
> 6,855 <0

j=1



K
SP(wi) = D _8;Si(wi) =0
j=1
pro véechna w; € Q.

Analogicky, pro
K .
S¢ <> _6;S}
j=1

vezmeme opacné portfolio.



Trh se dvema periodami
Uvazujme jedno bezrizikové aktivum a 1 rizikovou akcii.

Trzni scénare jsou nyni

Q={(++), (+-), (=), (=)}



Predpokladejme, ze

S1(+) = uSo

Si(—) = dSo

So(4+) = uSi(+) = u?Sy
So(+—) = dSi(+) = udSp
So(—+) = uSi1(—) = duSo
So(——) = dS1(—) = d?Sy

(u...up, d..down)



Mame tfi caste€né trhy.
V kazdém udélame stejny vypocet jako v jednokrokovém modelu.
Dostaneme rovnovazné pravdépodobnosti (pro jednoduchost

predpokladejme, ze r = 0)

1-d
Pu = u—d

(So se vykrati) a
u—1




Celkem rovnovazna pravdépodobnostni mira bude:

P(++) = pL2n 'D(__) = P?j, P(+_) = P(_+) = PuPd-



Vicekrokovy model s T kroky

Mnozina viech moznych scénarii je v tomto pFipadé

Q={(+,+, +, oo, ), (£, +5 ey 5, =) oy (=5 = -

Ma 27 prvki, je tedy 27 moznych scénafi.
Pro scénar w € Q2 je jeho rovnovazna pravdépodobnost
K T—-K
P(w)=pipy "

kde K je poCet + ve scénafi w.



Chceme-li ocenit opci, jeji cena bude diskontované ocekavani jeji

hodnoty v ¢ase T
Vr = (51— K)+

vici rovnovazné pravdépodobnostni mife. Uvazujme r = 0.
Necht m je nejmensi prirozené islo takové, ze Sou™d™—™ > K.

Mame tedy

W= ZpﬂpdT "<n> (SOU”dT*" — K)

_ 2(1 - CZ,)JH_(Ud;Tl)T_n (D (soua™" ~ ).,



kde (:) je pocet trajektorii s celkem n plusy.

Poznamka. Polozime-li d = % pak v limité pro T — ¢ a
u = evT dostaneme Black-Scholesiiv spojity model pro ocehovani

opci. o je parametr nazyvany volatilita.

Model ktery jsme uvazovali se také Casto nazyva binomicky. Jeho

autory jsou Cox, Ross a Rubinstein.



	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

