MIN101 Matematika I - piiklady pocitané na cvic¢eni (podzimni semestr 2020)

1 1. tyden — komplexni ¢isla a zbytkové tiidy (prezenéni
vyuka)

Cviceni{ konané 7. 10. 2020.

2 2. tyden — diferenc¢ni rovnice, kombinatorika

Cviceni konané 14. 10. 2020.

Piiklad 2.1: (Priklady 1.27 a 1.28 z Drsné matematiky.) Mirek si chce koupit nové auto,
které stoji 300 000 ¢. Mirek by chtél auto koupit na mési¢ni splatky. Prodavajici spoletnost mu
nabizi pujcku na koupi auta s roénim urokem 6%.

(i) Mirek by chtel auto splatit za tii roky. Jak vysokd bude mésiéni splatka?

(ii) Jak dlouho by Mirek auto splacel, kdyby chtél mésiéné splacet 5000 Ké?

Priklad 2.2: Na schuzi ma promluvit pét fecniku A B,C,D E (kazdy pravé jednou).
(i) Urcete pocet vsech moznych poradi jejich vystoupeni.

ii) Urcete pocet vSech moznych potradi jejich vystoupeni, ma-li fecnik B promluvit bez-
y Je) y
prostiedné po A.

(iii) Urcete pocet vsech moznych poradi jejich vystoupeni, mé-li fecnik B promluvit az poté,

co promluvil fecnik A.

Priklad 2.3: Kolik ¢tyicifernych prirozenych ¢isel s navzéjem riuznymi ciframi 1ze sestavit z
cifer

(i) 1,2, 3,4
(i) 1,2,3,4,5,6
(i) 0,1, 2, 3, 4, 5.

Kolik z nich je sudych? Kolik z nich je délitelnych ¢tyifmi?



Piiklad 2.4: Mezi 6 déti rozdélujeme 15 (stejnych) tenisovych micku. Urcete pocet vsech
moznych rozdéleni. Urcete pocet vSech rozdéleni, pii kterych kazdé dité dostane aspon jeden
micek.

Priklad 2.5: Pro libovolné pevné k,n € N urcete pocet vSech feSeni rovnice

Ti1+To+...+Tp=n

v mnoziné celych nezapornych ¢isel (resp. v mnoziné piirozenych cisel).

Priklad 2.6: Pro libovolné pevné k,n € N urcete pocet vSech feseni nerovnice
$1+I2+...+Ik§n

v mnoziné celych nezédpornych ¢isel (resp. v mnoziné prirozenych ¢isel).

Piiklad 2.7: (Piiklady 1.36 z Drsné matematiky.) Do fady v kiné o 2n mistech je ndhodné
rozmisténo n muzu a n zen. Jaka je pravdépodobnost, ze zadné dvé osoby stejného pohlavi
nebudou sedét vedle sebe?

3 3. tyden — pravdépodobnost

Cviceni konané 21. 10. 2020.
Priklad 3.1: Ve zpravé skoly jsou uvedeny nasledujici udaje. Dokazte, ze tato zprava je
chybna.

e Do ro¢niku chodi 45 déti, z toho 30 chlapcu.

e 30 déti ma dobry prospéch, z nich je 16 chlapcu.

e 28 déti sportuje, z toho 18 chlapct a 17 déti s dobrym prospéchem.

e 15 chlapcu méa dobry prospéch a zaroven sportuje.

Priklad 3.2: Dvé kostky maji netradicné popsané stény - jedna ma c¢isla 113366 a druha
223444. Kterd z nich bude ,castéji“ vitézit? Presnéji feceno, urcete pravdépodobnost vitézstvi
prvni kostky, pravdépodobnost remizy a pravdépodobnost vitézstvi druhé kostky. (Pozn.: Kdyz
pridame tfeti kostku s ¢isly 113555, kostky se ,navzijem porazi“.)



Piiklad 3.3: Hodime ¢ervenou a modrou (standardni) kostkou a uvazujeme nésledujici jevy:

e Jev A: soucet na kostkéach je délitelny tfemi.

e Jev B: na kostkach jsou stejna cisla.

vvvvv

Rozhodnéte, zda jsou tyto jevy stochasticky nezavislé.

Priklad 3.4: Karel ma ve skiini jsou 2 zelené, 6 modrych a 6 ¢ernych ponozek.

e Rano Karel ndhodné vytahne ze skiiné 2 ponozky. Jaka je pravdépodobnost, ze budou
mit stejnou barvu?

e Karel prijde ke skiini druhy den a opét vytdhne 2 ponozky (Spinavé se do skiiné nevraci).
S jakou pravdépodbnosti vytahne dvé stejnobarevné za predpokladu, ze prvni den vytahl
dvé stejnobarevné?

Priiklad 3.5: Nasledujici priklady feSte pomoci geometrické pravdépodobnosti:

(i) V kruhové ohradé s kulem uprostied je zavieny kun (jehoz vyskyt je ndhodny). Jaka je
pravdépodobnost, ze je kun bliz ke stfedovému kulu nez k ohradé?

(il) Kun je v obdélnikové ohradeé, u jejiz jedné strany stoji pozorovatel. Jaka je pravdépodobnost,
ze je kun nejbliz ke strané s pozorovatelem?

Priklad 3.6: Kdyz zbyde ¢as, budeme nésobit matice.

4 4. tyden — geometrie v roviné

Cviceni konané 30. 10. 2020.
Priiklad 4.1: Urcete matici A™ pro n € N, kde

A:

O O =

11
11
01

Piiklad 4.2: (Piiklad 1.51 z Drsné matematiky.) Jsou dany piimky
p:[2,0)+1¢(3,2), teR a ¢:[-1,2]+s(1,3), seR.

Naueznéte prusecik téchto piimek a urc¢ete obecnou rovnici pirimky p.



Piiklad 4.3: (Piiklad 1.53 z Drsné matematiky.) Najdéte obecnou rovnici piimky p, jez
prochézi bodem [2, 3] a je rovnobéznd s piimkou z — 3y + 2 = 0. Déle urcete parametrickou
rovnici piimky ¢ prochézejici body [1,3] a [—2,1].

Piiklad 4.4: Je dén trojihelnik ABC, kde A = [1,1], B = [3,2] a C = [4,6].
(i) Urcete obsah trojuhelniku ABC.
(ii) Urcete vnitini thly.
(iii) Je bod R = [0,4] uvniti trojihelnika?
)

(iv) Které strany (resp. vrcholy) jsou viditelné z bodu P = [-8,9]7

Piiklad 4.5: Na mnoziné Z\ {0} je relace p definovana vztahem zpy <= = -y > 0. Dokazte,
ze p je ekvivalenci na Z \ {0} a popiste rozklad (Z \ {0})/p.

5 5. tyden — relace, soustavy linearnich rovnic

Cviceni konané 4. 11. 2020.

Piiklad 5.1: Na mnoziné R x R je definovana relace p. Dokazte, ze p je relace ekvivalence a
nacrtnéte, jak vypada rozklad R xR/p (zde R x R chapeme jako mnozinu vsech bodu v roving).
Pfitom pro (x,y), (u,v) € R x R je:

(1) (2,9)p(u, v)

(i) (2,y)p(u,v) <=y —v =2(x —u).
) (z,y)p(u, v) <=
) (2, y)p(u, v)

z,Y)p(u,v) &= —u =

z,y)p(u, v (z —u)(r+u)=(v—y)(v+y).

z,y)p(u,v) <= * +y* +r+y=u’+ v’ +u+v.

Priklad 5.2: Rozhodnéte, zda jsou nasledujici relace uspotradani, resp. linearni usporadani
na N. Je-li tomu naznacte Hasseovsky diagram uspordadané mnoziny (N, <):

(i) xR y<=zx =y,

)

(ii) z Ry <=z <y,

(iii) z Ry <=z <y,
)

(iv) x <y <= pocet cifer ¢isla x je mensi nebo roven poctu cifer ¢isla y,



(V) sy« y=4Vvze=y,

(Vi) zR2y<=(z=y)V 2 A2y V(2lz+yAzx <y).

Piiklad 5.3: Reste soustavu rovnic

2$1+2$2—$3+5L’5:3, —xl—x2+2x3—3x4+x520,

X1+ 22 —2w3—25=0, x3+r4+w5=1

Gaussovou eliminaci (zpétné eliminace).

Piiklad 5.4: ReSte soustavu rovnic
7.171 + 31’2 — T3 = 1, —I + 61’2 — 3ZE3 = 2, 501‘1 + 15%2 — 11%3 = 4.

Pak najdéte teseni prislusné zhomogenizované soustavy.

6 6. tyden — soustavy linearnich rovnic, vektorové pro-
story

Cviceni{ konané 11. 11. 2020.

Priklad 6.1: Najdéte inverzni matice k maticim

1 1 2 .
A=[1 -1 =3 aB:(Z )
2 1 2

Priklad 6.2: Popiste mnozinu feseni nasledujici soustavy rovnic v zavislosti na parametru
a € R:

ary + x9 + x3 = 1
Ty + ars + T3 = a
r1 + x93 + x3 = 1.

Piiklad 6.3: V R* jsou ddny vektory
v = (171,1,2>, UQZ(_].,_].,]_,Z), U3:(1,1,3,6), Vg = (3,3,1,2)

(i) Vyberte z nich bazi o podprostoru (v, v, v3, v4) C R Pak tuto bazi doplitte na néjakou
béazi f podprostoru R*.

(ii) Urcete soutadnice vektoru u = (5,4,2,4) v bazi .



Piiklad 6.4: Rozhodnéte, zda je nasledujici mnozina vektorovym podprostorem a ptripadné
najdéte bazi a urcete jeho dimenzi:

(i) M, M’ C Maty»(R),

_ a 1 ; a 0
w={(2 Y iaverds ar={(,%, O javes),

(i) Q,S C Rylz],
Q={f@)[f(1) =0nf(2) =0}, S={g(z)|g(x) =g(-2)}.

Piiklad 6.5: Méjme podprostory @, S C Ry[z] z predchoziho piikladu. Urcete bazi a dimenzi
podprostoru @ + S a QNS v Ry[x].

7 7. tyden — skalarni soucin, linearni zobrazeni

Cviceni konané 18. 11. 2020.

Priklad 7.1: Naleznéte ortogondlni a ortonormalni bazi prostoru V = (v, v9,v3) C R*, kde

v =(1,1,1,1), vy =1(1,0,0,3), w3=1(1,2,1,0).

Piiklad 7.2: Napiste matice nasledujictho linedrnich zobrazeni ¢ : R® — R3 ve standardni
béazi R3:

a) @ sphije ¢(1,0,1) = (0,1,0), (0, 1,0) = (0,0,1) a $(0,0,1) = (1,0,1),

b

¢ je kolméa projekce do roviny s nulovou treti souradnici,

d) ¢ je kolméa projekce do roviny z +y + 2z = 0,

)
)
¢) ¢ je kolmd projekce do roviny z +y + z = 1,
)
e) ¢ je rotace kolem osy (1,1,1) o thel %’r

Déle urcete matici linedrnfho zobrazeni Rz[xz] — R? danou predpisem f — (f(1), f(2)) ve
standardnich bazich téchto vektorovych prostoru.



8 8. tyden — determinanty, vlastni vektory

Cviceni konané 25. 11. 2020.

Piiklad 8.1: Urcete determinant matice

1 0 0 1
0 2 3 1
A= 0 -1 1
2 -3 1 0

Priklad 8.2: Urcete vlastni vektory a ¢isla matice

1 02 0
0 3 0 =2
B = -3 06 0
0 3 0 8

9 9. tyden — vlastnosti linearnich zobrazeni

Cviceni konané 2. 12. 2020.

Priklad 9.1: Urcete, jaké linedrni zobrazeni zadava ortogonalni matice

L f2 -1 2
C=5|-1 2 -2
—2 -2 -1

Priklad 9.2: Urcete, jaké linearni zobrazeni zadava ortogonalni matice

5 _1
6
c=|-

W=

D= W
W=
Wl o=

5
6

W=

Déle méjme rovinu p zadanou rovnici (tj. implicitné) p : 1 — x3 = 0. Urcete obraz roviny p pii
zobrazeni .



10 10. tyden — linearni diferen¢ni rovnice

Cviceni{ konané 9. 12. 2020.

Uvazme diferen¢ni rovnici

WeYnik + Ge—1Yntk—1 + - - - + Q1 Ynt1 + Aoy = P(n)a”

kde P(n) je néjaky polynom. Proto takovouto pravou stranu hleddme partikuldrni feseni ve
tvaru

=Q((n)n"a"

kde @Q(n) je polynom stejného stupné Jako P(n) a r je ndsobnost a jakozto kofene charak-
teristického polynomu apA* + ap_ 1\t + ... + a1 A + ag = 0. (Jestlize o neni kofenem, tak
r=0.)
Piiklad 10.1: Resete nasledujici linedrni diferenéni rovnice:

a) Ynso—DYns1+6y, = 0's poéateénimi podminkami yy = 2 a y; = 7. [ReSent: gy, = 37+1 —2" ]

b) Ynis = Wi — SYni1 + 2y, s pocatecnimi podminkami yo = 3, y1 = 3 a y, = 5. [Reden:

Yp =1 —2n+ 2" ]

Priklad 10.2: Najdéte obecné feseni linearni diferenéni rovnice yp14 = Ynas + Yni1 — Yn = 0.
[ReSent: y,, = Cy + Con + Cysin(%2) + Cj cos(%£2), C; € R]
P#iklad 10.3: Reste nésledujici linedrni diferenéni rovnice:
a) Yn + 6Yn—1 + Yn_o = (n + 2)2" s pocatecnimi podminkami yo = y; = 0.
b) Yn + 6Yp_1 + Mo = 4(—=3)" s pocatecnimi podminkami yy = y; = 0. [Resent: g, =
2n(n — 1)(=3)".]

Priklad 10.4: Urcete feseni linearni diferencidlni rovnice v, 14 — 2yp12 +yn = 3 s pocatecnimi
podminkami yo = 3, y1 = §, yo = 3, ys = . [Refent: y, = 2+ (=1)" + §n’]

Piiklad 10.5: Odvodte vzorce pro soucty
a) Sp =2 pok*
b) sp =3 koK’
(n+1)2nt1)

S~ , 2 1)2
[Resent: a) s, = 103 + in? 4+ Lp = 20RUEED Fgy o = Lpd g 13 4 12 = w (et L) ]



11 11. tyden — iterac¢ni procesy s nezapornymi maticemi

Cviceni konané 16. 12. 2020.

Priklad 11.1: (Lesliecho model rustu.) Méjme populaci ovei rozdélenou do ti{ skupin:
e jehnata (0-2 roky) - porodnost 1/2, imrtnost 1/2 (na jedno jehneé),
e dospélé ovee (1-2 roky) - porodnost 3/2, imrtnost 1/2 (na jednu dospélou ovei),

e staré ovce (2-3 roky) - porodnost 1/2 (na jednu starou ovci), vSechny staré ovce jdou na
jatka.

Popiste dlouhodoby vyvoj populace.

Priklad 11.2: (Lesliecho model rustu.) Méjme populaci ovei rozdélenou do ¢tyt skupin:
e jehnata (0-1 rok) - porodnost 0, imrtnost 1/2 (na jedno jehné),
e mladé ovce (1-2 roky) - porodnost 2, imrtnost 1/2 (na jednu mladou ovci),
e dospélé ovce (2-3 roky) - porodnost 4, imrtnost 1/2 (na jednu dospélou ovei),

e staré ovce (3-4 roky) - porodnost 2 (na jednu starou ovci), vSechny staré ovce jdou na
jatka.

Farmar chce navic prodavat jehnata na kozeSinu. Jakou ¢ast jich mé prodat, aby mél stabilni
chov? A jaké pak bude rozlozeni populace?

Piiklad 11.3: (Markovuv proces.) Malé dité si hraje se 4 kostkami, snazi se z nich postavit
véz. Kdyz mé rozhazené kostky, tak se mu s pravdépodobnosti 1/2 podaii dat dvé kostky na
sebe (véz vysky 2). Kdyz ma véz vysky 2 nebo 3, tak se mu podaii s pravdépodobnosti 1/2
pridat jednu kostku (vyska se zvysi o 1) a s pravdépodobnosti 1/2 stavajici véz zbori. Kdyz ma
véz vysky 4, tak dité radostné zatleskd a véz zboii.

Po dlouhé dobé se na dité ptijde podivat tatinek. S jakou pravdépodobnosti najde véz vysky
4 (nebo 3 nebo 2 nebo 1)?

Piiklad 11.4: Roztrzity profesor ztraci s pravdépodobnosti 1/2 destnik vsude, kam piijde,
pricemz jeho denni trasa je kazdy den domov-prace-restaurace-prace-domov. S jakou pravdépodobnosti
se bude destnik na Stédry vecer 2021 nachéazet v restauraci?



12 12. tyden — Jordanovy kanonické tvary

Cviceni konané 6. 1. 2021.

Priklad 12.1: Urcete Jordanuv kanonicky tvar nasledujicich matic

1 0 3 -2 1 1 1 11 0 -4 0
A=-23 -7}, B=|1 -2 1], C=(011}|, D=1 -4 0
0 0 =2 1 1 =2 0 0 2 1 -2 -2

spolu s prislusnymi transformacnimi maticemi.

13 13. tyden — Afinni a Euklidovska geometrie

Cviceni konané 13. 1. 2021.

Budeme pracovat s krychli

A=10,0,0, B=[1,00, C=[1,1,0, D
E=1[0,0,1, F=[1,01], G=[1,1,1], H=][0,1,1]

Priklad 13.1:
(a) Urcete pricku mimobézek DFE a GH prochéazejici bodem B.
(b) Rozmyslete si pricku mimobézek DE a G H prochézejici bodem C.
(c) Urcete vzdalenost piimek AF a EG.

[Resenf: (a) piftka protind pifmku DE v bodé [—1,1,1] a pifmku GH v bodé (0,1, 1], (b)

neexistuje, (c) \/?3 ]

Piiklad 13.2: Urcete vzdalenost bodu X = [1, 3,0, 1] od podprostoru
p:[1,0,0,1] +r(1,1,0,1) + s(1,0,1, —1) + £(2, 1, 2,0).

[Resent: v/6.]

Priklad 13.3: Urcete vzajemnou polohu rovin

(a) BEG a ACH,
(a) BDE a AFH.



Piiklad 13.4: Urcete odchylku
(a) piimek AG a BD,
(b) piimek AF a AH,

(¢) piimky CG a roviny BDE,

(d) rovin AFG a BDE.

[Regent: (a) Z, (b) %, (c) & — arccos \/Tg’ (d) 5.]

Piiklad 13.5: Uréete objem ctyfsténu (a) ABCE a (b) ACFH. [ReSeni: (a)



