1. termin zkousky — MIN101 — podzim 2020 — 28. 1. 2021

Veskeré odpovedi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentéiem. (Reseni sestavajici
pouze z odpovéd{ budou povazovana za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (5 bodu) V prostoru R? uvazujeme rovinu o zadanou rovnici (tj. implicitné) z+2y—2z = 6.
Urcete:

a) parametricky popis roviny o,

b) vzdélenost roviny o od bodu [0, 0, 0],

c¢) prusecik roviny o s piimkou p, kterd prochazi bodem [0,0,0] a ma smérovy vektor
(1,1,0),

d) thel, ktery svird rovina o s primkou p,

e) rovnici roviny p, kterd je rovnobéznd s rovinou o a jejiz vzdélenost od roviny o je
rovna 1.

Napiste vzdy vSechna teseni, je-li jich vice. Jestlize néktera z ¢dsti a) — e) nemd feSeni,
zduvodnéte, pro¢ tomu tak je.

2. (4 body) V prostoru R? jsou zadany pifmky p, ¢ a bod C' takto:
p:[1,3,00+r(—-1,1,2), q:[-1,2,2]4+s(2,1,0), C=][0,4,3].

Urcete bod A € pabod B € g tak, ze ptimka prochazejici body A a B prochézi i bodem C.

3. (4 body) Necht ¢ je shodné zobrazeni prostoru R3 do sebe a to symetrie podle piimky
zadané parametricky [0,0,0] + (1, 1,0). Urcete matici zobrazeni ¢ ve standardni bazi.

4. (3 body) Velka firma poskytuje vem svym 220 zaméstnancum sluzebni notebook. Diky
exkluzivni smlouvé se znackovym dodavatelem se notebooky vzdy o prazdninach zkontro-
ze z notebooku, které jsou v provozu jeden rok, je zdvadnych 20% a z notebooku, které
jsou v provozu dva roky, je zavadnych 50%.

Firma se nejprve rozhodla, ze bude pouzivat kazdy notebook nejvyse tii roky, tj. po trech
letech vyradi vSechny notebooky. Dodavatelské firma tedy nahradi zavadné notebooky po
jednom a dvou letech a vSechny notebooky po trech letech. Urcete, jak vypada vékova
struktura notebooku ve firmé po dlouhodobém vyvoji. Déle urcete, kolik lze ocekavat, ze
se notebooku o letosnich prazdninach vymeéni za nové.

Priklad teste jako tlohu na Leslieho populacni model pro populaci notebookt, pticemz
dokazte primitivnost pouzité matice. (Ale poznamenejme, ze piiklad lze tesit i jako Mar-
kovuv proces.)



1.

2.

ReSeni a bodovani:

[5 bodi] Oznacme n = (1,2, —2) normélovy vektor roviny o a v = (1, 1,0) smérovy vektor piimky p.

a) [1b] K urceni parametrického popisu potfebujeme néjaky bod v roviné o (napft. [6,0,0]) a dva vektory
kolmé na n (napt. (2,—1,0) a (0,1, 1)). Odpovidajici parametricky popis je

[6,0,0] + (2, —1,0) + 5(0, 1, 1).

o néjaké t € R.

b) [1b] Kolm4 projekce bodu P = [0,0,0] do roviny ojebod A= [0 0, 0] +t(1,2,—2) pro
2, % —3]. Hledand

Podminka A € o znamend, ze ¢t 4+ 2(2t) — 2(—2t) = 6, tj. t = % a tedy A
vzdalenost je rovna |PA| = 2.

c¢) [1b] Kazdy bod B € p je tvaru B = [0,0,0] + s(1,1,0). Jestlize také B € o, pak s+2s =6, tj. s = 2.
Tedy B = [2,2,0] je hledany prusecik.

d) [1b] Nejprve uréime thel «, ktery svird piimka p s normélovym smérem roviny o, tj. thel, ktery

sviraji vektory n a v. Plati cosa = % = f3\f f , tj. @ = 45°. Tedy uhel, ktery svira primka

p s rovinou o, je 90° — 45° = 45°.

e) [1b] Rovina p je ddna rovnici z + 2y — 2z = d pro néjaké d € R a k uréen{ d sta¢i najit libovolny
bod C € p. Povedeme-li kolmici k roviné o napiiklad bodem D = [6,0,0] € o, pak bod C muzeme
hledat na této kolmici, tj. C' = [6 0,0] +r(1,2,—2), pficemz musf platit ||@\| = 1. Jelikoz ||@|| =

||r(1,2, —2)||, dostaneme |r| = %, tj. budou dvé feseni. Pror = £ je C = [12, 2, —7] a C € p znamend
P42.2-2(-2)=d,tj.d=09. Pror——fJeC' [I,—2,2]aC € pznamend Y 42-(—2)-2-2 = d,

tJ d= 3 Tedy existuji dvé moznosti pro rovinu p: * +2y —2z =9 a ¢ + 2y — 2z = 3.

[4 body] Bod a smérovy vektor piimky p oznaéime P = [1,3,0] a v; = (—1,1,2) a bod a smérovy vektor
pifmky ¢ oznaéime Q = [-1,2,2] a vy = (2,1,0). Déle polozime w := PC' = C — P = (—1,1,3). Pak
bod B musi lezet v roviné P + rv; + tw, tedy B = P + rv; + tw. Jelikoz také B = Q) + svg, dostaneme
P+ rvy + tw = Q + svg, tj.

rv; +tw — svg = Q — P,

kde @ — P = (-2, —1,2). Pfepiseme-li tento vztah do matice, dostaneme
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coz mé feseni r = —2, t = 2 a s = 1. Odtud hned dostdvdme B = Q + sv2 = [—1,2,2] 4+ (2,1,0) = [1, 3,2].
Bod A uréime jako pruseéik pirimky B +aB?’ a primky p : P+7v;. (Parametry r a 7 mohou byt rozdilné!)
Tedy A= P+ o1 = B+ aBC, kde BC = C — B = (~1,1,1). Tedy

fvl—aB?:B—P,

kde B — P = (0,0, 2). Pfepsdnim do matice dostaneme
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z ¢ehoz dopocitdme 7 =2 a a = 2. Tedy A = P+ 7v; = [1,3,0] + 2(—1,1,2) = [-1,5,4].

[4 body] Smérovy vektor piimky je u; = (1,1, 0). Tento vektor doplnime na bédzi o = (uq, ug, us) tak, aby
vektor u; byl kolmy na vektory us a us, napf. ug = (1,—1,0) a ug = (0,0,1). V této bézi m4 zobrazeni ¢
jednoduchy tvar



Déle pouzijeme vztah (¢)ee = (id)e,o - (¥)a,a - (1d)a,e, kde
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. [3 body] Matice Leslieho modelu je v tomto piipadé
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kde A? je pozitivni, tj. A je primitivni. Vlastni vektor piislusny vlastnimu éislu 1 je v = (5,4,2) a

jelikoz 5 + 4 + 2 = 11, rozlozeni populace notebooktu ve firmé s 220 zaméstnanci bude déno vektorem
220 = (100,80, 40). Novych notebookii tedy bude 100 - £ +80 - 2 + 40 = 100.



