3. termin zkousky — MIN101 — podzim 2020 — 18. 2. 2021

Veskeré odpovedi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentéiem. (Reseni sestavajici
pouze z odpovéd{ budou povazovana za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (5 bodu) V prostoru R? je ddna pifmka p parametricky a rovina p obecnou rovnicf:

p:[1,1,0] +r(2,2,-1), p:x]—T3=2_8.
Déle je dan bod X = [1,—2, 3]. Urcete
a) vzdélenost bodu X od roviny p,
b) odchylku piimky p a roviny p,
c¢) parametrické vyjadieni roviny p,
)
)

d) obecnou rovnici roviny o, ktera obsahuje ptimku p a je kolméa na rovinu p,
e) vzdalenost bodu X od piimky p.

2. (5 bodu) Uvazme matici A a vektor w,

1 2 —4
A=10 1 10 a w=(-7,51),
a —1 2

s parametrem a € R. Déle uvazme bazi o = (v1, v2, v3) prostoru R? takovou, Ze A je matice

prechodu z baze a do standardni béze €, tj. (id)., = A. Urcete hodnotu tohoto parametru
tak, aby

a) determinant matice A byl roven 0,
b) matice A méla vlastni ¢islo 1,
c¢) vektor w byl vlastnim vektorem matice A,

)
)

d) béze a byla ortogondlni,
)

e) objem ¢tyisténu PABC, kde P =10,0,0], A= P+4+wv;, B=P+wvy,aC = P+ vs, byl
roven 1.

3. (5 bodi) Necht ¢ je linedrni zobrazeni prostoru R? do sebe, které je symetrif podle roviny
o zadané implicitné rovnici x — y 4+ 2z = 0. Urcete matici zobrazeni ¢ ve standardni bazi.



ReSeni a bodovani:

1. [5 bodu]

a) [1b] Sestrojime projekci bodu X do roviny p. Uvazujeme tedy primku g, kterd je kolmé k roviné p a
prochdzi bodem X. Normélovy vektor roviny p je (1,0, —1). Pfimka ¢ m4 tedy parametrické vyjadient
[1,-2,3]+(1,0,—1). Uvazme prunik ¢ a p dosazenim parametrického vyjddieni ¢ do obecné rovnice
p: —2 42t =8. Odtud ¢ = 5 a kolmy prumét je Y = [6, —2, —2]. Vzdélenost je tedy velikost vektoru
XY =5-(1,0,-1), kterd je 5v/2.

b) [1b] Nejprve spocitdme odchylku pifmky p a normélového vektoru (1,0, —1) roviny p (hledand od-
chylka pfimky a roviny je pak doplnék tohoto thlu do 90 stupnu). Tj. zajimd nés odchylka « vektora
(27 27 _1) a (17 0, _1)7

((2,2,-1), (1,0, -1))| 3 L
cosa = ,= = —
12,2, =D - I(1,0,=DI"  Vov2 V2

tj. o = 45°. Tedy odchylka pfimky p a roviny p je 45°.

¢) [1b] Jednd se o Feseni systému o jedné rovnici 1 — z3 = 8. Zvolime 25 = s a x5 = t jako volné
parametry a dostaneme x; = 8 4+ t. Rovina p m4 tedy parametrické vyjadren{ [8,0,0] + s(0,1,0) +
£(1,0,1).

d) [1b] Parametrické vyjadien{ roviny o vznikne ,pfidénim* normélového vektoru (1,0, —1) k piimce
D, tj.

o:[1,1,0] +7(2,2,—-1) + s(1,0,-1).
Tedy normélovy vektor roviny o je n = (2, —1,2) (nebot je kolmy na vektory (2,2, —1) a (1,0, —1)).
Jelikoz déle [1,1,0] € o, dostaneme obecnou rovnici 221 — xg + 223 — 1 = 0.

e) [1b] Hleddme ¢ takové, ze pro bod Z = [1,1,0]+¢(2,2, —1) plati ﬁ 1 p. Tzn. vektor ﬁ =7-X=
(0,3, —3)+¢(2,2,—1) je kolmy k vektoru (2,2, —1). Proto 2-(0+2¢)+2-(3+2t)—(—3—t) = 9¢t+9 =0,
tj.t=—1. Tedy XZ = (0,3,-3) — (2,2, —1) = (—2,1,—2). Vzdélenost bodu X a pifmky p je proto
IXZ|| = [|(-2,1,-2)| = VAT T+ 4 =3.

2. [5 bod1]
a) Determinant matice A s parametrem a € R spoc¢itdme napf. Laplaceovym rozvojem podél prvniho
sloupce,
1 2 -4
detA=det [0 1 10 | =det 110 + adet 2 - = 24a + 12.
-1 2 1 10
a —1 2
Tedy det A =0 pro a = —%.

b) M4 platit det(A — E) =0, tj.

0 2 —4
det(A—FE)=det {0 0 10 | =20a.
a —1 1
Tedy a = 0.
¢) M4 platit Aw = Aw pro ngjaké A € R. Spocitdme
1 2 -4 7 -7
Aw=|0 1 10 5| = 5
a —1 2 1 Ta+7

Tedy (=7,5,7a+7) = A(7,—5,1), kde z prvnich dvou slozek vidime, ze A = —1. Tedy posledn{ slozka
musf splilovat 7a + 7= —1, tj. a = —&.



3.

d) Vztah (id)e,o = A znamend, ze sloupce matice A jsou vektory baze «, tj.
vy = (1,0,a), v2=(2,1,-1) a wg=(—4,10,2).

Ortogonalita bdze « znamend, ze ma platit (vi,vs) = (v1,v3) = (ve2,v3) = 0. PH{mym vypoctem se
overi, ze (vg,v3) = 0 skuteéné plati. Dale ma platit

(v1,v2) =2—a=0 a (vi,v3) =—-4+2a=0.

Tedy a = 2.
e) Objem ctyisténu PABC je roven
1 1
6' det A| = 6|24a + 12|

pouzitim ¢asti a). Tedy #[24a + 12| = 1, tj. [24a + 12| = 6, coz m4 dvé fesenf a € {—1, -3}, [1b za
alesponi jedno feseni.]

[5 bodu] Ozna¢me v; = (1,—1,2) normélovy vektor roviny o a dédle zvolime dva vektory kolmé k v;:
napf. vg = (1,1,0) a v3 = (0,2,1). V bédzi a = (v1,v2,v3) mé zobrazeni ¢ matici

-1 0 O
(@aa=(0 1 0
0 01
Pouzijeme vztah (¢)ee = (id)e,a - (¥)a.a - (id)a,e, kde pro matici (id). o méme

1
(id)ea = | —1
2

O = =
=N O

Matice (id)q,c se uréi jako matice inverzni k matici (id)c,q, tj.

1 _1 1
. 6 6 3
(= () = | 34 -
1 1 1
-3 3 3
Celkem dostaneme
2 1 2
3 3 3
@ee=|3 3 3
2 2 1
~3 3 73



