
3. termı́n zkoušky – MIN101 – podzim 2020 – 18. 2. 2021

Veškeré odpovědi muśı být zd̊uvodněny a výpočty muśı být doprovozeny komentářem. (Řešeńı sestávaj́ıćı

pouze z odpověd́ı budou považována za opsaná a hodnocena 0 body.)

1. (5 bod̊u) V prostoru R3 je dána př́ımka p parametricky a rovina ρ obecnou rovnićı:

p : [1, 1, 0] + r(2, 2,−1), ρ : x1 − x3 = 8 .

Dále je dán bod X = [1,−2, 3]. Určete

a) vzdálenost bodu X od roviny ρ,

b) odchylku př́ımky p a roviny ρ,

c) parametrické vyjádřeńı roviny ρ,

d) obecnou rovnici roviny σ, která obsahuje př́ımku p a je kolmá na rovinu ρ,

e) vzdálenost bodu X od př́ımky p.

2. (5 bod̊u) Uvažme matici A a vektor w,

A =

1 2 −4
0 1 10
a −1 2

 a w = (−7, 5, 1),

s parametrem a ∈ R. Dále uvažme bázi α = (v1, v2, v3) prostoru R3 takovou, že A je matice
přechodu z báze α do standardńı báze ε, tj. (id)ε,α = A. Určete hodnotu tohoto parametru
tak, aby

a) determinant matice A byl roven 0,

b) matice A měla vlastńı č́ıslo 1,

c) vektor w byl vlastńım vektorem matice A,

d) báze α byla ortogonálńı,

e) objem čtyřstěnu PABC, kde P = [0, 0, 0], A = P + v1, B = P + v2 a C = P + v3, byl
roven 1.

3. (5 bod̊u) Necht’ ϕ je lineárńı zobrazeńı prostoru R3 do sebe, které je symetríı podle roviny
σ zadané implicitně rovnićı x− y + 2z = 0. Určete matici zobrazeńı ϕ ve standardńı bázi.



Řešeńı a bodováńı:

1. [5 bod̊u]

a) [1b] Sestroj́ıme projekci bodu X do roviny ρ. Uvažujeme tedy př́ımku q, která je kolmá k rovině ρ a
procháźı bodem X. Normálový vektor roviny ρ je (1, 0,−1). Př́ımka q má tedy parametrické vyjádřeńı
[1,−2, 3] + t(1, 0,−1). Uvažme pr̊unik q a ρ dosazeńım parametrického vyjádřeńı q do obecné rovnice
ρ: −2 + 2t = 8. Odtud t = 5 a kolmý pr̊umět je Y = [6,−2,−2]. Vzdálenost je tedy velikost vektoru
−−→
XY = 5 · (1, 0,−1), která je 5

√
2.

b) [1b] Nejprve spoč́ıtáme odchylku př́ımky p a normálového vektoru (1, 0,−1) roviny ρ (hledaná od-
chylka př́ımky a roviny je pak doplněk tohoto úhlu do 90 stupň̊u). Tj. zaj́ımá nás odchylka α vektor̊u
(2, 2,−1) a (1, 0,−1),

cosα =
|
(
(2, 2,−1), (1, 0,−1)

)
|

||(2, 2,−1)|| · ||(1, 0,−1)||
,=

3√
9
√

2
=

1√
2

tj. α = 45◦. Tedy odchylka př́ımky p a roviny ρ je 45◦.

c) [1b] Jedná se o řešeńı systému o jedné rovnici x1 − x3 = 8. Zvoĺıme x2 = s a x3 = t jako volné
parametry a dostaneme x1 = 8 + t. Rovina ρ má tedy parametrické vyjádřeńı [8, 0, 0] + s(0, 1, 0) +
t(1, 0, 1).

d) [1b] Parametrické vyjádřeńı roviny σ vznikne
”
přidáńım“ normálového vektoru (1, 0,−1) k př́ımce

p, tj.
σ : [1, 1, 0] + r(2, 2,−1) + s(1, 0,−1).

Tedy normálový vektor roviny σ je n = (2,−1, 2) (nebot’ je kolmý na vektory (2, 2,−1) a (1, 0,−1)).
Jelikož dále [1, 1, 0] ∈ σ, dostaneme obecnou rovnici 2x1 − x2 + 2x3 − 1 = 0.

e) [1b] Hledáme t takové, že pro bod Z = [1, 1, 0]+t(2, 2,−1) plat́ı
−−→
XZ ⊥ p. Tzn. vektor

−−→
XZ = Z−X =

(0, 3,−3)+t(2, 2,−1) je kolmý k vektoru (2, 2,−1). Proto 2·(0+2t)+2·(3+2t)−(−3−t) = 9t+9 = 0,

tj. t = −1. Tedy
−−→
XZ = (0, 3,−3)− (2, 2,−1) = (−2, 1,−2). Vzdálenost bodu X a př́ımky p je proto

||
−−→
XZ|| = ||(−2, 1,−2)|| =

√
4 + 1 + 4 = 3.

2. [5 bod̊u]

a) Determinant matice A s parametrem a ∈ R spoč́ıtáme např. Laplaceovým rozvojem podél prvńıho
sloupce,

detA = det

1 2 −4
0 1 10
a −1 2

 = det

(
1 10
−1 2

)
+ adet

(
2 −4
1 10

)
= 24a+ 12.

Tedy detA = 0 pro a = − 1
2 .

b) Má platit det(A− E) = 0, tj.

det(A− E) = det

0 2 −4
0 0 10
a −1 1

 = 20a.

Tedy a = 0.

c) Má platit Aw = λw pro nějaké λ ∈ R. Spoč́ıtáme

Aw =

1 2 −4
0 1 10
a −1 2

 7
−5
1

 =

 −7
5

7a+ 7

 .

Tedy (−7, 5, 7a+7) = λ(7,−5, 1), kde z prvńıch dvou složek vid́ıme, že λ = −1. Tedy posledńı složka
muśı splňovat 7a+ 7 = −1, tj. a = − 8

7 .



d) Vztah (id)ε,α = A znamená, že sloupce matice A jsou vektory báze α, tj.

v1 = (1, 0, a), v2 = (2, 1,−1) a v3 = (−4, 10, 2).

Ortogonalita báze α znamená, že má platit (v1, v2) = (v1, v3) = (v2, v3) = 0. Př́ımým výpočtem se
ověř́ı, že (v2, v3) = 0 skutečně plat́ı. Dále má platit

(v1, v2) = 2− a = 0 a (v1, v3) = −4 + 2a = 0.

Tedy a = 2.

e) Objem čtyřstěnu PABC je roven
1

6
|detA| = 1

6
|24a+ 12|

použit́ım části a). Tedy 1
6 |24a+ 12| = 1, tj. |24a+ 12| = 6, což má dvě řešeńı a ∈ {− 1

4 ,−
3
4}, [1b za

alespoň jedno řešeńı.]

3. [5 bod̊u] Označme v1 = (1,−1, 2) normálový vektor roviny σ a dále zvoĺıme dva vektory kolmé k v1:
např. v2 = (1, 1, 0) a v3 = (0, 2, 1). V bázi α = (v1, v2, v3) má zobrazeńı ϕ matici

(ϕ)α,α =

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Použijeme vztah (ϕ)ε,ε = (id)ε,α · (ϕ)α,α · (id)α,ε, kde pro matici (id)ε,α máme

(id)ε,α =

 1 1 0
−1 1 2
2 0 1

 .

Matice (id)α,ε se urč́ı jako matice inverzńı k matici (id)ε,α, tj.

(id)α,ε =
(
(id)ε,α

)−1
=


1
6 − 1

6
1
3

5
6

1
6 − 1

3

− 1
3

1
3

1
3

 .

Celkem dostaneme

(ϕ)ε,ε =


2
3

1
3 − 2

3
1
3

2
3

2
3

− 2
3

2
3 − 1

3

 .


