MIN301 Matematika III - ptiklady pocitané na cviceni (podzimni semestr
2020)

1 1. tyden — tivod do funkci vice proménnych

Cviceni konané 9. 10. 2020.

Priklad 1.1: Rozmyslete si grafy nasledujicich funkcei dvou proménnych:
) f(z,y) =z —y. [Rovina.]
) f(z,y) = 2? + y*. [Rotacn{ paraboloid.]
) fla.y) = /a7 F 7. [Kuzel)
(iv) f(z,y) = ;22 [Graf vznikd pohybem pifmky v R?.]
) f(z,y) = sin(z) cos(y). [Pravidelné zvInéna plocha.]
) f(z,y)
) f(z,y)

= sin(zy). [Zvlnénd plocha, 'frekvence’ vinéni se mént.]

sin(zy)
I2+ 2

[ZvInéna plocha, rozmyslete si limitni vyvoj do nekoneéna.]

Priklad 1.2: Urcete maximalni defini¢ni obory nasledujicich funkei:
() f(z,y) = oty
(ii) f(z,y) = Varcsinzy.
(i) f(x,y) = mriar

T In(9—=z2—y2)"
Priklad 1.3: Spoététe nasledujici limity nebo ukazte jejich neexistenci:
(i) hm(x,y)ﬁ\(o’g) 2+ 2 [lelta je O]

(i) limz4)—(0,0) S;;(T?Q [Limita neexistuje — rozmyslete si limity "po piimkach”smérem k

pocatku.]

(iii) limay)—(0,0) "”;i . [Limita neexistuje, i kdyz limity ”po primkach”smérem k pocatku jsou
stejné — pouzijte limitu po kiivce y = 1 — €]

(iv) lim(z,y)—(0,0) 12 +y [lelta neexistuje, coz je pékne vidét pii prechodu na polarni soufadnice.]



Piiklad 1.4: Spoctéte parcidlni derivace nasledujicich funkci a pak pozadované smérové de-
rivace:

() Smeérovd derivace funkee f(z,y) = 2 + 4ay v bodé [2, —1] ve sméru vektoru (1, 3).
(ii) Smeérova derivace funkce f(x,y,z) = M v bodé [1, 1, 2] ve sméru vektoru (1,2, 3).

[Smérové derivace lze pocitat dvéma zpusoby - bud pfimo z definice nebo pomoci parcidlnich
derivaci.]

2 2. tyden — derivace vyssich radua, Tayloruv rozvoj a
aplikace na prubéch funkci

Cviceni konané 13. 10. 2020.

Priklad 2.1: S vyuzitim parcidlnich derivaci vyjadiete diferencidl df funkce arctan(z? + y?)
v bodé [1, —1] a vypoctéte pomoci ného smérovou derivaci pro smeér u = (1, 2).

Piiklad 2.2: Urcete parcialni derivace druhého fadu funkce f(z,y) = 2y +xy* +2+2 a pak
Tayloruv polynom druhého stupné této funkce v bodeé [1,1].

Piiklad 2.3: Urcete lokdlni extrémy nasledujicich funkei:

(i) f(x,y) = 3+ y® — 3zy. [Staciondrni body jsou [0,0] a [1,1], v prvnim nen{ extrém, ve
druhém je lokaln{ minimum.|

(i) f(x,y,2) =z + % + % + 2, extrémy urcete jen v prvnim oktantu. [Jediny staciondrni

z?

bod je [1/2,1,1], je to minimium.]
(iii) f(z,y) = z* + y* — 2% — 22y — y?. [(Vyjdou tii staciondrni body [0,0], [1,1] a [—1, —1];

v prvnim neumime rozhodnout podle Hessianu, dalsi dva jsou minima. V poc¢atku extrém
nenastane — v jeho okolf jsou kladné i zaporné hodnoty.|

3 3. tyden — tecna rovina ke grafu, derivace slozenych
funkci, implicitné zadané funkce

Cviceni konané 20. 10. 2020.

Piiklad 3.1: Urcete nasledujici tecnu a te¢nou rovinu:



(i) Na kiivce c(t) = (t* — 1, —2t> + 5t,t — 5) najdéte takovy bod, Ze jim prochdzejici tecna je
rovnobéznd s rovinou p : 3z +y — z — 7 = 0. [Ndpoveéda: Smérovy vektor teény ke kiivce
¢(t) v bodé chceme mit kolmy k normélovému vektoru roviny p, takze skaldrni souc¢in
téchto dvou vektort musi byt roven 0.]

(ii) Urcete rovnici tecné roviny ke grafu funkce f(z, y)x?+zy+2y* v bodé [z, yo, 20] = [1,1,7].

Priklad 3.2:

(i) Urcete diferencial zobrazen{ F' : R? — R?, F(z,y,z) = (2? + y* + 2%, 2yz) v bodé [1,2, 3]
jako linedrn{ zobrazeni R?® — R2. Déle urcete diferencidl zobrazeni G : R? — R, G(s,t) =
L v bodé [14, 6] jako linedrni zobrazeni R* — R.
(ii) Pomoci predchoziho napiste diferencidl funkee p(z,y, 2) = 777775 v bodeé [1,2,3].
Piiklad 3.3: Urcete prvni a druhou derivaci implicitné zadané funkce y = f(x) spliujici
2? +y? = 1. Najdéte jeji lokalni extrémy.

Priklad 3.4: Urcete derivaci implicitni funkce y(z), pokud zy* — 2zy + 2% — sy? +5 = 0.
g2 2
[y, = ggyEfogy']

Priklad 3.5: Rozhodnéte, zda kiivka 23 — y3 + 22y = 0 lez{ v okoli bodu [1, —1] nad (nebo
pod) svoji tecnou. [Kiivku v okoli bodu [1, —1] povazujte za graf funkce y(z) zadané implicitné
a vyuzijte hodnotu druhé derivace v daném bodé: y”(1) = % > 0, funkce je tedy konvexni a lezi
nad te¢nou.|

Piiklad 3.6: Vypoctéte vsechny parcidlni derivace prvniho a druhého tddu v bodé [—2,0, 1]
funkce z = f(z,y) definované v okoli daného bodu implicitné rovnici x2+y%+22—z2—/2yz = 1.

Priklad 3.7: V okoli kterych bodu kiivky F(z,y) = 2% + 2zy — y*> — 8 = 0 nelze vyjadrit
y jako funkci y = f(x)? [Body, kde F(z,y) = 0 a Fy(x,y) = 0 jsou [2,2] a [—2,—2]. V nich
vezméte implicitni funkci z = x(y) a spoctéte jeji prvni a druhou derivaci a ukazte, ze tecna
krivky v téchto bodech je rovnobézna s osou y a ktivka lezi vlevo nebo vpravo od této tecny.
Namalujte si obrazek.]

4 4.tyden — vazané extrémy, integrace ve vice proménnych

Cviceni konané 27. 10. 2020.



Priklad 4.1: Najdéte extrémy funkce h(z,y) = z — y na elipse F(z,y) = 2> +2y? —6=0v
roviné R?. [Extrémy musi nastat ve staciondrnich bodech, tyto musi mit vlastnost, Ze gradient
h je nasobkem gradientu F. Vyjdou body [z,y] s x = +2, y = F1 — jedno minimum, jedno
maximum. Tuto skutec¢nost dokazeme pomoci tvrzeni, ze spojita funkce nabyva na uzaviené a
omezené mnoziné v R” svého maxima a minima.|

Piiklad 4.2: Najdéte extrémy funkce h(z,y, z) = x4 2y + 3z za podminky F(z,y,z = zyz =
36) ax > 0,y > 0az > 0. [Stacionarni bod je [6,3,2] a jde o minimum. To dokézeme
napiiklad tak, ze vypocteme z jako funkci (y,z) z F(x,y,z) = 0, dosadime do h a spoCteme
Hessidn modifikované funkce v bodeé [3,2].]

Piiklad 4.3: Vypoctéte ff<0’1>x<7172> (2% + 2zy)dx dy. [Reent: 3.]

Priklad 4.4: Vypoctéte fol [5(2 = zy)dy dz. [Resent: L]

Priklad 4.5: Vypoctéte f34 fx mdy dz. [ReSeni: 31n2—1In 3, je tfeba rozlozit na parcidln
zlomky:.]

Piiklad 4.6: Zaméite pofadi integrace fo S0 f(x,y)dy d. [Redent: fo farcsmy x,y)dx dy

Piiklad 4.7: Spoctéte [V /2 fy" /22 sin 2%dz dy. [Refent: %, je tfeba zaménit pofadi inte-
grace a pak pouzit substituci t = 2]

5 5. tyden — integrace ve vice proménnych, transformace
souradnic

Cviceni konané 3. 11. 2020.

Priklad 5.1: Spocitejte I = [[,, 8y dzdy, kde M = {[z,y] € R* |2 >0, zy > 1, z +y < 3}.
[Reent : 2]
Piiklad 5.2: Spoéitejte I = [[;xy?dxdy, kde S je plocha v 1. kvadrantu ohranicend grafy

funkef y = z a y = 2% [Reseni : L]



Piiklad 5.3: Pomoci ptechodu k polarnim soutradnicim zjednoduste dvojny integral [ =
[ F(V/ 2%+ y?) dedy, kde M je mnozina bodu [z,y] € R? spliujicich 2* 4+ y* < 1. [ReSeni:

2 fol rf(r)dr.]

Priklad 5.4: Spocitejte integrdl I = [f,, \/(z —1)2 + (y + 1)?) dady, kde M je mnozina
bodit [z,y] € R? splitujicich 1 < (z — 1)2+ (y + 1)? < 4. [Refenf: 7]

Piiklad 5.5: Pouzitim vhodné transformace spocitejte integral I = [, 2°y* dxdy, kde A je
mnozina bodu [r,y] € R? ohranicend kiivkami zy = %, xy = 2,2y = x ax = 2y, pricemz
z,y > 0. [Redeni: Vzhledem k omezenfm se nabiz{ transformace v = zy, y = vz, tj. © = \/% a
y = y/uv. Jacobidn transformace je 5= a integral je I = 52 In2]
Obsah plochy, hmotnost, tézisté jsou n8sledujici integraly

e obsah plochy A je [[, dzdy,

e hmotnd desticka dand mnozinou A s hustotou p(x,y) v bodé [z, y] m& hmotnost

M= [[, p(x,y) dzdy,

[0, Yo, kde zo = 57 = [, zp(z,y) dzdy a yo = 37 = [[,yp(z,y) dzdy.

Priklad 5.6: Urcete obsah rovinného obrazce omezeného kiivkami z = 0, y = %, y=28a
y = 4z. [Refent: 1 +21n2.]

Priklad 5.7: Hmotna desticka ve tvaru rovnoramenného pravothlého trojihelniku s preponou
délky 1, jejiz hustota je pfimo imérna vzdalenosti od jedné z odvésen a v protéjsim vrcholu je

rovna 2. Najdéte téziste desticky. [Resent: [*/?5, *2/7?]}

Piiklad 5.8: Urcete soufadnice téZisté homogenni desticky ohranicené kiivkami y = 2% a

x+y = 2. [Resenf: [—1, 5] ]

6 6. tyden — aplikace vicenasobnych integrali, ivod do
diferencialnich rovnic

Cviceni konané 10. 11. 2020.

Piiklad 6.1: Urcete objem télesa v R3, které je ohraniceno ¢asti kuzele

w2+t = (2 —2)?



a paraboloidem
Pyt =4z

[ReSenf: 2]

Piiklad 6.2: Reste rovnici (14¢%)yy’ = e*. Najdéte obecné fesenf a fesen{ spliiujici pocatecni
podminku y(0) = 1. [Reseni: obecné fesenf je y = j:\/Q In(Cs(e* + 1)), Cy > 0 a partikuldrni

feseni pro y(0) =1 jey = \/2 1n(\/75(6x + 1)) pro z > \%]

P#iklad 6.3: Reste rovnici i = z — 24 Najdéte obecné feseni a feseni spliiujici pocatecni

r2—1
podminku y(0) = —1 a pak Feseni spliujici poc¢dtecni podminku y(2) = 3. [ReSeni: obecné
feSenf je rovnice je y = (322 — 2z 4+ 2In|z + 1| + D)2, D € R\ {£1}]

P#iklad 6.4: Reste rovnici zy’ + ylnz = ylnyz. Zjistéte, ve které édsti roviny mé rovnice
smysl. Najdéte obecné feseni a Feseni spliiujici pocatecni podminku y(1) = 1. [ReSeni: y =
re o]

7 7.tyden — linearni diferencialnich rovnice s konstatnimi
koeficienty 1.

Cviceni konané 20. 11. 2020.

Pripomenme, jak najit partikularnich feseni linedarnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi
koeficienty. Uvazme takovou rovnici tvaru

any™(x) + ...+ a1y (x) + agy(x) = €° (Py(z) cos(Bz) + Qu(x) sin(Bx))

kde a; € R a na pravé strané «, 5 € R, Py(x) je polynom stupné ¢ a Q(x) je polynom stupné
k. Pro tento typ pravé strany existuje partikularni feseni tvaru

y(z) = 2°e** (R, (z) cos(Bz) + T, () sin(Sz))

kde R,(x) a T.(z) jsou polynomy stupné r := max{/, k} a s je ndsobnost «+ i/ jakozto kotrene
charakteristického polynomu diferencialni rovnice.

Piiklad 7.1: Najdéte fesenf rovnice y” = 2y’ — y + 1 splitujici y(0) = 0 a ¢/(0) = 1. [Resent:
—e” + 2xe” 4+ 1.]



Priklad 7.2: Najdéte obecné feseni rovnic 4" + 3y +2y = (z+1)e ™3 ay’ + 3y + 2y = e
[Reseni: Cre™™ + Che™2% + (%x + %)e_‘%, C1,Co e RaCre ™+ Coe ™ + e, 1,0y € R]

8 8. tyden — linearni diferencialnich rovnice s konstatnimi
koeficienty II.

Cviceni konané 24. 11. 2020.

Piiklad 8.1: Najdéte viechna fesenf rovnice y” + 4 = 22 — x + 6e**. [Redeni: C} + Coe™® +

s2% — 322 + 3z + €%, C1,Cy € R

Piiklad 8.2: Najdéte viechna fesenf rovnice y” + 2y +2y = 3e~* cos z. [Resent: Ch e~ cos =+
Coe " cosx + %xe*x sinz, C1,Cy € R]

Piiklad 8.3: Najdéte viechna feeni rovnice y® +y®) = 22 — 1. [Resent: Cy + Cyz + Cy2? +

Cysinz + Cscosx + x3($x2 —3), C1,C5,C5,Cy,C5 € R]

Piiklad 8.4: Najdéte viechna feSenf rovnice x%y” — 221’ + 2y = 2? + 2. [ReSeni: nejprve

. _ . . , . y 2
pouZijte substituci = e, ¢éfmz se puvodni rovnice prevede na rovnici 4% — 3% + 2y = e?* +2

dz?
s nezndmou funkei y = y(2).]

9 9. tyden — soustavy diferencialnich rovnic s konstatnimi
koeficienty

Cviceni konané 1. 12. 2020.
Piiklad 9.1: Napiste diferencidlni rovnici popisujici vechny kruznice v roviné R2.
Piiklad 9.2: Reste soustavu rovnic
0 11
y=|(10 1]y,
110

kde y(z) je vektorova funkce se tfemi slozkami. [Redenf:

1 0 1
y(x)=Cre™™ | =1 | +Coe™™ [ 1 | +Cse* | 1
0 —1 1



Piiklad 9.3: Reste soustavu rovnic

, (1 4
y_llya

s pocateéni podminkou y(0) = (2), kde y(x) je vektorova funkce se dvéma slozkami.

3

Piiklad 9.4: Reste soustavu rovnic

1 0 0
y/: 3 1 =21y,
2 2 1

kde y(x) je vektorova funkce se tfemi slozkami.

Piiklad 9.5: ReSte soustavu rovnic

, (17T 9
Yy=\25 —13/)%

kde y(z) je vektorova funkce se dvéma slozkami.

10 10. tyden — tivod do teorie grafa

Cviceni konané 8. 12. 2020.

Priklad 10.1: Rozmyslete si pocty vrchold, hran, stupné, skére, matici apod. grafu Kg, Ky 5,

C7, Bs.

Piiklad 10.2:

(a) Kolik existuje ruznych grafu na na n vrcholech? (Rozlisujeme pojmenovani vrcholu, ruzné

grafy mohou byt izomorfni.)

(b) Mé&jme mnozinu vrcholu V' = V; U V5 s pevné zadanym rozdélenim vrcholu na dveé
podmnoziny V' = V; U V4. Kolik existuje ruznych bipartitnich G = (V, E), je-li m = |V}|
an = |V,|? (RozliSujeme pojmenovani vrcholu, ruzné grafy mohou byt izomorfni.)

[Resent: 2(3) a 2mn ]



Priklad 10.3:

(a) Kolik existuje ruznych bipartitinich grafi na tfiprvkové mnoziné vrcholu pii rozliseni
vrcholu? A kolik jich bude navzajem neizomorfnich?

(b) Ktery bipartitini graf na n-prvkové mnoziné vrcholu ma nejvice hran?
Piiklad 10.4: Urcete pocet podgrafii grafu K. [Resent: 1450]

Priklad 10.5: Urcete, kolik existuje ruznych cest mezi pevné zvolenymi vrcholy v grafu K.
[Reseni: 326.]

Piiklad 10.6: Urcete, kolik existuje riznych cyklt v grafu K. [Reseni: 37.]

Priiklad 10.7: Kolik existuje sledu délky 4 mezi vrcholy 1 a 2 v grafu zadaném matici sou-
sednosti

01000
10111
01 01 1]?
01101
01110

11 11. tyden — grafy: souvislost, Eulerovské tahy

Cviceni konané 15. 12. 2020.

Priklad 11.1:
(a) Kolik komponent mé graf s deseti vrcholy stupné 5? Dokazte. [Reseni: jedna komponenta.]

(b) Kolik komponent miize mit graf s deseti vrcholy stupné 2? Dokazte. [Redeni: jedna, dvé
nebo ti¥i komponenty.]

Pifklad 11.2: Urcete stupei souvislosti bipartitintho grafu K, . [Reseni: min{m,n}.]

Priklad 11.3: Uvazme graf G, ktery vznikne z bipartitiniho grafu K33 odstranénim jedné
hrany.

(a) Je mozno graf G nakreslit jednim uzavienym tahem? [Reseni: ne.]

(b) Je mozno graf G nakreslit jednfm otevienym tahem? [Reseni: ne.]



(¢) Je mozno graf G nakreslit dvéma otevienymi tahy? [Resent: ano.]

(d) Kolik nejméné hran je tieba pridat do grafu G, aby jej bylo mozno nakreslit jednim
otevienym tahem? [ReSeni: 1 hranu.|

(e) Kolik nejméné hran je tfeba pridat do grafu G, aby jej bylo mozno nakreslit jednim
uzavienym tahem? [ReSeni: 2 hrany.|

Piiklad 11.4: Uvazme ohodnoceny graf zadany matici

0

S O OOt

S O N OO Ot
O Tk O O N
— Ot O = N O
w o ot ot O O
O W O oo

kde a;; > 0 udava déalku hrany i-tého do j-tého vrcholu. Pomoci Dijkstrova algoritmu urcete
délku nejkratsich cest z prvniho vrcholu do vSech ostatnich.
12 12. tyden — algoritmy na hledani minimalni kostry

Cviceni konané 5. 1. 2021.

13 13. tyden — hledani maximalniho toku v sitich, kon-
zultace diferencialnich rovnic

Cviceni konané 12. 1. 2021.



