Vyrokova logika




Vyrokova logika I.

Soucast matematiky
B zakladni stavebni kamen
B informatika stoji na matematice

Zkouma tvrzeni, vyroky, pravdivost,

nepravdivost, dusledky, Gsudky

Prime pouziti

B formulace podminek v programovani (a
nasledné optimalizaci algoritmu)

B navrh logickych obvodl (v procesorech aj.)

®m formulace databazovych dotazu

Teoretické zaklady
informatiky. ZS 2008/09



Vyrokova logika II.

Etymologie

B reckeé slovo logos = rozum, smysl

Deleni logiky

B intuitivni logika = co nam pfripada ,logické"™ na
zakladé zkusSenosti

B formalni (matematicka) logika = zkouma pouze,
zda dané tvrzeni vyplyva z danych predpokladd

Osobnosti

B G.W. Leibniz, B. Bolzano, G. Boole, G. Cantor, B.
Russel, K. Godel

Teoretické zaklady 2
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Vyrok

O Def.: Vyrok je tvrzeni (oznamovaci véta v prirozeném
Jazyce) o némz je smysluplné prohlasit, zda je
pravdlve Ci nepravd|ve

O PFiklady vyroku

Hlavni mésto Burkiny Faso je Ouagadougou
Na vrcholku Mt. Everestu je prave ted teplota -8,6°C
1+1=3

Behem Eromltanl fohoto slajdu na Zemi vyhynulo 5
biologickych druhu

Nebude-li prset, nezmoknem

O Veéty, které nejsou vyroky

Kolik je hodin?
Kazdé kotatko je roztomilé

Teoretické zaklady

informatiky. ZS 2008/09



Slozeny vyrok

O

O

Def.: SIozenym vyrokem rozumlme takovy vyrok
ktery je tvoren souvetim, tj. vice vyroky spojenymi
logickymi spojkami.

Pfiklady sloZenych vyroku

B Nebude-li prset, nezmoknem

B Jestlize je to pravda, pak jsem papez

Pozn.: Za vyroky budeme prozatim povazovat pouze
tvrzeni tykajici se jednoho objektu, tj. ne tvrzeni typu
B Kazde cCislo délitelné 6 je délitelné 2 a 3

B Kdo jinému jamu kopa, sam do ni pada

Tato tvrzeni budou predmeétem zkoumani predikatove
logiky

Teoretické zaklady
informatiky. ZS 2008/09



Soucasti formalniho jazyka VL

Vyroky oznacCime symboly (Atomicke formule)
B vyrokoveé proménne

B |ogické proménne

B atomické vyrokoveé formule

W abcpqgrsXxyz..

Pro logické spojky zavedeme symboly

R P/ N Ve S s

Pro zdUraznéni priority slouZi kulaté zavorky
" ()

Teoretické zaklady 5
informatiky. ZS 2008/09



Definice vyrokove formule

Za vyrokovou formuli (VF) budeme

povazovat takovou posloupnost

symbolU jazyka VL, pro kterou plati:

B Kazdy elementarni vyrok je (atomicka)
VF

B Je-li a VF, pak take —a je VF

B Jsou-li a, b VF, pak také (anb), (avb),
(a=b), (a=b) jsou VF

B Nic jineho neni VF

Teoretické zaklady z
informatiky. ZS 2008/09



Konstrukce formule

[0 Konstrukce formule A z mnoziny atomickych
formuli je posloupnost formuli B,, B, ..., B, = A
takova, kde B, i=1, ..., n, je bud’atomicka
formule nebo formule, ktera vznikla aplikaci
pravidla 2 gramatiky jazyka vyrokove formule

0 Konstrukci formule (p v q) A =r < (g = r) je
tedy posloupnost p, q,r, =, pvqg,g—r, (p v

g A= (pvag)aA-re(gQ-—-r)

Teoretické zaklady 8
informatiky. ZS 2008/09



Podformule vyrokovych formuli

O Def.: Podformule je souvisla cast formule, ktera je sama formuli.

Je-li poslopnost B, B,, ..., B, nejkratsi konstrukci formule A, pak
B,, B,, ..., B, jsou vsechny podformule formule A a cCislo n udava
slozitost konstrukce formule A.

O Def.: Formule b se nazyva bezprostrednl podformuli formule c,
ma-li ¢ jeden z nasledujicich tvaru:
—b, (arb), (bra), (avb), (bva), (a=b), (b=a), (a=b), (b=a)

O Def.: Formule b se nazyva (béznou) podformuli formule ¢, jestlize
existuje takova posloupnost formuli
Cy, cz, ey Crpy M 2> 1,
zec; = b, c,, = cac_, je bezprostredni podformuli formule c; pro
kazde i = 2, 3 .. M

O Pozn.: Rozklad formule na podformule tvori stromovou strukturu
az k atomickym formulim

Teoretické zaklady 2

informatiky. ZS 2008/09



Formacni strom formule

O Pro grafickou reprezentaci se nékdy pouziva tzv. strom (viz
obrazek). Strukturou je podobny stromu tak jak jej zname z
bézného zivota, je ale otocen (ma koren nahore). Nas strom se
bude skladat z uzlG. Nejvyssi uzel se nazyva koren stromu. Z
uzlG vychazeji vétve (také se jim rikd hrany). Uzel, ze kterého
zadné vétve nevychazeji, se nazyva list stromu.

AN koien stromn
vétev stromu
uzel stromu

list stromu

Teoreticke zaklady 10
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Formachni strom formule 2

/A (pv—q) A (a—b)
/ \_} YRR b
ANEVAN AN
p - a b P —q a b
| |

Teoretické zaklady
informatiky. ZS 2008/09
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Pravdivostni hodnota vyroku

Def.: Pravdivostni hodnotou
(elementarniho) vyroku je zobrazeni

v: V- {0,1}

kde V, je mnozina vyrokovych proménnych

Pozn.: Zobrazeni prirazuje kazdému vyroku
(vyrokove promenné) hodnotu
PRAVDA/NEPRAVDA, TRUE/FALSE, 0/1

B tedy jednobitovou informaci

Teoreticke zaklady 12
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Pravdivostni hodnota VF

[1 Zobrazeni v rozsirime na mnozinu vsech VF.

Dostavame zobrazeni

v:V-> {01}

definované takto:
B v'(a) =v(a)proa eV,

B jsou-li a,b VF, pak

v'(=a), v'(anab),
v'(avb), v'(a=b),

v'(acb) jsou

definovany tabulkou:

a|b| —-a |anb | avb |a=b | acb
111 0 1 1 1 1
1|0 0 0 1 0 0
0|1 1 0 1 1 0
0|0 1 0 0 1 1

Teoretické zaklady
informatiky. ZS 2008/09
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Pravdivostni hodnoty formule

[0 Urcete pravdivostni hodnoty formule

(av—=C)—>[(b—> —a) < (avc)]

X Y Z \Y%
a b c —a —C av—ce b——a v YoZ X->V
0 0 0 1 1 1 1 0 0 1
0 0 1 1 0 0 1 1 1 0
0 1 0 1 1 1 1 0 0 1
0 1 1 1 0 0 I 1 1 0
1 0 0 0 1 1 1 1 I I
1 0 1 0 0 | 1 1 | 1
1 1 0 0 1 1 0 1 0 1
1 1 1 0 0 1 0 1 0 1

Teoretické zaklady
informatiky. ZS 2008/09

14



Negace (—)

Cesky: ,neni pravda, ze"“, predpona
,ne"

Anglicky: not

Ma opacnou pravdivostni hodnotu,
neZ puvodni VF

B Negace a je pravdiva, pokud je a
nepravdive

B Negace a je nepravdiva, pokud je a
pravdive

Teoreticke zaklady 15
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Konjunkce (A)

Cesky: ,a zaroven"

Anglicky: ,and"

[ez logicky soucin

Konjunkce aab je pravdiva pouze v
pripade, ze jsou soucasne pravdive a
i b

Konjunkce aab je nepravdiva, pokud

je kterakoliv z komponent a,b
nepravdiva

Teoretické zaklady
informatiky. ZS 2008/09
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Disjunkce (v)

Cesky: ,nebo"

Anglicky: ,or"

[ez logicky soucet

Disjunkce avb je pravdiva, pokud je
bravdiva kterakoliv z komponent a,b

Disjunkce avb je nepravdiva pouze v
ripade, ze neplati ani a, ani b.

Teoretické zaklady
informatiky. ZS 2008/09
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Implikace (=)

O (vZesky: »Z toho plyne®

0 Anglicky: ,if ... then ... ©

O V implikaci a=b nazyvame
B a3 predpoklad (premisa)
B b zaveéer (konkluze)

O Implikace je pravdiva, pokud z pravdiveho
predpokladu plyne pravdlvy zaver, anebo pokud
neplati predpoklad

O Implikace je nepravdiva pouze v pripade, ze z
pravdiveho predpokladu plyne nepravdlvy zaver

OO0 Jina vyjadreni implikace a=b

B Z aplyne b. Jestlize a, pak b. B je dusledkem a. A je
postacujici podmmkou pro b. B je nutnou podminkou
pro a.

Teoreticke zaklady 18
informatiky. ZS 2008/09



Ekvivalence (<)

O Cesky: ,pravé tehdy, kdyz"
O Anglicky: ,if and only if®
O Ekvi-valence = stejna hodnota
O Ekvivalence a<b je pravdiva tehdy, maji-li vyroky a a
b stejnou pravdivostni hodnotu
B tj. jsou oba pravdivé, nebo oba nepravdivé
O Ekvivalence je nepravdivd, pokud maji @ a b rdznou
pravdivostni hodnotu
0 Jina vyjadreni ekvivalence a<b
B A plati tehdy a jen tehdy, kdyz b. B plati tehdy a jen
tehdy, kdyz a. A je nutnou a postacujici podminkou
pro b. B je nutnou a postacujici podminkou pro a.
Teoretické zaklady L

informatiky. ZS 2008/09



Priklad

Urcete pravdivostni hodnoty formule
(a—>(bveo)] e [(a—>b)v(a—c)]

Teoretické zaklady
informatiky. ZS 2008/09
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Priklad - tautologie

[(@a—>(bvc)] e [(a—>Db)v(a—c)]

Teoretické zaklady

informatiky. ZS 2008/09

X Y Z u A%
a b c bve a—>b a—c a—>X YvZ UeV
0 0 0 0 ! ! 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 1 1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
21




Tautologie a kontradikce

O Def.: Vyrokovou formuli nazveme tautologie, pokud je
vzdy pravdiva bez ohledu na pravdivostni hodnotu
vyrokovych proménnych, ktere obsahuje.

O Oznaceni: |=[(a—>(bvc)]e [(a—b)v(a—c)]

0 Def.: Vyrokovou formuli nazveme kontradikce, pokud
je vzdy nepravdiva bez ohledu na pravdivostni hodnotu
vyrokovych proménnych, které obsahuje

Teoreticke zaklady 22
informatiky. ZS 2008/09



Veta o substitucich

Necht T(x;, X5, ... X,) je tautologie.
Jestlize za libovolnou z proménnych x.
dosadime libovolnou formuli, potom
vysledna formule je opét tautologii.

Analogické tvrzeni plati i pro
kontradikce

Teoreticke zaklady 23
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Vyznacne tautologie

[0 Zakon sporu: —(pa—p)
0 Zakon vyloucCeni tretiho: pv—p
0 Zakon totoznosti: pep
0 Zakon dvoji negace: —p<p
O Clavilv zakon (reductio ad absurdum):
B (=p=p)=Pp
B (p=-p)=-Pp
[0 Zakon Dunse Scota: (pAr—-p)=q
O Pr. =(A v B) & —A A =B - ekvivalentni formule
Teoretické zaklady =

informatiky. ZS 2008/09



Operace s implikaci

Obmeéna implikace

B (a=b) & (wb=>-a)

Obraceni implikace

B (a=b) neni totéz jako (b=a)!!!
B Implikace neni komutativni
[ranzitivita implikace

B Zakon hypotetickeho sylogismu

B ((p=q) ~ (g=r)) = (p=r)

Teoretické zaklady
informatiky. ZS 2008/09
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Konjunkce a disjunkce

Konjunkce implikuje kazdy ze svych
élenu

B (pAq) =P

B (pAg) = ¢

Disjunkce je implikovana kazdym ze
svych ¢lend

® p=(pvq)

® g=(pvq)

Teoretické zaklady
informatiky. ZS 2008/09
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Komutativni zakony

Operace je komutativni, pokud
nezdlezi na pofadi operandu.

Komutativni jsou konjunkce,
disjunkce a ekvivalence.

B NE implikace!

(a Ab) < (baa)
(avb) < (bva)
(ae=b) o (be a)

Teoretické zaklady
informatiky. ZS 2008/09
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Asociativni zakony

Operace je asociativni, pokud
nezalezi na uzavorkovani

Asociativni jsou konjunkce, disjunkce
a ekvivalence.

B NE implikace!

((@ab)ac)= (an(bac))
(@vb)vec) s (av(bvo))
(@eb)ec)es(ae (be o))

Teoreticke zaklady 28
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Distributivni zakony

,roznasobovani® logickych spojek

(aan(bvcec)e({(aanb)v(aac))
(av(bac) <= ((avb)a(avc))

Teoretické zaklady
informatiky. ZS 2008/09
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Dualita konjunkce a disjunkce

deMorganovy zakony
B negace konjunkce je disjunkce negaci
B negace disjunkce je konjunkce negaci

—(a Ab) < (-a v -b)
—(avb) o (-aan-b)

Teoretické zaklady
informatiky. ZS 2008/09
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Logicka ekvivalence vyroku

Def.: Rekneme, Ze vyroky p a g jsou
logicky ekvivalentni, jestlize
vyrokova formule a & b je tautologie

Logicky ekvivalentni vyroky maji tedy
vzdy stejnou pravdivostni hodnotu

Pfiklady logicky ekvivalentnich vyroku
B (p=>@=>n)=Wprqg)=>r))
B (pege(p=9)A(d=p))

Teoreticke zaklady 31
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Negovani slozenych vyroku

Pozn.: Negovat slozeny vyrok znamena
formulovat vyrok, ktery je logicky
ekvivalentni s negaci puvodniho vyroku a

neobsahuje negaci slozeneho vyroku jako
svoji podformuli

Pravidla pro negovani logickych spojek
B (aArb)es (—-av-b)

B (avb)es (—-aa-b)

B (a=b)< (aan-=b)

B (a<b)e ((an-=b)v(ba-—=a))

Priklad: Negujte vyrokovou formuli
(a=(bvc)v((—=aac)=b)

Teoretické zaklady
informatiky. ZS 2008/09
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Uplny systém logickych spojek

0 Def.: Rekneme, ze mnozina logickych spojek L tvori
uplny systém logickych spojek, jestlize ke kazdé
formuli existuje formule, ktera je s ni logicky
ekvivalentni, a ktera obsahuje pouze spojky z L.

O Uplny systém log. spojek tvofi:
B negace a implikace
B negace a konjunkce
B negace a disjunkce
O Otéazka: Kolik riznych (bindrnich) logickych spojek
muzeme definovat?
B Netvori néktera z nich sama o sobé uplny systém?

Teoreticke zaklady 33
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Piercova a Shefferova spojka

Shefferova spojka (NAND)

B (aTb) « —(anb)

Piercova spojka (NOR)

B (alb) @ —(avb)

Vsechny logicke spojky je mozné
vyjadrit pouze pomoci
Shefferovy/Piercovy spojky

Teoretické zaklad
informatiky. ZS
2008/09



Zpusoby zdpisu vyrazu

O

O

Infixovy zapis

m Klasicky zplsob — operator je mezi operandy
m 3+5 aab

Prefixovy zapis

B Operator je pred operandy

B +35,Aab

Postfixovy zapis

B Operator je za operandy

B 35+4,aba

Jedna se o rlzny zapis téhoZ vyrazu

B Jind syntaxe, jiny zpusob vyhodnoceni
B Stejna sémantika, stejny vysledek
Prefix a postfix nepotrebuji zavorky

Teoretické zaklad§
informatiky. ZS
2008/09



Prevod z infixu do prefixu

Pomoci stromového rozkladu
B Nakreslime si rozklad vyrazu

B Precteme koren, pak rekurzivne levy
podstrom a rekurzivne pravy podstrom

Jednodussi vyrazy Ize intuitivné

Priklad: Vyjadrete prefixovou notaci
formuli (a =(bv—=c))A(—acb)

Teoretické zakladg
informatiky. ZS
2008/09



Prevod z infixu do postfixu

Predpokladejme ,dobre uzavorkovany"

vyraz

Algorltmus slepé koleje

Cteme vyraz v infixu zleva doprava

Proménna pokracuje na vystup

Operator pada do zasobniku (slepé koleje)
Leva zavorka padé do zasobniku (slepé koleje)

Prava zavorka vyrazi ze zasobniku vse az po
levou zavorku. Zavorky na vystup nepiseme

Na konci vyprazdnime zasobnik

Priklad: Vyjadrete postfixovou notaci formuli
(a :>(b\/—|C)J)

A(=a<b)

Teoretické zaklady
informatiky. ZS
2008/09



Vyhodnoceni vyrazu v postfixu

O

O O

Pomoci zasobnikoveho automatu
B Cteme vyraz zleva doprava
B Precteme-li operand, ulozime jej na zasobnik

O Precteme li operator vybereme ze zasobniku tolik
operandu kolik je arita operatoru, apl|ku3eme na ne
operator a vysledek ulozime na zasobnik

B Po docteni vyrazu je na zasobniku pouze vysledek
vyrazu

Stejnym zpusobem Ize prevadét z postfixu do infixu

Priklad: Prevedte z postfixu do infixu formuli

ab—-vca—-rbe=

Priklad: VVyhodnotte postfixové zapsany aritmeticky
vyraz 164+ 232+ */1 -

Teoretické zaklad$
informatiky. ZS
2008/09



Disjunktivni normalni forma

Vyrokova formule je v disjunktivnim

normalnim tvaru (DNF), je-Ii

disjunkci formuli, pro ktere plati:

B kazda je konjunkci atomickych
vyrokovych formuli a jejich negaci

B v zadné se nevyskytuje zadna atomicka
formule soucCasné se svou negaci

DNF je uplna, pokud jsou ve vSech

konjunkcich stejné atomické formule

Teoretické zaklad9
informatiky. ZS
2008/09



Disjunktivni normalni forma 2

Prikladem formule v DNF je
(@aabaA—-C)v(-aanbac

Pr.: Najdéete uplnou disjunktivni
normalni formu formule

A= (bv-c)—>(an-=b)

Teoretické zaklad@
informatiky. ZS
2008/09



Disjunktivni normalni forma pr.

A=(bv-c)— (ana-b)
X Y
A b c —C bv—c —b aA—b X->Y
0 0 0 1 1 1 0 0
0 0 1 0 0 1 0 1
0 1 0 I I 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0 0
1 0 0 1 1 1 1 1
1 0 1 0 0 1 1 1
1 1 0 1 1 0 0 0
1 1 1 0 1 0 0 0

(-aAn-bac)v(an-ba-=c)v(aan-=bac

Teoretické zaklady
informatiky. ZS
2008/09



Konjunktivni normalni forma

Vyrokova formule je v

konjunktivhim normailnim tvaru

(KNF), je-li konjunkci formuli, pro

kterée plati:

B kazda je disjunkci atomickych
vyrokovych formuli a jejich negaci

B v zadné se nevyskytuje zadna atomicka
formule soucasne se svou negaci

KNF je uplna, pokud jsou ve vsech

konjunkcich stejné atomické formule

Teoretické zaklady
informatiky. ZS
2008/09



DNF a KNF

Ke kazde vyrokove formuli |ze nalezt
ekvivalentni formuli v uplnem DNF a KNF

Uplny DNF/KNF je urcen jednoznacne az na
volbu a poradi promennych
I prazdna disjunkce (disjunkce prazdné

mnoziny konjunkci) je v DNF a v KNF

Jaky je algoritmus prevodu do DNF/KNF?
B Pomoci pravdivostni tabulky
B Pomoci pravidel pro upravy logickych formuli

Prevedte do (Uplné) DNF a KNF formuli
(a =(bv—c))A(—a<b)

Teoretické zaklad$
informatiky. ZS
2008/09



Pravidla pri prevodu do DNF

1) Nahrazeni vyrokovych spojek — a < pomoci funkéné uplné mnoziny {—, &, v}, tedy
pomoci ekvivalenci
l=(X>Y)oo(XVvY)
= (X Y)o (X2 Y)IA(YoSX)]o[(-XVvY)A(=YVvX)]

2) Prevedeni negaci dovnitr zdvorek pomoci de Morganovych pravidel
|=—|(X/\ Y)(—)(—|X\/—|Y)

3) Odstranéni dvoji negace pomoci ekvivalence

4) Pouziti distributivnich zakon
I=(XA(YVZ))o((XAY)Vv(XAZ))
I=(XVv(YAZ))o((XVvY)A(XVvZ))

Teoretické zaklads
informatiky. ZS
2008/09



Pravidla pri prevodu do KNF

Prevedeni formule do ekvivalentni konjunktivni normalni formy Ize provést téz primo
Upravami bez pomoci tabulky. Pouzivame k tomu nasledujici ekvivalentni Upravy:

1) nahrazeni spojky <> spojkami — a A podle ekvivalence
2) Prepis spojky — spojkami — a v podle ekvivalence

3) Pouziti podle potfeby De Morganovych zakonu a distributivnich zakond.

Teoretické zaklad§
informatiky. ZS
2008/09



Priklad prevodu

Prevedte ekvivalentnimi Upravami do DNF formuli
[(@—>b)ra]lv[-(avb)]
Budeme postupné formuli prepisovat pomoci ekvivalenci:

[(@—>b)ra]lv[-(avb)] pouzijeme ekvivalence
[(wavDb)aa]lv(—-ana-=b) ekvivalence
[(—ranrna)v((baa)]v(—-anan-b) ekvivalence
[false v (b Aa)]v(—ana-b) ekvivalence

(bAa)v(—ana-=b)

Dalsi:
(a A =(b — a)) do DNF
(—a—>c)>[ba(=Cc—>a)]doKNF

Teoretické zakladg
informatiky. ZS
2008/09



Priklad reseni

(—a—>c)>[ba(wCc—>a)] prepis (- a — c) na (avc)
(avc)—>[ba(wc—a)] prepis (—c—a) na (cva)
(avc)—>[ba(cva)]l prepis —
—(avc)vba(cva)l] —(avc)na(—-anan-c)
(—aar—-c)v[ba(cva)]l, uprava v
[(waaAn=C)vb]a[(waarn=cCc)v(cva)] (-an—=c)na-=(avec)
[(waaAn=Cc)vbla[=(avc)v(cva)] [...] na true
[ (waA—=cC)vDb]Aatrue [...] A true
[(waA—=C)VvDb] podle

(—avb)a(=cvb)

Teoretické zaklady
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Deduktivni soustava vyrokove
logiky

Spravnost a nespravnost Usudku

Jak rozhodnout, zda je usudek
spravny?
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Formalni definice usudku I.

Necht Py, P,, ... P, jsou vyrokové formule v
proméennych x,, X5, ... X,. Necht rovnéz Z
je vyrokova formule.

Rikame, ze z formuli P4, P, ... P, vyplyva
zaver Z a piseme

P, P, ..P,IZ

prave tehdy, kdyz pro libovolné pravdivostni
hodnoty proménnych x,, x,, ... X, plati, ze
nabyva-li pravdivostni funkce formuli P,,

P,, ... P, souCasné hodnoty 1, pak nabyva
i pravdivostni funkce formule Z hodnoty 1.
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Formalni definice usudku II.

P,,P,, ..P, FZ
prave tehdy, kdyz
(P;AP, A AP FZ

P | Z praveé tehdy, kdyz } (P=2),
tj. kdyz implikace P=Z je tautologie
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Oveéreni spravnosti Usudku

Usudek
P, P, ..P,|Z
je spravny, jestlize formule
(PiAPyA... AP,) =2
je tautologie.

Usudek je tedy spravny, jestlize implikace
dusledku z konjunkce premis je tautologie.
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Priklad: Overeni spravnosti usudku

O

Predpoklady:
B Jestlize prsi a mrzne, vznika naledi

B Jestlize vznika naledi, v této zatacce se vzdy nekdo
vyboura

B V této zatacce se nikdo nevyboural
Zaver:
B Usuzujeme, ze neprselo.

Formalizujeme predpoklady a zaveéer

B (pAm)=n;, n=Db; -b

® -p

Ovérime, zda je tautologii formule

B (((pArm)=n)Aa(n=b)Aa(=b)) =-p
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Pravidlo odlouceni (modus ponens)

Necht X a Y jsou formule.
Potom plati (X, X = Y) }Y.

fedy z platnosti formuli Xa X =Y
muzeme odvodit platnost formule Y.

Dukaz plyne z pravdivostni tabulky
formule XA (X=Y)) =Y
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Priklad: Ovéreni spravnosti Usudku

Predpoklady:

Jestlize Jarda neprisel ke snidani, je nemocny
Jarda prisel ke snidani

Co z toho plyne?

Jarda je unaveny
Jarda je doma

Jarda prisel ke snidani
Jarda je nemocny
Jarda neni nemocny
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Substitucni pravidlo pro proméennou

Bud’ X formule a g jeji proménna.

Jestlize do X za g dosadime formuli A,

pak formuli vzniklou touto substituci
oznacime S(A/q, X)

Pak plati
X, Aoq | S(A/q, X)
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Substitucni pravidlo pro proménnou
v tautologii

Bud' T tautologie a g jeji proménna.

Jestlize do T za q dosadime formuli A,

pak formuli vzniklou touto substituci
oznacime S(A/q, T)

Pak plati

T } S(A/q, T)
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Substitucni pravidlo pro formuli

Bud’' X formule a B jeji podformule.

Jestlize do X za B dosadime formuli A,

pak formuli vzniklou touto substituci
oznacime S(A/B, X)

Pak plati
X, AcB | S(A/B, X)
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Odvozeni formule

Formule Z je dusledkem formuli P, P, ...
P prave tehdy, kdyz existuje posloupnost
formuli X;, X,, ... X, takova, ze X, = Z a pro
kazdeé i plati:
B X; = P, pro vhodne j
B X = S(A/t T) nebo X, = S(A/B, T)
O kde T je libovolna tautologie
B X je dusledkem aplikace pravidla modus ponens
na nektere z predchozich formuli
Tato posloupnost formuli se nazyva
odvozeni formule Z z formuli Py, P, ... P...
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Priklad odvozeni

[0 Dokazte odvozenim, ze plati
(avb), (a=c), (b=d) |} (cvd)

0 Odvozeni:
B a=c (P5)
B c= (cvd) (disjunkce je implikovana...)
B a= (cvd) (tranzitivita implikace)
B —(cvd) = —a (obména implikace)
® b=d (P3)
B d= (cvd) (disjunkce je implikovana...)
B b= (cvd) (tranzitivita implikace)
B —(cvd)= b (obména implikace)
B —(cvd) = (—ar=b) (disledek vyse uvedeného)
B (—ar—b) = —(avb) (pravidla pro negovani)
B —(cvd) = —(avb) (tranzitivita implikace)
B (avb) = (cvd) (obména implikace)
B (cvd) (modus ponens)
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Daléi vlastnosti Usudku

Jestlize | a, pak b} a pro lib. b
B Tautologie je dusledkem libovolné formule
Jestlize | a, al b, pak také | b

®m Dusledkem tautologie je opét tautologie

Necht P,Q jsou mnoziny formuli, a, b
formule:

m Jestlize P Fa, Q | b, pak PUQ | anb

m Jestlize P } asb, pak P | a, P} b

B Jestlize (P, a) } b, pak P } a=b
O
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