Obsah prezentace

Zakladni pojmy v teorii o grafech
Ulohy a prohledavéani grafa
Hledani nejkratsich cest




Zakladni pojmy

Vrchol grafu: {mnozina V}

Je to stycna vazba v grafu, nazyva se téz
uzlem, prvkem nebo bodem v grafu.

Hrana grafu: {mnozina E}

Reprezentuje spojeni jednotlivych vrcholtu. Toto
spojeni vyjadruje nejaky vztah mezi vrcholy.
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Zakladni pojmy

Orientovany a neorientovany graf

V orientovanéeém grafu jsou vzdy orientovane hrany, tj. hrany s
definovanym pocatecnim a koncovym vrcholem.

V neorientovanych grafech se lze pohybovat pres hrany
obéma smery.

G=(V,E, ¢

Hrany 1 vrcholy jsou v cetnych aplikacich
ohodnoceny - Ohodnoceny orientovany

(neorientovany) graf




Zakladni pojmy

Sled:

Neorientovany

Vs, €3, V3, €c, V4, €, V4
Neni sledem

Vi, €5, V3, €, V5, €4, Vg4

Posloupnost vrcholl a hran jak
jdou za sebou.




Zakladni pojmy
Tah
Sled, kde se neopakuji hrany

r
Cesta /D\\
Sled, kde se neopakuji vrcholy /I\ o /0\

O O
Korenovy strom &

- orientovany graf, kde existuje vrchol r (koren), ze

ktereho jsou vsechny vrcholy dostupné a nevede
do nej zadna hrana.




Ukazka grafu — zakladni pojmy

Cyklus ‘Orientované hrana“ Nesouvisly graf modnoceni hrany'
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Neorientovana hrana Vrchol Souvisly acyklicky graf




Specialni pojmy

Hamiltonovska cesta:

Cesta, ktera projde vsemi vrcholy a
kazdym pouze jedenkrat (turista).

Eulertv tah:

Tah, ktery projde vsemi hranami
kazdou pouze jedenkrat (sedm most
v KOnigsbergu).
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Popis grafu

O0O000

Incidencni matici — orientace hran (+1, -1)
Matice sousednosti — pocet hran mezi sousedy
Spojové seznamy - seznamy nasledniku
Matice délek - délka hrany mezi vrcholy (i,j)
Matice vzdalenosti




cni matice

Inciden




Matice sousednosti
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1 2 3 4 5 6
110 1 0 0 0 1
2 0 0 0 0 1 0
3 (0 0 O 0 1 0
410 0 0 1 0 0
5o o 0 0 0 1
61 0 1 0 0 0 0

2 3 4 5 6
1 1 0 0 0 1
2 0o 1 0 1 1
3 1 0 0 1 0
4 0 o0 0 0 0
5 1 1 o0 o0 1
6 1 0 0 1 0



Seznam naslednik
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Ulohy s grafy

Grafické znazornéni ulohy je nazorné a v
jednoduchych pripadech Ize odhalit reseni i bez
pouziti jakehokoliv algoritmu.

Uloha pro 1)k, z Dkzp  1v
prevoznika: 2)V g 2) VO 2) k(’)Z’ P
B 1) V. K,z p
VIk, koza, zeli py
o 1)v,z v, z,p 1) k 1)k, p 1)0
2)k, p 2) k 2)V,z,p 2)V, Z 2)Vv,k,z,p
o) o) o) o) o)
v,k v,k p 1)z
2)z,p 2)z 2) Vv, K, p
0 o] o)
Nesmi nastat, nebudu kreslit




ViIk, koza, zeli

Dk, zp Dv
2) v 2)k, z,p

vk zp v,z Dk p 1)0
2)0 2)k, p 2)V,z 2)v,k, z,p
® O O O




ViIk, koza, zeli

Dk, zp Dv
2) v 2)k, z,p

vk zp v,z Dk p 1)0
2)0 2)k, p 2)V,z 2)v,k, z,p
° O O o)




ViIk, koza, zeli
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Prohleddvani grafu

Ukolem prohleddvéani je hledani cesty z daného
vychoziho vrcholu do jednotlivych vrchold grafu. To
muze pomoci i pfi vytvareni grafu pro danou ulohu.

Tfi zpusoby prohledavani:

1) Znackovani vrcholu

2) Prohledavani do sirky
3) Prohledavani do hloubky




Znackovani vrcholu

Vrcholum pfifazujeme znacky, pokud vrchol zna¢ku ma3,
pak do nej vede cesta z daneho vychoziho vrcholu =>
vyjadruje moznost

Vysledek Ize prevézt na korfenovy strom, pokud
zaznamename kazdou pouzitou hranu a jeji pocCateCni a
koncovy vrchol.

U neorientovanych grafu ma tato metoda maly vyznam
(pouze u velmi slozitych, kde neni zfejmé propojeni
jednotlivych vrcholu Casti grafu).




Algoritmus znackovani vrchold

Popis
metoda pro prohledavani grafu od vychoziho vrcholu v, pri

provadéni algoritmu se udéluji znacky vrcholim, do kterych
vede cesta z vychoziho vrcholu

Algoritmus

=

2.

vSechny vrcholy v grafu se nastavi jako neoznackované a
oznackuje se vrchol v

z pracovniho vrcholu se vybere hrana h takova, ze jeji pocatek
je ve vrcholu se znackou a jeji konec je ve vrcholu bez znacky

je-li nalezena takovato hrana, pak se pokracuje krokem 4,
jinak algoritmus konci a graf je prohledan

koncovy vrchol hrany h (bez znacky) se oznackuje, pokracuje
se krokem 2




Znackovani vrcholu




Znackovani vrcholu




Znackovani vrcholu




Znackovani vrcholu




Znackovani vrcholu

Viastnosti:

Odpovida na otazku: ,Je mozneé?"
Jednoduchy algoritmus

Malé casové naroky: max V(G) - 1
Nelze jej pouzit pri hledani cest s
urcitymi vlastnostmi (nejkratsi,
nejdelsi).




N I\

Prohledavani grafu do Sirky

Algoritmus lze prirovnat ke stepné reakci. Probiha tak,

ze pocatecnimu vrcholu oznacCime vsechny nasledniky,
\'& 4 ’ ’ ’ V 4 0

pak oznacime nasledniky nasledniku atd.

Metoda vede k nalezeni nejkratSi cesty, za predpokladu, ze
hrany maji stejnou hodnotu => nejmensi pocCet tahu.




N I\

Algoritmus prohledavani do sirky

Popis

Tato metoda slouzi k prohledavani grafu a to tim zplsobem, Ze se oznackuji vSichni naslednici

vychoziho vrcholu a dale se oznac¢kuji vSichni naslednici téchto naslednik( atd.. Tato metoda
se vyuziva pro nalezeni nejkratsSich cest = cest s nejmensim poctem hran (v pripadé hran
stejnych délek).

Algoritmus

O

(OV)

mame orientovany graf G s vychozim vrcholem v a hledame vSechny vrcholy i, do kterych
vede z vrcholu v orientovana cesta, mame zjistit nejkratsi cestu a jeji vzdalenost pro kazdy
vrchol

kazdy vrchol bude pri prohledavani oznackovan a budou mu pridéleny hodnoty : vrcholu, ze
kterého jsme do néj prisli a vzdalenost od vychoziho vrcholu, dale bude zapotrebi seznam typu
fronta, do kterého budeme ukladat vrcholy, které byly oznackovany, ale jesté nebyli
prohledavani jejich naslednici

pri popisu algoritmu oznacme funkci vzdalenosti jako V(i), funkci predchoziho vrcholu jako P(i)
a frontu nazveme jako fronta

pridélime znacku vrcholu v a v8echny ostatni vrcholy zUstanou beze znacky, vrcholu v
pridélime vzdalenost V(v) = 0 a pridame vrchol v do fronty

zjistime, je-li ve fronté néjaky vrchol, jestlize neni algoritmus konci

z fronty odebereme vrchol a budeme s nim pracovat pod nazvem i

proménnou j budeme postupné plnit neoznackovanymi vrcholy takovymi, kde mezi vrcholem i
a timto vrcholem je hrana. Vrchol j oznaékujeme a ptidélime mu pfedchldce P(j) = i, dale
nastavime vzdalenost od vychoziho vrcholu V(j) = V(i) + velikost hrany (i -> j) a pridame

vrchol j do fronty a vratime se ke kroku 2
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Prohledavani do sirky
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Prohledavani do Sirky
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Prohledavani do Sirky
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Prohledavani do Sirky
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Prohledavani do Sirky
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Prohledavani grafu do Sirky

Viastnosti:

Podobné casove naroky jako v pripade
znackovani vrchold: max V(G) - 1

Ziskame korenovy strom s nejmensim
poctem urovni




Prohledavani do hloubky

Podobd se pruzkumu nezndmych tras. Je zakladem pro
dal$i metody. Jdeme do hloubky grafu kam az muzeme
a pak se vracime a hledame odbocky, kterymi Ize dale

pokracovat.

AL v 4

jeho upravou a zaznamenavanim jednotlivych tras jej Ize
vyuzit pro hledani cest splnujicich nejakou specialni
podminku. Napriklad cesta zacinajici v r a obsahujici
vSechny vrcholy =Hamiltonovska cesta




Algoritmus prohledavani do hloubky

Popis

Prohledavani do hloubky najde v grafu vSechny vrcholy do nichz vede orientovana
cesta, s tim ze se algoritmus vraci po nalezené cesté zpét

Algoritmus

O mame orientovany graf G s vychozim vrcholem v

O  aktudlni vrchol, ve kterém se nachazime budeme oznacovat i a seznam cesta
bude obsahovat cestu k aktualnimu vrcholu

1.  jako aktualni vrchol se nastavi vrchol vychozi (i = v), vyprazdni se seznam cesta
v - s (o] v
a oznackuje se vrchol v a ostatni zustanou beze znacek

2. jako h oznacime hranu zacinajici v i, ktera jesté nebyla pouzita, jestlize takova
hrana existuje pokracujeme krokem 3, jinak krokem 5

3. koncovy vrchol hrany h oznac¢me jako j, je-li vrchol j jiz oznackovan pokracujeme
krokem 2, jinak krokem 4

4. do seznamu cesta priddme hranu h, oznackujeme vrchol j a nastavime vychozi
vrchol na j (i = j), pokracujeme krokem 2

5. jestlize je seznam cesta prazdny algoritmus kondi, jinak odebereme ze seznamu
hranu h, jeji pocatecni vrchol oznac¢ime jako i a pokracujeme krokem 2




Euleruv tah

Uzavreny:
= Vratime se do stejneho vrcholu

« Otevreny:
— Skonc¢ime v jiném vrcholu




Euleruv tah

Uzavreny:
OO0 Neorientovany - vrcholy maji sudy stupen

0 Orientovany - pocet vstupnich hran je stejny jako
pocet vystupnich

Otevreny:

 Neorientovany — obsahuje prave dva vrcholy s lichym
stupnem

« QOrientovany — stejné jako neor. + do jednoho vrcholu musi
hrana vchazet, z druhého vychazet.




Euleruv tah

Sedm mostu v Konigsbergu

it

Musi se zacit ve spodnich
vrcholech!




Nejkratsi cesty

Uloha: najit nejkratsi cestu

0 z daného vychoziho vrcholu do daneho cilového
vrcholu

0 z daného vychoziho vrcholu do kazdého vrcholu
[0 z kazdeho vrcholu do daneho ciloveho vrcholu
[0 mezi vSemi usporadanymi dvojicemi

Lze vynechat smyCky a rovnobezné hrany

2 >




. 0)
Dijkstruv alg.

g Q Slouzi k vyhledani nejkratSi cesty z poCatecCniho
& ﬁ uzlu do vSech ostatnich uzlt ohodnoceného grafu

A B C D E F mnoZina X
o 10, A 3 A 4 A max max A
- 8 C - 4, A 11, € max A, C
- 8 C - - 11, € 11, D A, CD
- - - = 11, C 11, D AGD B
— — — - — 11, D A,C,D,BE
— — — - — — A,C,D,BE
o+
Vysledek
& B C D E F



MATICE DELEK

Charakterizuje déelky hran mezi jednotlivymi
vrcholy. Definice:

a;= 0,
a;= delka hrany mezi vrcholy i a J;
Pokud zde hrana nevede, pak znacim nekonecno.




MATICE VZDALENOSTI

Charakterizuje vzdalenosti jednotlivych
vrcholu. Definice:

u;= 0,
u;= vzdalenost mezi vrcholy i a j;

Pokud do vrcholu | nevede cesta z | pak je U;
rovno nekonecnu.




MATICE VZDALENOSTI

Matice vzdalenost| je primo matici neJkratS|ch cest.
Pokud nas nezajima kudy cesta vede, Ize pouzit k jejimu
vypoc&tu nasledujici zpusoby:

1. Upravené nasobeni matic
2. Floyduv algoritmus




MATICE VZDALENOSTI

Floyduv algoritmus:
Podminka:
U@, j) > UG, k) + Uk, ) = UG, j) = UG, k) + U(k, j)

kD




MATICE VZDALENOSTI

Priklad: Minimalni naklady na dopravu zbozi

11 KC

7185150

0116 8 ™
0 0 oo 3
o 0 3
4 00 2
7 0500

0116 814
o0 0000 3
o0 3
400 2
7185150




MATICE VZDALENOSTI

Priklad: Minimalni naklady na dopravu zbo

V4

N

11 KC

7185 8 0




Zaverem

O Pouziti %rafﬁ je ndzornou pomuckou pfi feSeni
slozitych problemu.

O Slozita feseni se zpravidla jiz neobejdou bez
pouziti vypocetni techniky.

O Byl to jen letmy uyod, grafy se dale zabyvaji
toky, hledani cyklu, nejlevnejsich tahu, ulohami
O parovani...




