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Historickeé pfiklady Demografie

Rast populace

Euler, Malthus

L. Euler: Introductio in analysin infinitorum, Tomus
primus, Lausanne 1748

Leonhard Euler, 1707-1783
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Rast populace

Euler, Malthus

L. Euler: Introductio in analysin infinitorum, Tomus
primus, Lausanne 1748

x = x(t) - velikost populace v Case t

x(t+1) = x(t)+novorozeni—zemfeli
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Historickeé pfiklady Demografie

Rast populace

Euler, Malthus

L. Euler: Introductio in analysin infinitorum, Tomus
primus, Lausanne 1748

x = x(t) - velikost populace v Case t

x(t+1) = x(t)+novorozeni—zemfreli

Leonhard Euler, 1707-1783

Predpoklady:
mnozstvi novorozenych je Umérné x(t) b - porodnost
mnozstvi zemfelych je tmérné x(t) d - dmrtnost
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Rast populace

Euler, Malthus

L. Euler: Introductio in analysin infinitorum, Tomus
primus, Lausanne 1748

x = x(t) - velikost populace v Case t

x(t+1) = x(t)+bx(t)—dx(t)

Leonhard Euler, 1707-1783

Predpoklady:
mnozstvi novorozenych je Umérné x(t) b - porodnost
mnozstvi zemfelych je tmérné x(t) d - dmrtnost
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Rast populace

Euler, Malthus

L. Euler: Introductio in analysin infinitorum, Tomus
primus, Lausanne 1748

x = x(t) - velikost populace v Case t

x(t+1) = x(t)+bx(t) —dx(t) = x(t)(1+b—d)

Leonhard Euler, 1707-1783

Predpoklady:
mnozstvi novorozenych je Umérné x(t) b - porodnost
mnozstvi zemfelych je tmérné x(t) d - dmrtnost
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Historickeé pfiklady Demografie

Rast populace

Euler, Malthus
L. Euler: Introductio in analysin infinitorum, Tomus
primus, Lausanne 1748

x = x(t) - velikost populace v Case t

x(t+1) = x(t)+bx(t) —dx(t) = x(t)(1+b—d)

Leonhard Euler, 1707-1783

Predpoklady:

mnozstvi novorozenych je Umérné x(t) b - porodnost

mnozstvi zemfelych je tmérné x(t) d - amrtnost (d < 1 + b)
r=1+b—-d
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Rast populace

Euler, Malthus
L. Euler: Introductio in analysin infinitorum, Tomus
primus, Lausanne 1748

x = x(t) - velikost populace v Case t

x(t+1) = rx(¢)

Leonhard Euler, 1707-1783

Predpoklady:

mnozstvi novorozenych je Umérné x(t) b - porodnost
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Historickeé pfiklady Demografie

Rast populace

Euler, Malthus

L. Euler: Introductio in analysin infinitorum, Tomus
primus, Lausanne 1748

x = x(t) - velikost populace v Case t

x(t+1) =rx(t), x(0)=xo
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Historickeé pfiklady Demografie

Rast populace

Euler, Malthus

L. Euler: Introductio in analysin infinitorum, Tomus
primus, Lausanne 1748

x = x(t) - velikost populace v Case t

x(t+1)=rmx(t), x(0)=xo — x(t)=xor"
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Historickeé pfiklady Demografie

Rast populace

Euler, Malthus

L. Euler: Introductio in analysin infinitorum, Tomus
primus, Lausanne 1748

x = x(t) - velikost populace v Case t

x(t+1)=rmx(t), x(0)=xo — x(t)=xor"

T.R. Malthus: An Essay on the Principle of Popu-
lation, London 1798

Velikost populace roste jako geometricka posloup-
nost, mnozstvi zdroji jako aritmeticka posloup-

nost.
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Historickeé pfiklady Demografie

Rast populace

Euler, Sii3milch

J.P. SuBmilch: Die géttliche Ordnung in der Verdnde-
rungen des menschlichen Geschlechts aus der Gebur,
der Tode un der Fortpflanzung desselben, Berlin 1761
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Rast populace

Euler, Sii3milch

J.P. SuBmilch: Die géttliche Ordnung in der Verdnde-
rungen des menschlichen Geschlechts aus der Gebur,
der Tode un der Fortpflanzung desselben, Berlin 1761

L. Euler: Recherches génerales sur la mortalité et la
multiplication du genre humain. Hist. Acad. R. Sci.
B-Lett. Berl. 16, 144-164, 1760/1767

Johann Peter SURmilch,
1707-1767
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Rast populace

Euler, Sii3milch

J.P. SuBmilch: Die géttliche Ordnung in der Verdnde-
rungen des menschlichen Geschlechts aus der Gebur,
der Tode un der Fortpflanzung desselben, Berlin 1761

L. Euler: Recherches génerales sur la mortalité et la
multiplication du genre humain. Hist. Acad. R. Sci.
B-Lett. Berl. 16, 144-164, 1760/1767

Johann Peter SURmilch,
1707-1767

Pfedpoklady:
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Rast populace

Euler, Sii3milch

J.P. SuBmilch: Die géttliche Ordnung in der Verdnde-
rungen des menschlichen Geschlechts aus der Gebur,
der Tode un der Fortpflanzung desselben, Berlin 1761

L. Euler: Recherches génerales sur la mortalité et la
multiplication du genre humain. Hist. Acad. R. Sci.
B-Lett. Berl. 16, 144-164, 1760/1767

Johann Peter SURmilch,
1707-1767

Pfedpoklady:
m Lidé se Zeni a vdavaji ve 20 letech.
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Rast populace

Euler, Sii3milch

J.P. SuBmilch: Die géttliche Ordnung in der Verdnde-
rungen des menschlichen Geschlechts aus der Gebur,
der Tode un der Fortpflanzung desselben, Berlin 1761

L. Euler: Recherches génerales sur la mortalité et la
multiplication du genre humain. Hist. Acad. R. Sci.
B-Lett. Berl. 16, 144-164, 1760/1767

Johann Peter SURmilch,
1707-1767

Pfedpoklady:
m Lidé se Zeni a vdavaji ve 20 letech.
m Kazdy par ma 6 déti, 3 chlapce a 3 dévcata.
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Rast populace

Euler, Sii3milch

J.P. SuBmilch: Die géttliche Ordnung in der Verdnde-
rungen des menschlichen Geschlechts aus der Gebur,
der Tode un der Fortpflanzung desselben, Berlin 1761

L. Euler: Recherches génerales sur la mortalité et la
multiplication du genre humain. Hist. Acad. R. Sci.
B-Lett. Berl. 16, 144-164, 1760/1767

Johann Peter Sumilch,
1707-1767

Pfedpoklady:
m Lidé se Zeni a vdavaji ve 20 letech.
m Kazdy par ma 6 déti, 3 chlapce a 3 dévcata.
m Prvni par déti ,vyprodukuji“ rodi¢e ve 22, druhy ve 24 a tfeti v 26
letech.
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Euler, Sii3milch

J.P. SuBmilch: Die géttliche Ordnung in der Verdnde-
rungen des menschlichen Geschlechts aus der Gebur,
der Tode un der Fortpflanzung desselben, Berlin 1761

L. Euler: Recherches génerales sur la mortalité et la
multiplication du genre humain. Hist. Acad. R. Sci.
B-Lett. Berl. 16, 144-164, 1760/1767

Johann Peter Sumilch,
1707-1767

Pfedpoklady:
m Lidé se Zeni a vdavaji ve 20 letech.
m Kazdy par ma 6 déti, 3 chlapce a 3 dévcata.
m Prvni par déti ,vyprodukuji“ rodi¢e ve 22, druhy ve 24 a tfeti v 26
letech.

m Lidé umiraji ve 40 letech
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Historickeé pfiklady Demografie

Rast populace

Euler, Sii3milch
Johann Peter Sumilch,
1707-1767
Predpoklady:

m Lidé se Zeni a vdavaji ve 20 letech.
m Kazdy par ma 6 déti, 3 chlapce a 3 dévcata.
m Prvni par déti ,vyprodukuji“ rodice ve 22, druhy ve 24 a tfeti v 26
letech.
m Lidé umiraji ve 40 letech
t — Cas, jednotka je 2 roky
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Historickeé pfiklady Demografie

Rast populace
Euler, Sii3milch

n(t) = n(t—11)+n(t—12) +n(t — 13)

Johann Peter Stiftmilch,
1707-1767

Predpoklady:
m Lidé se Zeni a vdavaji ve 20 letech.
m Kazdy par ma 6 déti, 3 chlapce a 3 dévcata.
m Prvni par déti ,vyprodukuji“ rodi¢e ve 22, druhy ve 24 a tfeti v 26
letech.
m Lidé umiraji ve 40 letech
t — Cas, jednotka je 2 roky
n = n(t) — pocet novorozenych parl v ¢ase t
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Rast populace
Euler, Sii3milch

n(t) = n(t—11)+n(t—12) +n(t — 13)
d(t) = n(t—20)

Johann Peter Stiftmilch,
1707-1767

Predpoklady:
m Lidé se Zeni a vdavaji ve 20 letech.
m Kazdy par ma 6 déti, 3 chlapce a 3 dévcata.
m Prvni par déti ,vyprodukuji“ rodice ve 22, druhy ve 24 a tfeti v 26
letech.
m Lidé umiraji ve 40 letech
t — Cas, jednotka je 2 roky
n = n(t) — pocet novorozenych parl v ¢ase t
d = d(t) — poctet zemrelych par(i v ¢ase t
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Rast populace
Euler, Sii3milch

n(t) n(t—11) +n(t — 12) + n(t — 13)
d(t) = n(t—20)
x(t) = x(t—1)+n(t) —d(t)

Johann Peter Stiftmilch,
1707-1767

Predpoklady:
m Lidé se Zeni a vdavaji ve 20 letech.
m Kazdy par ma 6 déti, 3 chlapce a 3 dévcata.
m Prvni par déti ,vyprodukuji“ rodice ve 22, druhy ve 24 a tfeti v 26
letech.
m Lidé umiraji ve 40 letech
t — Cas, jednotka je 2 roky
n = n(t) — pocet novorozenych parl v ¢ase t
d = d(t) — poctet zemrelych par(i v ¢ase t

Noeer
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Historickeé pfiklady Demografie

Rast populace
Leslie, Caswell

PH. Leslie: On the use of matrices in certain popu-
lation mathematics. Biometrika 33, 213-245, 1945

Patrick Holt Leslie, 1900-1972
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Historickeé pfiklady Demografie

Rast populace
Leslie, Caswell

PH. Leslie: On the use of matrices in certain popu-
lation mathematics. Biometrika 33, 213-245, 1945

Krysy ve skladech obili
Patrick Holt Leslie, 1900-1972

t — Cas, jednotka je 1 mésic

k — maximalni mozny vék samice

n; = n;(t) — pocet samic véku (i — 1,i)vaset,i=1,2,...k

fi — plodnost samice véku i; f; > 0,i=1,2,...,k

p; — pravdépodobnost preziti samice vékové tfidy i — 1 do tfidy i;

O<pi<?l,i=1,2,...,k—-1
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Rast populace
Leslie, Caswell

PH. Leslie: On the use of matrices in certain popu-
lation mathematics. Biometrika 33, 213-245, 1945

Krysy ve skladech obili
Patrick Holt Leslie, 1900-1972

t — Cas, jednotka je 1 mésic

k — maximalni mozny vék samice

n; = n;(t) — pocet samic véku (i — 1,i)vaset,i=1,2,...k

fi — plodnost samice véku i; f; > 0,i=1,2,...,k

p; — pravdépodobnost preziti samice vékové tfidy i — 1 do tfidy i;

O<pi<?l,i=1,2,...,k—-1

m(t+1)=fine(t) + fm(t) + - - + fum(2)
ﬂ[(l’-i-l) :p,'f'l,‘,1(l')7 i:2,3,...,k
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Rast populace
Leslie, Caswell

PH. Leslie: On the use of matrices in certain popu-
lation mathematics. Biometrika 33, 213-245, 1945

Krysy ve skladech obili

Patrick Holt Leslie, 1900-1972

nm(t+1) A L B fier Sk n(t)
ﬂz(t + 1) pr O 0o ... 0 0 nz(t)
n;(t =+ 1) 0 P2 0o ... 0 0 n;(t)
n(t+1) =10 0 ps 0 0 n4(t)
nk(t.+ 1) O 0 0 .. pk_1 0 nk.(t)
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Rast populace
Leslie, Caswell

PH. Leslie: On the use of matrices in certain popu-
lation mathematics. Biometrika 33, 213-245, 1945

Krysy ve skladech obili

Patrick Holt Leslie, 1900-1972

nm(t+1) A L B fier Sk n(t)
ﬂz(t + 1) pr O 0o ... 0 0 nz(t)
n;(t =+ 1) 0 P2 0o ... 0 0 n;(t)
n(t+1) =10 0 ps 0 0 n4(t)
nk(t.+ 1) O 0 0 .. pk_1 0 nk.(t)

n(t+ 1) = An(t)
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Historickeé pfiklady Demografie

Rast populace
Leslie, Caswell

H. Caswell: Matrix Population Models, Sinauer, 2001

n(t+1) = An(t)
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Uzite¢nost ockovani

Bernoulli, dAlembert
D. Bernoulli: Essai d'une nouvelle analyse de la mor-
talité causée par la petite vérole et des avantages de

Uinoculation pour le prévenir. Hist. Acad. R. Sci. Paris,
1-45,1760/1766

Z.Pospisil « Dynamické systémy -« 25. listopadu 2021

Daniel Bernoulli,
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Uzite¢nost ockovani

Bernoulli, dAlembert

D. Bernoulli: Essai d'une nouvelle analyse de la mor-
talité causée par la petite vérole et des avantages de
Uinoculation pour le prévenir. Hist. Acad. R. Sci. Paris,
1-45,1760/1766

Clovék se rodi citlivy k nakaze nestovicemi.

Kdo nestovice prezije, je k nim imunni.

Existuje konstantni intenzita nakazy gq.
Existuje konstantni intenzita umrti na nestovice p.

Intenzita umrti z jinych pfi¢in zavisi na véku.
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Uzite¢nost ockovani

Bernoulli, dAlembert

D. Bernoulli: Essai d'une nouvelle analyse de la mor-
talité causée par la petite vérole et des avantages de
Uinoculation pour le prévenir. Hist. Acad. R. Sci. Paris,
1-45,1760/1766

Clovék se rodi citlivy k nakaze nestovicemi.

Kdo nestovice pfezije, je k nim imunni.

Existuje konstantni intenzita nakazy gq.

Existuje konstantni intenzita umrti na nestovice p.

Intenzita umrti z jinych pfi¢in zavisi na véku.

Daniel Bernoulli,
1700-1782

S = S(x), R = R(x) — pocet citlivych, rezistentnich jedincd véku x.
P = P(x) = S(x) + R(x)
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Uzite¢nost ockovani

Bernoulli, dAlembert

D. Bernoulli: Essai d'une nouvelle analyse de la mor-
talité causée par la petite vérole et des avantages de
Uinoculation pour le prévenir. Hist. Acad. R. Sci. Paris,
1-45,1760/1766

Clovék se rodi citlivy k nakaze nestovicemi.

Kdo nestovice prezije, je k nim imunni.

Existuje konstantni intenzita nakazy gq.
Existuje konstantni intenzita umrti na nestovice p.

Intenzita umrti z jinych pfi¢in zavisi na véku.

S = S(x), R = R(x) — pocet citlivych, rezistentnich jedincd véku x.

P = P(x) = S(x) + R(x)

ds

== g5 — pu(x)S
3’,5 qS — p(x)

= —g(1 - _

P q(1 —p)S — p(x)R
dp

= =—pgS — p(x)P
L= P w(x)
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== ¢S — pu(x)S
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Uzite¢nost ockovani

Bernoulli, dAlembert

D. Bernoulli: Essai d'une nouvelle analyse de la mor-
talité causée par la petite vérole et des avantages de
Uinoculation pour le prévenir. Hist. Acad. R. Sci. Paris,
1-45,1760/1766

Clovék se rodi citlivy k nakaze nestovicemi.

Kdo nestovice pfezije, je k nim imunni.

Existuje konstantni intenzita nakazy gq.

Existuje konstantni intenzita umrti na nestovice p.

Intenzita umrti z jinych pfi¢in zavisi na véku.

Daniel Bernoulli,

S = S(x), R = R(x) — pocet citlivych, rezistentnich jedincd véku x.

P = P(x) = S(x) + R(x)

ds

== ¢S — pu(x)S
g’ﬁ qS — p(x)
= =—pgS — p(x)P
o= P w(x)

Pokud se ockuje, g = 0.
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Uzite¢nost ockovani

Bernoulli, dAlembert

D. Bernoulli: Essai d'une nouvelle analyse de la mor-
talité causée par la petite vérole et des avantages de
Uinoculation pour le prévenir. Hist. Acad. R. Sci. Paris,
1-45,1760/1766

Clovék se rodi citlivy k nakaze nestovicemi.

Kdo nestovice pfezije, je k nim imunni.

Existuje konstantni intenzita nakazy gq.

Existuje konstantni intenzita umrti na nestovice p.

Intenzita umrti z jinych pfi¢in zavisi na véku.

Daniel Bernoulli,

S = S(x), R = R(x) — pocet citlivych, rezistentnich jedincd véku x.

p— P(X) — S(X) + R(X) 1700-1782
ds
45— u(x)s
Ele(' ’ " dpP*
R — P — P*
o~ IS — k0P, I w(x)

Pokud se ockuje, g = 0.
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Uzite¢nost ockovani

Bernoulli, dAlembert

D. Bernoulli: Essai d'une nouvelle analyse de la mor-
talité causée par la petite vérole et des avantages de
Uinoculation pour le prévenir. Hist. Acad. R. Sci. Paris,
1-45,1760/1766

Clovék se rodi citlivy k nakaze nestovicemi.

Kdo nestovice pfezije, je k nim imunni.

Existuje konstantni intenzita nakazy gq.

Existuje konstantni intenzita umrti na nestovice p.

Intenzita umrti z jinych pfi¢in zavisi na véku.

Daniel Bernoulli,

S = 5(x), R = R(x) — pocet citlivych, rezistentnich jedincl véku x.

P = P(x) = S(x) + R(x)

ds

== g5 — pu(x)S

g)fg o dp*

= — _pgS — P = —u(x)P*
o= P r(X)P, o p(x)

Pokud se ockuje, g = 0.

Ockovani prodluzuje o¢ekavanou dobu doziti o 3 roky. Je vyhodné, pokud je

umrtnost na oCkovani nejvyse 11% (byla < 1%).
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Uzite¢nost ockovani

Bernoulli, dAlembert

J. dAlembert: Sur lapplication du calcul des proba-
bilités a Uinoculation de la petite vérole. Opuscules
mathématiques Il, 26-95, 1761

Clovék se rodi citlivy k nakaze netovicemi.

Kdo nestovice prezije, je k nim imunni.

Existuje konstantni intenzita nakazy gq.

Existuje konstantni intenzita umrti na neStovice p.

Intenzita umrti z jinych pfi¢in zavisi na véku. g
Jean d’Alembert,
1717-1783

S = S(x), R = R(x) — pocet citlivych, rezistentnich jedincd véku x.
P = P(x) = S(x) + R(x)

ds

== ¢S — pu(x)S

Eibfg o dp*

= = —pgS — p(x)P = —pu(x)P*
o= P (X)P, o p(x)

Pokud se ockuje, g = 0.
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Uzite¢nost ockovani

Bernoulli, dAlembert

J. dAlembert: Sur lapplication du calcul des proba-
bilités a Uinoculation de la petite vérole. Opuscules
mathématiques Il, 26-95, 1761

Clovék se rodi citlivy k nakaze netovicemi.

Kdo nestovice prezije, je k nim imunni.

Intenzita nakazy v zavisi na véku.

Existuje konstantni intenzita umrti na neStovice p.

Intenzita umrti z jinych pfi¢in zavisi na véku.
Jean d’Alembert,
1717-1783

S = S(x), R = R(x) — pocet citlivych, rezistentnich jedincd véku x.
P = P(x) = S(x) + R(x)

ds

== ¢S — pu(x)S

g)fg o dp*

= = —pgS — p(x)P = —pu(x)P*
o= P (X)P, o p(x)

Pokud se ockuje, v(x) =?
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Uzite¢nost ockovani

Bernoulli, dAlembert

J. dAlembert: Sur lapplication du calcul des proba-
bilités a Uinoculation de la petite vérole. Opuscules
mathématiques Il, 26-95, 1761

Clovék se rodi citlivy k nakaze netovicemi.

Kdo nestovice prezije, je k nim imunni.

Intenzita nakazy v zavisi na véku.

Existuje konstantni intenzita umrti na neStovice p.

Intenzita umrti z jinych pfi¢in zavisi na véku.
Jean d’Alembert,
1717-1783

S = S(x), R = R(x) — pocet citlivych, rezistentnich jedincd véku x.
P = P(x) = S(x) + R(x)

d—i =—v(x)S — pu(x)S

& —pu0)s — ()P

Pokud se ockuje, v(x) =?
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Uzite¢nost ockovani

Bernoulli, dAlembert

J. dAlembert: Sur lapplication du calcul des proba-
bilités a Uinoculation de la petite vérole. Opuscules
mathématiques Il, 26-95, 1761

Clovék se rodi citlivy k nakaze netovicemi.

Kdo nestovice prezije, je k nim imunni.

Intenzita nakazy v zavisi na véku.
Existuje konstantni intenzita umrti na neStovice p.

Intenzita umrti z jinych pfi¢in zavisi na véku.

Jean d’Alembert,
1717-1783
S = S(x), R = R(x) — pocet citlivych, rezistentnich jedincd véku x.
P = P(x) = S(x) + R(x)

i—i =—v(x)S — pu(x)S
& pr0)s — ()P

Pokud se oc¢kuje, v(x) =?
Bez znalosti funkce v nelze délat zavéry.
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Eradikace malarie
Ross

R. Ross: The prevention of Malaria, John Murray, 1910

Ronald Ross,
1857-1931
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Eradikace malarie
Ross

R. Ross: The prevention of Malaria, John Murray, 1910

Lodni lékar

Ronald Ross,
1857-1931
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Eradikace malarie
Ross

R. Ross: The prevention of Malaria, John Murray, 1910

Lodni lékar
Basnik a dramatik

This day relenting God
Hath placed within my hand
A wongrous thlng; and God Ronald Ross,
Be praised. At His command, 1857-1931
Seeking His secret deeds

With tears and toiling breath,

I find thy cunning seeds,

O million-murdering Death.

I know this little thing

A myriad men will save.

O Death, where is thy sting?

Thy victory, O Grave?
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Eradikace malarie
Ross

R. Ross: The prevention of Malaria, John Murray, 1910

Lodni lékar
Basnik a dramatik
Samouk v matematice

Ronald Ross,
1857-1931
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Eradikace malarie
Ross

R. Ross: The prevention of Malaria, John Murray, 1910

Lodni Lékar

Basnik a dramatik

Samouk v matematice

Lékar v koloniich (Indie, Cina)
Profesor tropické mediciny

Ronald Ross,
1857-1931
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Eradikace malarie
Ross

R. Ross: The prevention of Malaria, John Murray, 1910

Lodni Lékar

Basnik a dramatik

Samouk v matematice

Lékar v koloniich (Indie, Cina)
Profesor tropické mediciny

Ronald Ross,

Laureat Nobelovy ceny 1902 1857-1931
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Eradikace malarie
Ross

R. Ross: The prevention of Malaria, John Murray, 1910

Lodni Lékar

Basnik a dramatik

Samouk v matematice

Lékar v koloniich (Indie, Cina)
Profesor tropické mediciny

Ronald Ross,
Laureat Nobelovy ceny 1902 1857-1931
N — pocet lidi M — pocet komarQ
x = x(t) — pocet nakazenych z = z(t) — pocet infekénich
b — intenzita pfenosu komar — ¢lovék ¢ — intenzita prenosu ¢lovék — komar
r — rychlost uzdraveni g — mortalita komaru

a — intenzita napadani lidi komary
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Eradikace malarie

Ross
N — pocet lidi M — pocet komarl
x = x(t) — pocet nakazenych z = z(t) — pocet infekénich
b — intenzita pfenosu komar — ¢lovék ¢ — intenzita prenosu ¢lovék — komar
r — rychlost uzdraveni g — mortalita komaru

a — intenzita napadani lidi komary

X
Z—1IX

zZ = wa-M-2)—gz
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Eradikace malarie

Ross
N — pocet lidi M — pocet komarl
x = x(t) — pocet nakazenych z = z(t) — pocet infekénich
b — intenzita pfenosu komar — ¢lovék ¢ — intenzita prenosu ¢lovék — komar
r — rychlost uzdraveni g — mortalita komaru

a — intenzita napadani lidi komary

X
x = ba z—rx

7 = ca%(M —-2)—gz

cba*M — grN . cba®M —grN

Equilibrium: x = @M T carN 2= cba? + bag
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Eradikace malarie

Ross
N — pocet lidi M — pocet komarl
x = x(t) — pocet nakazenych z = z(t) — pocet infekénich
b — intenzita pfenosu komar — ¢lovék ¢ — intenzita prenosu ¢lovék — komar
r — rychlost uzdraveni g — mortalita komaru

a — intenzita napadani lidi komary

X
x = ba z—rx

7 = ca%(M —-2)—gz

Equilibrium: x* = LTM=gN . _ cba’™ —giN
q T ba@®M+carN' T cba? + bag

, . M gr
Podminka existence: — > ——
| X1 N > cbaz
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Klasifikace epidemii

McKendrick, Kermack

W.0. Kermack, A.G. McKendrick: A contribution to the mathematical theory
of epidemics. Proc. R. Soc. Lond. A, 107, 700-721, 1927

Anderson Gray McKendrick, William Ogilvy Kermack,
1876-1943 1898-1970
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Klasifikace epidemii

McKendrick, Kermack

W.0. Kermack, A.G. McKendrick: A contribution to the mathematical theory
of epidemics. Proc. R. Soc. Lond. A, 107, 700-721, 1927

Anderson Gray McKendrick, William Ogilvy Kermack,
1876-1943 1898-1970
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Klasifikace epidemii

McKendrick, Kermack

W.0. Kermack, A.G. McKendrick: A contribution to the mathematical theory
of epidemics. Proc. R. Soc. Lond. A, 107, 700-721, 1927

Anderson Gray McKendrick, William Ogilvy Kermack,
1876-1943 1898-1970
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Klasifikace epidemii
McKendrick, Kermack

W.0. Kermack, A.G. McKendrick: A contribution to the mathematical theory
of epidemics. Proc. R. Soc. Lond. A, 107, 700-721, 1927

Anderson Gray McKendrick, William Ogilvy Kermack,
1876-1943 1898-1970
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Klasifikace epidemii

McKendrick, Kermack

W.0. Kermack, A.G. McKendrick: A contribution to the mathematical theory
of epidemics. Proc. R. Soc. Lond. A, 107, 700-721, 1927

S / R
Anderson Gray McKendrick, William Ogilvy Kermack,
1876-1943 1898-1970
S'=—8SI
I' =BSI—~l
/ pr—
R =~l
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Klasifikace epidemii

McKendrick, Kermack

W.0. Kermack, A.G. McKendrick: A contribution to the mathematical theory
of epidemics. Proc. R. Soc. Lond. A, 107, 700-721, 1927

S / R
Anderson Gray McKendrick, William Ogilvy Kermack,
1876-1943 1898-1970
S'=—pSI o
I =BSI—~I & | —
R/ = ’7/ :: &1 \ ) ——
; & \\
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Klasifikace epidemii
McKendrick, Kermack

W.0. Kermack, A.G. McKendrick: A contribution to the mathematical theory
of epidemics. Proc. R. Soc. Lond. A, 107, 700-721, 1927

S / R
Anderson Gray McKendrick, William Ogilvy Kermack,
1876-1943 1898-1970
S'=—8SI
I' =BSI—~l — w
/ gy 0
R '=~l K Yo
§ou L \
o ) %
w0 d N
200) 66 06
00095° S04,
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Historickeé pfiklady Epidemiologie

Klasifikace epidemii
McKendrick, Kermack

R. KUs: Deterministické modely v epidemiologii. BP MU 2013

Belgium: 14.11.10 - 24.04.11 Belgium: 14.11.10 - 24.04.11
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Historickeé pfiklady Popula¢ni dynamika

Model dravec-kofrist (konzument-producent)

Lotka, Volterra, Gause

AJ. Lotka: Undamped oscillation derived from the law
of mass action.J. Amer.Chem. Soc. 42,1595-1599, 1920

AJ. Lotka: Elements of Physical Biology. Willi-
ams&Wilkins, 1925

V. Volterra: Variazioni e fluttuazioni del numero
d’individui in specie animali conviventi. Mem. Accad.
Lincei 6,31-113, 1926

V. Volterra: Lecons sur la Théorie Mathématique de la
Lutte pour la Vie. Gauthier-Villars, 1931

G.F. Gause: The struggle for existence. Willi-
ams&Wilkins, 1934
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Alfred Lotka,

1880-1949

Vito Volterra,

1860-1940

leopruin ®paHuesuy fayse,

1910-1986
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Historickeé pfiklady Popula¢ni dynamika

Model dravec-kofrist (konzument-producent)
Lotka, Volterra, Gause

x = x(t) — velikost populace kofisti (producenta)
y = y(t) — velikost populace dravce (konzumenta)
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Historickeé pfiklady Popula¢ni dynamika

Model dravec-kofrist (konzument-producent)
Lotka, Volterra, Gause

x = x(t) — velikost populace kofisti (producenta)
y = y(t) — velikost populace dravce (konzumenta)

x' =ax — bxy
y' =—cy +dxy
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Historickeé pfiklady Popula¢ni dynamika

Model dravec-kofrist (konzument-producent)
Lotka, Volterra, Gause

x = x(t) — velikost populace kofisti (producenta)
y = y(t) — velikost populace dravce (konzumenta)

x' =ax — bxy
y' =—cy +dxy

Size

Prey population

Predator population

Time
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Historickeé pfiklady Popula¢ni dynamika

Ekologicka stabilita

Svirezev, Logofet, Thieme, Smith

H0.M. Ceupexes, [.0. JlorodeT: Ycmouuusocms 6uono2udeckuy cooblllecms.
Hayka, 1978

H.L. Smith, H.R. Thieme: Dynamical Systems and Population Persistence. AMS,
2011

lOpuin M. CBupexes Omutpuin O. Noroder Horst R. Thieme Hal L. Smith
1938-2007
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Historickeé pfiklady Ekonomie
Tidni boj
Goodwin

R.M. Goodwin: A Growth cycle. in C.H. Feinstein (ed.):
Socialism, Capitalism & Economic Growth. Cambridge
Univ. Press, 1967

Richard M. Goodwin,
1913-1996
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Historickeé pfiklady Ekonomie
T¥idni boj
Goodwin

R.M. Goodwin: A Growth cycle. in C.H. Feinstein (ed.):
Socialism, Capitalism & Economic Growth. Cambridge
Univ. Press, 1967

Pfedpoklady:

e Veskera Cista produkce je investovana.

e Relativni zména poctu obyvatel je konstantni.

e Projevuje se staly rovnomérny pokrok.
Relativni pfirGstek produktivity je konstantni a.

e Mzdova sazba zavisi na zaméstananosti.
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Richard M. Goodwin,
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Historickeé pfiklady Ekonomie
T¥idni boj
Goodwin

R.M. Goodwin: A Growth cycle. in C.H. Feinstein (ed.):
Socialism, Capitalism & Economic Growth. Cambridge
Univ. Press, 1967

Pfedpoklady:

e Veskera Cista produkce je investovana.

e Relativni zména poctu obyvatel je konstantni.

e Projevuje se staly rovnomérny pokrok.
Relativni pfirGstek produktivity je konstantni a.

e Mzdova sazba zavisi na zaméstananosti.

Y produkce

L prace (pocet pracujicich)
w mzda

N pocet obyvatelstva
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Historickeé pfiklady Ekonomie
T¥idni boj
Goodwin

R.M. Goodwin: A Growth cycle. in C.H. Feinstein (ed.):
Socialism, Capitalism & Economic Growth. Cambridge
Univ. Press, 1967

Pfedpoklady:

e Veskera Cista produkce je investovana.

e Relativni zména poctu obyvatel je konstantni.

e Projevuje se staly rovnomérny pokrok.
Relativni pfirGstek produktivity je konstantni a.

e Mzdova sazba zavisi na zaméstananosti.

Y produkce
L prace (pocet pracujicich)
w mzda
N pocet obyvatelstva
v=uv(t) = % zaméstnanost

WL . -
u=u(t) = v podil mzdy na produkci
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Historickeé pfiklady Ekonomie
T¥idni boj
Goodwin
R.M. Goodwin: A Growth cycle. in C.H. Feinstein (ed.):

Socialism, Capitalism & Economic Growth. Cambridge
Univ. Press, 1967

Pfedpoklady:

e VeSkera Cista produkce je investovana.

e Relativni zména poctu obyvatel je konstantni.
e Projevuje se staly rovnomérny pokrok.

Relativni pfirGistek produktivity je konstantni a. Richard M. Goodwin,
e Mzdova sazba zavisi na zaméstananosti. 1913-1996
Y produkce
L prace (pocet pracujicich) W
w mzda W= »(v) Phillipsova kfivka
N pocet obyvatelstva
L M
v=yv(t) = N zaméstnanost
WL . .
u=u(t) = v podil mzdy na produkci
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Historickeé pfiklady Ekonomie
T¥idni boj
Goodwin

R.M. Goodwin: A Growth cycle. in C.H. Feinstein (ed.):
Socialism, Capitalism & Economic Growth. Cambridge
Univ. Press, 1967

Pfedpoklady:

e VeSkera Cista produkce je investovana.

e Relativni zména poctu obyvatel je konstantni.
e Projevuje se staly rovnomérny pokrok.

Relativni pfirGistek produktivity je konstantni a. Richard M. Goodwin,
e Mzdova sazba zavisi na zaméstananosti. 1913-1996
Y produkce
L prace (pocet pracujicich) W
w mzda W= »(v) Phillipsova kfivka
N pocet obyvatelstva
L M
v=yv(t) = N zaméstnanost v =u(p(v) - @)
L , . V' =v(y — ou)
u=u(t) = WT podil mzdy na produkci
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Piklad

Rist homogenni populace
x(t) - velikost populace v ¢ase t, ktery plyne v ,pfirozenych“ jednotkach
x(t + 1) = x(t) — uhynuli + narozeni
x(t+1) = x(t) — dx(t) + bx(t) = (1 — d + b)x(t) = rx(t)

d - dmrtnost (pravdépodobnost umrti béhem ¢asové jednotky), d € (0, 1)
b - porodnost (priimérny pocet potomk( jedince), b > 0
r=1-—d+ b - rdstovy koeficient, r > 0

x(t+1) = rx(¢)

Rekurentni formule pro geometrickou posloupnost
x(0) = xo — pocatecni velikost populace

x(t) = xor*
r>1,t.b>d, populaceroste
r=1,1.b=d, populace ma konstatntni velikost
r<1, tj.b<d, populacevymira
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Piklad

Rist homogenni populace

x(t+ 1) =rx(t), x(0)=xo
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Piklad

Rist homogenni populace

rlstovy koeficient
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Piklad

Rist homogenni populace

rlstovy koeficient

zavisi na velikosti populace
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Piklad

Rist homogenni populace s omezenymi zdroji
x(t+1)
x(t)
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Piklad

Rist homogenni populace s omezenymi zdroji

Euler, Malthus: x(t+1)
x(t+1) = rx(¢) x(t)
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Piklad

Rist homogenni populace s omezenymi zdroji

Euler, Malthus: x(t+1)
x(t+1) = rx(¢) x(t)

Maynard Smith, May

x(t+1) = (r —(r— 1)%) x(t)
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Piklad

Rist homogenni populace s omezenymi zdroji

Euler, Malthus: x(t+1)
x(t+1) = rx(¢) x(t)

Maynard Smith, May

x(t+1) = (r —(r— 1)%) x(t)

Pielou, Beverton-Holt:
x(t+1)= x(t)
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Piklad

Rist homogenni populace s omezenymi zdroji

Euler, Malthus: x(t+1)
x(t+1) = rx(¢) x(t)

Maynard Smith, May

x(t+1) = (r —(r— 1)%) x(t)

Pielou, Beverton-Holt:

x(t+1)= x(t)
Ricker: o
x(t+1) =% x(t)
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Piklad

Rist homogenni populace s omezenymi zdroji

Euler, Malthus: x(t+1)
x(t+1) = rx(¢) x(t)
Ax(t) = (r — 1)x(t) d
Maynard Smith, May
x(t)
x(t+1)=(r—(r— 1)T x(t)
Lo TS :
K
Pielou, Beverton-Holt:

x(t+1)= x(t)
Ricker: o
x(t+1) =% x(t)
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Piklad

Rist homogenni populace s omezenymi zdroji

Euler, Malthus:
x(t+1) = rx(t)

x(t+1)
x(t)

Ax(t) = (r — 1)x(t)

Maynard Smith, May
x(t+1)= (r —(r— 1)%) x(t)

Ax(t) = (r—1) (1 - %) x(t) 1

Pielou, Beverton-Holt:
x(t+1)= x(t)

Ricker:

x(t+1) = - x(t)
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Piklad

Rist homogenni populace s omezenymi zdroji

Euler, Malthus: x(t+1)
x(t+1) = rx(¢) x(t)

Ax(t) = (r — 1)x(t)

Maynard Smith, May
x(t+1)= (r —(r— 1)%) x(t)

Ax(t)=(r—1) (1 — &Kt)) x(t) L

Pielou, Beverton-Holt:

x(t+1)= x(t)
Ricker: )
x(t+1)=r""% x(t)

Ax(t) = (1 - %) x(t)

1+(r—1)$
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Piklad

Rist homogenni populace s omezenymi zdroji

Euler, Malthus:
x(t+1) = rx(t)

x(t+1)
x(t)

Ax(t) = (r — 1)x(t)

Maynard Smith, May
x(t+1)= (r —(r— 1)%) x(t)

Ax(t) = (r—1) (1 - %) x(t) 1

Pielou, Beverton-Holt:
x(t+1)= x(t)

Ax(t) :r71 (1 - ﬁKt)) x(t+1)

Ricker:

x(t+1) = - x(t)
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Piklad

Rist homogenni populace s omezenymi zdroji

Euler, Malthus:
x(t+1) = rx(t)

x(t+1)
x(t)

Ax(t) = (r — 1)x(t)

Maynard Smith, May

x(t+1) = (r —(r— 1)%) x(t)

Ax(t) = (r—1) (1 - %) x(t) 1

Pielou, Beverton-Holt:
x(t+1)= x(t)

Ax(t) :r71 (1 - ﬁKt)) x(t+1)

Ricker: o
x(t+1) =% x(t)

(1)

Ax(t) = (H“T - 1) x(t)
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Piklad

Rist homogenni populace s omezenymi zdroji

Euler, Malthus:
x(t+1) = rx(t)

x(t+1)
x(t)

Ax(t) = (r — 1)x(t)

Maynard Smith, May

x(t+1) = (r —(r— 1)%) x(t)

Ax(t):(r—l)( J%)nt) 1

Pielou, Beverton-Holt:
x(t+1)= x(t)

Ax(t) :r71 (1 - ?) x(t+1)

Ricker: o
x(t+1) =% x(t)

(t)

Ax(t) = (rl’XT - 1) x(t)
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Piklad

Rist homogenni populace s omezenymi zdroji
x(t+1)
x(t)
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Piklad

Rist homogenni populace s omezenymi zdroji
x(t+1)

x(t)

Zakladni rovnice: .
x(t+1) = 5 x(t)

14+(r—1) <$>
— B8 _ B
Ax(t) = ’71)(0)5 (17 (%”) )x([):% <17 (%) )x(t+1)
ree-n (%)
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Piklad

Rist homogenni populace s omezenymi zdroji

x(t+1)
x(t)
p
L ©
K x(t)
Rovnice se zpozdénim:
x(t+1) = r Sx(t)

1+(r—1) (X(tl; 1))
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Piklad
Rist homogenni populace s omezenymi zdroji

x(t+1)

x(t)

Allee:

17)(5(—0)0(—19)

4K
x(t+ 1) = rk=vy ( x(t)
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Piklad

Rist homogenni populace s omezenymi zdroji

x(t+1)
(t)

Gompertz:

In

X(t+1) = (rx(t)*ﬁ) x(t)
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Semidynamicky systém:
m Neprazdna mnozina X
m Casova mnozina J C [0, c0)

1) 0es1eld
(2) s,tel = s+tel
(3) s,tel, s<t, = t—sel

m Evolucni operator ® : / x X — X

(i) ®(0,x) = x pro kazdé x € X
(i) ®(t+s,x) = d(t, d(s,x)) pro vdechna t,s € J a kazdé x € X
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Semidynamicky systém:
m Metricky prostor X
m Casova mnozina J C [0, c0)

1) 0es1eld

(2) s,tel = s+tel

(3) s,tel, s<t, = t—sel
m Evolucni operator ® : / x X — X

(i) ®(0,x) = x pro kazdé x € X
(i) ®(t+s,x) = d(t, d(s,x)) pro vdechna t,s € J a kazdé x € X

Systém se spojitymi stavy: ®(t, -) : X — X je spojité pro kazdé t € J
spojity v case: d( -, x) : J — X je spojita funkce pro kazdé x € X
spojity: ® je spojité vzhledem k soucinové topologii na/ x X
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Dynamicky systém:
m Metricky prostor X
m Casova mnozinaJ CR

1) 0es1eld

(2) s,tel = s+tel

(3) (,+) je podgrupa (R, +)

m Evolucni operator ® : / x X — X
(i) ®(0,x) = x pro kazdé x € X
(i) ®(t+s,x) = d(t, d(s,x)) pro vdechna t,s € J a kazdé x € X
Systém se spojitymi stavy: ®(t, -) : X — X je spojité pro kazdé t € J

spojity v case: d( -, x) : J — X je spojita funkce pro kazdé x € X
spojity: ® je spojité vzhledem k soucinové topologii na/ x X
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