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. Gama funkce je definovana integralem

I'(n) ::/dt exp(—1)" 1.
0

(a) DokazZte vztah
I'(n+1) =nI(n),

1
F(n—l—E),nEN.

. S pomoci Gama funkce spocitejte pfiblizné vyjadieni In(n!) pro velké hodnoty n (Stirlingdv vzorec).

(b) spoditejte I'(n),n € N,

(c) spocitejte

. Atom vodiku se nachdzi v hladin€ n = 3. Za pfedpokladu, Ze obsazeni energiovych hladin je dano mi-
krokanonickym rozdélenim, spoctéte pravdépodobnost toho, Ze se atom nachdzi ve stavech se stejnym
vedlej$im kvantovym Cislem /.

. Entropie pro izolovanou soustavu je dina vztahem S = kg InT", kde I" je poCet mikrostavi. Pro uzavienou
soustavu S = —kg ), w, Inw,,. UkaZte, Ze oba vztahy nejsou v rozporu.

. Ukazte, Ze tepelna kapacita cy je dana fluktuaci energie, tj.

R
~ kgT?

cy <AE2>.

. Spoctéte termodynamické vlastnosti systému N rozliSitelnych klasickych harmonickych oscilatori s frek-
venci .

. Spoctéte rozloZeni hustoty ve sloupci plynu o zdkladné A pod vlivem homogenniho gravitaéniho pole
(v atmosfére). Predpokladejte, Ze plyn je tvofen nerozliSitelnymi Casticemi, kazdd s hmotnosti .

. UvaZme plyn s dvouatomovymi molekulami. Spocitejte molarni tepelnou kapacitu daného plynu. Poci-
tejte pouze s vibraénim pohybem molekul, kdy je energie ddna vztahem
1
Ey=ho(n+ ). M

Spocitejte nejprve statistickou sumu, ze které uréite volnou energii a z volné energie jiz lze urcit hledanou
tepelnou kapacitu. Vyslednou tepelnou kapacitu miiZete napsat v aproximaci nizkych a vysokych teplot.

. Uvazme plyn s dvouatomovymi molekulami. Spocitejte molarni tepelnou kapacitu daného plynu. Poci-
tejte pouze s rotanim pohybem molekul, kdy je energie ddna vztahem

g PG+
Jm 21

kde I je moment setrvacnosti molekuly. JelikoZ nelze statistickou sumu spocitat analyticky, vyjadrete ji
v aproximaci vysokych a nizkych teplot.

2

. Ukazte, Ze tlak a hustota energie maji stejnou jednotku.

z ¥z

. Spoctéte hustotu stavl pro relativistické Castice a najdéte limitni vztahy pro klasické a ultra relativistické
Castice.

. Odvod’te stavovou rovnici idedlniho plynu pomoci viridlového teorému.

. Systém obsahuje N velmi slabé interagujicich céstic a jeho teplota je dostatecné velkd nato, abychom

mohli pouZit k popisu klasickou statistiku. Kazda c¢astice ma hmotnost m a osciluje v daném sméru kolem
své rovnovdzné polohy. Spocitejte tepelnou kapacitu systému za teploty 7' v ndsledujicich piipadech
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(a) Vratnd sila je pfimo imérna vychyleni x z rovnovazné polohy.

(b) Vratna sila je imérna x.

Ulohy miiZete pocitat bez explicitntho vyjadieni pfislusnych integrali. Uréete pomoci viridlového teo-
rému stavovou rovnici plynu.

Odhadnéte, jak dlouho by musela zdkladna Hvézdovrah Cerpat energii hvézdy typu Slunce, aby znicila
planetu typu Zem¢.

Ukazte, Ze v klasickém piipadé je mozné z grandkanonického rozdéleni jedné Castice odvodit Maxwelltiv-
Boltzmaniiv zakon rozloZeni rychlosti.

Ukazte, Ze v klasickém piipadé je moZné z grandkanonického rozdéleni pro céstice s 4 = 0 odvodit
Planckiiv zdkon.

Reseni: Pro pocet bosonil v energiovém pasu plati vztah
p(E)dE
exp (iB;T“) —1 ‘
Pro fotony plati i = 0, a energie je rovna E = hv. Prejdeme analogicky jako v pfedchozim piikladu k
proménnym frekvence. Pro hustotu energie vyjde vztah

dN =

8mv? h
EdN = 22 LA 3)
¢ exp (kZ—VT) -1
DokaZte rovnost -
xm—l
I(m)= [ d&x- ————=(1-2"" T 4
i(m) 0/ o7 = (1727 m) - Tm), @)
a
= m—1
X
I =[d——= -
() 0/ iy =7 = £m) TOm), )
kde ¢ (m) je Riemannova funkce
=1
Em) =Y o
k=1
Definujme funkce
(I !
Buly) = o [ , ©)
W= | ety
a
Faly) = — /oodx S ™
"I ) T eple—y)+ 1
Pro tyto funkce dokaZzte
dB+1(y)
= By(y),
B ()
a
an-H ()’)
=F,
O )
Ze vztahu
gv 3 M

platného pro nerelativisticky idedlni bosonovy plyn spoctéte pocet Castic N.
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Naleznéte rovnici adiabaty pro idedlni fotonovy plyn v proménnych p a V.

Prepiste podminku degenerace fermionového plynu kg7 < € jako vztah mezi vinovou délkou de Bro-
glieho vIny tepelného pohybu a Fermiho vinové délky.

Spoctéte cy nerelativistického fermionového plynu a ovéfte platnost klasické limity pro cy /N.

Ovéite platnost klasické limity

3
E = —NkgT
) B,

Spocitejte:
(a) hustotu stavi,
(b) Fermiho energii, Fermiho hybnost,
(c) pocet Céstic,
(d) vnitfni energii,
(e) termodynamicky potencidl,
(f) stavovou rovnici

pro relativisticky (v pfipadé [731] ultrarelativisticky) plné degenerovany fermionovy plyn. Pocet Céstic,
vnitini energii a termodynamicky potencidl vyjadrete jako funkci Fermiho energie.

Spocitejte fluktuaci poctu Castic pro piipad grandkanonického rozdéleni <AN 2= <N 2> —(N >2> Apli-
kujte na pfipad nerelativistického fermionového a bosonového plynu.



