Cviceni 9-Integral, parcialni zlomky a specialni substituéni metody

9. listopadu 2021

1 Definice a uzitecné vztahy

Definice a zakladni pravidla

Funkce F se nazyvd primitivni funkce k funkci f, jestlize plati F'(x) = f(x), integrél je
definovany tak, ze funkci f pfifadi jeji funkci primitivni.

[ @)z = F@

Pozor tato primitivni funkce neni urétena jednoznacné, protoze F(z) 4+ C je také primitivni
funkce k funkci f(x), protoze (F(x) + C) = F'(x) = f(x)
Zakladni vzorce a metody

/f(a:) + g(z)dx = /f(x)d$:|:/g(az)dx, /k: - fz)dz =k - /f(x)d:v
Metoda per partes: [ f(z)g'(z)dz = f(z)g(z) — [ f'(z)g(x)

on sz A . / o (l') =u _
Substituéni metoda: [ f(g(x)) - ¢'(z)dz = g'(gx)dx Cdul = J f(u)du

2 Tabulkové integraly

Zde si budeme psat zékladni integraly na které piijdeme bud’ z definice, z vlastnosti derivaci nebo
vypoctem z vysSe uvedenych prikladu. Jedna se tedy o celkovy seznam a ne vSechny integraly jsou
?tabulkové”.
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e [coszdzr =sinz+C
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e [tanzdz = —Incosz + C

e [cotzdr =Insinz +C

o [ ﬁdx = arcsinz + C' = —arccosz + C’

o [ lJr%dw =arctanz + C

. fﬁdx:sinh_1x+C:ln(ac+\/1+x2)+C

o [ pdr=tanh~l e+ C = 3R+ C

° f\/%dx:coshflm+021n(x+m)+0
o [efdz=e"+C

° faxdl“:%—kC

o [nzdz =olnz—2+C

e [sinhzdzr = coshz + C

e [coshazdr =sinhz + C

. fﬁdx:—cothaﬂ—(}'

of l__dz =tanhz + C

cosh?

3 Slozitéjsi priklady: naroc¢néjsi substituce nebo kombinace sub-
stituce a per partes

Integraly z minulého cvi¢eni budou slozit jako motivaéni piiklady.
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Chci abyste si odnesli nésledujici pouceni

Goniometrické a hyperbolické substituce

e Obsahuje-li integrdl vyraz v/a? — 22, hodi se substituce z = asint
o Obsahuje-li integrdl vyraz v2? — a2, hodi se substituce z = S

e Obsahuje-li integral vyraz va? + 22, hod{ se substituce = = atant

Obcas se tyto substituce daji pouzit i bez piftomnosti odmocnin, viz piiklad 13. Castéji

~ e

e Obsahuje-li integrél vyraz va? + 22, hodi se substituce z = asinht

e Obsahuje-li integral vyraz v 2 — a2, hodi se substituce = acosht




4 Integral z racionalnich lomenych funkci

Rozklad na parcialni zlomky

Doted’ jsme byli schopni pfijit na nasledujici integraly.

/ P(z)dz, kde P(x) je libovolny polynom
1

1
/ = —In|az +b|+C
ax+b a

1 1 1
/(a:c+b)” * a(n—1) (ax—l—b)"—1+
1 2arctan2a%fb )
/am2+bx+cdx: D , kde D =+/4ac—15b%, pro b° —ac<0
1 11 1_2axfb
/dlel(D), kde D= /b2 —4dac, pro b*>—4dac>0
ax? 4+ br + ¢ D1n(1 + 202=0)

Vlastné zname jesté obecnéjsi viz. sbirka docenta Hasila. Mizeme, ale vytvofit metodu ke
s 22 3 . 3 ’ o P(iL‘)
spocitani obecného integralu podilu dvou polynomi. f o) d

Obecny postup

1. Rozlozime polynom Q(z) do jeho kofenu, tedy Q(z) = (z — xo)™(x — x1)™ ---, ale
jsou li kofeny komplexni napiseme radéji (z2 + bz + )", kde n, ng, ... uréuji ndsobnosti
kofent.

2. Koteny dle nasobnosti rozlozime.

(r—a)» z—a (z—a)? (x —a)”
1 _ Bz +Cy Box + Cy B,z + C,
(#2+bx+c)® z2+br+c (x2+bx+c)? (2 + bz + )™

3. Urcime nezname koeficienty porovnanim vyrazu.
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5 Integraly s odmocninou

Specialni substituce

e Integraly kde se vyskytuji odmocniny z \/x ruznych radu, Wz, ¥/x,..., /x fesime
substituci t" = x, kde n je nejmensi spoleény nasobek ¢isel rq, ..., 7%.

o Integrily kde se vyskytuje v/ax + b, feSime substituci t" = ax + b

o Integrily kde se vyskytuji odmocniny v této podobé ‘Cl;'i'g, kde ad — be # 0, fesime

az+b
cr+d’

substituci t" = timto integral prevedeme na raciondlni lomenou funkci.

e Eulerova substituce viz. skripta.
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6 Binomicky integral

Specialni substituce

Binomicky integral je integral typu
/xm (a+bz™? dz, m,n,peQ

1. Jestlize p € Z, volime substituci x = t°, kde s je spoleény jmenovatel m a n;

2. jestlize mTH € Z, volime substituci (a + bx)™ = t*, kde s je jmenovatel p;

m+1

—— + p € Z, volime substituci az™" + b = t*, kde s je jmenovatel p.

3. jestlize
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7 Goniometrické integraly

Specialni substituce

Integraly typu [ R(sinz,cosz) dz FeSime pomoci substituce
1. jestlize R(sinx, — cosz) = —R(sinz, cos z) , volime substituci ¢t = sin x;
2. jestlize R(—sinz,cosz) = —R(sinz, cos x), volime substituci ¢ = cos z;
3. jestlize R(—sinz, —cosz) = R(sinz, cos x), volime substituci ¢ = tan z;

4. jestlize nenastane ani jedna z predchozich moznosti, pouzijeme k feseni tzv.univerzalni

substituci: 5
T
t=tan— — x = 2arctant dxy = ——= dt
2 1+1¢2
, 2t 1—¢t?
sinx = cosx =
1+t 1+t

1.
/ sin” x cos™ v dx, pouze si rozmyslete jakou substituci pouzijete
2. )
dx
/ costz
3. ¥
S
/ in° x - da
14+ 4cos?z + 3sin’x
4.
/ cot® z + cot? x dz
5. )
/ 4
2—coszx
6. )
——dz
/ Vtanx
7. _
sin x
/ __sme g,
sinx — cosx
8.
/ cos x cos 2x cos 3x dx
9.

/ cos 2x
—dx
1+ cosx
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10. .
SIn & cCoS &
- dx
sinx + cosx

sinx cosx
2 a2 dz

cos?z —sin® x

11.

12. )
[
1 + sin(2x)

8 Urcity integral a zakladni aplikace

Pro integrovatelnou funkci f(x) je urcity integrél

Nevlastni integral

/ flx)dx = bli}m f(x)dz

Na nékolika zakladnich ptikladech si ukdzeme jak funguji nové aspekty oproti neurc¢itému integralu.

1. ) o
/wdx—l—/xdx
0 -1
2. .
/lnmdx
1
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1
/m(x2 —1)3dx
0

a
4. Dokazte substituci, ze [ zdz =0

9 Slozité nebo zajimavé priklady
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