
Cvičeńı 9-Integrál, parciálńı zlomky a speciálńı substitučńı metody

9. listopadu 2021

1 Definice a užitečné vztahy

Definice a základńı pravidla

Funkce F se nazývá primitivńı funkce k funkci f , jestliže plat́ı F ′(x) = f(x), integrál je
definovaný tak, že funkci f přǐrad́ı jej́ı funkci primitivńı.∫

f(x)dx = F (x)

Pozor tato primitivńı funkce neńı určtena jednoznačně, protože F (x) +C je také primitivńı
funkce k funkci f(x), protože (F (x) + C)′ = F ′(x) = f(x)
Základńı vzorce a metody∫

f(x)± g(x)dx =

∫
f(x)dx±

∫
g(x)dx,

∫
k · f(x)dx = k ·

∫
f(x)dx

Metoda per partes:
∫
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x)

Substitučńı metoda:
∫
f(g(x)) · g′(x)dx =

∣∣∣∣ g(x) = u
g′(x)dx = du

∣∣∣∣ =
∫
f(u)du

2 Tabulkové integrály

Zde si budeme psát základńı integrály na které přijdeme bud’ z definice, z vlastnost́ı derivaćı nebo
výpočtem z výše uvedených př́ıklad̊u. Jedná se tedy o celkový seznam a ne všechny integrály jsou
”tabulkové”.

•
∫
xαdx = xα+1

α+1 + C pro α 6= 1

•
∫

1
xdx = ln |x|+ C

•
∫

sinxdx = − cosx+ C
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•
∫

cosxdx = sinx+ C

•
∫

1
sin2 x

dx = − cotx+ C

•
∫

1
cos2 x

dx = tanx+ C

•
∫

1
sinxdx = ln

√
1−cosx
1+cosx + C

•
∫

1
cosxdx = ln

√
1+sinx
1−sinx + C

•
∫

tanxdx = − ln cosx+ C

•
∫

cotxdx = ln sinx+ C

•
∫

1√
1−x2 dx = arcsinx+ C = − arccosx+ C ′

•
∫

1
1+x2

dx = arctanx+ C

•
∫

1√
1+x2

dx = sinh−1 x+ C = ln(x+
√

1 + x2) + C

•
∫

1
1−x2 dx = tanh−1 x+ C = 1

2
ln(1+x)
ln(1−x) + C

•
∫

1√
x2−1dx = cosh−1 x+ C = ln(x+

√
x2 − 1) + C

•
∫
exdx = ex + C

•
∫
axdx = ax

ln a + C

•
∫

lnxdx = x lnx− x+ C

•
∫

sinhxdx = coshx+ C

•
∫

coshxdx = sinhx+ C

•
∫

1
sinh2 x

dx = − cothx+ C

•
∫

1
cosh2 x

dx = tanhx+ C

3 Složitěǰśı př́ıklady: náročněǰśı substituce nebo kombinace sub-
stituce a per partes

Integrály z minulého cvičeńı budou složit jako motivačńı př́ıklady.

1. ∫
x2√
2− x

dx

2. ∫
1

(x2 + a2)
3
2

dx
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3. ∫ √
x(1− x)dx

4. ∫
1√

(x− a)(b− x)
dx

5. ∫
cosx√

1 + sin2 x
dx

6. ∫
x+ 3√
x2 − 4

7. ∫ √
1− x2dx

8. ∫ √
1 + x2dx

9. ∫
e
√
xdx

10. ∫
x arcsinx2dx

11. ∫
x2 +

√
x+ 1

x+
√
x

x

12. ∫
xdx√
1 + x4

13. ∫
x2

(1 + x2)2
dx

14. ∫
x2

9− x2
dx
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Chci abyste si odnesli následuj́ıćı poučeńı

Goniometrické a hyperbolické substituce

• Obsahuje-li integrál výraz
√
a2 − x2, hod́ı se substituce x = a sin t

• Obsahuje-li integrál výraz
√
x2 − a2, hod́ı se substituce x = a

sin t

• Obsahuje-li integrál výraz
√
a2 + x2, hod́ı se substituce x = a tan t

Občas se tyto substituce daj́ı použ́ıt i bez př́ıtomnosti odmocnin, viz př́ıklad 13. Častěji
budou ale užitečněǰśı hyperbolické substituce.

• Obsahuje-li integrál výraz
√
a2 + x2, hod́ı se substituce x = a sinh t

• Obsahuje-li integrál výraz
√
x2 − a2, hod́ı se substituce x = a cosh t
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4 Integrál z racionálńıch lomených funkćı

Rozklad na parciálńı zlomky

Doted’ jsme byli schopni přij́ıt na následuj́ıćı integrály.∫
P (x) dx , kde P(x) je libovolný polynom∫

1

ax+ b
=

1

a
ln |ax+ b|+ C∫

1

(ax+ b)n
dx = − 1

a(n− 1)

1

(ax+ b)n−1
+ C∫

1

ax2 + bx+ c
dx =

2 arctan 2ax+b
D

D
, kde D =

√
4ac− b2, pro b2 − ac < 0∫

1

ax2 + bx+ c
dx =

1

D

ln(1− 2ax−b
D )

ln(1 + 2ax−b
D )

, kde D =
√
b2 − 4ac, pro b2 − 4ac > 0

Vlastně známe ještě obecněǰśı viz. sb́ırka docenta Hasila. Můžeme, ale vytvořit metodu ke
spoč́ıtáńı obecného integrálu pod́ılu dvou polynomů.

∫ P (x)
Q(x) dx.

Obecný postup

1. Rozlož́ıme polynom Q(x) do jeho kořen̊u, tedy Q(x) = (x − x0)n0(x − x1)n1 · · · , ale
jsou li kořeny komplexńı naṕı̌seme raději (x2 + bx+ c)n, kde n, n0, ... určuj́ı násobnosti
kořen̊u.

2. Kořeny dle násobnosti rozlož́ıme.

1

(x− a)n
=

A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+ · · ·+ An

(x− a)n

1

(x2 + bx+ c)n
=

B1x+ C1

x2 + bx+ c
+

B2x+ C2

(x2 + bx+ c)2
+ · · ·+ Bnx+ Cn

(x2 + bx+ c)n

3. Urč́ıme neznáme koeficienty porovnáńım výraz̊u.

1. ∫
dx

2x2 − 5x+ 7

2. ∫
x− 1

x2 − x− 1
dx

3. ∫
x

(x− 1)(x+ 1)2
dx

4. ∫
1

x2 − 1
dx
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5. ∫
1

x3 − 2x2 + x
dx

6. ∫
x3 + 1

x(x− 1)3
dx

7. ∫
x3 + x

(x2 − 1)(x2 − 2)
dx

8. ∫
x2 + 3x+ 2

x2 + x+ 2
dx

9. ∫
x3 + 1

x3 − 5x2 + 6x
dx

10. ∫
5x3 + 2

x3 − 5x2 + 4x
dx

11. ∫
x8

x8 − 1
dx

12. ∫
1

(x2 − 4x+ 5)(x− 2)2
dx

13. ∫
x

(x2 + 2x+ 2)(x2 + 2x− 3)
dx

14. ∫
x3 + 2x2 + x− 1

x2 − x− 1
dx

15. ∫
x10

x2 + x− 2
dx
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5 Integrály s odmocninou

Speciálńı substituce

• Integrály kde se vyskytuj́ı odmocniny z
√
x r̊uzných řád̊u, r1

√
x, r2
√
x, . . . , rk

√
x řeš́ıme

substitućı tn = x, kde n je nejmenš́ı společný násobek č́ısel r1, . . . , rk.

• Integrály kde se vyskytuje r
√
ax+ b, řeš́ıme substitućı tr = ax+ b

• Integrály kde se vyskytuj́ı odmocniny v této podobě r

√
ax+b
cx+d , kde ad − bc 6= 0, řeš́ıme

substitućı tr =
√

ax+b
cx+d , t́ımto integrál převedeme na racionálńı lomenou funkci.

• Eulerova substituce viz. skripta.

1. ∫
1

1 +
√
x

dx

2. ∫ √
x

1 +
√
x

dx

3. ∫
1√

x+ 3
√
x

dx

4. ∫
1 +
√
x+ 3
√
x

x+
6
√
x5

dx

5. ∫ √
x+ 1 + 1√
x+ 1− 1

dx

6. ∫ √
x+ 1−

√
x− 1√

x+ 1 +
√
x− 1

dx

7. ∫
1−
√
x+ 1

1 + 3
√
x+ 1

dx

8. ∫
1

x

√
x+ 1

x− 1
dx

9. ∫
3

√
x+ 1

x− 1
dx

10. ∫ √
1−
√
x

1 +
√
x

dx
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6 Binomický integrál

Speciálńı substituce

Binomický integrál je integrál typu∫
xm (a+ bxn)p dx, m, n, p ∈ Q

1. Jestliže p ∈ Z, voĺıme substituci x = ts, kde s je společný jmenovatel m a n;

2. jestliže m+1
n ∈ Z, voĺıme substituci (a+ bx)n = ts, kde s je jmenovatel p;

3. jestliže m+1
n + p ∈ Z, voĺıme substituci ax−n + b = ts, kde s je jmenovatel p.

1. ∫
3
√
x
(
7 + 5x4

)2
dx

2. ∫
(2 + 5x)3

4
√
x3

dx

3. ∫ 3
√

1 + 4
√
x√

x
dx

4. ∫
x

√
2− 3

√
x dx

5. ∫
1

4
√

1 + x4
dx

6. ∫
1

x4
√

1 + x2
dx
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7 Goniometrické integrály

Speciálńı substituce

Integrály typu
∫
R(sinx, cosx) dx řeš́ıme pomoćı substituce

1. jestliže R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cosx) , voĺıme substituci t = sinx;

2. jestliže R(− sinx, cosx) = −R(sinx, cosx), voĺıme substituci t = cosx;

3. jestliže R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx), voĺıme substituci t = tanx;

4. jestliže nenastane ani jedna z předchoźıch možnost́ı, použijeme k řešeńı tzv.univerzálńı
substituci:

t = tan
x

2
→ x = 2 arctan t dx =

2

1 + t2
dt

sinx =
2t

1 + t2
cosx =

1− t2

1 + t2

1. ∫
sinn x cosm x dx, pouze si rozmyslete jakou substituci pouzijete

2. ∫
1

cos4 x
dx

3. ∫
sin3 x

1 + 4 cos2 x+ 3 sin2 x
dx

4. ∫
cot3 x+ cot4 x dx

5. ∫
1

2− cosx
dx

6. ∫
1√

tanx
dx

7. ∫
sinx

sinx− cosx
dx

8. ∫
cosx cos 2x cos 3x dx

9. ∫
cos 2x

1 + cosx
dx
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10. ∫
sinx cosx

sinx+ cosx
dx

11. ∫
sinx cosx

cos2 x− sin2 x
dx

12. ∫
1

1 + sin(2x)
dx

8 Určitý integrál a základńı aplikace

Definice

Pro integrovatelnou funkci f(x) je určitý integrál

b∫
a

f(x) dx = [F (x)]ba = F (b)− F (a)

Nevlastńı integrál
∞∫
a

f(x) dx = lim
b→∞

b∫
a

f(x) dx

Na několika základńıch př́ıkladech si ukážeme jak funguj́ı nové aspekty oproti neurčitému integrálu.

1.
1∫

0

x dx+

0∫
−1

x dx

2.
e∫

1

lnx dx

3.
1∫

0

x(x2 − 1)3 dx

4. Dokažte substitućı, že
a∫
−a
x dx = 0

9 Složité nebo zaj́ımavé př́ıklady
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